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1 introduction

On s’intéressera au probléeme suivant : soit f : X — D un morphisme
d’espaces analytiques complexes ou D C C est un disque centré en I'origine
et X un espace analytique complexe de dimension n + 1. On suppose de
plus f propre et lisse en dehors de 0 € D. On a alors un résultat qui assure
que flr-1(pe : f~YD*) — D* est un fibré C* ot D* = D — {0}. On
notera Xy = f~1(d) pour d € D. On étudie alors la fibre Xy pour d #



0. On appelle cycles proches les éléments des groupes de cohomologie de
cette fibre. Quand on fait tendre d vers 'origine on obtient une application
de la fibre < proche > X4 pour d # 0 dans Xy. On considerera alors les
cycles évanescents qui correspondent aux conoyaux des applications induites
sur les groupes de cohomologie. On peut considérer intuitivement les cycles
évanescents comme étant la partie de la fibre <« proche > qui disparait quand
on fait tendre d vers 'origine dans Xg .

On s’intéresse également a ’application de monodromie; le générateur
positif de 71 (D*) induit un automorphisme de H*(X4,Z) noté T et appelé
automorphisme de monodromie locale. Le théoreme de monodromie locale,
qui est di a Grothendieck, s’énonce alors de la maniere suivante

Théoréme 1.1 (Théoreme de monodromie locale). Il existe un entier a > 1
tel que

On commencera par exposer les résultats de John Milnor qui a étudié
le probleme local. On s’intéressera ensuite au probleme global que ’on peut
aborder a l’aide des foncteurs cycles proches et cycles évanescents qui ont été
introduits par Grothendieck. Dans une troisieme partie on définira la mo-
nodromie sur la cohomologie de la fibre ainsi que sur les faisceaux < cycles
proches ». On présentera pour terminer une démonstration du théoreme
de monodromie locale due a Grothendieck. L’approche faisceautique est
I’élément clé de cette preuve car elle permet de se ramener & un probleme
locale qu’on étudie a I’aide de la résolution des singularités d’Hironaka.

2 L’approche de Milnor

Dans ce chapitre on suivra principalement ’approche de J. Milnor dans
[2]. On commencera par montrer le théoreme de fibration et on étudiera en-
suite la topologie de la fibre de Milnor ; on s’intéressera tout particulierement
au cas d’une singularité isolée.

2.1 Théoréme de fibration

On montre ici le résultat suivant :

Théoréme 2.1 (théoréme de fibration). Soit f : C"** — C une fonction
polynomiale vérifiant f(0) = 0 et Sc la sphére de centre O et de rayon € dans



C"*L. Notons K = f~1(0) N S.. Pour e assez petit, l'application

o: S.—-K — St

z e

est un fibré C* de fibre une variété lisse. La fibre au dessus d’un point e*
de S sera noté Fp = d~1(e'?).

Remarque 2.1. On peut montrer que Fy est difféomorphe a la fibre de
Milnor définie dans lintroduction. Cette description de la fibre de Milnor
facilite son étude topologique.

Démonstration du théoréme 2.1. On peut montrer, en suivant [2] §4, que
pour € assez petit 'application ® n’a pas de points critiques, ce qui permet
de conclure que les fibres sont lisses.

Pour montrer que @ est un fibré C*> on construit un champs de vecteur
sur S — K dont le flot induit des difféomorphismes entre les fibres Fy. On
admettra le lemme suivant :

Lemme 2.2. Pour tout € < €, il existe un champ de vecteurs lisse U(z) sur
S — K tel que pour tout z € Se — K

—
< U(z),i-gradlog f(z) >
est non nul et d’argument plus petit que 7 en valeur absolue.
On pose alors

wW(z) = o)

 R< 0(z),1 - gradlog f(2) >

On a donc un champ de vecteurs lisse sur S — K vérifiant
—
R< W(z),i- gradlog f(z) > =1

et
|S< W(z),i- gradlog f(z) >| < 1.

Lemme 2.3. Le flot associé au champ de vecteurs W(z) est défini sur tout
R.

Démonstration. Le seul probleme que ’on pourrait éventuellement rencon-
trer vient du fait que S, — K n’est pas compact. Il est en effet possible que
la trajectoire partant d’un point zg arrive sur K en un temps fini tg, dans ce



cas cette trajectoire ne serait pas définie pour t > to. Mais si on note ¢, (t)
cette trajectoire, cela implique que

tligt R log f(cz(t)) = —oc.

desy () ——
R log fleey(1)) = R< 4 gradlog f(es, () >
= R< ey (), gradlog f(ex, (1)) >
dont la valeur absolue est plus petite que 1 d’apres ce qui précede. La fonc-
tion R log f(c4,(t)) ne peut donc pas tendre vers —oo en un temps fini, cette

contradiction conclut la démonstration.
O

Si on note ®(z) = () alors

Cx, . —
G0e (1) = W< CF0- gradlog f(ex, () >
= R< ey (), i gradlog f(ex () >

= 1.

Ainsi 0(c,,(t)) = t + constante. Le flot de @ au temps ¢ induit donc un
diffSomorphisme entre ®~'(e¥) = Fy et Fy,¢. Soit ¢ € S! et I'ouvert de S*
U = {9t €] —n, n[} pour n assez petit. On considere alors application

U: UxFy — oY)
(€0 2) = c(t).

C’est un difféomorphisme, ce qui montre que ® est une fibration C*.

2.2 La fibre de Milnor

On redonne la définition de la fibre de Milnor :

Définition 2.1. La fibre de Milnor est l'intersetion de Xg avec la boule B¢ de
centre 0 et de rayon € pour € suffisamment petit et pour d # 0 suffisamment
proche de l'origine. On notera Mily la fibre de Milnor.

On peut montrer que la fibre Fy du théoréme de fibration 2.1 est difféomorphe

a la fibre de Milnor. La démonstration se trouve dans [2] §5 et est similaire
a la démonstration du théoreme 2.1. En utilisant cette description on peut
montrer les résultats suivants sur la fibre de Milnor :



Théoréeme 2.4. La fibre de Milnor Fy est homotopiquement équivalente a
un CW-compleze fini de dimension réelle n.

Remarque 2.2. La fibre de Milnor est un variété différentielle de dimension
réelle 2n.

Définition 2.2. On dira que le point 0 est une singularité isolée de f si
dans un voisinage de 0 la fonction f n’a pas de point critique mis a part
éventuellement O lui-méme.

Si ’on se restreint au cas d’une singularité isolée on a le résultat suivant :

Théoréeme 2.5. Si le polynéme f : C*"' — C a une singularité isolée
en zéro alors la fibre de Milnor Fy est homotopiquement équivalente a un
bouquet de sphéres de dimension n, S™V S"V ...V S".

Dans le cas d’une singularité isolée on peut calculer le n-ieme nombre de
Betti de la fibre de Milnor Fy. D’apres ce qui précede ce nombre est égal au
nombre de spheres présentes dans un bouquet de spheres homotopiquement
équivalent a Fy.

Définition 2.3. Soient g1(2), ..., gm(z) des fonctions analytiques complexes
de m variables et soit 2° un zéro isolé du systéme d’équations

91(2) = ... = gm(2) = 0.
On note g : C™ — C™ Uapplication (g1(2), ..., gm(2)). La multiplicité p du
zéro isolé 20 est le degré de Uapplication
z = 9(2)/llg(=]l
allant d’une petite sphére S, dans la sphere unité de C™.
On donne ici un lemme qui est démontré dans [2] lemme B.3.

Lemme 2.6. On garde les notations de la définition précédente. Soit D,
un disque autour de z2° qui ne contient pas d’autre zéro de g alors, pour
presque tout ¥ € C™ suffisamment proche de l'origine, I’équation g(z) = ¥ a
précisément p solutions dans D.

On s’intéresse alors au cas ou 0 est une singularité isolée pour la fonction
polynomiale f(z1,...,2p41). Alors 0 est un zéro isolé du systeme d’équations

df /dz1(z) = ... = df /dzm(z) = 0.

On notera maintenant p la multiplicité de ce zéro isolé. On a alors le
théoreme suivant.



Théoreme 2.7. Dans le cas ou 0 est une singularité isolée, le n-iéme
nombre de Betti de la fibre de Milnor Fy est égal a la multiplicité p.

On termine par donner un exemple :

Ezemple 2.8. On considere 'exemple des singularités de Brieskorn. On s’intéresse
aux polynomes de la forme

f(21, ey 2ng1) = 200 + o+ zfl’fll

ol a; > 1 pour tout ¢. Soit p le plus petit commun multiple des a; et
¢; = p/a’. On définit une action de C* sur C"*! de la facon suivante

t.(20y .oy 2n) = (102, ..., 17 2y,).

On a alors f(t.(21,...,2n)) = P f(20, ..., 2n) donc Xg est invariant par cette
action et on a des difféfomorphismes induits par cette action :

t: Xd — ti.d.

L’origine est clairement une singularité isolée donc d’apres le théoreme
2.5 la fibre de Milnor au voisinage de I'origine est homotopiquement équivalente
a un bouquet de k spheres. De plus le théoreme 2.7 assure que k = p la mul-
tiplicité de l'origine comme zéro isolé du systeme d’équations

df /dz1(z) = ... = df /dzp41(2) = 0.

D’apres le lemme 2.6 p est égal au nombre de solutions dans un voisinage
de l'origine de I’équation

(df/dzl (Z)7 ) df/dZnJrl (Z)) =7

pour presque tout ¥ suffisamment proche de I'origine. Or df /dz;(z) = a;2]"
donc pour tout ¥ = (vy, ..., vp41) vérifiant v; # 0 pour tout i, I’équation

-1

(arz91 71, ...,an+1zZl+1rl) =7
a (a1 — 1)...(ap41 — 1) solutions. L’ensemble des vecteurs & = (v1, ..., Upt1)
vérifiant v; # 0 dans un voisinage de l'origine est de mesure strictement
positive donc le lemme 2.6 assure que p = (a1 — 1)...(ap41 — 1). La fibre de
Milnor est donc homotopiquement équivalente & un bouquet de (a; —1)-...-
(an+1 — 1) spheres.

Sur cette exemple on peut également définir la monodromie et montrer le
théoreme de monodromie locale. On considere le chemin ¥(t) = ezmi’ U(t)
induit un difféomorphisme entre X4 et X 2ixt.4. La monodromie est alors
décrite par le difféfomorphisme de Xy induit par W(1) et le fait que ¥(p) =1
donne le théoreme de monodromie locale dans ce cas la.



3 Les faisceaux de cycles proches et de cycles évanescents

3.1 Faisceaux de cycles proches

On définira dans cette partie les faisceaux de cycles proches et les faisceaux
de cycles évanescents. On montrera également quelques propriétés justifiant
la définition. Ces propriétés assurent que calculer la cohomologie de faisceau
des faisceaux de cycles proches sur Xy revient a calculer la cohomologie
< classique > de la fibre X; pour d # 0. Il sera alors nettement plus agréable
de manipuler ces faisceaux pour étudier la cohomologie de la fibre X; pour
d #0.

Soit D un voisinage de 0 dans C. Soit f : X — D un morphisme propre
d’espaces analytiques complexes, qui est de plus lisse en dehors de 0 € D.
On utilisera sans le démontrer un théoreme de fibration global qui assure
que la restriction de f & D* = D — {0} est un fibré C*°. On notera X, la
fibre au dessus de d € D.

On note Xo = f~1(0), D* = D—0et X* = X — Xp. On a le diagramme
commutatif suivant

XOCL>X<L)X*
Ll
0 ——=D~<—>D*.

On note alors D* le revétement universel de D* et X* = X* X px D*. Le
diagramme commutatif précédent s’étend alors de la maniére suivante

Xo—ts X DX * X*
I
0 ¢ D > D*.

Définition 3.1. On définit alors le foncteur cycles proches ¥ = i*j,5* qui
va de Sh(X) dans Sh(Xp). Ot Sh(X) est la catégorie des faisceaur de
groupes abéliens sur X.

On peut considérer les foncteurs dérives a droite de ce foncteur :

Définition 3.2. Si l'on consideére le faisceau constant 7. sur X on obtient
alors les faisceaux RIV(Z) sur X appelés faisceaux de cycles proches.




On montre alors quelques résultats sur ces faisceaux. Localement on a le
lemme suivant

Lemme 3.1. Si f est a singularité isolée en x, alors la tige en x des fais-
ceaux de cycles proches vérifie I’égalité suivante :

RYW(Z), = HY(Mily,,, 7)

ot Mily, est la fibre de Milnor définie dans le chapitre précédent définition
2.1.

On a également un résultat global. On note H'(X, F) le i-eme groupe
d’hypercohomologie du faisceau F défini sur I’espace topologique X.

Proposition 3.2. Le fait que f : X* — D* soit une fibration et soit propre
implique que ‘ ‘
H'(Xo, RY(Z)) = H (X4, Z)

oty RU(Z) = i*j,(I*) avec I® une résolution injective de Lz = 7 ZIx.
On a enfin une suite spectrale :

Proposition 3.3. On dispose de la suite spectrale des cycles proches

EY = HP(Xo, RIV(Z)) = HPT9(Xy4,Z).

3.2 Faisceaux de cycles évanescents

On termine cette partie en définissant les faisceaux de cycles évanescents.
Le résultat important est I’existence d’une suite exacte longue qui met en
jeu les groupes d’hypercohomologie de faisceau du complexe de faisceaux
cycles évanescents ®(Z) :

. = H (X, Z) — H (X4, Z) — H (X0, ®(Z)) - H (X, Z) — ...

On commence par définir le cone d’un morphisme de complexes.

Définition 3.3. Soit f : B®* — C*® un morphisme de complexes. Le cone
de f, noté cone(f) est le complexe qui vaut B @ C™ en degré n et ot les
différentielles sont définies de la maniere suivante

—dg

Bn+l Bn+2

® 7 e

dc

cn o,




On a alors une suite exacte courte de complexes
0 — C* — cone(f) — B[1]* — 0
ou B[1]" = B"H1.

Remarque 3.1. Soit F* un complexe de faisceaux sur un espace topologique
Y et f:Y — Y un morphisme d’espaces topologiques, le fait que pour tout
owert U CY, f~Y(f(U)) C U implique qu’il existe un morphisme naturel
de complexes de faisceaux de F* dans Rf,f*F*®, qui est déterminé par les
applications de restriction du faisceau F*°.

Définition 3.4. Soit F un faisceau sur X, on lidentifie au complexe de
faisceaux sur X qui vaut F en degré zéro et qui est nul ailleurs, la remarque
précédente fournit un morphisme de complexes de faisceaux

F = Rj.j*F = Rj,j*F.

Le foncteur i* induit alors un morphisme de complexes de faisceauxr sur Xg
appelé spécialisation

sp:i*F — RU(F).
On peut alors définir le foncteur cycles évanescents

®: Sh(X) — DSh(Xy)
F —  Cone(sp)

ot DSh(Xy) est la catégorie des complezes de faisceauzr sur Xo. D’aprés la
définition 8.3 on a une suite exacte courte

0 — RU(F) = ®(F) — i*F[1] — 0.

On vérifie facilement que cette suite exacte courte induit une suite exacte
longue sur les groupes d’hyperhomologie de ces trois complexes de faisceaux.

... = HY(Xo,i* F) — H(Xo, RY(F)) — H' (X, ®(F)) — HT(Xo,i*F) — ...

St on prend pour F le faisceau Z, on peut appliquer les résultats sur les
faisceaux de cycles proches. Et on a la suite exacte longue

. = H (X, Z) — H (X4, Z) — H (X, ®(Z)) - H (X0, Z) — ...

Cette suite exacte longue montre que cette définition correspond bien a
I'intuition des cycles évanescents que l'on a essayé de donner dans l'intro-
duction.



4 Définitions de la monodromie et théoreme de
monodromie locale

4.1 Monodromie locale

On commence par définir ’automorphisme monodromie locale que 1’on
définira d’abord sur la cohomologie de la fibre H*(X4,Z) puis sur les fais-
ceaux de cycles proches.

Proposition 4.1. Le générateur positif de w1 (D*) induit un automorphisme
de H*(Xg4,7Z) noté T et appelé automorphisme de monodromie locale.

Démonstration. L’idée de la démonstration est de relever un champ de vec-
teur tournant autour de l'origine dans D* et de considérer I’automorphisme
induit sur la fibre X; quand on fait un tour autour de l’origine dans D*. On
peut ensuite vérifier que 'application induite sur la cohomologie de la fibre
ne dépend pas des choix des champs de vecteurs.

O]

On définit maintenant I’automorphisme de monodromie locale sur les
faisceaux de cycles proches.

Définition 4.1. Considérons le diagramme commutatif :

j

X te x 2 oxr T

|

0c¢ D °D* D*.

On a un automorphisme naturel T'| ;5 de D* qui correspond au fait de faire
un tour autour de l'origine dans D* en respectant le sens donné par le
générateur positif du groupe fondamental de D* déterminé par la propo-
sition précédente. Si on considére de plus Vautomorphisme identité de X
on a un unique automorphisme, noté T', de X* vérifiant f ol = T\ f
et moT = m. Soit F un faisceau sur X. Considérons le faisceau j*}— sur

. Soit U un ouvert de X*, comme joT = jomoT = jom =7j, on
a ](T(U)) = j(U) et il existe un isomorphisme naturel entre ]*.F(U) et
T*j*]-“(U) De plus comme joT = j, le faisceau T*j*F = (T o])*}" est le
faisceau j*F. On a donc un automorphisme de faisceau T* : j*F — j*F. Si
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on lui applique le foncteur i*(qu*) on obtient un automorphisme de fais-
ceau i*(R95,)T* : RIV(F) — RIV(F). Dans le cas des faisceauz de cycles
proches on le note encore T : R1W(Z) — RIV(Z).

On peut alors vérifier que L’isomorphisme du lemme 3.1
RV (Z), = HI(Mily,7)

est T-équivariant si on considere les automorphismes 71" défini dans les deux
définitions précédentes.

De la méme maniere on montre que les définitions coincident avec 1’iso-
morphisme de la proposition 3.2

H'(Xo, RY(Z)) = H (X4, 7).

Ceci implique également, en utilisant le fait que 1" est naturel, que la conver-
gence de la proposition 3.3

EY = HP(Xo, RIV(Z)) = HPT9(X,4,7)

est T-équivariante.

4.2 Le théoréme de monodromie locale

Les résultats de la partie précédente permettent, grace aux faisceaux de
cycles proches, de démontrer le théoreme de monodromie locale.

Théoréme 4.2 (Théoréeme de monodromie locale). Il existe un entier a > 1

tel que
(1% — 1d)"! |,y = 0-

La démonstration qu’on présente ici est di a Grothendieck et on suivra
la partie 2.1 de l'article [1]

Démonstration. La preuve se déroule en deux temps. On se ramene d’abord,

grace aux faisceaux de cycles évanescents R?W(7Z), a un énoncé local qu’on

peut ensuite démontrer a ’aide de la résolution des singularités d’Hironaka.
La proposition 3.3 fournit la suite spectrale

qu = Hp(X0> Rq\I’(Z)) = HP‘HI(Xd?Z),

ou la convergence est T-équivariante. Supposons qu’il existe un entier a tel
que T%|gay(z) = Id pour tout g, alors T“‘qu = Id et donc T“‘qu = Id
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car EX? est un sous-quotient de E%?. Ainsi par récurrence on montre que
T gre = Id. Pour tout n, il existe une filtration de H"(Xg4,Z),

0=F""'H"(X4,7Z) C...C FPH"(X4,Z) C ... C FYH"(X4,Z) C F'H"(X4,Z) = H"(Xy4,Z)

telle que B8 = FPHPTI(Xy,Z) | FPY HPT(X 4, Z). On avu que (T* — Id)|gra =
0 ce qui équivaut & dire que (7T%—Id) envoie FP HPT9(X 4, 7) dans FPTHPT( X, 7)
or comme F" HPY(Xy,Z) = 0, (T* — Id)" | yu(x, 7y = 0- 1l suffit donc
de montrer qu’il existe un entier a tel que T%|gey(z) = Id pour tout g.
Comme f est propre, Xg est compact et il suffit de trouver un tel entier
localement sur Xg.

On peut donc supposer que X est un voisinage ouvert de 0 € C**!. La
résolution des singularités d’Hironaka permet de supposer que f est donnée
par

€1 €2 e
(21, 225 ooy 2n) — 27 257257

On va montrer que a = ppcm(e;) convient. Soit x € Xo, soit I = {i € [1,r]|z € {z; = 0}}
et J le complémentaire de I dans [1,7]. On montre que si e = pged(e;, i € I),
alors

T*|paw(z), = 1d

pour tout g. Supposons x # 0. On a
f(z1y 0y 2n) = Hzf’ H zjj.
el jeJ

Soit ig € I, on pose le changement de variable au voisinage de x

zl = 2 — T st 1 # i
1/e;
/ _ . €j 0
Zio = Zi (Hje] Zj >
1/e;
N , . e; 0 . . . . . .
ou pour définir (H jeJ zjj il suffit de choisir un logarithme au voisinage

de x. Ce changement de variable est bien un difféomorphisme au voisinage
de = car
. 1/€i0
dz

—io(xl,...,xn) = ijj #0.

dz;
‘0 jeJ

De plus z est envoyé sur 0. On peut donc supposer que x = 0 et que f est
donnée par

(21, ey 2n) — H ZE

el

12



En changeant les notations on peut supposer que I = [1,r] et on s’est ramené
a montrer que
T¢ ‘R‘Z\I/(Z)o = Id.

Or on a vu dans la démonstration du lemme 3.1 que
RIV(Z)y = HI(F,7Z)
ou F est le sous-espace analytique de C*" x {S(u) > 0} défini par I'équation
H 25 = e*m,
i€l
De plus la monodromie sur H%(F,Z) est 'automorphisme induit par

T: F — F
(215 ey 2ryut) = (21,00 2, u+ 1),

On choisi des entiers {a;},;, vérifiant

Z a; - e; = pged(e;) = e

1<i<r

On défini un flot x; sur F pour t € R de la maniere suivante
« o
Xt(21, 2, u) = (exp (2m‘t—l>zl, .ee, XD (27Tit—r>zr, U+ t) i
e e

Ce flot est bien défini car f (exp (2772'25%)21, ceey €XD (QWit%)zr) = exp (2mit)-
f(z1,..., 2n) et donc si (z1,...2;,u) € F, alors

f <exp (27Tit%>2:1, ceey €XD (2m’t%>zr) = exp (2mi(t + u))
e e

et finalement x:(z1,...z;,u) € F. Or xe(z1,..2r,u) = (21,...2p,u + €) =
T(21, ..., zr,u). Si on regarde F' comme étant f~1(1) x {S(u) > 0} alors
on peut considérer que le flot y; agit par u — uw + t et par l'identité sur
f~(1). Donc I'application induite par x; sur H(F,Z) = H(f~*(1),7Z) est
I'identité, comme T°¢ = Y., l'application induite par T°¢ sur H?(F,Z) est
I'identité et finalement
TG‘R‘Z\I/(Z)O = Id.
27s

e

F:HFk

0<k<e—1

On pose €; = ¢;/e et ( = exp ( ) On peut montrer plus précisément que
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ou FJ, ets le sous-espace analytique de C*" x {S(u) > 0} défini par I’équation
Hziei:g“kexp< )

el
L’automorphisme 7" envoie F}, dans Fj41 si0 < k <e—1et F._; dans Fp.
Donc d’apres ce qui précede

2miu
e

HY(F,Z) = Z[Z/eZ] x HY(Fy,Z)

et la monodromie agit par 7 — n + 1 sur le facteur Z[Z/eZ] et par 'identité
sur HY(Fy,Z).
O
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