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1 Introduction au controle

La théorie du controle s’intéresse a expliquer I'influence du controle sur la dynamique
du systeme. Ici on cite explication de Jean-Michel Coron [%] “un systeme de controle est
un systeme sur lequel on peut agir a l’aide d’'une commande ou controle. Comme exemples
typiques, on peut citer une voiture sur laquelle on agit grace aux pédales d’accélérateur
et de frein ou en tournant le volant ; un satellite, sur lequel on agit a 1'aide de poussées
délivrées par des tuyeres; un manche de balai que I'on tient au-dessus de son index, le
controle étant la force appliquée par I'index sur ce manche ; une poussette ou un chariot
de supermarché, le controle étant les forces que 1’on applique sur les cannes de la poussette
ou sur la barre du chariot avec nos deux mains. L’état du systeme dans ces exemples
est la position et la vitesse. Ces systemes sont modélisés par des équations différentielles
ordinaires : I’état du systeme n’a qu'un nombre fini de composantes. Mais il existe aussi
des systemes modélisés par des équations aux dérivées partielles : 1’état du systeme est
alors de dimension infinie. Comme exemples, on peut citer un bac avec de 1’eau dedans,
le controle étant la force appliquée au bac; ou I'eau dans les rivieres, le controle étant le
mouvement des portes aux extrémités des biefs.

Deux problemes importants se présentent : la controlabilité et la stabilisation. Le
probleme de la controlabilité est celui de savoir si, en partant d’'un état donné arbitraire,
on peut atteindre, a ’aide d’un controle dépendant du temps bien choisi, un état désiré,
arbitraire aussi.

Le second probleme, celui de la stabilisation du systeme de controle, peut étre facile-
ment compris a l'aide de I'expérience classique du balai que I'on veut faire tenir sur son
doigt. On met le manche du balai a la verticale sur son doigt, la brosse étant en haut.
Si on ne bouge pas le doigt, lentement puis plus rapidement, le balai va s’éloigner de la
verticale et finira par tomber. Ceci parce que 1’équilibre est instable. Pour éviter que le
balai ne tombe, on bouge le doigt en fonction de la position et de la vitesse du balai.
On applique ainsi au balai une loi de rétroaction ou feedback (la force appliquée par le
doigt sur le balai) de fagon a rendre stable un équilibre instable en 'absence du feed-
back. Ce feedback dépend de I'état du systeme, comme on le comprend en recommencant
I’expérience avec les yeux fermés.”

Formellement, un systeme de controle est défini comme :

Définition 1. Soient un espace d’états H et un espace de controle U, un systéme de
controle est la systéme d’évolution du type :

a(t) = f(t, (1), u(t)), (1)
ou x(t) € H est I'état et u(t) € U le controle en tempst .

Différent des EDPs sur lesquels on étude le probleme de bien-posé, stabilisation et
régularité, ici on s’intéresse aux topologies, par exemple la structure des H et U, et



au temps optimal. En revanche, le systeme devrait toujours bien-posé, et comme on va
étudier la controlabilité, la stabilisation au sens traditionnel n’existe pas.

Définition 2. On dit que (1) est exactement contrélable en temps T > 0 si et seulement
si, pour tout xg € H et xp € H, il existe un contrile u(t) € U tel que la solution x(t) de
(1) avec x(0) = x¢ satisfasse x(T) = xr.

Parfois pour le systéme en dimension infinie, on ne peut obtenir la controlabilité
exacte, par exemple pour I’équation de chaleur. On définit également la controlabilité
approximative :

Définition 3. On dit que (1) est approximativement contrélable en temps T > 0 si et
seulement si, pour tout € > 0, pour tout xog € H et xp € H, il existe un controle u(t) € U
tel que la solution x(t) de (1) avec x(0) = xq satisfasse | x(T) — xr |< €.

2 La controlabilité en dimension finie

Pour T' > 0, nous nous intéresserons aux systemes linéaires comme

(2)

{:’v(t) = Az(t) + Bu(t) te€[0,T],
x(0) = xo,

ou A et B sont deux opérateurs soit bornés soit non bornés, selon que le systeme est en
dimension finie ou non.

Différentes sens des solutions de (2) seront obtenues selon la régularité de la donnée
initiale et du controle. Parce que le cas pour dimension finie est plus clair, ici on va
seulement donner la solution du systeme en dimension infinie.

Supposons que zg € D(A) et B € L(U;D(A)), grace a la formule de Duhamel, (2)
admet une unique solution forte

x(t) = S(t)xo + /0 S(t — s)Bu(s)ds, (3)

ici = est dans l'espace C([0,T); D(A)) N CY([0,T); H).
Sizg € Het Be L(U;H), 'unique solution faible est aussi donnée par (3), mais
maintenant il est une solution au sens que

t

(2(t). 91 = (w0, S(E)y)r + / (u(s), B*S(t — s)y)uds, Vy € H. (4)

Finalement, si 2o € D(A*) et B € L(U;D(A*)), la formule (3) est encore 'unique
solution de (2) mais au sens des transpositions qui été introduit par Jacques-Louis Lions,

[7, 11]
(z(t), y)pary Deaxy =(T0, S(£)"Y)p(asy DA%

t
+ / (u(s), B*S(t — 8 Yhpiaypands, Yy € H  (5)
0
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2.1 Cas linéaire : critere de Kalman

C’est le systeme de controle le plus simple, puisque la solution est déja bien définie
par (3). Du coup on peut étudier le systeme plus général (instationnaire)

{:t(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) te[0,T], (6)

z(0) = xo,

ou A e L>*([0,T], M,(R)) et B € L*([0,T], My,.n(R)). Dans ce cas, on va directement
étudier le controle exact sur lequel le premier théoreme est donné par

Théoréme 1. Le systéme (6) est contrélable si et seulement si sa grammienne

G = / ' R(T,t)B(t)B(t)*R(T, t)*dt (7)

est une matrice inversible.

Ici R(t1,t2) est la résolvante du systeme
M = A(t)M, (8)
c’est-a~dire, R vérifie, entre les instants t; et to,
R(ty,t1) = 1d, O1R = A(t)R. (9)

Malheureusement, c’est toujours un peu difficile de calculer la grammienne. Pour le
systeme (2), il y a un résultat classique donné par Kalman

Théoréeme 2 (Critere de Kalman). Soient H = R" et T' > 0. L’équation (2) est
controlable si et seulement si

rang|B, AB, ..., A" ' B] = n. (10)

On remarque ici que la condition de Kalman ne dépend ni du temps 7" ni de 1’état ini-
tiale zo. Alors, si un systeme linéaire autonome est controlable en temps 1" avec x, il est
donc controlable en tout temps depuis tout état. Normalement, on ne peut pas trouver
quelle proposition pour le systeme non-linéaire ou le systeme en dimension infinie ou le
systéme instationnaire. Par exemple, pour le systéme instationnaire (2), la condition (7)
dépend de T mais ne dépend pas du zy. Autrement dit, si un systéeme linéaire instation-
naire est controlable en temps T depuis xg , alors il est controlable en temps T depuis
tout point.

Pour le cas général (6), il y a le critere de Kalman aussi. Si on définit By(t) = B(t)
et Bji1(t) = Bi(t) — A(t)By(t), alors

Théoréme 3. Supposons qu’il existe t € [0,T] tel que
dim{By(t)v: k € Nju € R"} =n, (11)

alors le systeme (6) est contrélable.



2.2 Cas non-linéaire : les crochets de Lie

Passons a I’étude de I’équation non-linéaire (1), nous nous intéressons a la controlabilité
a coté du point d’équilibre (z., u.), c’est-a-dire f(z., u.) = 0, ou également la controlabilité
au voisinage de une trajectoire (Z(t),u(t)). Introduisons le systéme linéaire autour de la
trajectoire (Z(t),u(t)),

{i’(t) = G (@(t),1(t)z(t) + GL(@(t), a(®)u(t) te[0,T],

z(0) = xo. (12)

Donc toujours par I'idée du test linéaire avec un argument de point fixe, on obtient la
controlabilité locale de (1).

Théoréme 4. Soit (Z(t),u(t)) une trajectoire de (1). Si le systéme linéarisé (12) est
controlable, alors le systéme non-linéaire est contrélable autour de la trajectoire (T(t),u(t)).

Mais parfois le systeme linéarisé n’est pas controlable, dans ce cas on trouve que le
crochet de Lie est utile

(X, Y](z) =Y'(x)X(2) — X'(2)Y (2). (13)

En fait, si on regarde d’abord sur le systeme avec controle affine comme
B(t) = filz)u (14)
i=1

Pour T' donné, sur [0, 7], on prend u; = 1,uy = 0, sur [T, 277, on prend u; = 0,uy = 1,
sur [27,3T], on prendre u; = —1,uy = 0, et sur [37,47], on prendre u; = 0,us = —1.
Quand T tend vers 0, on peut trouver que 'on se déplace dans la direction [f, f2] qui est
exactement donné par le crochet de Lie. On a un théoreme donné par Chow et Rachevski

[5]

Théoréme 5. Supposons que l’équation (14) satisfasse

Vect{h(0) : h € Lielfi, for s fu)} = R", (15)

alors le systéme est localement contrélable au voisinage de 0 (en temps petit).

3 La controlabilité en dimension infinie

Dans cette section on considere la controlabilité du systeme de la forme de EDP.
D’abord, on regarde le cas plus simple, la controlabilité d’équation du transport

(16)

Y + Yy, =0 dans (0,7) x (0, L),
y(t,0) =wu(t) sur (0,7).

Ce systeme est bien posé au sens de la transposition (qui est la plus importante définition
de la solution du systeme en théorie de controle).

4



Définition 4. Soient T > 0,yo € L*(0,L) et u € L?(0,T). Une solution du probléme
de Cauchy (16) et y(0,x) = yo, est une fonction y € C°([0,T]; L*(0,L)) tel que, pour
chaque T € [0,T] et pour chaque ¢ € C1([0,7] x [0, L]) qui satisfait

o(t, L) =0,Vt € [0, 7],

on a
T L T

—/ / (fbﬁ%)ydwdt—/ u(t)(t, 0)dt
o Jo 0

+ /OL?J(T, 2)p(7, x)dx — /OL yo(2)9(0, z)dz = 0.

Pour ce systeme on étudie directement le controle exact, on a

Théoréme 6. Le systeme de contrile (16) est controlable en temps T' si et seulement si
T>1L.

En fait, la solution du probleme de Cauchy, (16) et y(0,z) = yo, est donné par

y(T,z) =yolz = T),six > T, (17)

y(T,z) = uw(T —z),six < T. (18)

Donc si T' < L, on peut choisir yo(z) = 0 et y(z) = 1, maintenant quelque soit controle
u, Y(T,x) # y1(z). En revanche, si T" > L on peut obtenir la controlabilité facilement.

Mais pour les autres équations, on ne peut pas résoudre les équations. Et puis le

opérateurs A devient un opérateur non-borné ’étude sur lequel est pas tellement facile,

dans ces cas on souvent utiliser la méthode introduite par Jacques-Louis Lions : Hilbert
Uniqueness Method, [7, 11].

3.1 Linéaire : Hilbert Uniqueness Method

Cette méthode est souligne pour la controlabilité exacte du systeme linéaire. Soit
T > 0 bien choisi, U est 'espace de controle dans temps [0, T], H est l'espace du état.

% Transférer le probleme de controlabilité a un probléeme d’application

En fait, pour chaque yy € H on peut définir une application de U a H
Fyo iU — H, (19)

ou Fy,(u) = y(T), y est la solution de Cauchy avec I’état initial y, et le controle w.
Alors il faut seulement montrer que pour chaque état initial, I’application F, est
surjective.

% FEzactement controlable < Exactement controlable a partir de 0



Définition 5. On dit que (2) est exzactement contrélable en temps T > 0 a partir de 0
si et seulement si, pour tout yo € H et yr € H, il existe un contrile u(t) € U tel que la
solution x(t) de (2) avec y(0) = yo satisfasse y(T') = yr

En effet, clairement la controlabilité exacte implique trivialement controlabilité a par-
tir de zero. L’inverse se trouve en découplant la dynamique issue du controle et celle issue
de I'état initial, on peut écrire y(t) = y1(t) + y=(t) ou y; est la solution de systeme avec
Yo = 0 et yo est la solution avec u = 0.

Y La dualité entre controlabilité et observabilité

On sait déja que il suffit de montrer que 'application Fj est surjective, pour les images
des opérateurs entre les espaces de Hilbert on rappelle un résultat d’analyse fonctionnelle
suivant :

Théoréme 7. Soient E et F' deux espace de Hilbert et L : D(L) C E — F un opérateur
fermé et de domaine dense. Alors L est surjectif si et seulement s’il existe une constante

c telle que
||| p< c|| L x||g, Y € D(LY). (20)

En appliquant le théoreme précédent on obtient :

Corollaire 1. En temps T > 0, le systéme (1) est
— exactement controlable si et seulement s’il existe une constante Cp > 0 telle que

— approximativement controlable si et seulement si
Fr=0=x=0, Vxr € H. (22)

L’inégalité (21) est appelée inégalité d’observabilité sur le théorie de controle. La
propriété (22) est appelée principe de continuation unique.
Maintenant on regarde les équations de KdV, nous avons en vue le systeme de controle

Yt + Yooz + Yo + YYz = 0 dans (07 +OO> X (07 L)a
y(t,0) =y(t,L) =0 sur (0, +00), (23)
Yo (t, L) = u(t) sur (0, +00),

olt, pour t € [0, +00), y(t,-) € L*(0, L) est I'état du systeme, u(t) € R est le controle.

La recherche sur la controlabilité du systeme (23) a commencé en 1997 quand Lio-
nel Rosier a montré dans [12] que les équations de KdV linéarisées sont controlables
si et seulement si L ¢ N et que les équations de KAV non linéaires sont (localement)
controlables si L € N otl

N = {2%\/%;[,/{: € N*}.

Son travail montre aussi que, pour L € N, la partie non controlable pour le lindarisé est
un espace vectoriel M de dimension finie (qui peut étre arbitrairement grande).
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Théoréme 8. Soient L >0 et T > 0. Le systéme controle

Ye+ Yoz + Y- =0 dans (0,+00) x (0, L),
y(t,0)=y(t,L) =0  sur (0,+00), (24)
Y. (t, L) = u(t) sur (0,400),

est controlable si et seulement si L ¢ N. Si L ¢ N, le systéme contrile (24) est
controlable.

La méthode qu’il utilise est exactement Hilbert Uniqueness Method. En fait, dans ce
cas il faut montrer I'inégalité d’observabilité suivante

H?JOHB(O,L)S CHy:c(', O)HL2(0,T)a Vyo € Lz(O,L)- (25)

En obtenant un lemme de spectre suivant on trouve Théoreme 8.

Lemme 1. Il existe A € C et
p € H((0,L); C)\{0}
tels que

—Pr — Pazz = Ap, (0) = (L) = ¢.(0) = ¢ (L) =0,

si et seulement si

LeN.

3.2 Nonlinéaire : Power Series Expansion

Comme on sait, quand L € N le systeme linéairisé n’est pas controlable. Toutefois,
pour toutes les longueurs critiques (i.e. les longueurs L dans N) il a été montré que les
termes non linéaires donnent la contrélabilité, au moins pour des temps assez grands :
cela a d’abord était fait pour £ = [ = 1 par Jean-Michel Coron et Emmanuelle Crépeau
dans [9] (dans ce cas la controlabilité est en temps petit), puis pour k = 1 et [ = 2 par
Eduardo Cerpa dans [1] et toutes les longueurs critiques ont été finalement traitées par
Eduardo Cerpa et Emmanuelle Crépeau dans [3]. La méthode qu’ils ont utilisé est Power
Series Expansion.

Normalement, on considere la controlabilité a coté d’équilibre, puisque on peut I’étudier
par perturbation. Mais quand le systeme linéarisé n’est pas controlable, la perturbation
ne marche pas. Il faut utiliser le terme non-linéaire pour entrer ’espace qui n’est pas
accessible dans le systeme linéarisé. Pour KdV on peut voir I’échelle (scaling) :

yi=cy' + 2t + 355 + . (26)
u = cu' +e*u? + 3P + . (27)



Donc 'ordre 1 est donné par (y*, u'), I'ordre 2 est donné par (32, u?) etc. Les dynamiques
des ces ordres différents sont donnés par

Yt 4 Yrgw +Yr =0 dans (0, +00) x (0, L),
y'(t,0) =y'(t,L) =0 sur (0,400), (28)
Yo (t, L) = u'(t) sur (0, +00),

Vit Yrea T Y2 T Y'Y, =0 dans (0,+00) x (0, L),
y*(t,0) = (¢, L) =0 sur (0, +00), (29)
y2(t, L) = u(t) sur (0, 400),
etc.
Pour le cas dim M = 1, ou M est 'espace non-controlable, Jean-Michel Coron et

Emmanuelle Crépeau dans [9] ont montré la controlabilité en temps petit par un lemme
sulvant :

Lemme 2. Soit T > 0. Soit dim M = 1. Pour chaque point z de M, il existe (u',u? u®)
tel que, si (y*,y?,y%) est la solutions de

yi oyl .ty =0 dans (0,400) x (0, L),
vy (t,0) =y (t,L) =0 sur (0, +00), (30)
yl(t, L) = u'(t) sur (0, 400),
y'(0) =0,
Yi + Youe T Yz T y'Y; =0 dans (0,+00) x (0, L),
v (t,0) =y*(t, L) =0 sur (0, +00), 31)
y2(t, L) = u*(t) sur (0, +00),
y*(0) =0,
Yo+ Yo Y U2 HYYE Fypyt =0 dans (0,+00) x (0, L),
v3(t,0) =43t L) =0 sur (0, +00), (32)
y3(t, L) = ud(t) sur (0, 4+00),
y*(0) =0,
alors
JNT) =0, (T) =0, $(T) == ()

Remarque 1. C’est plus naturel de considérer 'ezistence de (u',u?) tel que la solution
(y' y?) de

yl+yl  +yl=0 dans (0,400) x (0, L),

vy (t,0) =y'(t,L) =0 sur (0,+00), (34)
yr(t, L) = u'(t) sur (0, 4+00),

y'(0) =0,



Ui + Yo T Y2+ y'ys =0 dans (0,400) x (0, L),

y3(t,0) =y*(t, L) =0 sur (0, +00),
V(0. ) = (1) sur (0, +00), @)
y*(0) = 0,

satisfait y*(T) = 0 et y*(T) = z. Malheureusement, il est remarqué dans [J] que il n’existe
pas.

[l reste encore un probleme important pour la controlabilité de KdV, dit la controlabilité
en temps petit quand dim M > 1.

Proleme 1. Soit dim M > 1. Si le systéme (23) est contrélable en temps petit ¢

3.3 Les autres méthodes pour le systeme nonlinéaire

% La méthode du retour

Il est introduit par Jean-Michel Coron pour montrer la controlabilité exacte frontiere
de I’équation d’Euler des fluides parfaits incompressibles en dimension 2 si le controle agit
sur chaque composante connexe du bord et la controlabilité approchée pour des controles
distribués ou frontiere, méme s’ils n’agissent pas sur toutes les composantes connexes du
bord. Cette méthode est bien utilisé pour montrer la controlabilité des plusieurs modeles :
Euler, Navier-Stokes, Saint-Veant, Vlasov Poisson, Isentropic Euler, Quantum modele,
Hyperbolique, Bloch, Parabolique etc.

Il reste encore un probleme plus important qui est encore ouvert

Proléme 2 (Jacques-Louis Lions, [7, 11]). Soit T > 0. Soient yo : @ — Rl ety : Q@ — R!
deux fonctions telles que

div yo = 0 dans Q,
div y; = 0 dans 9,
Yo satisfait les conditions au bord sur I'\I',

y1 satisfait les conditions au bord sur I'\T'y.
Sl existe une trajectoire de le systéeme de Navier-Stokes ou de Fuler tel que
y(0,-) = yo dans Q (40)
et, pour une topologie,
y(T,-) est approché y, dans Q7 (41)

% La méthode des déformations quasi-statiques

Introduit par Jean-Michel Coron et Emmanuel Trélat, cette méthode a donné la
controlabilité entre états stationnaires pour des équations paraboliques 1-D semi-linéaires
et pour des équations des ondes 1-D semi-linéaires.



4 Stabilisation avec 1’aide d’une loi de feedback

Si on dit que le probleme de controle est un open-loop, alors le probleme de stabilisa-
tion est de close-loop, la loi de feedback est juste comme un champ sur H. La définition
de stabilité est

Définition 6 (Stabilité asymptotique globale & 1’aide d’une loi de feedback). On dit que
le systéme (1) est (localement) asymptotiquement stable (a l'aide d’un feedback) en le
point d’équilibre x. s’il existe un feedback u(t) = F(x(t)) tel que (1) est (localement)
asymptotiquement stable.

Par la méme idée on peut également définir la stabilisation aux autres sens, stabilité
exponentielle, stabilité rapide ou stabilisation en temps fini.

Bien que le probleme de stabilisation soit plus difficile que le probleme de controlabilité,
il y a un fait qui dit que ces deux problemes sont proches :

Croyance 1. Si un systeme est controlable, alors il peut étre stabilisé a l'aide d’une loi

de feedback.

En fait, pour les systemes de controle linéaires en dimension finie, le théoreme du
placement de poles nous dit que ceux qui sont controlables peuvent étre stabilisés expo-
nentiellement a ’aide de lois de feedback linéaires.

Théoréme 9. Supposons que (1) est contrélable, alors il existe une matrice M telle
que le feedback uw = Mx rende le point d’équilibre (0,0) stable exponentiellement (ou
rapidement).

Dans beaucoup de systemes de type EDP on peut aussi obtenir la stabilisation avec ce
type de transforme, nommé la méthode de backstepping. Ce que est difficile est I’étude du
probleme de la stabilisation des systémes non-linéaires controlables mais a linéarisé non
controlable ainsi que la stabilisation rapide. L’accent sera mis sur des systemes modélisés
par des équations aux dérivées partielles. Par ailleurs le premier théoreme de Lyapunov
nous assure qu’'un feedback régulier stabilisant exponentiellement le linéarisé au point
d’équilibre stabilisera aussi exponentiellement (mais localement seulement bien sur) le
systeme non linéaire.

Théoréme 10. Soit z, un point d’équilibre de (1). S’il existe une fonction de Lyapunov
point x. de (1), alors x. est stable. Si la fonction de Lyapunov est stricte, alors x. est
globalement asymptotiquement stable.

La situation est significativement plus compliquée pour les systemes localement controlables
mais dont le linéarisé n’est pas controlable, systemes pour lesquels la non linéarité joue un
role crucial. Méme dans le cas plus simple de la dimension finie, Héctor Sussmann dans
[11] et Roger Brockett dans [2] ont montré que de nombreux systémes controlables ne
pouvaient pas étre stabilisés asymptotiquement a 'aide de lois de feedback stationnaires
continues. Afin de pallier ce probleme, une des principales stratégies consiste a utiliser
des loi de feedback instationnaires (i.e. qui varient avec le temps), périodiques en temps :
il est montré dans [0] que la plupart des systémes non linéaires localement controlables
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en dimension finie peuvent étre stabilisés asymptotiquement et méme en temps fini par
de tels feedbacks. Des feedbacks périodiques en temps asymptotiquement stabilisants ont
été construits pour de nombreux systemes physiques en dimension finie, mais tres peu de
ces feedbacks donnent une stabilisation en temps fini et le cas de systemes modélisés par
des équations aux dérivées partielles n’a été traité pour l'instant. Il reste donc beaucoup
a faire et la these portera sur ces deux thématiques : commandes instationnaires asymp-
totiquement stabilisantes pour des systemes modélisés par des équations aux dérivées
partielles et stabilisation asymptotique rapide voire en temps fini. C’est un sujet a cheval
sur la théorie des systemes dynamiques, la théorie qualitative des EDOs, la géométrie
riemannienne, 'analyse semi-classique, la théorie des équations aux dérivées partielles
(caractere bien posé du systeme bouclé par le feedback, inégalités de Carleman,...).

Dans le cas de la dimension finie (équations différentielles ordinaires avec controle),
I'objectif dans ce cas est de trouver des méthodes de constructions de feedbacks insta-
tionnaires stabilisant en temps fini, méthodes assez générales pour pouvoir s’appliquer a
de nombreux systemes, notamment ceux pour lesquels la stabilisation asymptotique par
feedbacks instationnaires a déja été obtenue.

Pour les systemes modélisés par des équations aux dérivées partielles, on s’attachera
a traiter des équations particulieres comme les équations de Korteweg-de Vries (KdV),
de Saint-Venant et de Schrodinger. Il s’agit non seulement d’équations importantes en
physique mais aussi représentatives d’une assez grande variété de structures dans la
théorie du controle et dans le domaine des équations aux dérivées partielles.

Par exemple, pour la stabilisation de KdV, dans le cas ou le linéarisé est controlable
(i.e. quand M = {0}), la stabilisabilité exponentielle rapide (c’est-a-dire a taux de
décroissance exponentielle aussi grand que l'on veut) a été montrée par Jean-Michel
Coron et Qi Lii dans [10]. On regardera la stabilisation de (23) par des feedbacks insta-
tionnaires (t,y) € R x L?(0, L) — R dans le cas ou le linéarisé est non controlable. On
regardera aussi la stabilisation en temps fini, y compris dans le cas ou le linéarisé est
controlable.

La situation pour les équations de Schrodinger et de Saint-Venant que nous avons
en vue est plus compliquée car ’espace vectoriel non controlable pour le linéarisé est de
dimension infinie. Par exemple, le systeme de Saint-Venant que nous considérerons est

Hi(t,z) 4+ (Hv).(t,z) =0 dans (0, +o00) x (0, L),
vt )+ (gH + %)x(t, ) = —u(t) dans (0,+o0) x (0,L), (42)
v(t,0) =v(t,L) =0 sur (0, +00).

Il s’agit d’'un systeme de controle ou, au temps ¢, I'état est Y (t) := (H(t,-),v(t,-)) et
le controle est u(t) € R. Ce systeme modélise le mouvement de 'eau dans un bac dont
laccélération est u(t) (le controle). Prenons toutes les constantes physiques égales a 1 (y
compris la hauteur d’eau d’équilibre), le linéarisé autour de ’équilibre s’écrit

he(t, x) + v (t,x) =0 dans (0, +o00) x (0, 1),
ve(t, ) + he(t,z) = —u(t) dans (0,400) x (0,1), (43)
v(t,0) =v(t,L) =0 sur (0, +00).
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Ce systeme linéaire n’est pas controlable : sa partie non controlable est de dimension
infinie, elle est formée des couples (h,v) avec h pair par rapport & x = 1/2 et v impair
par rapport a x = 1/2. 1l a été toutefois démontré par Jean-Michel Coron dans [0] que
les non linéarités donnent de nouveau la controlabilité locale si le temps est assez grand.
Par contre on ne sait pas stabiliser asymptotiquement le systeme de controle (42). On
se propose de regarder ce probleme. Un probleme similaire existe aussi pour différents
systémes quantiques, comme une particule dans une boite quantique (voir [1, 13] pour la
controlabilité). De nouveau on regardera aussi la stabilisation en temps fini.
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