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Résumé

Le modele de Poland-Scheraga (PS), ou modele d’accrochage, est une modéli-
sation probabiliste de ’accrochage d’une molécule longue (comme un polymere) &
un objet fixe. Son étude met en évidence un phénomene physique de transition de
phase, qu’on appelle “transition d’accrochage”. Les mémes résultats s’obtiennent
sur le modele de Poland-Scheraga généralisé (gPS), qui modélise I’accrochage de
deux molécules longues entre elles. Un domaine de recherche actuel est de regarder
les modeles dits “désordonnés”, et I'impact du désordre sur la transition d’accro-
chage : on peut alors dire que le désordre est “pertinent” ou “non-pertinent” selon
les cas.

Notations Nous noterons dans ce document N = {1,2, ...}, et Ny = NU{0}. L’abrévia-
tion iid signifiera indépendant(s) et identiquement distribué(s), et p.s. signifiera presque
sturement (pour une loi de probabilité qui sera claire dans chaque contexte).



1 Modele de Poland-Scheraga (PS)

Nous allons d’abord présenter le modele de Poland-Scheraga, dit modele PS. Considé-

rons un objet long, composé de N parties identiques successives, qui peuvent s’accrocher
a un second objet fixe. Chaque point ou I'objet long est accroché va impliquer une interac-
tion (avec l'objet fixe), qui va couter ou rapporter une énergie. Le systéme va s’accrocher
de facon aléatoire, en favorisant les configurations cotitant le moins d’énergie.
Ce modele permet de représenter différents phénomenes naturels, notamment biologiques
ou chimiques ; par exemple I'adhésion d’une grande molécule (un polymere, une protéine)
a un autre corps (un solide, la paroi d’une cellule). Nous verrons méme que certaines gran-
deurs mathématiques s’interpretent de maniere physique, et peuvent déterminer le com-
portement macroscopique du systeme; cela justifie particulierement l'intérét que nous
portons ici pour ce modele.

F1GURE 1 — Réalisation du modele de Poland-Scheraga. L’objet long est accrochée aux
emplacements 1, 2, 4 et 8.

1.1 Processus de Renouvellement

Nous allons d’abord définir une loi de probabilité pour les points d’accroches du
systeme s’il n’y a pas d’énergie d’interaction, en utilisant des processus de renouvellement.
Nous posons la définition suivante :

Définition 1.1 (Processus de renouvellement dans N¢).
Un processus de renouvellement 7 = (73 )ren, est une marche aléatoire sur N¢ issue de 0,
dont les incréments 7; — 7;_; sont iid et & valeurs dans N¢,

Nous noterons par P et E les mesures de probabilité et espérances liées a un processus
de renouvellement 7 (en opposition a IP et E, qui seront utilisés pour d’autres variables
aléatoires). Pour l'instant, nous allons nous restreindre aux processus de renouvellement
dans N. A N fix¢, chaque point du processus 7 = (19 = 0,71, 7,...) tel que 7; < N
donne un emplacement ou la molécule de longueur N est accrochée. Nous considérerons
toujours que la molécule est accrochée en 0 = 7y, et nous ignorerons ce point dans nos
formules.

Remarque 1.2. Dans le cadre général, on autorise 7 a étre une suite finie ou infinie : c¢’est
a dire que ses incréments peuvent étre a valeurs dans NU {oo}, et, si 7,1 < 00, 7, = 00,
alors 7 s’arréte a 7,_1. Si 7 est fini, on dit qu’il termine ; s’il est infini, on dit qu’il persiste.



On remarque, en utilisant la propriété de Markov, que la loi d’un processus de renou-
vellement 7 peut s’obtenir a partir seulement de la loi de sa premiere valeur 77. Dans le
reste de ce document, nous nous restreindrons aux processus pour lesquels la loi de 7
s’écrit :

L(n)
n1+o¢

Kn)=P(rp=n)= ; Vn eN, (1.1)

oll v est un réel strictement positif, et L est une fonction a variation lente. Une fonction
L est a variation lente si elle vérifie pour tout a > 0 :

. L(ax)
AT

=1,

(par exemple, la fonction log, les fonctions constantes, et les fonctions convergeant vers
une limite finie non nulle sont a variation lente). On remarque que si L est a variation
lente, alors pour tout 7 > 0 on a L(x) = o(z") pour z — +o00; et L™ L% ott a > 0 sont
a variation lente.

De plus, si K(oc0) := P (1 = 00) = 0, alors 7 persiste p.s.. Si K(c0) > 0, 7 termine
p.s.. On supposera en général K(oco) = 0 (donc 7 persistant), sauf mention explicite du
contraire.

Les détails de L auront peu d’importance sur tous les résultats énoncés dans ce document ;
ainsi, si le lecteur souhaite simplifier le cadre d’étude, il peut remplacer la fonction L
par une constante dans toutes les expressions suivantes. Nous supposerons quand méme
L(n) > 0 pour tout n, afin que les processus de renouvellement soient apériodiques.

Le parametre o, en revanche, va jouer un role important sur le comportement de notre
modele. On remarque par exemple :

a<l = En =oc0,
a>1 = Ern <o,

(en revanche, pour a = 1, ce sont les détails de L qui déterminent si cette espérance est
finie ou non).

1.2 Modele PS homogene

A présent, nous allons définir le modele PS homogene. On considére un processus de
renouvellement 7 de loi P donnée par (1.1), et on fixe NV la longueur du systéme. On pose
h € R I’énergie d’'interaction liée a un point d’accroche. Nous allons poser une nouvelle
loi de probabilité Pﬁ\’,h sur les processus 7, définie par une densité par rapport a P :

dPC,h 1 N
d]-]DV (7-) = Zc’h exp <Z h1n€7'> 1N€T> (12)
N

n=1

N . . h , . .. .
ol la constante de renormalisation Zy", appelée fonction de partition contrainte, est

définie par :
N
exp (Z hlner> 1N€T] . (1.3)

n=1

Z5" =E

h . . N t ez
La mesure Py est restreinte aux processus ayant un point d’accroche a l'extrémité N
< . PP ~ N hoq. .
(d’otut le terme "contrainte”). On définit de la méme maniere la mesure P{\’, dite libre :

apL! 1 al
dli’v (1) = JIh exp (Z hlneT) , (1.4)
N n=1
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et la fonction de partition libre Z{" :

Z]{,’h =E

exp (i h1n€T>] . (1.5)

z : h h AY Id Ve . . .
Nous écrirons Py et Z3", o a € {c, f} quand un énoncé est vrai aussi bien dans le cas
contraint que dans le cas libre.

Une grandeur importante dans la compréhension du modele est le taux de croissance
exponentielle de Zj'{,’h (qui ne dépend pas du choix a € {c, f}) :

1
F(0,h) := lim —log z5", (1.6)

Cette grandeur s’appelle [’énergie libre du systeme (la notation avec 0 sera justifiée plus
tard). Son étude (réalisée dans [13] par exemple) permet de démontrer les propriétés
suivantes :

Proposition 1.3 (Propriétés de 1’énergie libre).
La limite F(0,h) est bien définie pour tout h € R. De plus, la fonction h — F(0,h) est
croissante, convewe, nulle sur R_, et strictement positive sur RY. .

h(0)=0 h

FIGURE 2 — Energie libre du modele PS

Démonstration. D’abord, on a Z5’ = 1 pour tout N € N; donc F(0,0) = 0.
Pour tout h > 0, posons b = b(h) 'unique solution de 1’équation :

> exp(—bn + h)K(n) = 1, (1.7)

neN

(cette solution existe car la fonction b +— > _cexp(—bn + h)K(n) est continue, vaut
el > 0 en 0, décroit strictement sur R, et tend vers —oo pour n — oo). On a alors
b(h) > 0. Posons Kj(n) := exp(—b(h)n + h)K(n) : c’est une loi de probabilité sur N.

Notons Py, la loi d'un processus de renouvellement 7 dont la loi du premier point 71 est

donnée par la fonction Kj. On a alors avec cette notation :

N n
Z]C\’,h = exp(bN) Z Z H Ky (l;) = exp(bN)P(N € 7). (1.8)
n=1 {eN” j=1
Z?:l £j=N



De plus, pour tout i > 0, le Théoreme de Renouvellement (voir [3]) donne la limite :

lim P,(N e71) = > 0. (1.9)
N—o00

En[m]
On a alors limy o N~ 'logP,(N € 7) = 0; on peut donc poser pour tout o > 0 la
limite : ]
T - c,h _
F(0,h) = ]\}1_{%0 I log Zy" = b(h) (1.10)

Pour h < 0 posons b(h) := 0 et K,(n) := e"K(n), Kj(c0) := 1 — e". Soit P}, la loi d'un
processus de renouvellement 7 dont la loi du premier point 7 est donnée par la fonction
K}, (ce processus termine presque stirement).

On a toujours la relation (1.8). Un calcul d’équivalent effectué dans [13] donne comme
précédemment limy_,oo N7t log Py (N € 7) = 0; on en déduit donc pour tout h < 0 :

1
F(0,h) := lim — log Z5" = 0. (1.11)

De plus, on a un encadrement Z]C\}h < Z]{;h <cN Z]C\}h ou ¢ > 0; donc on peut remplacer
c par f dans toutes les limites.

Enfin, les fonctions h — log Zj'(,’h sont convexes et croissantes pour tout N ; donc F(0, h)
est également convexe et croissante.

0

On pose h.(0) := inf{h € R;F(0,h) > 0} = 0, qu’on appelle "point critique” du
modele. On peut montrer que la fonction F est analytique en tout point sauf en h.(0).
Un tel défaut d’analyticité dans 1’énergie libre est appelé une transition de phase. Nous
appellerons celle-ci la transition d’accrochage du modele PS.

Remarque 1.4. Ce phénomene est intéressant a étudier, car I’énergie libre fournit beau-
coup de résultats macroscopiques sur le systeme : par exemple, F est dérivable partout
sauf en h.(0) (car elle est analytique), et le calcul de la dérivée donne :

1 N
—Zlng] . (1.12)
N n=1

Le terme de droite peut s’interpréter comme la densité de 7 dans N. En particulier,
I'étude de F donne que cette densité est nulle sur (—oo, h.(0)] (ce qui signifie que ma-
croscopiquement, la molécule n’est pas accrochée a l'objet fixe), et strictement positive
sur (h(0),00) (donc que la molécule est accrochée a 1'objet avec une densité strictement
positive).

OnF(0,h) = lim ES)

Le comportement de F(0,h) autour de h.(0) est connu, grace au théoreme suivant
(voir [12] pour la preuve) :

Théoréme 1.5 (Comportement critique du modele PS; cas homogene).
1l existe une constante c,, dépendant de «, et une fonction a variation lente L telles
que :

Ca0 sta > 1,

- 1.13
caL(1/8)0Y* sia < 1. (1.13)

F(0, 7 (0) + 6) °° {



Ce qui peut se résumer par : F(0, h.(0) 4 §) se comporte comme §1V(/) pour § \, 0,
au produit pres par une fonction a variation lente. Le nombre 1V (1/a) s’appelle exposant
critique de la transition de phase.

A présent, nous allons introduire le modele désordonné, et étudier I'impact du désordre
sur la transition d’accrochage et le comportement critique de ’énergie libre.

1.3 Modele PS désordonné, pertinence du désordre

Prenons une suite de variables aléatoires réelles {wy, }n>1, supposées iid, centrées et
de variance 1, que nous appellerons le désordre ; et remplagons ’énergie d’interaction ho-
mogene h (qui ne dépendait pas du point d’accroche) par la variable (Sw, 4+ h) au n-ieme
emplacement, ou 8 > 0, h € R. Nous noterons par P et [E les mesures de probabilité
et espérances lies & la variable aléatoire w = (w,),>1 € RY, nous supposerons w sous
P indépendant de 7 sous P ; et pour que nos différents objets soient bien définis, nous
admettrons que w, admet des moments exponentiels E[exp(Sw,,)] finis, au moins pour /3
proche de 0.

Nous allons introduire comme précédemment, & w fixé, une nouvelle mesure de pro-
ﬁ h ) )
babilité P%", définie par une densité par rapport a P :

dp%h 1 N
d—l:;w(T) = WGXP (Z(ﬂwnjth)ln@) 777\,(7'), (114)
N,w n=1

ol 15:(7) = Iner » nh(r) = 1, et Z&5" est définie par :

Zyh = E

;W

exp (Z(@wn - h)%) n;*vm] . (1.15)

n=1

Nous introduisons encore 1’énergie libre du systeme :
1
P 1 a757h
F(5,h) = ]\}1_{1;0 N log Zy." (1.16)

Cette limite est au sens p.s. et au sens L'(PP), et ne dépend pas de a € {c, f}. Elle
s’obtient en remarquant que la suite <10g Z]‘i,’%h> est sur-additive au sens ergodique,
“JN

et en utilisant les théoremes ergodiques de Kingman (voir [16]).

L’étude de la fonction F donne comme précédemment qu’elle est convexe, positive,
croissante en h; et aussi qu’elle est croissante en 5. Comme dans le cadre homogene, on
regarde 'espace des parametres (5,h) € Ry X R, et on définit les régimes localisé L et
délocalisé D du systeme :

L:={(B,h): F(3,h) >0} et D:={(B,h): F(B,h) =0} (1.17)

On peut alors montrer qu’il existe une fonction h.(f3), qui est décroissante concave, telle
que :

L:={(B,h): h>h(B)} et D:={(B,h):h<h(B)} (1.18)



h(0)

h.(B)

FIGURE 3 — Espace des parametres - régimes localisé et délocalisé

A B fixé, la fonction h — F(B, h) est analytique en tout point sauf en h.(3). Nous
avons donc une transition de phase, comme dans le cadre homogene.
Nous voudrions a présent connaitre le comportement du modele désordonné au voisinage
du point critique a [ fixé. En particulier, si ce comportement est le méme que pour le
modele homogene. L’idée du mathématicien Harris est de regarder 'exposant critique,
et de dire que le désordre est non-pertinent si celui-ci est le méme que dans le modele
PS homogene, et pertinent si 'exposant critique désordonné est différent.

La question est completement résolue pour ce modele, et le résultat est donné par le
théoreme suivant (démontré dans [15]) :

Théoréme 1.6 (Exposant critique du modele PS désordonné).
Soit T un processus de renouvellement dont la loi est donnée par (1.1), pour a > 0 et
L une fonction a variation lente. Soit (wy)nen qui vérifie les hypothéses énoncées plus
haut. Soit F(5,h) lénergie libre du modéle PS désordonné définie comme plus haut. On
a les résultats suivants :

— Pour tout o > 0, il existe une constante c, telle que pour tout h et 5, on a :

(h - hc(ﬁ))2
0 S F(67h) S CaTv
donc exposant critique du modele PS désordonné est toujours supérieur ou égal
a 2. En particulier, si @ > 1/2, il est plus grand que i V 1, Uexposant critique
homogéne.
— Sia < 1/2, on a plus précisément pour tout h € R, 5 >0 :

(1.19)

log F(8, he(8) + 6) "~ 1og F(0, he(0) + ), (1.20)
donc Uexposant critique du modéle PS désordonné pour o < 1/2 est exactement
L>2

En conclusion, si a < 1/2, le désordre est non-pertinent au sens de Harris. Si o > 1/2,
il est pertinent. Le cas o = 1/2 est plus marginal, et nécessite d’étudier la loi de 7 plus
en détail ; nous ne 'expliquerons pas ici.

La transition d’accrochage du modele de Poland-Scheraga (PS), et l'influence du
désordre sur celle-ci, sont donc assez bien comprises aujourd’hui. Nous allons maintenant
présenter le modele généralisé (gPS), pour lequel la méme question n’est pas complete-
ment résolue a ce jour.



2 Modele de Poland-Scheraga généralisé (gPS)

2.1 Définition du modele, homogene et désordonné

Plutot que de regarder les points d’accroche d’une molécule a un objet fixe, regardons
deux molécules (par exemple, deux brins d’une molécule d’ADN), de longueur respectives
N et M, s’accrochant entre elles de maniere asymétrique. Les points d’accroche des deux
polymeres entre eux sont donnés par un processus de renouvellement dans N? noté 7 =

(71, 72), restreint au domaine Dy = [0, N] x [0, M], ot 7! est la suite des points
2

d’accroche du premier polymere (qui sont dans [0, N]), et idem pour 7° et le second

polymere (dans [0, M]).

FI1GURE 4 — Réalisation d'un modele de Poland-Scheraga généralisé. Les points d’accroche
de la premiere molécule (71) sont exactement 1, 2, 4 et 8; et ceux de la seconde molécule
(72) sont 1, 3, 4 et 7.

Nous noterons P la loi de 7 : c’est la loi des points d’accroche sans énergie d’interaction.
Comme précédemment, la loi d'un processus de renouvellement 7 dans N? est déterminée
par la loi de sa premiere valeur. Posons pour tout n,m € N, K(n,m) := P(r, = (n,m)).
Nous considérerons une version légerement simplifiée du modele par rapport a [14], en
nous restreignant au cas P! = P? (c’est-a-dire que les deux projections 7! et 72 ont la
méme loi), et aux fonctions K s’écrivant K(n,m) = K(n + m) pour tout n,m € N, ou
K :{2,3,...} = [0,00) est de la forme :

K(n) = 2 (2.1)

n2to ’

avec L une fonction a variation lente, et o > 0.

Nous allons introduire des nouvelles lois de probabilité comme précédemment, pour
faire apparaitre les énergies d’interaction. Soient h € R, 8> 0, a € {c, f} et (Wnm)nmen
une famille de variables aléatoires iid, centrées, de variance 1 et ayant des moments ex-
ponentiels finis.

Comme dans les paragraphes précédents, nous posons a (Wp m)nmen fixé, la loi de pro-



babilité P4%"  définie par la densité :

APy, 1 .
T(7') = Z“T exp Z (Bwn + h)1per nN7M(T), (2.2)
N,Mw n€[1,N]x[1,M]

)

avec la fonction de partition :

Zﬁ%w = E |exp Z (Bwn + M) lner | v (7)) (2.3)

ne[L,N]x[1,M]

ol nij,M(T) =1, et 77]0\77M(7') = 1, m)er-
Si on prend [ = 0, alors w n’apparait pas dans ces expressions, ZX;S(ZW est une constante,
et on obtient le modele gPS homogene. Si § > 0, on obtient le modele gPS désordonné.

2.2 Transition d’accrochage et pertinence du désordre

Nous pouvons a présent définir I’énergie libre du modele. Son existence est donnée
par le théoreme suivant, démontré dans [4] :

Théoreme 2.1 (Existence de I'énergie libre dans le modele gPS désordonné).
Soit v > 0, et soit une suite (N, M) = (N, My)nen telle que lim,_,, M, /N, = v et
lim,, oo N, = 00. Alors on a l’existence de la limite :

1 1
Fo(8,h) := lim ~—E [log Z};f;]hwmw} = lim —E [log vavf;gymw]

n—00 1n n—oo 1n (24)
L £.8,h T c,B,h
= nh_{go Fn log ZNmMn’w —nh_{{.lo Fn log ZNn,Mn,o.ﬂ

ot les deuz derniéres limites sont a la fois au sens P-ps et L1(P). Cette limite ne dépend
pas du choix (N, M) = (Ny, My,)nen, mais seulement de v > 0.
De plus, la fonction F., est positive, conveze et croissante en [ et en h.

Nous supposerons a présent v > 1, quitte a échanger les deux coordonnées.
Ce théoreme nous permet, comme pour le modele PS désordonné, de définir un parametre
critique pour tout 5 >0 :

heo(8) = inf{h; F,(8,1) > 0} = sup{h; F,(8,h) = 0}, (2.5)

en lequel la fonction h — F, (8, h) n’est pas analytique : c’est la transition d’accrochage
du modele gPS. Il est aussi démontré dans [14] que pour le modele gPS homogene (c’est
a dire § = 0), on a h.,(0) = 0 pour tout 7.

La question qui se pose comme précédemment, est celle du comportement du modele
au voisinage de la transition d’accrochage. Pour le modele homogene, celui-ci est connu,
et est énoncé et démontré dans [14] :

Théoréme 2.2 (Comportement critique du modele gPS homogene).
Pour tout v > 1 et a > 0, il eviste hl, € (0,00] tel que F,(0,-) est analytique sur
(—=00,0) U (0,h). De plus, on a les équivalents suivants :
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— Si Y2, n*K(n) < oo (par exemple si a > 1), alors il existe ¢ > 0, qui ne dépend
pas de 7, tel que F. (0, h) ~ ch pour h 0.

— 8>, n*K(n) = oo (par exemple si 0 < a < 1), alors il existe co > 1 et Lo(-)
une fonction & variation lente, tels que F.,(0,h) ~ cqLa(1/h)RY* pour h ™\, 0.

On retrouve un exposant critique 1V é, exactement comme dans le modele PS.
Pour le modele gPS désordonné, le théoreme suivant est démontré dans [4] :

Théoréme 2.3 ((Non-)pertinence du désordre dans le modele gPS).
Soit T un processus de renouvellement défini comme dans (2.1), avec o > 0, et soient
F.(B,h) et he,(B) Uénergie libre et le paramétre critique du modéle gPS désordonné,
défini a partir de T et de w 1= (Wpm )nmen une famille de variables aléatoires iid centrées,
de variance 1 et ayant des moments exponentiels finis. On a les résultats suivants :

— Sia< 1, alors il existe By > 0 tel que pour tout B < [y, on a :

logF,(8,h) 1

im = —, 2.6
RN\~ (8) log(h - hcﬂ(ﬁ)) o ( )
qui est le méme exposant critique que dans le modéle gPS homogeéne.
— St a > 1, alors il existe By > 0 tel que pour tout 5 < By, on a :
logF h
Og 7(67 ) > 1’ (27)

im
WNhe(8) 10g(h — e, (B))
donc l'exposant critique est plus grand que celui du modele gPS homogéne.

Ainsi, le désordre est non-pertinent au sens de Harris pour a < 1, et pertinent pour
a > 1. Encore une fois, le cas o = 1 est marginal et dépend plus finement de la loi de 7.

Le modele gPS§ est donc lui aussi résolu. Cependant, ’hypothese (wp m )n.men indépen-
dants est assez contraignante pour les systemes modélisés. Une hypothese plus réaliste et
intéressante serait wy, ,, = f(Wn, Wm), OU (Wn)nen, (@Wm)men sont des variables iid. Sous
cette hypothese, I'énergie d’une interaction est une fonction des deux bases accrochées,
plutét que d’étre indépendante des qu’une des deux bases change. Notamment, on peut
modéliser dans cette hypotheése des interactions de spin (si @ et @ sont a valeur dans
{=1,1}, et f(x,y) := xy), ou des potentiels (f(z,y) =z + ).

Pour ces modeles gPS avec dépendances, il n’y a pas aujourd’hui de preuve générale de la
(non-)pertinence du désordre en fonction de . Cependant, le mémoire de M2 présent plus
loin dans ce document met en évidence un indicateur de pertinence ou non-pertinence
du désordre ; et conjecture que, contrairement aux modeles PS et gPS avec désordre iid,
la loi de w et l'expression de f sont déterminants. Pour certaines lois (comme le mo-
dele de spins), la frontiére entre pertinence et non-pertinence serait en o = 1, comme le
modele gPS iid; en revanche pour d’autres lois (comme les modeles ou les wy, ,, ont des
corrélations élevées), cette frontiere serait en a = 1/2.

Si ces conjectures sont démontrées, cela retire toute possibilité de résultat universel sur
le modele gPS avec dépendances; et ouvre la question des frontieres entre pertinence
et non-pertinence possibles (« = 1/2,1,...), et des criteres sur les lois de désordre qui
déterminent cette frontiere.
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