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Introduction

Le but de ce document est de présenter les notions nécessaires à l'étude
de l'espace des représentations du groupe fondamental d'une surface dans un
groupe de Lie résoluble, c'est-à-dire l'espace des morphismes à conjugaison près.
Il s'agit donc de donner di�érentes manière d'aborder ces espaces, notamment
en introduisant une interprétation topologique d'une classe de morphismes : il
s'agit des �brés plats. Un ingrédient fondamental est la cohomologie des groupes,
que ce soit du groupe fondamental de la surface ou celle du groupe de Lie. Il est
également important d'avoir en tête la géométrie des groupes de Lie que nous
considérons c'est-à-dire des groupes résolubles. En�n, l'étude d'une théorie de
la cohomologie (appelée cohomologie bornée) est un outil puissant pour étudier
les �brés plats, et donc l'espace des représentations.
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Chapitre 1

Cohomologie des groupes

1.1 Généralités

Il est possible de dé�nir une notion de cohomologie pour les groupes, qui
coïncide en fait avec la cohomologie des espaces d'Eilenberg-MacLane [1].

Fixons un groupe G, que l'on notera multiplicativement. Nous noterons dans
la suite ZG l'anneau du groupe G, c'est-à-dire le Z-module libre engendré par
G, avec la multiplication induite par celle de G.

Dé�nition 1.1.1.
� Une résolution libre d'un G-module M est un quasi-isomorphisme de

complexes L• → M où M est vu comme le complexe avec M en degré 0,
et 0 ailleurs, avec Ln un G-module libre pour tout n.

� La cohomologie de G à valeur dans un G-module M est la cohomologie
du complexe HomG(L•,M) pour une résolution libre L• du G-module
trivial Z. On la note H∗(G; M).

Proposition 1.1.2. La cohomologie de G ne dépend pas de la résolution choisie.

Nous cherchons donc une résolution libre (donc en particulier projective) du
ZG-module trivial Z.

Dé�nition 1.1.3. Un G-complexe est un CW-complexe X muni d'une action
de G par des homéomorphismes cellulaires (c'est-à-dire une permutation des
cellules). Le G-complexe X est dit libre si l'action de G sur les cellules de X est
libre.

Proposition 1.1.4. Si X est un G-complexe, alors l'action de G sur X induit
une action de G sur le complexe de chaînes cellulaire C•(X). Si X est de plus
libre, alors C•(X) admet une Z-base permutée librement par G. C'est donc un
G-module libre (une ZG-base de Cn(X) est donnée par les orbites des n-cellules).

Proposition 1.1.5. Si X est contractile, alors le complexe cellulaire de X aug-
menté

· · · → Cn+1(X)→ Cn(X)→ · · · → C1(X)→ C0(X)
ε−→ Z

est une résolution libre de Z en tant que ZG-module.

L'objectif est donc de construire des G-complexes. Un exemple important
est illustré par la propriété suivante
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Proposition 1.1.6. Soit p : X̃→ X un revêtement, avec X un CW-complexe, tel
que le groupe des automorphismes de revêtement de X̃ est isomorphe à G. Alors
X̃ peut être muni d'une structure de CW-complexe, et c'est alors clairement un
G-complexe.

Les cellules ouvertes de X̃ sont les composantes connexes de p−1(σ) pour
σ une cellule ouverte de X. Alors une ZG-base de Cn(X̃) est donnée par les
n-cellules de X. Un tel revêtement existe-t-il réellement ? Oui, c'est le cas si
G = π1(X) : on prend alors un revêtement universel.

Théorème 1.1.7. Soient Y un K(G, 1) et p : X→ Y un revêtement universel.
Alors Cn(Y) ' Cn(X)G, et donc H∗(G; M) ' H∗(Y; M) (le dernier terme est la
cohomologie cellulaire de Y).

Conclusion Si G est isomorphe au groupe fondamental d'un CW-complexe
dont le revêtement universel est contractile (ie : πi(X) = 0 ∀i ≥ 2), alors on a
une résolution libre de Z en tant que ZG-module. C'est le cas en particulier des
π1(Σg) où Σg est une surface orientable de genre g ≥ 1.

1.2 Résolution standard

Soient G un groupe, et M un ZG-module.

Dé�nition 1.2.1. Notons Fn = Z[Gn+1] le Z-module libre engendré par les
éléments de Gn+1, muni de l'action de G terme-à-terme :

∀g ∈ G ∀(g0, . . . , gn) ∈ Fn g(̇g0, . . . , gn) = (gg0, . . . , ggn)

Proposition 1.2.2. Pour tout n ∈ N, Fn est un G-module libre, dont une base
est donnée par les éléments de la forme

[g1| · · · |gn] =

(
1, g1, g1g2, . . . ,

n∏
i=1

gi

)
Dé�nition 1.2.3. Dé�nissons, pour 0 ≤ i ≤ n, di : Fn → Fn−1 par :

di((g0, . . . , gn)) = (g0, . . . , ĝi, . . . , gn)

c'est-à-dire avec la notation précédente :

di([g1| · · · |gn]) =

 g1 · [g2| · · · |gn] si i = 0
[g1| · · · |gi−1|gigi+1|gi+2| · · · |gn] si 1 ≤ i < n
[g1| · · · |gn−1] si i = n

La di�érentielle est alors :

∂ :

{
Fn → Fn−1
x 7→

∑n
i=0(−1)idi(x)

Proposition 1.2.4. Une résolution libre du G-module trivial Z est dé�nie via
l'augmentation ε : F0 → Z par

ε

∑
g∈G

ngg

 =
∑
g∈G

ng
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Démonstration. Nous allons en fait montrer que le complexe augmenté F• → Z
est contractile. Dé�nissons, pour n ≥ 0, h : Fn → Fn+1 par

h(g0, . . . , gn) = (1, g0, . . . , gn)

et sur F−1 = Z :
h(1) = 1 ∈ G

Nous obtenons alors pour n ≥ 0

(∂h+ h∂)(g0, . . . , gn) = ∂(1, g0, . . . , gn) +

n∑
i=0

(−1)i(1, g0, . . . , ĝi, . . . , gn)

= (g0, . . . , gn) +

n+1∑
i=1

(−1)i(1, g0, . . . , ĝi−1, . . . , gn)

+

n∑
i=0

(−1)i(1, g0, . . . , ĝi, . . . , gn)

= (g0, . . . , gn) +

n∑
i=0

(−1)i+1(1, g0, . . . , ĝi, . . . , gn)

+

n∑
i=0

(−1)i(1, g0, . . . , ĝi, . . . , gn)

= (g0, . . . , gn)

et pour n = −1
εh(1) = ε(1) = 1 ∈ Z.

Nous trouvons donc toujours

∂h+ h∂ = id,

de sorte que h est une homotopie entre id et 0. Nous en déduisons que le complexe
augmenté a une homologie triviale. Donc F• est bien une résolution projective
de Z.

Dé�nition 1.2.5. On note pour n ≥ 0

Cn(G,M) = HomSet(G
n,M)

avec la di�érentielle δ : Cn−1(G,M) → Cn(G,M) dé�nie pour f ∈ Cn−1(G,M)
par

δf(g1, g2, . . . , gn) = g1ḟ(g2, . . . , gn)− f(g1g2, g3, . . . , gn) + · · ·+
+ (−1)n−1f(g1, . . . , gn−2, gn−1gn) + (−1)nf(g1, . . . , gn−1).

Proposition 1.2.6. Soit M un G-module. Alors le complexe HomG(F•,M)
s'identi�e avec le complexe Cn+1(G,M) dé�ni ci-dessus.

Proposition 1.2.7. La cohomologie de G à valeurs dans M est isomorphe à la
cohomologie du complexe ci-dessus.
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Un exemple de calcul des cocycles et des cobords en dimension 1 sera utile
dans la suite.

Exemple 1.2.8 :

� Soit f ∈ C0(G; M), alors f est un élément u0 ∈ M, et on a

δf(g) = g · u0 − u0

� Soit f ∈ C1(G; M), alors

δf(g, h) = g · f(h)− f(gh) + f(g).

En particulier, f est un cocycle si et seulement si f véri�e la condition

f(gh) = f(g) + g · f(h).

Pour plus de détails sur la cohomologie des groupes, le lecteur pourra consul-
ter avec intérêt [1].
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Chapitre 2

Fibrés plats

2.1 Introduction

Dans la suite, X désigne un CW-complexe �ni (ou en particulier une variété)
connexe, π son groupe fondamental, et G un groupe de Lie.

Dé�nition 2.1.1.

a) Un �bré ξ au-dessus de X est virtuellement trivial s'il existe un revêtement
�ni p : X̂→ X tel que p∗ξ est trivial.

b) Un �bré principal de groupe G au-dessus de X est plat si son groupe de
transformations se réduit à un sous-groupe totalement discontinu Γ ⊂ G. Le
groupe Γ est appelé le groupe d'holonomie du �bré.

c) Un �bré vectoriel au-dessus de X est plat si son �bré principal associé est
plat.

Proposition 2.1.2. Soit h : π → G un morphisme. Alors h induit un �bré plat
de groupe G au-dessus de X, noté h[.

Démonstration. Soit p : X̃→ X un revêtement universel. Identi�ons π au groupe
des endomorphismes de revêtement de X̃. Le groupe π agit sur X̃ × G par :
∀γ ∈ π, γ · (x̃, g) = (γ(x̃), h(γ)g). Nous obtenons alors une factorisation

X̃×G

����

p◦pr1 // X

X̃×G
π

q

88

Alors q est une �bration au-dessus de X, et le groupe d'holonomie est h(π).
En e�et, la �bre au-dessus d'un point x ∈ X est (p−1(x) × G)/π qui est

homéomorphe à G. Il est clair que q est une �bration de groupe h(π) ⊂ G, qui
est totalement discontinu puisque π est discret.

Proposition 2.1.3. Un �bré plat de groupe G donne un morphisme π → G,
bien dé�ni à conjugaison (dans G) près.
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Démonstration. [6] Nous allons dé�nir le transport de la �bre le long d'un che-
min : soient x0, x1 ∈ X, et soit γ un chemin de x0 à x1. Donnons-nous un
isomorphisme h0 : G→ G0 := ξ|{x0}. Nous avons alors un diagramme

G× I
γ̃ //

��

ξ

p

��
I

γ // X

où la �èche en pointillés est donnée par le théorème de relèvement des homoto-
pies, véri�ant : γ̃(g, 0) = h0(g) et p◦γ̃(g, t) = γ(t). Notons pour t ∈ I, ht := γ̃(·, t)
et Gt := ξ|{γ(t)}. Posons Tt := ht ◦ h−10 : G0 → Gt le transport de la �bre G0 le
long du chemin γ.

Le transport est bien dé�ni car le groupe de transformations Γ du �bré est
totalement discontinu. En e�et, quitte à prendre une subdivision su�samment
�ne de I, nous pouvons supposer que γ(I) est contenu dans un ouvert de trivia-
lisation U de ξ. Alors si h et h̃ sont deux applications G × U → ξ qui sont des
homéomorphismes sur leur image et qui coïncident au-dessus de x0, nous avons
pour g ∈ G : h̃◦h−1|{γ(t)} : Gt → Gt est dans Γ. Alors comme ceci est l'identité
pour t = 0, c'est le cas pour tout t ∈ I.

Pour γ un chemin de x0 à x1, posons γ] : G1 → G0 obtenu par transport le
long de γ−1. La composition de deux transports est obtenue en transportant le
long de l'inverse de la concaténation des chemins, et nous obtenons

(γ1 · γ2)
]

= γ]1 · γ
]
2

Si γ1 et γ2 sont des chemins homotopes de x0 à x1, alors le théorème de
relèvement d'homotopie nous permet d'obtenir une application h̃ : G× I× I→ ξ
telle que h = h̃|G×I×{0} est un morphisme de �brés au-dessus de γ1 et h′ =

h̃|G×I×{1} est un morphisme de �brés au-dessus de γ2. Alors h et h′ coïncident
pour t = 0 et t = 1, puisque l'homotopie est stationnaire en x0 et x1. Donc
γ]1 = γ]2.

En prenant des lacets, nous obtenons donc un morphisme π → G0. Posons
χ : π → G, χ(α) = φ−1α]φ. Nous identi�erons dans la suite α et α]. Cependant,
ce morphisme dépend de l'homéomorphisme φ : G → ξ|{x0} choisi. Cependant,
si ψ est un autre homéomorphisme, nous avons

∀α ∈ π, ψ−1αψ = ψ−1φ
(
φ−1αφ

)
φ−1ψ = g−1χ(α)g

Donc un autre choix de φ donne lieu à un morphisme conjugué à χ.

Lemme 2.1.4. Soit (ht)0≤t≤1 une famille continue de morphismes π → G.
Alors (h0)[ et (h1)[ sont isomorphes (en tant que �brés). En d'autres termes,
deux morphismes homotopes π → G donnent des �brés isomorphes.

Remarque 2.1.5. En particulier, si h0 est le morphisme trivial, le lemme implique
que (h1)[ est le �bré trivial.

Démonstration. Donnons-nous un �bré ξ au-dessus de X × [0, 1] tel que pour
tout t ∈ [0, 1], ξ|M×{t} ∼= (ht)[. Par le théorème de relèvement des homotopies,
les �brés (h0)[ et (h1)[ sont homotopes, donc isomorphes.
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Lemme 2.1.6. Soit φ : G → H un morphisme entre groupes de Lie, qui est
aussi une équivalence d'homotopie. Alors pour tout morphisme h : π → G, si
(φ ◦ h)[ est trivial alors h[ aussi.

2.2 Groupes d'homotopie des groupes de Lie

Pour la théorie de l'obstruction, nous aurons besoin de prendre l'homologie
d'un espace à valeurs dans les groupes d'homotopie d'un groupe de Lie. Nous
cherchons donc ici à étudier ces groupes, notamment la commutativité du groupe
fondamental, ainsi que l'invariance par changement de base. Cette section est
grandement inspirée de [6].

Dans la suite, on �xe un groupe de Lie connexe G, que nous noterons mul-
tiplicativement. La loi des groupes d'homotopie sera notée additivement. La
relation d'homotopie est notée ∼, et l'homotopie relativement à un sous-espace
A est notée ∼A ou ∼ rel.A.

Lemme 2.2.1. Soient f1, f2 : (In, ∂In) → (G, 1) des applications continues.
Alors f1 · f2 ∼∂In f1 + f2.

Démonstration. Rappelons que f1 · f2 est dé�nie pour t ∈ In par : (f1 · f2)(t) =
f1(t) · f2(t). Soit f0 l'application In → G constante égale à 1. Nous avons alors

(f1 + f0) ∼∂In f1, (f0 + f2) ∼∂In f2.

De plus, par continuité du produit de G, nous en déduisons

(f1 + f0) · (f0 + f2) ∼∂In f1 · f2.

Mais en écrivant t = (t1, · · · , tn) ∈ In, nous avons par dé�nition de la somme

(f1 + f0) · (f0 + f2)(t) =

{
f1(2t1, t2, . . . , tn) · 1 si t1 ≤ 1

2
1 · f2(2t1 − 1, t2, . . . , tn) si t1 ≥ 1

2

= (f1 + f2)(t).

Nous obtenons donc bien le résultat

f1 · f2 ∼ f1 + f2 rel.∂In.

Lemme 2.2.2. Soient g0 ∈ G, et soit γ une courbe de 1 à g0. Alors l'iso-
morphisme associé à γ, noté γ] entre πn(G, 1) et πn(G, g0) coïncide avec la
translation à gauche par g0.

Démonstration. Soit f : (In, ∂In)→ (G, 1) continue. Posons pour τ ∈ I, t ∈ In

h(τ, t) = γ(1− τ) · f(t).

C'est clairement une homotopie de G entre f et g0 · f . De plus, cette homoto-
pie déplace le point image de ∂In le long de γ−1. Alors γ] est équivalent à la
multiplication à gauche par g0.
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Théorème 2.2.3. Pour tout point g0 ∈ G, le groupe π1(G, g0) agit trivialement
sur πn(G, g0) pour tout n ∈ N∗. En particulier, πn(G) est bien dé�ni sans
référence au point base, et π1(G) est abélien.

Démonstration. Commençons par le cas où g0 = 1. Si γ est une courbe fermée
basée en 1, alors par le lemme précédent γ] est l'identité sur πn(G, 1), et donc
l'action de π1(G, 1) sur πn(G, 1) est triviale. Pour le cas général, la translation
par g0 est un homéomorphisme de (G, 1) dans (G, g0), qui préserve donc l'action
de π1 sur πn.

2.3 Cas des groupes résolubles

Donnons-nous un groupe de Lie G résoluble de dimension n, connexe et
simplement connexe, et notons g son algèbre de Lie.

Lemme 2.3.1. Il existe une suite de sous-algèbres (gi)0≤i≤n de g telles que

g = g0 ⊃ g1 ⊃ · · · ⊃ gn−1 ⊃ gn = 0

et gi est un idéal de gi+1 de codimension 1.

Démonstration. Notons g(k+1) = [g(k), g(k)], avec g(0) = g. Alors par dé�nition
d'un groupe résoluble, gk est nul pour k su�semment grand. De plus, pour
tout k, g(k+1) est un idéal de g(k). Il su�t alors d'intercaller des sous-espaces
vectoriels qui conviennent. En e�et, si nous avons

g(k) ⊃ gi ⊃ gj ⊃ gk+1

alors
[gi, gj ] ⊂ [g(k), g(k)] = g(k+1)

Ceci montre à la fois que les gi sont des sous-algèbres de g et que gi+1 est un
idéal de gi.

Théorème 2.3.2. Il existe une suite de sous-groupes fermés (Gi)0≤i≤n de G
tels que

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn−1 ⊃ Gn = 1

et pour tout i, Gi+1 est distingué dans Gi et Gi = Gi+1 oR.
Démonstration. Donnons-nous une suites de sous-algèbres de g comme dans
2.3.1. Soit Xi un élément de gi qui n'est pas dans gi+1. Alors gi est clairement
le produit semi-direct de gi+1 et de R. Notons τ : R→ Der(gi+1) le morphisme
d'algèbres de Lie associé. Comme G est simplement connexe, nous pouvons
trouver un morphisme de groupes lisse τ : R→ Autgi+1 tel que dτ = τ . Comme
R est simplement connexe, pour tout g ∈ Gi+1 il existe un automorphisme ϕ(g)
de R tel que dϕ(g) = τ . La di�érentielle de ϕ(g1g2) et celle de ϕ(g1)ϕ(g2) valent
toutes les deux (τ)(g1g2), nous pouvons donc déduire que ϕ est un morphisme
de groupes. Il reste maintenant à véri�er que ϕ : Gi+1 × R → R est lisse, ce se
fait en utilisant des coordonnées exponentielles.

Corollaire 2.3.3. Un groupe de Lie résoluble simplement connexe est di�éo-
morphe à Rn.
Corollaire 2.3.4. Les groupes d'homotopie d'un groupe de Lie connexe réso-
luble G véri�ent

πk(G) = 0 ∀k ≥ 2
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2.4 Groupes nilpotents

Comme tout groupe nilpotent est résoluble, ce que nous avons vu au para-
graphe précédent s'applique. Nous avons cependant un résultat supplémentaire
sur le di�éomorphisme entre un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et
un groupe euclidien.

Théorème 2.4.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent et simplement connexe.
Alors l'exponentielle g→ G est un di�éomorphisme.

Démonstration (idée). Notons Z le sous-groupe connexe de G associé à z, qui
est central. Supposons par récurrence que exp est bijective pour tout groupe
nilpotent simplement connexe de dimension strictement inférieure à n (le cas
de la dimension 1 est trivial). Le quotient G/Z est encore nilpotent, et est
simplement connexe. Nous pouvons donc appliquer l'hypothèse de récurence à
G/Z.

Soient X,X′ ∈ g tels que exp(X) = exp(X′). Alors dans le quotient, on a :
exp(X + z) = exp(X′+ z) et donc X−X′ ∈ z. On en déduit que X−X′ commute
avec X′, et donc

exp(X) = exp(X′ + (X−X′)) = exp(X′) exp(X−X′)

Alors exp(X− X′) = 1, et nous pouvons conclure grâce au cas de la dimension
1 que X−X′ = 0.

Étant donné x ∈ G, on cherche X ∈ g tel que x = exp(X). En notant
p : G → G/N l'application quotient, l'hypothèse de récurence nous fournit une
classe X + z ∈ g/z telle que exp(X + z) = p(x). Nous avons donc : exp(X) = xz
pour un z ∈ Z. Comme Z est connexe et abélien, l'hypothèse de récurence nous
assure l'existence d'un X′ ∈ z tel que exp(X′) = z, et donc x = exp(X) exp(X′) =
exp(X + X′) (puisque X′ commute avec X).

Il reste à démontrer que l'expentielle est régulière, ce qui est fait en prenant
des coordonnées adaptées.

2.5 Théorie de l'obstruction

Donnons-nous (X,A) un CW-complexe relatif (X(−1) = A), et p : ξ → X un
�bré principal de groupe G. L'objectif est d'étendre une section s : X(n) → ξ en
une section dé�nie sur X(n+1).

Dé�nition 2.5.1. Le cocycle d'obstruction de s est dé�ni par

c(s) =

{
Cn+1(X) → πn(G)

σ 7→ φσ|∂Bn+1

où nous avons noté φσ l'application caractéristique de la cellule σ, c'est-à-dire
l'application (Bn+1, ∂Bn+1)→ (X,X(n)).

Proposition 2.5.2. L'application c(s) est un cocycle de Cn+1(X,A;πn(G)).

Théorème 2.5.3. Soit s : X(n) → ξ une section de ξ. Alors s peut être étendue
à X(n+1) si et seulement si c(s) = 0. De plus, nous pouvons étendre s|X(n−1) à
X(n+1) si et seulement si c(s) est un cobord.

Pour plus de détails sur la théorie de l'obstruction, le lecteur pourra consulter
[6, 5].
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Chapitre 3

Cohomologie bornée

3.1 Introduction

L'étude des �brés plats principaux sur les surfaces, et notamment la question
de savoir si un �bré est trivial après l'avoir tiré en arrière par un revêtement �ni,
est fortement liée à la cohomologie du groupe structurel muni de la topologie
discrète. Plus précisément, si G est un groupe de Lie connexe, et si Gδ désigne G
muni de la topologie discrète, il existe une application continue Bı : BG→ BGδ.
Rappelons que tout �bré principal admet une application dite classi�ante dé�nie
sur la base de la �bration et à valeurs dans BG telle que le tiré en arrière du �bré
universel EG→ BG par cette application est isomorphe au �bré de départ. Un
�bré au dessus de X est alors plat si et seulement si son application classi�ante
f : X→ BG se factorise par

X //

f

66BGδ Bı // BG .

La cohomologie de cet espace BG est isomorphe à celle de G en tant que groupe.
La cohomologie bornée de cet espace a été largement étudiée par M. Gromov

dans [4].

3.2 Généralités

Soit G un groupe de Lie connexe. Nous noterons Gδ le groupe G muni
de la topologie discrète. Soit A un Z-module muni d'une métrique (dans les
cas A = Z,R, ... nous utiliserons la métrique usuelle sauf mention explicite du
contraire). Nous avons alors une application continue entre espaces classi�ants
BGδ → BG, obtenue en appliquant à chaque �bre de EGδ l'identité ı : Gδ → G,
et en prenant l'application classi�ante de ce G-�bré principal. Nous en déduisons
un morphisme d'anneaux ı∗ : H∗(BG; A)→ H∗(BGδ; A).

Rappelons que BGδ est un K(G, 1) (en utilisant la suite exacte des groupes
d'homotopie d'une �bration). Alors Hn(BGδ; A) = Hn(G,A).

Dé�nition 3.2.1. Une classe α ∈ Hn(BGδ; A) est dite bornée si elle peut être
représentée par un cocycle c : Gn → A dont l'image est bornée (pour la métrique
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de A). Dé�nissons une fonction sous-additive sur Hn(G; A) par

‖α‖∞ := inf
[c]=α

{
sup
gi∈G

{|c(g1, · · · , gn)|}
}
∈ R+ ∪ {∞}.

Remarquons qu'une classe α est bornée si et seulement si ‖α‖∞ est �ni. Dans
la formule, si A = Z,R, on utilise la valeur absolue. Si A est de type �ni, | · |
désigne la longueur par rapport à un système de générateurs, c'est-à-dire : si A
est engendré par un ensemble symétrique S, et si x ∈ A, |x| est le plus petit
nombre d'éléments nécessaires pour écrire x comme produit d'éléments de S.

Exemple 3.2.2 :
Soit α ∈ H2(BG;R), telle que l'image de α via l'application H2(BG;R) →
H2(BGδ;R) est bornée. Soit φ : Σg → BGδ une application continue (avec
g ≥ 1). Alors

|φ∗α([Σg])| ≤ C

où la constante C ne dépend que de α et de g. En e�et, si ‖ · ‖1 désigne la
fonction sous-additive sur H2(Σg) dé�nie par

∀σ ∈ H2(Σg) ‖σ‖1 = inf
{∑

|ni|
∣∣∣[∑niσi

]
= σ

}
nous avons

|φ∗α([Σg])| ≤ ‖α‖∞ · ‖[Σg]‖1 ≤ ‖α‖∞ · 4g

Nous en déduisons un exemple de classe de cohomologie non bornée : no-
tons G le quotient du groupe d'Heisenberg par le sous-groupe engendré par un
élément central et non-trivial. Comme ci-dessus, nous pouvons construire des
applications continues φn : Σ1 → BGδ à partir d'un morphisme entre les groupes
fondamentaux. Prenons alors α l'image par H2(BG;Z) → H2(BGδ;Z) d'un gé-
nérateur de H2(BG;Z) ' Z ' π1(G). Il est alors clair que (|φ∗nα([Σ1])|)n∈Z n'est
pas borné, et donc α ne peut pas être bornée par ce qui précède.

Comme G est connexe, BG est simplement connexe. Nous en déduisons une
suite d'isomorphismes naturels pour tout groupe abélien A

H2(BG; A) ' Hom(H2(BG); A)

' Hom(π2(BG); A)

' Hom(π1(G); A)

Remarque 3.2.3. Dans le cas où A = π1(G), o2(EG) correspond à l'identité.

Dans la suite, nous noterons oδ2(EG) l'image de o2(EG) par l'application

H2(BG;π1(G))→ H2(BGδ;π1(G))

Proposition 3.2.4. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La classe oδ2(EG) est bornée.

(ii) Toutes les classes dans l'image de H2(BG;Z)→ H2(BGδ;Z) sont bornées.

Démonstration. Soit α ∈ H2(BG;Z), et notons φα le morphisme corespondant
dans Hom(π1(G);Z). Alors φα induit un morphisme (φα)∗ : H2(BG;π1(G)) →
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H2(BG;Z), qui envoie o2(EG) sur α par construction. Notons αδ l'image de α
dans H2(BGδ;Z). En étudiant l'image de o2(EG) dans le diagramme commutatif

H2(BG;π1(G)) //

(φα)∗

��

H2(BGδ;π1(G))

(φα)∗

��
H2(BG;Z) // H2(BGδ;Z)

o2(EG) � //
_

��

oδ2(EG)
_

��
α

� // αδ

nous voyons que (φα)∗(o
δ
2(EG)) = αδ (la commutativité du diagramme vient de

la naturalité). De plus, comme φα envoie des ensembles bornés sur des ensembles
bornés, nous obtenons (i) ⇒ (ii).

Réciproquement, comme π1(G) est abélien de type �ni, (ii) implique que
toutes les classes dans l'image de H2(BG;π1(G)) → H2(BGδ;π1(G)) dont bor-
nées. Alors en particulier la classes oδ2(EG) est bornée.

Proposition 3.2.5. Soit p : G → Q un revêtement �ni qui est aussi un mor-
phisme de groupes de Lie connexes. Alors p∗ : H∗(BQδ;R)→ H∗(BGδ;R) est un
isomorphisme qui envoie de manière bijective le sous-groupe des classes bornées
de H∗(BQδ;R) sur celui de H∗(BGδ;R). En particulier, oδ2(EG) est bornée si et
seulement si oδ2(EQ) est bornée.

Démonstration. Soit F le noyau de p. Comme F est �ni, p∗ est un isomorphisme.
Nous savons de plus que F est moyennable, donc l'application induite sur les
groupes de cohomologie bornée est un isomorphisme aussi (voir par exemple
[2]).

D'autre part, soit ı : π1(G) ⊗ R → π1(Q) ⊗ R l'isomorphisme induit par
l'inclusion de π1(G) dans π1(Q). Nous avons clairement

p∗oδ2,R(EQ) = ı∗o
δ
2,R(EG)

et donc le membre de droite est borné si et seulement si celui de gauche l'est.
Ainsi o2(EG) est borné si et seulement si o2(EQ) l'est.

Proposition 3.2.6. Supposons oδ2(EG) bornée (et non nulle). Soit z ∈ π1(G)∩
D(G̃) = π1(DG) ⊂ G̃ d'ordre in�ni. Alors

scl(z) ≥ 1

4‖oδ2(EG)‖∞
lim

n→+∞

|z|n

n
> 0.

Démonstration. Remarquons d'abord que limn |zn|/n est �ni puisque π1(G) est
abélien et de type �ni. Maintenant, pour n 6= 0, cl(zn) = g, et en écrivant Σg
comme le quotient d'un 4g-gone, nous obtenons

|zn| ≤ ‖oδ2(EG)‖∞ · (4g − 2).

Le résultat s'obtient alors en divisant par n et en prenant les limites.

Théorème 3.2.7. Soient G un groupe de Lie connexe, G̃ son revêtement uni-
versel et R son radical (c'est-à-dire le plus grand sous-groupe résoluble et connexe).
Sont équivalents :

(1) Tous les éléments dans l'image de H∗(BG;Z)→ H∗(BGδ;Z) sont bornés.

(2) π1(D(R)) = {0}.
(3) Si z ∈ π1(G) ∩ D(G̃), alors soit z est d'ordre �ni, soit scl(z) > 0.

Démonstration.
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(1) ⇒ (2) Supposons que D(R) n'est pas simplement connexe. Alors il existe
une application continue f : Σg → BRδ dé�nie sur une surface fermée orientée
de genre g ≥ 1 telle que f∗oδ2(ER) · [Σg] ∈ π1(D(R)) n'est pas nul. De cela nous
déduisons que oδ2(EG) n'est pas borné.

(2) ⇒ (3) Supposons qu'il existe un z ∈ π1(G) ⊂ G̃ d'ordre in�ni et tel
que scl(z) = 0. Alors il existe un n tel que zn ∈ R̃ (voir [3]), et donc zn ∈
π1(R) ∩ D(G̃) = π1(D(G)) = {0}, ce qui est absurde.

(3) ⇒ (1) Soit K un sous-groupe compact maximal de D(G). Alors le revête-
ment universel de K est un sous-groupe de la forme E× S de D(G̃) où E ' Rk
et S est semi-simple et compact. Notons p : E × S → S la projection sur le
second facteur. Alors l'image par p de π1(D(G)) ⊂ E×S est central et donc �ni.
Quitte à remplacer G par un revêtement �ni, nous pouvons alors supposer que
π1(G) ∩ D(G̃) est inclus dans E. Nous pouvons alors conlure (voir [3], lemmes
4.3 et 5.1).
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