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Résumé

L’acquisition comprimée s’intéresse a la reconstruction d’un signal structuré a partir d’'un
petit nombre de mesures linéaires. Parmi les méthodes récentes pour résoudre ce probléme, les
algorithmes Approximate Message Passing (AMP) proposent de bonnes performances, un faible
colit algorithmique et une bonne compréhension de son comportement griace & une équation
unidimensionnelle qui décrit son erreur, appelée 1’équation State Evolution (SE). On présente
ici comment, a partir d’une fonction de débruitage pour une classe de signaux, on construit un
algorithme AMP d’acquisition comprimée pour cette méme classe de signaux.

1 Acquisition comprimée

1.1 Cadre du probleme

L’acquisition comprimée s’intéresse a la mesure d’'un signal @, que nous représenterons sous la
forme d’un vecteur 8 € R™ de dimension n. Ce signal pourrait étre une image, un son, ou une vidéo
par exemple. Une mesure du signal est un réel y; dépendant du signal, et ’acquisition comprimée se
concentre sur des mesures linéaires, c’est-a~dire de la forme y; = (a;, ) pour un vecteur a; € R™. On
prend m telles mesures de sorte que le processus d’acquisition peut s’écrire de forme synthétique :

y= A0, (1)

ou A est la matrice de taille m x n dont les lignes sont ai, ..., apn.

Le but de 'acquisition comprimée est de reconstruire le signal 8 € R™ a partir des mesures
y € R™ et du processus d’acquisition A € R™*™, Dans le cas simple ou A est de rang n, la
reconstruction est facile, sous réserve qu’il soit facile d’inverser une sous-matrice de A de taille
nxn.

Cependant, cela implique que le nombre de mesures m soit plus grand que la dimension du signal
n. Au contraire, 'acquisition comprimée s’intéresse au cas ou le signal 8 est de grande dimension,
et 'on souhaite que le nombre de mesures m soit le plus petit possible. Par exemple, ’acquisition
comprimée est utilisée en imagerie par résonance magnétique (IRM)[LDSP08]. Lors d’une IRM, le
signal est 'image du corps du patient et des mesures sont prises de maniere séquentielle. Prendre
un grand nombre de mesures nécessite un temps d’acquisition plus long, pendant lequel il peut
étre difficile de garder le corps immobile. On ne peut pas demander & un patient malade de garder
sa respiration pendant plusieurs minutes! D’autre part, on peut vouloir prendre plusieurs images



rapidement pour observer 1’évolution temporelle (du cerveau par exemple, on parle alors d’IRM
fonctionnelle).

Pour ces raisons, on se concentrera sur le cas ou le ratio de sous-échantillonnage 6 = m/n
est le plus petit possible (et bien siir plus petit que 1). Dans ce cas, le noyau de la matrice A
n’est pas réduit & {0}, donc le signal n’est pas déterminé de maniére unique a partir des mesures.
Pour espérer pouvoir reconstruire le signal, il faut utiliser la structure du signal, c’est-a-dire de
Iinformation supplémentaire sur ce dernier. Cette structure peut prendre différentes formulations
selon l'application ou le point de vue du statisticien. Cela peut étre, par exemple, un ensemble
C C R™ dont on sait qu’il contient 0; ou bien une distribution a priori P sur R™ pour notre
signal. Le défi de 'acquisition comprimée est alors d’utiliser la structure du signal et les mesures y
pour reconstruire le signal 8. Le probleme est d’autant plus difficile que les signaux sont de grande
dimension et donc qu’il faut étre vigilant a la complexité des algorithmes proposés.

Pour résumer, une application étant donnée, I'acquisition comprimée essaie de trouver le bon
processus d’acquisition (i.e. bien choisir les vecteurs a;, mais ils peuvent avoir des contraintes
pratiques), la bonne structure pour le signal et le bon algorithme de reconstruction de sorte que
le signal @ puisse étre reconstruit avec le moins de mesures possible. La beauté de ’acquisition
comprimée est que des réponses abstraites ont été apportées, traitant de maniere unifiée les cas de
I’'TRM, des sons ou encore des matrices de rang faible. En fait, nous verrons que les algorithmes dits
Approzimate Message Passing transforment n’importe quelle fonction de débruitage de signaux en
méthode d’acquisition pour la méme classe de signaux.

1.2 Parcimonie et reconstruction [;

En acquisition comprimée, on suppose souvent que le signal étudié est parcimonieuz. On dit
qu'un signal est parcimonieux dans un base B si peu de ses coefficients dans la base B sont non
nuls. Cette hypothese est vérifiée pour beaucoup de signaux étudiés en pratique : par exemple,
les bases d’ondelettes ont été découvertes, dans lesquelles les sons et les images naturelles sont
(approximativement) parcimonieux. Ces bases d’ondelettes sont associées a des transformations
rapides, qui permettent de décomposer facilement un signal dans la base d’ondelette a partir de
la représentation dans la base canonique, ainsi que calculer la transformation inverse. Ainsi, on
pourra supposer dans la suite, sans perte de généralité, que le signal @ est parcimonieux dans la
base canonique.

Plus précisément, on dira que le signal 8 € R™ est s-parcimonieux si [|0]|o = #{1 < i < n|0; #
0} < s, et Pon notera Xy, l'ensemble des vecteurs s-parcimonieux de R™. Si le signal 8 € R"
est s-parcimonieux, il peut étre reconstruit avec strictement moins de n mesures. En effet, pour
reconstruire un signal 8 € X, a partir de m mesures y = A6 € R™, de la matrice A et de
I'hypothese de s-parcimonie, on cherche notre signal dans 'ensemble E = {0’ € X, ,,|ly = A0'}. La
reconstruction sera possible si £ = {6}.

Etudions ensemble E lorsque la matrice A est une matrice Gaussienne, ¢’est-a-dire que A;j,
1 <i<m,1<j < nsont des variables aléatoires i.i.d. Gaussiennes. Alors le noyau de A est
presque siirement un sous-ensemble de R™ de dimension n — m, en position "générique"!. Prenons
m = s. Alors 'intersection entre 8 + ker A et n’importe quel sous-espace de dimension s fixe est
presque surement réduit a un point. Maintenant, constatons que X, ,, est I'union de (2) sous-espaces
de dimensions s. Par conséquent, E est p.s. fini, de cardinal (Z) En prenant une mesure de plus,

1. On entend par la que sa loi est invariante par rotation.



FE devient alors réduit a un singleton.

Par conséquent, en prenant m = s + 1 et une matrice A Gaussienne, on obtient {0’ € X, |y =
A6’} = {0}. Cela implique

0 = argmin ||6’||o . (2)
0" :y=A0’

Ainsi, s+ 1 mesures semblent suffire pour reconstruire un signal s-parcimonieux. s étant beaucoup
plus petit que n dans les applications, cette amélioration est significative. Cependant, le probleme
n’est pas si simple car la minimisation (2) est NP-difficile [DMA97].

Une solution proposée est d’utiliser la relaxation convexe suivante

6 = argmin ||6'||, (3)
0 :y=A0'
ou ||€'|ly = |0} + -+ + 16},]. Ce probléme étant la minimisation d’une fonction convexe sur un

sous-espace affine, il est beaucoup plus simple a résoudre que la minimisation [y. Cependant, cette
méthode a besoin de plus de mesures pour réussir.

Théoréme 1. Soient € € (0,1) et s < n/2. On rappelle que A est une matrice Gaussienne. Il
existe une constante universelle C telle que, si

1
m20<slogn+log) ) (4)
S €

alors avec probabilité 1 — ¢, 0 =6 ou 0 est Uestimation obtenue par la minimisation Iy (3).

Ce résultat est prouvé dans [RaulO, Théoremes 2.3, 2.6 et 2.12]. Notons que le nombre de
mesures nécessaires est linéaire en s, a un facteur logarithmique pres. Ce théoréme signifie donc
qu’on peut reconstruire un signal parcimonieux avec un nombre de mesures significativement plus
petit que n.

Considérer des matrices A aléatoires est une maniere astucieuse et classique de générer de
"bonnes" manieres de mesurer, de maniere probabiliste. La cas A Gaussienne semble étre le plus
facile a étudier et permet d’obtenir de bons résultats théoriques. Cependant, dans les applications,
il y a des contraintes physiques sur le processus de mesures. Par exemple, en IRM, on ne peut que
échantillonner la transformée de Fourier de 'image mesurée. Dans ce cas, prendre A Gaussienne
n’est pas possible, et on compose A en sous-échantillonnant aléatoirement les lignes de la matrice
correspondant a la transformée de Fourier. Plus généralement, [Raul0] étudie plusieurs catégories de
matrices aléatoires structurées. Les matrices aléatoires structurées mélent la structure nécessaire
pour en faire des matrices de mesures réalistes et 1’aléa nécessaire pour leur donner de bonnes
propriétés pour la reconstruction.

2 Approximate Message Passing pour la reconstruction [,

2.1 Description de I’algorithme

Beaucoup d’algorithmes ont été proposés pour résoudre la minimisation (3). Ici, on en introduit
un, nommé Approximate Message Passing. On peut le motiver comme perturbation d’une méthode
plus simple, nommée Iterative Soft Thresholding (IST, ou seuillage doux itéré en frangais). L’IST



A0
part d’une estimation quelconque du signal - disons 8 = 0, et calcule récursivement la suite
d’estimateurs

9t+1 — (ét + ATT’t) 7 (5)
rl =y — Ad'. (6)

Ici, n; est Popérateur de seuillage doux de parametre A;. Il applique a chaque coordonnée la fonction
réelle n(z, \¢) = sign(x)(|z| — M) +-

On peut justifier cet algorithme avec I’heuristique suivante : calculer ét + ATyt correspond &
faire un pas de la descente de gradient de ||y — AétH% Ainsi, cette étape assure que nos estimations
correspondent aux mesures. Ensuite, I’étape de seuillage assure que nos estimateurs sont parcimo-
nieux. En effet, le seuillage doux est 'opérateur proximal de la norme /1. Cependant, cette intuition
n’indique pas comment choisir les parametres A;.

Dans [DMMO09], une alternative a I'IST est proposée, sous le nom d’"Approximate Message
Passing" (AMP) :

o =y, (6"+AaTr) (7)
rt =y — Ad + bert™t, (8)
by = % <ng_1 (ét‘l + ATrt)> . (9)

Ici, n,_; est la fonction qui applique & chaque coordonnée la dérivée de la fonction de seuillage doux,
qui est 1'(2, Ar—1) = 1|z, - De plus, on a noté (8) = (B, + -+ B,,) /n la valeur moyenne des
coordonnées d’un vecteur.

[’AMP est tres similaire avec 'IST, avec toutefois un terme inertiel, appelé le terme Onsager,
dont l'interprétation n’est pas évidente. Pour obtenir cet algorithme, les auteurs de [DMMO09] ont
étés inspirés d’'un algorithme avec passage de messages (Message Passing Algorithm), dont ils ont
fait des approximations jusqu’a obtenir la forme (7)-(9). Ceci justifie le nom "Approximate Message
Passing".

L’approximation faite dans la genése de ’AMP est valide dans la limite n,m — 0o, 6 = n/m
restant fixé, pour certaines classes de matrices aléatoires A, par exemple si les entrées (A;j)i<m,j<n
sont i.i.d. selon N (0,1/m). On supposera toujours cette hypothése pour A par la suite. Nous
verrons empiriquement que I’AMP fonctionne bien pour des applications de taille n g 10% - ce qui
est vérifié dans les applications. Pour de tels signaux, PTAMP est nettement plus efficace que 'IST
(voir [DMMO09]).

2.2 Equation dite State Evolution

Un autre avantage majeur de PAMP sur 'IST est que son comportement asymptotique? est
décrit par une équation unidimensionnelle, appelée state evolution (SE) :

1 2

== lol (10)
171

= 3E [~ (0 +72) - 63 (1)

2. Dans tout ce mémoire, "asymptotique" fera référence au régime n,m — oo, § = m/n restant fixé.



ou Z ~N(0,I,).
La suite 79, 71,... décrit le comportement de ’AMP selon I'heuristique suivante : asymptoti-
quement, on a

0 + ATrt ~ 0+ 1N(0,1,) , (12)
r' ~7N(0,1,,) . (13)

Commengons par interpréter cette heuristique avant de lui donner une formulation rigoureuse.
L’équation (12) indique que 6’ + ATrt est une version bruitée 0, et que I'écart-type de bruit est
donné par 7, c’est-a-dire par les équations SE.

Pour donner un sens formel a cette heuristique, il faut considérer une suite de problemes d’ac-
quisition comprimée indexée par la dimension du signal n :

y(n) = A(n)z(n), (14)

ou m = m(n) = on. Toutes les quantités qui découlent du probleme, tels que les estimateurs de

’AMP 90, 91, ..., dépendent donc de n; cependant on omettra cette dépendance a ’avenir pour
alléger les notations.

On dira qu'une fonction 1 : R? — R est pseudo-Lipschitz d’ordre k s’il existe une constante
L > 0 telle que

Va,y € R [¢(x) — ¢(y)| < L+ zl2 + lyll2) Iz — yll2- (15)

Théoréme 2. On suppose toujours que A est une matrice Gaussienne dont les entrées sont i.i.d.
selon N (0,1/m). On suppose de plus que lorsque m,n — oo, la distribution empirique des coor-
données de 8 converge vers une loi Pg sur R, et que pour un certain k > 2, Ep, [©%72] < co. En-

fin, on suppose que % A 92-2]"’_2 — Ep, [©%F=2]. Alors pour toute fonction pseudo-Lipschitz
n,Mm—00

¥ :R? = R d’ordre k, p.s.,
1 & A1+l
S (607.00) D Elv (n (0 +72),0)] (16)
i=1 '

ot © ~ Pg et Z ~N(0,1) sont des variables indépendantes.

Ce théoreme est prouvé dans [BM11]. Plus généralement, les auteurs démontrent le méme
résultat pour n’importe quelle suite de fonctions 7y, ¢ > 0 séparables : on dit qu'une fonction
f:R™ — R"™ est séparable si elle est de la forme f(z1,...,2,) = (9(z1),...,9(xn)).

L’équation SE, que 'on rappelle ici,

1 1
Tt2+1 = gE - 7¢ (0 + 7 Z) — 9”3 ) (17)

s’interprete ainsi : 7341 est, a un facteur multiplicatif pres, 'erreur moyenne quadratique de la
fonction 7; dans le débruitage de 6, avec bruit Gaussien, d’écart-type 7. Puisque 7%, t > 0, dicte
la précision de l'algorithme AMP (voir éq. (12)), ce dernier sera d’autant plus performant que la
fonction de seuillage doux débruite bien 6.

Lorsque n = n; ne dépend plus du temps, I’équation SE devient 'itération d’une méme fonction,
ce que l'on représente schématiquement dans la Figure 1. On voit que les écarts-types 7 convergent
vers une limite 7, dont la valeur est d’autant plus petite que la fonction que l'on itere prend de
faibles valeurs. Ainsi, pour avoir une bonne reconstruction, il faut soit que ¢ soit grand, soit que 7,
débruite bien 6.
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FIGURE 1 — Schéma de I’évolution de 7 lorsque n = 7; ne dépend pas du temps.

3 Approximate Message Passing a partir d’une fonction de dé-
bruitage

Ce parallele entre le débruitage et 'AMP, fourni par I’équation SE, suggere de changer 7;.
Au lieu de considérer la fonction de seuillage doux, on considérera n’importe quelle fonction qui
débruite 8 [MMB16]. L’algorithme et 1’équation SE restent quasi-inchangés, au détail pres que by
doit étre redéfini plus généralement comme

1 .. At—1
by = %dlv M—1 (9 + ATrt) . (18)

L’équation SE décrit toujours asymptotiquement le comportement de ’AMP pour une large classe
de fonctions n; (en particulier Lipschitz, voir [BMN17]).

Pour suggérer la diversité des possibilités offertes en changeant la fonction 7;, on donne deux
exemples originaux ici. Par souci de concision, nous omettrons les aspects techniques des simula-
tions, tels que le calcul de divn:_1, ou 7:—1 sera une fonction non-triviale.

3.1 Acquisition comprimée de matrice de rang faible avec I’ AMP

Un algorithme classique pour débruiter une matrice est le seuillage doux des valeurs propres (ou
singular value thresholding, SVT) [DG14]. Pour une matrice X € R™*"2 dont la décomposition
de valeurs singuliéres s’écrit

ni1Ang

X =) omuv,, (19)
=1



lopérateur SVT de parametre A produit

niAng

S(X5A) = > (07— A)qum; (20)

=1

Cette fonction de débruitage étant efficace pour des matrices de rang faible, il est naturel de
l'utiliser dans ’AMP pour faire de 'acquisition comprimée de matrice de rang faible. Puisqu’ici le
signal mesuré n’est pas un vecteur mais une matrice, le formalisme est traditionnellement écrit d’une
maniere différente des parties précédentes. Cependant les idées sous-jacentes restent les mémes.

On veut reconstruire une matrice Xy € R™*"2 § partir de mesures linéaires y € R™, ou

y = A(Xo). (21)

Ici A : R™M*"2 — R™ est un opérateur Gaussien linéaire, ou plus concretement y; = (A;, Xo)
ou A; € R™*™ gont des matrices i.i.d. avec des entrées indépendantes de loi (A;),c ~ N(0,1/m).
L’algorithme AMP suivant permet de reconstruire X a partir des observations v :

XM o s(X AR ), (22)

rt =y — AX") + bt !, (23)

ou AT est I’ajoint de I'opérateur A, et

1 -
by = —divS(X" + ATr A ). (24)
L’équation SE
1
B = =1%ol (25)
1 1
= 5B |25 (Xo + 12, \) - Xoll3] (26)

ou ||.||r désigne la norme de Frobenius, estime que

Xt+ATTtNXO+TtN (O7In1n2) ) (27)
rt~ 7N (0,1,,) . (28)

Il est remarquable que cette prédiction nous aide a calibrer les parameétres ;. En effet, puisque
nini est grand dans les applications, on peut invoquer la loi des grands nombres pour justifier que,
par (28), 7+ = ||rt|l2/+/m est un bon estimateur du niveau de bruit ;. Une régle empirique est alors
de choisir \y = 2\/ni7; =~ 2\/ni1; (voir [GD13]). Ce choix de parametre guidé par I’équation SE,
contraste avec le cas de 'IST ou il n’était pas évident de choisir les parametre A;.

Des résultats de simulations sont présentés dans la figure 2, ot 'on a choisi m = 0.65 - nyno.
On affiche I'erreur moyenne quadratique normalisée

ot
1 X" — X7
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FIGURE 2 — Acquisition comprimée de matrice avec I’AMP : erreur moyenne quadratique normalisée
en fonction du nombre d’itération. A gauche : matrice de taille 30 x 30 et de rang 3. A droite :
matrice de taille 170 x 170 et de rang 17. Plus rouges (+) : simulations. Ligne bleue : prédiction de
I’équation SE.

en fonction du nombre d’itération, et on compare avec la prédiction de ’équation SE :

N oi—1 _
XX IS (X AT N ) - Xl

NMSE(t) = _ .
R IXall7 (30)
X 2 Z 1) = Xall?
~ IS (Xo+ 712, 2t 1) oll & ou Z ~ N(0,I,,y,), en utilisant (28) (31)
HXOHF
CEIS(Xo+712,01) = Xol}] _ nom (32)
1Xollr Xl

Cette derniére étape est motivée par un argument de concentration de la mesure : la variable
aléatoire ||S(Xo + 7-12Z, —1) — Xo||% est fonction d’un vecteur Gaussien en grande dimension,
et donc ne dévie pas trop de son espérance.

La figure 2 montre que la prédiction de I’équation SE est d’autant plus précise que la dimension
ambiante est grande. Ceci insiste sur le fait que 1’équation SE est avant tout une description
asymptotique.

3.2 Acquisition comprimée d’images avec I’ AMP

On s’intéresse désormais a ’acquisition comprimée d’images. On représente une image comme
un tableau de réels en dimension 2, @ = (0; j)i<n, j<n., que l'on identifie a sa forme vectorielle
vec(B) € R™, n = ning. Avec cette derniére représentation, on peut reprendre les notations de la
premiere partie sur I’acquisition comprimée. On obtient un petit nombre de mesures y € R™ par
I’équation

y = A6, (33)

ol A € R™*™ est une matrice Gaussienne.



On rappelle que notre algorithme AMP s’écrit :

0" = (0" + ATrY) (34)
=y - A" + bt (35)

1
by = Ediv m_l(mt_l + ATrt_l) , (36)

ol 7 : R™M*M"2 — R™M "2 est une suite de fonction de débruitage d’images. Comme on ’a expliqué
dans la partie 2.2, le choix de la suite de fonctions 7; est cruciale car plus les fonctions de débruitage
1 sont performantes, plus 'on peut comprimer nos images.

Un maniére traditionnelle de faire de l'acquisition comprimée d’images est de décomposer
I'image dans une base d’ondelette ou elle est (approximativement) parcimonieuse, puis de résoudre
le probleme de minimisation (3). Cela revient & utiliser I’algorithme AMP (34)-(36) avec pour
fonction de débruitage 7 le seuillage doux dans la base d’ondelette. Ici, on propose d’utiliser une
méthode plus originale et efficace, appelée le débruitage par patch (Non-Local Means, NLM). Etant
donnée une image bruitée 6, NLM estime le pixel de coordonnées (7,j) comme une moyenne des
pixels de 0 :

n(6);; = 22 (ket) Wi, (1,5 (0) O
Y ke Wik, 6,)(0)

Les poids W (;,5)(0) dépendent de la similarité entre les patchs dans @ centrés autour de
(k,1) et (i,j) respectivement, ainsi que de la distance entre les deux pixels. Plus précisément, on
choisit une taille de patch L € Nsq, une portée R > 0, et un parametre de précision h > 0. Pour
une position (k,[) dans I'image, on note P ;)(6) la sous-image (ou patch) de 6, centré en (k,1), de
taille L x L. Alors

(37)

2
Py (0) — Py ;(0)
Wik (i.5)(8) = Ljig)-hy <R P | = | 7272 ! : (38)

Ainsi, la méthode NLM moyenne les patchs qui sont similaires les uns aux autres.

Dans la figure 3, on montre la recontruction d’une image de taille 170 x 170 a l'aide de m =
0.5x 170 x 170 mesures. Pour chaque itération ¢ € {0, 1,2, 3,4}, on montre les estimateurs 9t + ATyt
(colonne de gauche) ainsi que leur version débruitée o = ne(xt + ATrt) (colomne de droite).
Dans la figure 4, on montre I’évolution de I’erreur moyenne quadratique renormalisée NMSE(t) =
||9t — 09l|3/]|60]|3 en fonction du nombre d’itération. Encore une fois, ’équation SE semble bien
décrire les résultats de la simulation.

Le papier [MMB16] étudie plus d’exemples de reconstruction d’images pour montrer efficacité
de l'algorithme AMP.

4 Conclusion et perspectives de recherche

L’algorithme AMP permet donc de ramener un probléme d’acquisition comprimée & un probléme
de débruitage avec bruit Gaussien, auquel souvent il existe déja une solution dans la littérature.
Cela permet d’aller au-dela de la reconstruction de signaux parcimonieux.



FIGURE 3 — Reconstruction de l'image Lena en utilisant NLM-AMP, avec un ratio de sous-
échantillonnage m/n = 0.5 : o' + ATyt (colonne de gauche) et ot = nt(ét + ATrt) (colonne
de droite) pour t € {0,1,2,3,4}.
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FIGURE 4 — Reconstruction de I'image Lena en utilisant NLM-AMP. Plus rouges (+) : évolution
de l'erreur quadratique renormalisée. Ligne bleue : prédiction de I’équation SE.

Nous avons vus que ’équation SE était essentielle pour fournir des bornes théoriques sur la
performance de l'algorithme, ainsi que pour choisir les parametres en pratique. Cependant, elle
n’est pas justifiée dans le cadre olt A n’est pas Gausienne. Par exemple, [BLM™*15] donne un sens
a I’équation SE lorsque A a des entrées sous-Gaussiennes, et que 1; est un polyndme séparable.
Cependant, beaucoup de généralisations restent a faire dans cette direction.

Une autre direction de recherche est I’'obtention de résultats non-asymptotiques pour 1’équation
SE, grace a des arguments de convergence de la mesure. [RV16] couvre le cas ou 7 est séparable.
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