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Résumé

Le flot de Willmore est une manière de déformer une surface suivant le flot de gradient
de sa fonctionnelle de Willmore ; en d’autre termes notre surface va évoluer en voulant faire
décrôıtre son énergie. C’est suivant ce flot que se déforment les membranes des cellules par
exemple.

Dans cette introduction, on va définir la fonctionnelle de Willmore et le flot de Willmore
associé, puis on énoncera un théorème récent de Koch et Lamm concernant les solutions au
flot de Willmore à donnée initiale irrégulière dans le cas particulier des graphes de R2. Ce
faisant on verra les différentes notions de courbure et la notion de surface de Willmore.

Table des matières

1 Fonctionnelle de Willmore 2
1.1 Introduction : courbures d’une surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Fonctionnelle de Willmore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Flot de Willmore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Flot de Willmore sur les graphes de R2 6
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1 Fonctionnelle de Willmore

1.1 Introduction : courbures d’une surface

Avant de pouvoir introduire la fonctionnelle de Willmore, il nous faut rappeler les différentes
définitions de la courbure.

Considérons une surface S dans R3 et donnons nous en chaque point x de S un vecteur normal
unitaire ν(x) à cette surface. L’évolution au premier ordre autour d’un point x de ν(x) va nous
dire à quoi ressemble localement cette surface : une sphère de petit ou grand rayon, un plan, une
selle de cheval, etc. Ces informations sont les premières et peut-être plus naturelles occurences de
la notion de courbure.

Remarquons tout d’abord que pour tout point x de S et pour tout vecteur h de TxS on a
〈dν(x)h, ν(x)〉 = 0 car 〈ν, ν〉 = 1. On va donc pouvoir définir un endomorphisme.

Définition 1.1. Pour tout point x de S nous définissons l’opérateur de forme

dν(x) : TxS → TxS.

On veut des scalaires caractérisant cet endomorphisme. Il est naturel de regarder sa trace et
son déterminant.

Définition 1.2. Pour tout point x de S on définit la courbure moyenne

H =
1

2
tr dν,

et la courbure de Gauss
K = det dν.

Quelques exemples

Exemple 1.3. — Si S est la sphère S2 de rayon 1, alors ν(x) = x, dν(x) = IdTxS2 et H = 1,
K = 1.

— Si S est la sphère de rayon r, alors H = 1
r et K = 1

r2 .
— Si S est un plan, ν est constant et donc H = K = 0.
— Si S est un hyperbolöıde à une nappe (selle de cheval), K < 0.

D’aucune pourrait se demander quel est le lien entre ces courbures et la courbure d’une courbe
du plan. Pour voir ce lien commençons par une définition.

Définition 1.4. Pour tout point x de S et tous vecteurs u, v de TxS, on définit la seconde forme
fondamentale

L(u, v) = −〈∂uν, v〉.

Proposition 1.5. La seconde forme fondamentale est symétrique.

Démonstration.

L(u, v) = −〈∂uν, v〉
= −

(
∂u〈ν, v〉 − 〈ν, ∂uv〉

)
= 〈ν, ∂uv〉
= 〈ν, ∂vu+ [u, v]〉
= 〈ν, ∂vu〉,

car [u, v] est dans TxS. En remontant le calcul, on obtient que L(u, v) = L(v, u).

Puisque L est symétrique on va pouvoir la diagonaliser.

Définition 1.6. Pour tout point x de S on définit λ1, λ2 avec λ1 ≤ λ2 les valeurs propres de −L
dans une base orthonormée. On les appelle les courbures principales.

Nous sommes maintenant à même de faire le lien avec la courbure des courbes.
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Figure 1 – Plans des courbures principales

Proposition 1.7. Soit e un vecteur unitaire de TxS, considérons le plan P engendré par e et
ν. Il intersecte la surface en une courbe dont on a un vecteur normal ν(x) en x. Notons γ(e)
la courbure de cette courbe dans le plan P , rendue algébrique par rapport au vecteur normal ν.
Alors les courbures principales sont respectivement le minimum et le maximum de ces courbures,
en d’autres termes

λ1 = min
‖e‖=1

γ(e),

λ2 = max
‖e‖=1

γ(e).

Cette proposition est en fait une réminiscence des travaux de 1760 d’Euler qui le premier
s’intéressa à la notion de courbure (voir [5] pour plus de détails historiques).

En cours de géométrie différentielle, la lectrice a pu rencontrer une définition quelque peu
différente de la courbure de Gauss.

Définition 1.8. Notons dσS2 la forme volume canonique sur la sphère et dvolgR3 la forme vo-
lume sur S issue de la métrique gR3 induite par la métrique euclidienne de R3. Considérons que
ν : TxS → TxS

2 alors la forme ν∗dσS2 est une 2-forme sur S et par conséquent il existe une
fonction K̃ telle que

K̃dvolgR3 = ν∗dσS2 .

Proposition 1.9. Pour tout point x de S,

K̃(x) = K(x).

Démonstration. Soit e1, e2 deux vecteurs orthonormaux de TxS. Alors

K̃ = ν∗dσS2(e1, e2)

= det(ν,dνe1,dνe2)

= det dν

= K.

Jusqu’à maintenant nous avons manipulé des quantités a priori extrinsèques, c’est-à-dire qui
dépendent de l’immersion isométrique de S dans R3. En fait Gauss a prouvé en 1827 dans son
theorema egregium que la courbure de Gauss (qu’il a introduite) est intrinsèque. Elle est égale à la
courbure sectionnelle de la géométrie riemanienne (voir [6] pour un énoncé et une preuve moderne
du théorème).

La lectrice pourra consulter [13] et [14] pour plus de détails sur la courbure des surfaces.
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1.2 Fonctionnelle de Willmore

L’idée de la fonctionnelle de Willmore remonte à Sophie Germain qui voulait traiter des
problèmes d’élasticité d’une surface. En s’inspirant de l’énergie élastique d’une courbe définie
comme l’intégrale du carré de sa courbure, elle définit en 1816 pour une surface S l’énergie

W (S) =

∫
S

H2dvolgR3 .

On l’appelle aujourd’hui énergie ou fonctionnelle de Willmore, en l’honneur du mathématicien
Thomas Willmore qui l’a réintroduite en 1965 (voir [15]), mais celle-ci avait déjà été redécouverte
dans les années 1920 par Blaschke et Thomsen (voir [2]). Cette énergie est aujourd’hui réutilisée
dans d’autres domaines, par exemple en relativité générale pour définir la masse de Hawking . La
lectrice pourra consulter le chapitre 7 de [16] pour plus de détails mathématiques, et l’article [1]
pour une introduction au grand public.

Pour mieux comprendre les propriétés de cette énergie, on peut remarquer que l’énergie de
la sphère S2 est W (S2) = 4π. De plus on a le théorème suivant qui nous dit que c’est l’énergie
minimale d’une surface compacte (orientable).

Théorème 1.10. Pour toute surface S compacte orientable sans bord, on a W (S) ≥ 4π avec cas
d’égalité si et seulement si S = S2.

Démonstration. Notons
K+ = max(K, 0).

Alors on a

W (S) ≥
∫
K>0

H2dvolgR3

=

∫
K>0

1

4
(λ1 + λ2)2dvolgR3

=

∫
K>0

1

4
(λ1 − λ2)2 + λ1λ2dvolgR3

=

∫
K>0

1

4
(λ1 − λ2)2dvolgR3 +

∫
S

K+dvolgR3 .

Il s’aĝıt de prouver que ∫
S

K+dvolgR3 ≥ 4π.

Or
KdvolgR3 = ν∗dσS2 ,

et par définition de K+ on sait que sur les zones intégrées, ν préserve l’orientation. Il faut main-
tenant voir que le degré de ν est supérieur ou égal à 1. Par théorème de Sard, ν admet une valeur
régulière e dans S2. En tout point x dans la préimage de e par ν, on a K(x) = det dν différent
de 0. Reste à montrer qu’il existe un x tel que K(x) > 0. Quitte à changer de repère dans R3,
supposons que e est le vecteur e3. Puisque S est compacte, la fonction hauteur (x1, x2, x3) 7→ x3

admet un maximum en x sur S. En ce point ν(x) = e3 et K(x) > 0 sans quoi on aurait localement
une selle de cheval, ce qui contredirait le fait que le maximum de la fonction hauteur est atteint
en x. Finalement on a trouvé un point tel que K > 0 et tel que ν soit un difféomorphisme en ce
point. Donc par théorie du degré, puisque deg(ν) > 0 sur K > 0, on a deg(ν) ≥ 1, ce qui modulo
renormalisation de la surface de la sphère nous donne∫

K>0

ν∗dσS2 ≥ 4π.

Pour le cas d’égalité, voir [16].

L’intérêt des mathématiciennes s’est porté sur les points critiques de cette fonctionnelle. Pour
donner du sens à cela mettons nous dans un cadre adapté au calcul des variations.
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Définition 1.11. Soit Σ une surface compacte orientée sans bord et f une immersion de Σ dans
R3. On définit la fonctionnelle de Willmore de l’immersion par

W (f) =

∫
f(Σ)

H2dvolgR3 ,

où H est la courbure moyenne de la surface f(Σ) et gR3 la métrique induite sur f(Σ).

Remarque 1.12. En 2012 Fernando Codá Marques et André Neves ont prouvé dans [11] une
meilleure borne inférieure sur les tores : pour tout tore immergé dans R3, W ≥ 2π2. Ce résultat
avait été conjecturé en 1965 par Willmore et portait le nom de conjecture de Willmore.

Au sens du calcul des variations sur les immersions de Σ, Thomsen et Schadow ont obtenu le
théorème suivant en 1923, qui a été retrouvé indépendemment par Konrad Voss dans les années
1950 et Willmore dans les années 1960.

Théorème 1.13 (Équation d’Euler). Soit Σ une surface compacte orientée sans bord et f une
immersion de Σ dans R3, on a

∇W (f) =
(
∆gH + 2H(H2 −K)

)
ν.

Démonstration. On veut calculer ∂t
(
W (ft)

)
à t = 0, pour des déformations ft de f . Il suffit de

considérer des déformations normales, car les déformations parallèles ne changent pas la surface
f(Σ) et donc ne changent pas W (f). Puis on passe en coordonnées en tirant tout en arrière sur Σ
et on calcule les dérivées de H et g par rapport à t. Pour plus détails, voir le chapitre 7 de [16].

Ce qui conduit à la définition :

Définition 1.14. L’immersion f(Σ) est appelée surface de Willmore si c’est un point critique de
la fonctionnelle de Willmore, i.e.

∆gH + 2H(H2 −K) = 0.

Exemple 1.15. — La sphère S2 est une surface de Willmore.
— Les surfaces minimales (H = 0) sont des surfaces de Willmore.

1.3 Flot de Willmore

On a obtenu dans la partie précédente une borne inférieure pour l’énergie de Willmore qui est
atteinte uniquement pour la sphère S2. Dans ce sens, on peut penser l’énergie de Willmore comme
une mesure de la ressemblance entre notre surface et la sphère. Si on se donne une surface initiale,
on va vouloir la faire évoluer de telle sorte que son énergie de Willmore décroisse avec l’espoir que
ce faisant on lisse la surface initiale et qu’elle se rapproche de la sphère. La façon classique de faire
évoluer cette surface initiale est de prendre le flot de gradient associé à la fonctionnelle que l’on
considère, c’est-à-dire faire évoluer notre surface selon l’équation :

∂tf = −∇W (f).

On voit alors que formellement on aura

∂t
(
W (ft)

)
= 〈∇W (ft), ∂tf〉

= −‖∇W (ft)‖2

≤ 0,

donc on a bien décroissance de l’énergie de Willmore avec le flot.
En reformulant proprement ces équations avec les équations d’Euler, nous obtenons les équations

du flot de Willmore.
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Figure 2 – Un lapin déformé par le flot de Willmore

Définition 1.16 (Équations du flot de Willmore). Soit Σ une surface compacte orientée sans
bords. Soit f0 une immersion de Σ dans R3. Les équations du flot de Willmore s’écrivent

∂tf
⊥ = −∆gH − 2H(H2 −K)

∂tf
par = 0

f(0, ·) = f0,

(1.1)

où ∂tf
⊥ = 〈∂tf, ν〉 et ∂tf = ∂tf − ∂tf⊥ν.

La lectrice intéressée pourra regarder la vidéo “Conformal Willmore Flow“ sur YouTube de
déformations de surfaces par flot de Willmore obtenues par Crane, Pinkall et Schröder comme
matériel supplémentaire à leur article [3].

Les problématiques liées au flot de Willmore sont des questions d’existence en temps long de
solutions et de convergence de ces solutions.

Pour Σ = S2, on a des réponses positives et négatives suivant l’énergie de Willmore de l’im-
mersion initiale. Une première réponse positive apportée par Kuwert et Schätzle dans [8],[9] et [10]
en 2001, 2002 et 2004.

Théorème 1.17 (Kuwert et Schätzle). Si W (f0) ≤ 8π, alors il existe une solution pour tout temps
aux équations (1.1) et celle-ci converge vers une sphère ronde.

Si on permet une énergie initiale strictement plus grande que 8π, Mayer et Simonett ont trouvé
dans [12] en 2002 des exemples numériques de solutions où une singularité se forme en temps fini.

2 Flot de Willmore sur les graphes de R2

2.1 Introduction

Au lieu de considérer des surfaces Σ compactes, on va maintenant s’intéresser aux surfaces qui
sont des graphes de fonctions définies sur R2 tout entier, c’est-à-dire qui ont la forme{

(x, u(x)) ∈ R3 : x ∈ R2
}
,

où u est une fonction de R2 dans R. Avec nos notations précédentes, cela revient à considérer
Σ = R2 et f(x) = (x, u(x)).

On veut que la qualité d’être un graphe soit conservée par le flot. Il va donc falloir légèrement
modifier nos équations (1.1) du flot de Willmore. En effet, si on se donne des déformations de f0 :

ft(x) = (x, ut(x)),

alors on a
∂tft(x) = (0, ∂tu(t, x)).
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Or la normale ν(x) au graphe en x n’est de manière générale pas axée sur l’axe des z, donc
l’équation ∂tf

par = 0 ne pourrait être vérifiée sans que les solutions obtenues soient triviales. On
voit que si l’on veut néanmoins conserver le fait qu’on ait une sorte de flot de Willmore, l’équation
ne portera que sur la composante selon l’axe des z.

Définition 2.1. Soit u0 une fonction de R2 dans R. Les équations du flot de Willmore pour les
graphes de R2 s’écrivent

∂tu = −∆gH − 2H(H2 −K)

u(0, ·) = u0.
(2.1)

On calcule ensuite ∆g et K en fontion de u (voir [4] pour le détail).

Proposition 2.2. Les équations (2.1) se réécrivent

∂tu = −vdiv

(
1

v

(
Id− ∇u⊗∇u

v2

)
∇(vH)−H2∇u

v

)
u(0, ·) = u0,

(2.2)

où v =
√

1 + |∇u|2.

On aimerait arriver à qualifier (connâıtre son ordre, comment est la non linéarité, etc.) cette
équation d’évolution qui est a priori non linéaire.

Introduisons pour cela la notation ?. On a envie de bien visualiser les ordres de dérivation de
u que nous manipulons : la notation ? correspondra à une combinaison linéaire quelconque de
contractions d’indices (on utilise la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés).
Par exemple on a

∇2
iju∇iu∇ju = ∇2u ?∇u ?∇u

mais aussi
∆u|∇u|2 = ∇2u ?∇u ?∇u.

L’important est de voir combien de fois u apparâıt dans le produit (ici 3) et quel est l’ordre maximal
des dérivées dans le produit (ici 2).

On notera également
(∇u)k = ∇u ? . . . ?∇u︸ ︷︷ ︸

k-fois

,

par abus et car il n’y a pas de confusions possibles dans la suite.
Avec ces notations, on obtient (voir [7] pour le calcul) :

Lemme 2.3. Les équations du flot de Willmore (2.2) peuvent être réécrites

∂tu+ ∆2u = f0[u] +∇if i1[u] +∇i,jf i,j2 [u] =: f [u], (2.3)

où

f0[u] = (∇2u)3 ?

4∑
k=1

v−2k(∇u)2k−2

f1[u] = (∇2u)2 ?

4∑
k=1

v−2k(∇u)2k−1

f2[u] = ∇2u ?

2∑
k=1

v−2k(∇u)2k.

D’ores et déjà on peut dire que notre équation est quasi-linéaire d’ordre 4. On peut ensuite
facilement linéariser l’équation obtenue. On regarde la différentielle prise en une fonction u avec
des variations h, ce qui nous donne une équation de la forme

∂th = −∆2h+A(u,∇u)∇4h+B(h,∇h,∇2h,∇3h),
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où A est quadratique en ∇u. Regardons le symbole des dérivées de plus haut degré du membre de
droite. On obtient :

−|ξ|4 +A(u,∇u)ξ4.

On voit que cet opérateur n’a a priori pas de raison d’être elliptique. Mais si on suppose que u et
ses dérivées sont suffisamment petites, on aura∣∣− |ξ|4 +A(u,∇u)ξ4

∣∣ ≥ (−1 + ε)|ξ|4

> 0,

car A est quadratique en ∇u. Donc l’opérateur sera elliptique, et l’équation sera une équation
quasilinéaire parabolique du quatrième ordre.

Mentionnons ici le fait que le flot de Willmore pour les graphes a été particulièrement étudié
de manière numérique (par Deckelnick et Dziuk en 2006 dans [4] par exemple).

2.2 Un résultat récent : le théorème de Koch et Lamm

C’est dans le cadre des solutions petites que se placent Koch et Lamm en 2011 dans [7], qui
aboutissent à un résultat d’existence et d’unicité au flot de Willmore sur les graphes globales en
temps pour donnée initiale petite. Pour pouvoir énoncer ce résultat, on doit définir ce qui sera
l’espace des données initiales et l’espace des solutions.

Définition 2.4. On définit l’espace des données initiales

C0,1 = {f ∈ C(Rn,R) : f Lipschitz} ,

muni de la norme

‖f‖C0,1 = sup
x6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|

= ‖∇f‖L∞ ,

où le gradient est pris au sens des distributions.

Remarque 2.5. La norme ‖·‖C0,1 n’est pas définie sur C0,1 car elle s’annule pour les constantes
(mais elle le sera si on fixe f(0) = 0 par exemple). Le choix de définir les solutions modulo une
constante dans la donnée initiale est motivé par le fait que l’équation (2.3) est invariante par la
transformation u 7→ u+ c puisqu’il n’y a pas de termes d’ordre 0 en u.

Définition 2.6. On définit l’espace de Banach

X =
{
u ∈ C((0,∞), C1(Rn)) : ‖u‖X <∞

}
, (2.4)

où

‖u‖X = sup
0<t

t−
1
4 |u(t, 0)|+ sup

0<t
‖∇u(t)‖L∞(Rn) + sup

x∈Rn

sup
0<R

R
2

n+6

∥∥∇2u
∥∥
Ln+6(( R4

2 ,R4)×BR(x))
,

et où on prend ∇2 au sens des distributions.

Théorème 2.7 (Koch et Lamm). Il existe ε, C > 0 tels que pour tout u0 dans C0,1(Rn) avec
‖u0‖C0,1(Rn) < ε, il existe une solution analytique u à l’équation du flot de Willmore

ut + ∆2u = f [u]

u(0, ·) = u0.

Elle satisfait ‖u− u0(0)‖X ≤ C ‖u0‖C0,1(Rn) et est unique parmi les solutions qui vérifient l’inégalité

‖u− u0(0)‖X ≤ Cε.
Plus précisément, on a un contrôle de l’analyticité de u, i.e. il existe R, c > 0 tels que pour tout

k ∈ N et tout α ∈ Nn on a l’estimée

sup
x∈Rn

sup
t>0
|(t 1

4∇)α(t∂t)
k∇u(t, x)| ≤ c ‖u0‖C0,1(Rn)R

|α|+k(|α|+ k)!. (2.5)

De plus la fonction u dépend analytiquement de u0.
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Remarque 2.8. On voit qu’on demande juste que la donnée initiale soit Lipschitz, alors que la
solution obtenue sera analytique. C’est pourquoi on parle de flot de Willmore à donnée initiale
irrégulière. En un certain sens le caractère Lipschitz est le plus irrégulier qu’on peut avoir pour la
donnée initiale de cette équation.

L’idée de la preuve est d’appliquer le théorème du point fixe. Par le lemme 2.3, l’équation du
flot de Willmore est en fait une équation de la chaleur biharmonique non-homogène

∂tu+ ∆2u = f [u]

mais avec un membre de droite qui dépend de u. L’idée est de geler le terme de droite, c’est-à-dire
de considérer l’équation

ut + ∆2u = f

u(0, ·) = 0,

où f est indépendant de u. Définissons V f comme la solution de cette équation.
Pour réétablir la dépendance en u on va devoir regarder la fonction

F (u) = Su0 + V f [u],

où Su0 est la solution de l’équation biharmonique homogène avec donnée initiale u0. Le but est
d’appliquer le théorème du point fixe de Banach à F . En effet, si u = F (u), on a

ut + ∆2u = (Su0)t + ∆2u0 + (V f [u])t + ∆2(V f [u])

= f [u],

et

u(0, ·) = (Su0)(0, ·) + V f [u](0, ·)
= u0.

Pour appliquer le théorème du point fixe on pourrait adopter différentes stratégies ; nous allons
opter pour une méthode des perturbations. C’est le fait qu’on utilise cette méthode qui va nous
donner un résultat d’existence global en temps –qui est mieux que local en temps – mais pour
données initiales petites – ce qui est moins fort que données initiales quelconques–. Précisons ce
que nous entendons par méthode des perturbations. Faisons d’abord trois hypothèses :

— On a un contrôle de la solution au problème homogène par la donnée initiale :

‖Su0‖X ≤ c ‖u0‖C0,1 .

— L’image de la boule B(0, ε) de X est envoyée par V f sur la boule B(0, ε− δ).
— V f : X → X est contractante.
Alors pour ‖u0‖C0,1 suffisamment petite, F sera une application contractante de l’espace de

Banach BX(0, ε− δ
2 ) sur lui-même et on va pouvoir lui appliquer le théorème du point fixe.

Obtenir le contrôle de la solution homogène par la donnée initiale se fait par une estimation du
noyau de la chaleur biharmonique.

Pour obtenir les résultats sur V f on va étudier séparément les opérateurs V : Y → X et
f : X → Y , où Y est un espace de Banach approprié. On va vouloir que V soit un opérateur
borné et que f soit continue et –grossièrement parlant– polynomiale. Ces résultats sont obtenus en
combinant des estimations du noyau de la chaleur biharmonique et le fait que le second membre
de l’équation (2.3) est polynomial (de degré au moins 3) en u et ses dérivées.
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