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Introduction

Pour modéliser des phénoménes naturels, nous avons souvent recours aux équations aux dérivées
partielles. D’un point de vue mathématique, la vue d’'une équation aux dérivées partielles souléve im-
médiatement quelques questions : y a-t-il des solutions, et de quelle régularité ? Une solution éventuelle
est elle unique pour une condition initiale donnée ? Pour aller plus loin, on peut aussi s’intéresser a des
problémes de stabilité.

Pour une certaine classe d’équations, les équations dispersives, on dispose d’une méthode spécifique
afin de répondre & ces questions. Intéressons-nous en particulier & une équation issue de la mécanique
quantique, I’équation de Schrodinger (non-linéaire, cubique, focalisante)

10 — Au = |ul?u, (NLS)

ou u=u(t,z), (t,z) € Rx M, et M est une variété riemanienne. Il s’agit d’une équation dispersive dans
les cas les plus courants, par exemple, lorsque M =R? 1 < d <4, et A est le laplacien usuel.

En changeant la géométrie, c’est-a-dire la variété M sur laquelle on se place, on peut se demander
comment évolue le comportement qualitatif des solutions de 1’équation de Schrédinger (NLS) : que se
passe-t-il lorsque M = S% H? T4, etc. [15]? Il peut arriver que, selon le choix de M, les propriétés de
dispersion disparaissent complétement [17], et alors nous n’avons méme plus I’assurance que des solutions
réguliéres existent. L’enjeu de mon mémoire de M2, effectué avec Patrick Gérard, est de construire puis
d’étudier des solutions sous forme d’ondes progressives pour certaines équations non dispersives, afin de
mieux comprendre les solutions de ’équation de Schrodinger dans le cas non dispersif.
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1 Contexte

1.1 Qu’est-ce qu’une équation dispersive ?

La notion de dispersion trouve son origine en physique pour des équations différentielles linéaires.
Considérons une onde plane progressive harmonique

u(x,t) = Aetko—wt)

(t,z) € R x R?, solution d’une équation différentielle linéaire. On désigne par A amplitude de u, k € R?
son vecteur d’onde et w = w(k) la pulsation correspondante. L’équation différentielle vérifiée par u devient
simplement, une relation entre k et w, appelée relation de dispersion, qui permet d’exprimer w comme
une fonction de k.

La vitesse de phase de I'onde est v, = =k, ot k|| est la norme L? de k dans RY, et la vitesse de

groupe est v, = % On dit qu’il y a dispersion lorsque w = w(k) est réel, et det ((%5’,%)19,j§d) #0[16].
Cela traduit le fait que la vitesse de groupe dépend de k, et donc que la vitesse de phase ne dépend pas
de facon affine de k.

Par exemple, pour I’équation de Schrédinger linéaire sur R?

10+ Au = 0, (S)

la relation de dispersion devient w = ||k||?. Alors (%)1<i,j<d = 2I; est de déterminant non nul,
Ok /1S63<
I’équation de Schrédinger linéaire est donc dispersive.
En revanche, pour I’équation de transport sur R

Opu + 0,u = 0, (T)

la relation de dispersion est w = k, il s’agit donc d’une équation non dispersive.
Lorsqu’il y a dispersion, les différentes fréquences spatiales k de I’onde vont s’étaler au cours du temps,
ce qui n’est pas le cas pour une équation non dispersive comme 1’équation de transport.

1.2 L’équation de Schrédinger : une équation dispersive ?

D’un point de vue mathématique, la dispersion peut s’interpréter comme une décroissance de la solu-
tion dans certaines normes a cause de ’étalement des fréquences selon les différentes directions d’espace.
Observons ce qui se passe pour ’équation de Schrédinger linéaire. Pour une condition initiale uy donnée,
soit u = u(t,z), (t,z) € R x R?, la solution du probléme de Cauchy

0w+ Au=0
u(t =0) = ug

Il est assez facile de trouver une expression de u en utilisant la transformée de Fourier % en z lorsque
celle-ci est bien définie : pour tous t > 0 et = € R, la solution u est donnée par

ult,z) = F (e F (ug))

= F (e %) seug,

, . . . _ilel?
Or, pour ¢ > 0, la transformée de Fourier inverse de la gaussienne e~ “¢I" vaut

1, —ilel? 1 74?2 o e
y 1(6 i[€| )_WW‘S 1d4el )
donc
u(t,z) = ! e‘id%/ e = uo(y) dy
) d
vVt y€ERY



En notant e™*®ug := u(t,-), on obtient alors une inégalité de dispersion de la forme
. C
”eZtAuO”L,‘X’(Rd) < —lluollLy e,
xT \/-E x

ol C est une constante strictement positive. Plus généralement, on peut montrer des inégalités de dis-
persion pour les normes ||e**“ug| rz(rey avec p > 2 en fonction d’autres normes de ug. On peut méme
majorer certaines normes [|e”“ug||rars®xra) simplement en fonction de la norme L2(R%) de ug, ce qui
est le cas le plus utile en pratique; ces majorations sont appelées inégalités de Strichartz.

Ce comportement est & mettre en opposition avec ce qui se passe pour I’équation de transport
Owu + Ozu =0,

dont les solutions u(t, x) = up(x — t) ne peuvent pas vérifier d’inégalité de dispersion, puisqu’elles ont les
méme normes au temps t que la condition initiale ug.
L’étude habituelle de I’équation de Schrédinger cubique (NLS)

i0pu — Au = |ul?u,u = u(t,z), (t,r) € R x M

se base sur la propriété de dispersion, et l'existence d’inégalités de Strichartz. En effet, pour résoudre
localement le probléme de Cauchy associé & une condition initiale ug, la technique consiste & montrer que
I’on peut appliquer un théoréme de point fixe a la fonction

) 1/t
u— e By + n / e DA (ufu)(s) ds
0

dans un espace de Banach X bien choisi. La fonction est contractante de X dans X pour un temps petit
grace aux inégalités de Strichartz, et alors le point fixe de cette fonction est une solution de I’équation
de Schrédigner (NLS). Ensuite, on peut se servir de la conservation de la masse |[lul[z2 ) et de I'énergie
E(u) = %||Vu||2Li(M) — i““”[i;ﬁ(M) de u pour éventuellement ’étendre en une solution globale (définie
pour tout ¢t € R), par exemple lorsque la donnée initiale est de petite masse. Cela permet dans la plupart
des cas de définir un flot régulier en temps :

Définition 1. Soit s > 0. On dit que l’équation (NLS) est bien posée avec un flot régulier sur H*(M)
si, pour tout ouvert borné B de H*(M), il existe T > 0 et un espace de Banach Xr, inclus contindment
dans C([-T,T], H*(M)), tels que
— Pour toute donnée initiale ug € B, il existe une unique solution uw € Xp de (NLS) telle que
u(t = 0) = uo;
— Siug € H°(M) pour o > s, alors u € C([-T,T], H° (M));
— L’application ug € B — u € X est lisse.

Réciproquement, s’il existe un flot régulier en temps pour ’équation de Schrédinger (NLS) sur M,
alors on doit avoir des inégalités de Strichatz [4] :

Théoréme 1. Si ’équation (NLS) est bien posée avec un flot régulier dans H*(M) pour un s > 0, alors
pour tout r > s, on a l’inégalité de type Strichartz
e ol Lo,y ar) < C()[uoll sz (ary-

Il a néanmoins été montré [17] que, pour les solutions radiales de 1’équation de Schrédinger associée
au sous-laplacien sur le groupe de Heisenberg H', la dispersion disparaissait complétement. Il en est de
méme pour une version simplifiée, I’équation de Schrodinger-Grushin, dans les espaces de Sobolev associés
H¢,. En effet, il ne peut pas y avoir d’inégalités de Strichartz pour r < 2 pour la premiére équation [3] et
pour r < % pour la seconde [4], alors qu’il est naturel de se placer dans I’espace d’énergie (respectivement
H'(H') et H}, correspondant & s = 1) dans ce contexte. Par conséquent, les preuves classiques utilisées
pour étudier ’équation de Schrodinger tombent en défaut dans ces cas de figure.



1.3 Les équations en jeu

Nous nous intéresserons ici en particulier & deux équations. La premiére est I’équation de Schrédinger
cubique associée au sous-laplacien sur le groupe de Heisenberg. Le groupe de Heisenberg est noté H' =
C, x Ry, avec z = = + iy. En ce qui concerne notre étude, il faut essentiellement penser que la solution
dépend de quatre variables : le temps ¢, et trois variables réelles =,y et s. L’équation s’écrit

10 — Agru = |ulu. (H)

On se restreindra aux solutions radiales, c’est-a-dire telles que u(t, x,y, s) = u(t, v/22 + y2, s). L’opérateur
A s’appelle le sous-laplacien sur le groupe de Heisenberg. Lorsque la fonction w est radiale, il s’exprime
sous la forme

Ay =97 + 9, + (2 + )03
Les solutions u(t,-, -, -) sont cherchées & valeurs dans I'espace d’énergie H'(H'), ou les H*(H') sont les
espaces de Sobolev sur le groupe de Heisenberg

HS(HI) ={fe LQ(HI); | f1| s ey < oo},

avec
1 Wy o= 1A ey + (=) 2 fll 2 -

La deuxiéme équation est une version simplifiée de la premiére, dans le sens ou 'on a enlevé une
variable : il s’agit de ’équation de Schrédinger-Grushin (cubique, focalisante) sur R? :

10 — Gu = |ul*u, (GQ)

ou
G=02+ 9323;

est l'opérateur de Grushin. On considérera des solutions u = u(t,z,y) & valeurs dans l'espace d’énergie
Hé, ot les HZ sont les espaces de Sobolev adaptés & 'opérateur de Grushin

HE = {f € L*(R*); || fllmg < +oo},

avec
117 = 112y + 1(=G)*2 1 Za ey,

les espaces de Sobolev HY, étant plus adaptés dans ce contexte que les espaces de Sobolev usuels H*(R?).
Le premier probléme auquel nous sommes confrontés est : comment construire des solutions de ces
équations 7 Une méthode possible, que nous employons dans la suite, est la recherche de solutions ondes
progressives.
Les solutions ondes progressives ont déja été étudiées [12], [13] pour une équation similaire, non
dispersive dans H? (R), appelée équation de demi-onde

10w+ |Dylu = |u|21u (HW)
u(t =0) =up € H2(R)
On a noté D, = —id,, I'opérateur qui correspond a la multiplication par £ en variable de Fourier, et |D,|

Popérateur qui correspond a la multiplication par || en variable de Fourier :
F(|Da|f) == [E[F(f).

C’est en nous basant sur les résultats obtenus pour ’équation de demi-onde que nous étudierons le
comportement des ondes progressives pour les équations (G) et (H).



2 Ondes progressives

2.1 Définition

La notion d’onde progressive apparait pour la premiére fois dans la littérature en 1834, alors qu'un
ingénieur écossais, John Scott Russell, observait le mouvement d’un nouveau type d’onde a la surface d’un
canal. Cette onde semblait garder sa forme tout en parcourant plusieurs kilométres sans faiblir ni ralentir.
Ce n’est néanmoins qu’a partir des années 1960 que ’on a pris la mesure de l'intérét des ondes progressives
en tant qu’état stable essentiel pour certaines équations non linéaires. On retrouve maintenant des ondes
progressives dans de nombreux domaines tels que ’hydrodynamique, 'optique, la biologie moléculaire, la
meétéorologie, la physique des particules, la mécanique quantique, les plasmas, etc. [8].

Nous nous intéressons aux solutions ondes progressives pour les équations (HW), (G) et (H), que I’on
définit de la fagon suivante.

Définition 2 (Onde progressive). Une solution u de (HW) est appelée onde progressive s’il existe un
profil Q dans H%(R) et des réels w et B tels que, pour tous réels t,x et y,

u(t, ) = e Q(x + Bt).

Une solution u de (G) est appelée onde progressive s’il existe un profil Q dans HL, et des réels w et 3 tels
que, pour tous réels t,x et y,

u(t,z,y) = e “rQ(z,y + Bt).
De méme, une solution u de (H) est appelée onde progressive s’il existe un profil Q dans H'(H') et des
réels w et B tels que, pour tous réels t,x et y,

Le réel B est la vitesse de [’onde progressive, et w est sa fréquence.

En construisant les solutions, on va voir plus précisément que dans les trois cas, il existe des ondes
progressives de vitesse 8 pour tout 8 €] — 1, 1], et on va les écrire sous la forme suivante :

— pour (HW) : u(t,2) = e "Qq (5 )

— pour (G) : u(t,z,y) =¢ “Qﬁ<\/7, yt%)

— pour (H) : u(t,2,y,5) = Qs (i vis T )-

Les équations vérifiées par les solutions u deviennent des équations en les profils @3, qui ne dépendent
donc plus du temps :

— pour (HW) : 22282205 1 Q5 = Qs 2Qs
— pour (G) : =224 Q5 + Qs = |QsI*Qs
— pour (H) : HIMDS Qs = 1Qs*Qp-

2.2 Construction

Décrivons briévement la méthode de construction de solutions pour I’équation de demi-onde (HW).
Les inégalités de Gagliardo-Nirenberg permettent de déduire que, pour tout 8 €] — 1, 1[, 'infimum

((ID| = BD)u, u) [Jul|2

Ig = inf
[l 4

ueH? (R)\{0}

est strictement positif. On peut voir qu’a un changement d’échelle @ ~ AQ(\%x) prés, les minimiseurs
éventuels Qg € H B (R) de Ig sont solutions de ’équation que 'on cherchait a étudier

Dz =

WQ 5+ Qs =1Qs°Qp.



Il reste encore & montrer que ces minimiseurs existent, c’est-a-dire que 'infimum est effectivement atteint.
Pour cela, on considére une suite minimisante, et on se sert d’un résultat de compacité, le théoréme de
décomposition en profils [7] [5] [6], pour en extraire une sous-suite convergente.

De méme, on construit des solutions ondes progressives de vitesse 8 €] — 1, 1] pour ’équation de
Schrédinger-Grushin (G) a partir d’une suite minimisante pour

3/2
— (G D
L) = eGPl
u€HE\{0} ||u||L4

Le fait que cet infimum est strictement positif vient de Iinjection de Sobolev HY < LS(R?) [18]. La

compacité pour la suite minimisante est garantie par une version du théoréme de décomposition en

profils adaptée a l'espace H},. Les minimiseurs vérifient, & un changement d’échelle @ ~ AQ(Az, A\?y)

prés, ’équation

G+ 8D,

1-p

Enfin, on construit de la méme facon des solutions ondes progressives de vitesse 5 €] — 1, 1] pour
Péquation de Schrodinger sur le groupe de Heisenberg (H) & partir d’une suite minimisante pour

———2Qp + Qs = Qs Qp.

o (= (B 48Dy, u)®
w€H(HY)\{0} flull7 .

Ig(H) =

Le fait que cet infimum est strictement positif vient de Pinjection de Sobolev H'(H') < L*(H'). La
compacité est garantie par une version du théoréme de décomposition en profils adaptée a 'espace H*(H*)
[1]. Les minimiseurs de Ig(H) vérifient 1’équation
AHl + 8D,
1-p

au changement d’échelle Q ~ A\Q(\z, Ay, A\?s) preés.

Qs =1Qs1°Qs

2.3 Une équation limite

La vitesse des ondes progressives construites vérifie : —1 < 8 < 1. Que se passe-t-il lorsque I'on fait
tendre cette vitesse vers 17 La réponse est connue dans le cas de la demi-onde. Intuitivement, comme le
profil Qg vérifie

| Da| =
- ﬂ QB +Qp = |Qs°Qs,
alors en cas de convergence de la suite (Qg)gs, le terme %Qg reste borné. Par conséquent, la
fonction @z doit se concentrer sur les endroits ou |D,| = D, c’est-d-dire les fréquences positives en
Fourier. C’est en effet ce qui se passe.

Posons . )
HE(R) = {u € H¥(R); Supp(#(u)) C Ry},

1
et I1; le projecteur de Szegs, c’est-a-dire le projecteur orthogonal de H%(R) sur H3 (R). Alors [13]

Proposition 1. Pour tout 8 < 1, soit Qg € H? un minimiseur pour Ig. Alors il existe une fonction

1
QT € H? et une famille (x3)p<1 de réels tels que, d une sous-suite extraite pres,

Qp(- — zﬁ)ﬁQ+ fortement dans H? (R).
—

La fonction QV satisfait I’équation

D,Q" + QT = (JQT[*Q"). (HWiim)



De plus, QT minimise
(D, w)||ull7

It .= inf
[l .4

uEH% ®R\{0}
La fonction Q™ correspond & une onde progressive pour une équation appelée I’équation de Szegd
i0pu = Ty (|ul*u), (Sz)

il suffit en effet de poser u(t,z) = e~ *Q* (x — ).

On montre des résultats similaires pour les deux équations (G) et (H).

Pour I’équation (G), soit .%, la transformée de Fourier selon la variable y, et n la variable de Fourier
correspondante. De méme que pour I’équation de demi-onde, la fonction Qg étant solution de

_G+BDy
1-5
pour que la suite (g)g puisse converger, il faudrait qu’elle concentre autour de I’espace des fonctions
telles que —G = D,. On peut montrer que cet espace correspond &

Qs+ Qs = Qs1°Qs,

Vo' (G) i= {u € HE; Fy(u)(x,m) = F()e™™ /*x(n > 0)},

et sur V57 (G) on a aussi —G = D, = |D,|. Notons II le projecteur orthogonal sur V;"(G). On a le
résultat suivant [2] :

Proposition 2. Pour tout 8 < 1, soit Qg € HL un minimiseur pour I5(G). Alors il existe une fonction
Qt € V7 (G) et une famille (yg)s<1 de réels tels que, a une sous-suite extraite pres,

Qs(-, - — yg)—>Q+ fortement dans Hé

B—1
La fonction Q% satisfait I’équation
D,Q* +QF =1 (IQ" Q™). (Ghim)
Elle minimise 3
D
I+(G) = inf (‘ y|u’ u)4 ”u”L2
ueVgt (G)\{0} [[ull7

Ce résultat est encore vrai pour 1’équation (H). Soit % la transformée de Fourier selon la variable s,
et o la variable de Fourier correspondante. Posons

Vot (H') = {u € H'(H'); Z,(u)(x,y,0) = f(0)e 7+ 2x (0 > 0)},

espace sur lequel —Ag: = D, = |D,|. On note encore II7 le projecteur orthogonal sur V,"(H'). Dans ce
cas, on a [2] :

Proposition 3. Pour tout 3 < 1, soit Qg € H'(H') un minimiseur pour I5(H). Alors il existe une
fonction QF € V" (H') et une famille (sg)p<1 de réels et une famille (ag)p<1 de réels strictement positifs
tels que, 4 une sous-suite extraite pres,

apQp(ag- ag- aj(- — Sﬁ))gij—F fortement dans H'(H").

La fonction QT satisfait I’équation

DSQ+ = HO+(|Q+|2Q+) (Hlim)
Elle minimise
(1Ds|u, w)?

IT(H) :=
(H) wein @nnvgt oy |lullg.



3 Quelques questions de stabilité

L’étude des équations limites que nous venons de déterminer est un bon point de départ pour tenter de
mieux comprendre les équations d’origine. En particulier, elle permet parfois d’obtenir des informations
sur la stabilité d’une solution. Si les résultats obtenus jusqu’ici étaient trés similaires entre les trois
équations, les spécificités de chaque équation vont maintenant se faire sentir, comme nous allons le voir
dans cette partie.

3.1 Equation de demi-onde

L’étude de I’équation de Szegs (Sz), puis de ses interactions avec ’équation de demi-onde, conduit &
des résultats tout & fait remarquables d’unicité et de stabilité.

Une premiére avancée dans ce cas est I'unicité des ondes solitaires minimisantes (c’est-a-dire construites
comme des minimiseurs de I™) pour I'équation de Szegd [9] :

Proposition 4. Les minimiseurs de I correspondant a des solutions de I’équation de Szegd (HWiim)

sont de la forme
Q) = —
x) = o
l‘+£o+%
ot v €T et xgeR.

L’unicité est valable aux parameétres v et xo prés, ce qui est di au fait que I’équation limite (H Wiy, )
D,Q* + Q% =T (|Q*]*Q").

est invariante par les symétries par rotation (si @ est une solution, alors e!7(Q aussi) et par translation
en la variable z (si @ est une solution, alors Q(- — xo) aussi).
Pour étudier la stabilité d’une solution Q1, une possibilité est d’analyser le linéarisé autour de Q7 :

Lh = Dyh+h =211 (|Q**h) — L ((QT)?R).

Pour I’équation de demi-onde, on peut montrer la coercivité du linéarisé en dehors des directions
dégénérées Vectc(QT, 0,Q7) (dues aux symétries de I’équation). En particulier [11], il existe une constante
¢ > 0 telle que pour tout h € Vectc(QF,9,Q)*,

2
(Chih) > eIy

De ce résultat, on déduit un grand nombre de propriétés d’unicité et de stabilité, non seulement pour
Péquation de Szegs (Sz) mais aussi pour I’équation de demi-onde (HW). D’une part, on a la stabilité
orbitale pour ’équation de Szegé [10] :

Théoréme 2 (Stabilité orbitale pour I’équation de Szegs). Il existe des constantes € > 0 et C > 0 telles

1
que, pour toute fonction ug € HZ(R) telle que |[ug — Q|| < €, alors la solution de I’équation de

H3 (R)

{iatu = I, (Jul?w)
u(t =0) = ug

Szegd correspondante u :

vérifie
su inf eMu(t, —xo) — QT? <Cllugo— QT .1 .
P oo © 0= QM gy = Cllo =@l 4 sy
D’autre part, il est possible de remonter & ’équation de demi-onde. On peut montrer que les solutions
de I’équation de demi-onde (g sont uniques aux symétries par rotation et translation prés lorsque la
vitesse [ est suffisamment proche de 1. Par ailleurs, nous avons également des résultats de stabilité
orbitale pour I’équation de demi-onde :



Théoréme 3 (Stabilité orbitale pour 'équation de demi-onde). Il existe 8. €] — 1,1] tel que, pour tout
B €]B«, 1], il existe des constantes e(8) > 0 et C(B) > 0 telles que, pour toute fonction ug € H? (R) telle
que |jug — Qﬁ(ﬁ)HH%(R) < €(B), alors la solution de ’équation de demi-onde correspondante u :

i0yu + | Dylu = |ul?u
u(t =0) = wug

vérifie

. i 2
sup - inf e ult - —20) = Qa5 ld ) < CB)wo = Qa5 13

3.2 Equation de Schrédinger-Grushin

Les choses sont plus décevantes pour ’équation limite correspondant & 1’équation de Schrodinger-
Grushin.
Il faudrait également prouver que le linéarisé autour d’une solution Q"

Lh = Dyh + h — 2117 (|QT|?h) — TI ((Q™)2R)

est inversible en dehors des directions dégénérées, mais ce probléme reste encore ouvert. La grande
différence par rapport a I’équation de demi-onde est la nature du projecteur IIj . En effet, le projecteur
de Szeg6 11, qui projette sur les fonctions & fréquences de Fourier positives, est beaucoup plus simple &
comprendre que le projecteur H(J{ . Par ailleurs, 'unicité des solutions minimisantes Q1 est connue dés le
départ pour ’équation limite correspondant a ’équation de demi-onde (HWiiy,), ce qui n’est pas le cas
pour (Gim)-

3.3 Equation de Schrédinger sur le groupe de Heisenberg (solutions radiales)

En revanche, pour ’équation de Schrédinger sur le groupe de Heisenberg, mon mémoire de M2 a
permis d’obtenir certains résultats qui vont dans le sens de ceux pour la demi-onde [2].
Tout d’abord, nous parvenons & montrer I'unicité des ondes solitaires minimisantes :

Proposition 5. Les minimiseurs de I (H) solutions de ’équation (Hyy,) sont de la forme

e/a

.2 2 . )
s+ sg+1% ;‘y + i

Qt (z,y,s) =

ot a€RY, veTetsyeR.

Cette fois-ci, il y a trois parameétres «,~ et so en raison de I'invariance de I’équation (Hjy,) par trois
symeétries : rotation, translation selon la variable s et changement d’échelles u + Au(Ax, Ay, \%s). Par
défaut, on note QT la solution correspondant au choix de parameétres (o, sq) = (1,0,0).

La connaissance compléte des minimiseurs permet de montrer un premier résultat de stabilité :

Proposition 6. On pose, pour u € Hl(Hl) N V0+,
8(u) = [(Dsu,u) = (DsQ, Q1) + [lull @) — 1QF I aqan)|-

Soit (un)nen € (H'(HY) N VNN des fonctions radiales. Si 6(uy,) oy 0, alors, quitte & extraire une
n—-+0o0o

sous-suite, il eziste des suites (n)nen € (RN, (sp)nen € RN et un angle v € T tels que

ol 1

= (G

Up —

(+

) [y 57
H(H') n—+o0



Pour aller plus loin, regardons le linéarisé autour d’une solution Q%
Lhi= Db — 210 (|Q* ) — I (Q+)?R).

Il n’est pas forcément coercif ici, mais on peut néanmoins montrer qu’il est défini positif en dehors des
directions dégénérées :

Proposition 7. Pour toute fonction h dans Vectc(QV,0sQ)* non identiquement nulle,
(Lh,h) > 0.

Comme pour 1’équation de demi-onde et de Schrodinger-Grushin, on s’appuye sur lexistence d’un

prolongement, holomorphe des fonctions de HE, VoH(G) ou Vit (H') au demi-plan complexe C grace &
des variantes du théoréme de Paley-Wiener [14]. Il s’agit ensuite ici d’utiliser correctement les théorémes
usuels d’analyse complexe et d’étudier quelques inégalités.

On peut alors espérer faire une étude similaire & la demi-onde afin de décrire les solutions (Qg pour
proche de 1. Néanmoins, les démonstrations pour I’équation de demi-onde (HW) n’aident plus directement
a la compréhension de ’équation (H).

Conclusion

Notre étude, basée sur des résultats pour ’équation de demi-onde et ses similarités avec les équations
non dispersives en jeu ici, a permis de montrer l'existence de solutions globales sous forme d’ondes
progressives de vitesse 8 €] — 1,1 des équations de Schrédinger-Grushin (Q)

i0u — Gu = |ul*u
et de Schrodinger sur le groupe de Heisenberg (H)
i0su — Amu = |ulu.

Ces solutions ont été construites & partir de solutions minimisantes pour les équations

D
_Gl%ﬂﬁy% +Qp = 1Qs°Qs
pour (G), et
A ,
—Hl%gDéQﬁ =1Qs°Qs

pour (H). Enfin, on a pu en tirer un comportement asymptotique en faisant tendre la vitesse 5 des ondes
progressives vers la vitesse limite 1. Néanmoins, nous ne disposons pas de résultat d’unicité des solutions
pour les équations de départ (G) et (H).

Une approche possible pour répondre & cette question nous invite & nous intéresser d’abord aux
équations limites (Glim)

D,Q+Q =T (IQPQ)
et (Hlim) 5
D,Q =1Ij (IQIQ).

La question ouverte qui se pose alors est 'inversibilité ou non du linéarisé associé a ces équations limites
autour de solutions minimisantes dans les directions non dégénérées.

La réponse est satisfaisante pour I’équation de (H). On peut alors espérer faire une étude similaire &
celle de la demi-onde afin de décrire les solutions Qg pour § proche de 1 (notamment de montrer leur
unicité) pour ensuite s’intéresser aux questions de stabilité orbitale.

Néanmoins, les problémes de non dégénérescence du linéarisé et de stabilité restent largement ouverts
pour I’équation de Schrédinger-Grushin (G).
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