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Résume

On commence par parler de 'histoire et de la motivation des mesures station-
naires, qui sont aussi appelées les mesures de Furstenberg. On en a besoin quand
on veut calculer la limite de la loi des grands nombres pour les matrices. Ensuite,
on introduit le résultat suivant: sous une hypothese de non-dégénérescence, qui
est générique, les coefficients de Fourier des mesures stationnaires convergent
vers zéro. Cette propriété est invariante sous les actions des difféomorphismes.

1 Mesure Stationnaire

1.1 La loi des grands nombres

La mesure stationnaire est un objet qui a été premierement considéré par Fursten-
berg. Dans [Fur63], il étudiait la loi des grands nombres dans le cas non com-
mutatif. Plus simplement, on considere SLy(R) dans cette section, et on parlera
du cas général apres. Soient Xy, Xo,--- des variables aléatoires, i.i.d., qui pren-
nent leurs valeurs dans SLa(R), et telles que I'espérance E(|log || X1]||) soit fini , ou

b
| <ch d> | = Va2 4+ b2 + ¢ + d? est une norme sur les espaces de matrices 2 x 2.

On veut savoir s’il existe une limite &
1
—log || X1 X5+ X,|| quand n — oc. (1.1)
n

C’est une généralisation non commutative de la loi des grands nombres sur R.
Maintenant, on a plus d’outils que Furstenberg dans les années 60. Une méthode
simple utilise le théoréme ergodique sous-additif de Kingman [Kin73].



Théoreme 1.1. Soit W,,,, une famille de variables aléatoires réelles, m < n. On
suppose que

(1) La loi de Wy, ne dépend que de n —m,

(2) Sim<p<mn, onaWpp < Wyyp+ Wy,

(8) L’espérance E(|Wy1|) est fini.

Alors, la suite %Wgn converge p.s. quand n — oO.

Si on prend Wy, = log || X, - - - X5, ||, alors on a une limite pour la formule (1.1),
mais on n’a pas plus d’information sur cette limite.

On peut le dire dans le langage de la théorie de la mesure. Soit p la loi de la
variable aléatoire Xj.

Définition 1.2. On note I'), =< supp p >, le sous-groupe engendre par le support
de p.

Et on définit un espace de probabilité
(Qv Ba ﬁ) = (SL2 (R) XN? X®N7 M®N)

ou X est la tribu borélienne sur SLa(R). Dans (2, les éléments s’écrivent (g1, g, -+ ).
Alors le résultat de Furstenberg pour ce cas est

Théoréme 1.3. Soit u une mesure de probabilité borélienne sur SLa(R), telle que
supp p soit compact, I',, soit Zariski dense. Alors, il existe une constant o,

1
ﬁlogHgng"'gnH — oy p.s B (1.2)

L’hypothese de Zariski densité est une condition de non dégénérescence, qui est
générique. Dans le cas de SLa(R), c’est équivalent a non résoluble. On appele
condition (I):

p est une mesure de probabilité borélienne sur SLa(R)

telle que supp p soit compact, I';, soit Zariski dense.

Cette constante o, est appelée la constante de Lyapunov de p, elle ne peut pas étre
calculée directement. En revanche, on a la belle formule de Furstenberg,

o= [ o(g,)du(g)dv (x). (1.3)
SLa(R) x P!

Pour comprendre cette formule, on doit introduire le concept de mesure stationnaire.
L’action de g dans SLy(R) sur x dans IP)]E, x vu comme un vecteur colonne, est le
produit d’une matrice par un vecteur colonne. Et on peut définir le produit de
convolution entre y étant une mesure sur SLo(R) et v étant une mesure sur P! par

pxv = /g*vdu(g)-

Définition 1.4 (Mesure stationnaire). Soit i une mesure de probabilité borélienne
sur SLa(R). Une mesure de probabilité borélienne v sur P' est appelée mesure sta-
tionnaire St |4 * V = V.



On a aussi une interprétation géométrique de mesure stationnaire. On associe
une chaine de Markov sur P!, au départ d’un élément x dans P!, la prochaine
étape est ha avec h de loi u. Donc p*" * §, est la distribution des points apres n
étapes, partant de x. Il existe une sous-suite de ((X"_%*™ % §,)/n) qui converge
faiblement vers une mesure stationnaire, cela est due au compacité faible de ’espace
des mesures sur P!. Mais si I',, est Zariski dense, on a un résultat plus fort. Pour
n’importe quel point de départ choisi, la distribution des points sur P! converge vers

la méme mesure stationnaire.

Théoréme 1.5. [Fur63/[GR85] Sous la condition (I), il existe une seule mesure
stationnaire v. Et pour tout x € P! on a

W x5 — v, quand n — oo.

Remarque 1.6. Ce phénoméne vient de la contraction d’action de SLo(R) sur P1.
Quand on fait le produit des matrices, il existe une grande probabilité d’obtenir
une matrice avec une grande norme. Une telle matrice transforme la plupart des
points de P wers un petit voisinage du point firé contracté. C’est une propriété
d’hyperbolicité.
1.2 Quelques exemples
Maintenant, on regard quelques exemples
Exemple 1.7 (Cas résoluble). Si on prend
1 1
P=3%12 1\ T2001/2 o)
0 2 0 2
Alors le sous-groupe I'), est résoluble, et il existe deur mesures stationnaires sur Pl

L’une est la mesure de Dirac sur xg = [1 : 0]. Parce que zo est le point fixé de T',,.
Et Uaction de T, sur le complémentaire R ~ P"\{zo} est donnée par

(5 -t don
(5 et

Le support de Uautre mesure est dans un ensemble de Cantor.
Exemple 1.8 (Cas Zariski dense). Si on prend

1 1 1
=500 1\ T30 (172 0\ = 3 O+ o)
0 2 1 2

Maintenant, le groupe I, est non résoluble, et il existe une seule mesure station-
naire v. Le Figure 1 est l'action de by, by sur les demi-cercles dans le demi plan de



Figure 1: Le support de la mesure stationnaire

Poincaré. L’ensemble des points dans la droite réelle est le support de la mesure
stationnaire. Le support est un ensemble de Cantor, mais plus tordu que I’exemple
précédent. Parce que laction n’est pas lin€aire, les taux de contraction varient pour
les étapes différentes.

Exemple 1.9 (Fraction continue). Si on prend

1 1 1
M:25<0 1) +25(O 1) =§(5b1+5b2)-

1711 1’/12

Dans ce cas, les éléments ne sont pas dans SLa(R), mais ils sont dans PGL(2,R).
Et on doit considérer la transformation de Mébius sur R. On prend un élément g

dans PGL(2,R), x dans R, alors gx = g;fis, ot (Z Z) est un élément representé

de g. Cette action est conjuguée avec l’action sur P'. Soit x € [0,1], alors

1
im‘r:[O;nilaniw"'nim’x]: 1
ni, +

bibi, - b
1
NG, + T

Donc, étudier la marche aléatoire de PGL(2,Z) sur R peut nous aider a comprendre
les fractions continues.

1.3 Preuve de la loi des grands nombres

Et on revient sur la loi des grands nombres, il faut définir un cocycle.



Définition 1.10. Soient g € SL2(R), = € P!, on prend un vecteur non nul v € Ra.
On associe R? avec une norme || - || qui est SO2(R) invariante. On définit une
fonction o par

lgvll

lofl -

o(g,z) = log

La fonction définie ci-dessus est un cocycle, parce qu’il satisfait la définition de
cocycle
o(gh,z) = o(g,hx) + o(h, z).

Le cocycle a une loi des grands nombres aussi.

Théoréme 1.11. Sous la condition (I), on a

1
~0(gngn-1-91,2) F0u  ps fOV. (1.4)

Idée de preuve. [BQ16, Thm3.28] Le cocycle est additif, ce qui simplifie beaucoup
de choses.
Etape 1: On veut appliquer le théoréeme ergodique de Birkhoff.

Définition 1.12. Un systéme dynamique mesuré est un espace mesuré (X, X, m)
avec une application mesurable T : X — X préservant la mesure m, i.e. pour tout
sous-ensemble mesurable A

m(T~rA) = m(A).

On rappelle que v est la mesure stationnarie, 5 est la mesure produit. Et on
introduit un systéme dynamique mesuré (Q x P', 3®v,T), ott T est une application
mesurable donnée par

T(gl7g27 to 7‘7:) = (927937 T 791:1:)'

Et T préserve la mesure 8 ® v, parce que v est une mesure stationnaire.

Définition 1.13. Soit (X, m, T) un systéme dynamique mesuré, m est ergodique si
pour tout sous-ensemble mesurable invariant A, c’est-a-dire qui vérifie T"1A = A,
on a m(A) ou m(A°) est nulle.

Théoréme 1.14 (Ergodicité de Birkhoff). Soit m une mesure ergodique, alors pour
toute f dans L'(X, m) on a

% (Z f(Ti_lzL')> — /fdm p.S m. (1.5)

Définition 1.15. Un opérateur de transfert sur P! est un opérateur sur l’espace de
Banach L™ (P, v), laction sur les fonctions continues est définie par

Pf(x) = /S . f(gz)du(g).

La mesure m sur P! est appelée P-invariante, si J Pfdm = [ fdm pour toute
f € L=(PY,m).

La mesure m est appelée P-ergodique si m est un point extrémal dans l’espace
de probabilité borélienne P-invariant.



Par définition

/Pf( )dm = /fgand,u Ydm(z /fd,u*m

on sait qu’une mesure est stationnaire si et seulement si elle est P-invariante.

Proposition 1.16. [BQ16, Proposition 1.14] Soit v une mesure P-ergodique, alors
B ® v est ergodique.

Par théoréeme 1.5, unicité de mesure stationnaire, v est P-ergodique, donc § ® v
est ergodique. On applique le théoréme ergodique de Birkhoff & f((g1, g2, -+ ,x)) =

o(g1,x). Parce que o(gngn—1---91,) = > iy f(Ti_l:z), on a

—0(gngn-1-""91,%) — o(g,x)dpu(g)dv(z) = ou(v) ps B@v. (1.6)
SLo(R) xP1

Etape 2: On compare les deux limites & %Hgngn_l - g1] et %a(gngn_l ceeg1,T).
Par définition, on a

lgoll < llgllllvll,

donc lim,,_so %Hgngn_l g1l > ou(v).

En utilisant le théoréme de Fubini, pour v presque tout x € P!, pour § presque
tout (g1,g2,---) € Q, on a la convergence (1.6). D’autre part, la mesure v n’a pas
d’atome [BQ16, Lemma 3.6]. On peut choisir x1, z9 et deux vecteurs correspondants,
v; € R*z; de norme 1, i = 1,2, tels que pour 8 presque tout (g1,92,---) € €, on ait

1
—0(Gngn—1--- g1, i) —= 0, (v).

Et puis, les normes sur R? sont comparables, donc
max{|[|gv ], [[gval[} = €|l
Passer a la limite, on a
.1
Jim —log|lgngn—1---g1ll < ou(v).

Finalement, on peut calculer la constante de Lyapunov,

7= ou) = [ i 7)),
O

1.4 Les propriétés des mesures stationnaires et les travaux récents
Une propriété importante de la mesure stationnaire est la régularité holdérienne,

Théoréme 1.17. [Gui90] Sous la condition (1), il existe C > 0,t > 0, tels que pour
tout t € P, r >0, on a
v(B(x,r)) < Cr'.



Une mesure ayant cette propriété est appelée mesure de Frostman. Du point de
vue géométrique, v sont les directions limites pour gv. Et ce théoreme nous dit que
les directions ne sont pas concentrées.

Les mesures stationnaires sont utilisées dans les propriétés fines de la marche
aléatoire sur SLo(R). Comme la loi des grands nombres, il existe aussi le théoréme
central limite, le théoréme de la limite locale pour les marches aléatoires sur SLa(R),
dans tous les théorémes on a besoin de mesures stationnaires.

Par exemple, parlons de la loi des grands nombres des coefficients de matrices.
On note < w,v > un produit scalaire sur R?.

Théoréme 1.18. Sous la condition (I), on prend deux vecteurs non nuls u,v de R,
alors

1
Elog | < gngn-1---g1v,u > || = oy p.s 8. (1.7)

Dans ce théoreme, on doit controler, de plus, les directions ¢,gn—1---g1v. La
régularité de mesure stationnaire dans le théoreme 1.17 nous aide pour cela.

Un autre exemple, le théoreme de renouvellement qui vient de processus stochas-
tiques. Il dit que le cocycle va étre equidistribué dans une fenétre vers infini, et la
distribution des points de la marche aléatoire sur P! converge vers la mesure sta-
tionnaire dans le méme temps. On en a besoin pour étudier la convergence des
coeflicients de Fourier.

Théoréme 1.19. Sous la condition (I), pour f € CL(P! xR) et x € P!, on a quand
t — 400

[e) *n i - Sl 2)ds )
> [ famoton) -~ > - [ fasiads 09

Op

Plus récemment, les gens se sont intéressés a la régularité des mesures station-
naires par rapport & la mesure de Lebesgue sur P!. Ils construisent des exemples.
Dans [KLP11], ils prouvent que méme si le groupe I';, est dense dans SLy(R) (topolo-
gie normale), la mesure stationnaire v peut étre singuliere par rapport a la mesure
de Lebesgue. Bourgain [Boul2a] construit un exemple dont le support de la mesure
w est fini symétrique, et la mesure stationnaire correspondante est absolument con-
tinue. Il y a aussi les travaux de Bourgain [Boul2b] sur la connexion entre la mesure
stationnaire et le modele d’Anderson-Bernoulli.

La mesure stationnaire est une généralisation des mesures auto-similaires ou de
la convolution de Bernoulli. Ce sont les mesures sur R, qui sont stationnaires par
un systeme linéaire, comme dans ’exemple 1.7, i.e.

m m
v=> pilgi)v olip; >0, ) pi=1,
i=1 =1

a; b .
OZ 21> ol a; < 1. Pour nous,
i
) : : _ m )
c’est exactement une mesure stationnaire pour g = Zi:l Didg,, et le groupe I', est un
sous-groupe des matrices triangulaires supérieure, qui est résoluble. Il y a beaucoup

de travaux sur la dimension, la continuité absolue [Erd39][Hoc14][SS16] [Varl6].

et g; sont les matrices triangulaires supérieures <



2 Analyse harmonique des mesures stationnaires

2.1 Convergence des coefficients de Fourier

Maintenant, nous nous intéressons a la convergence des coefficients de Fourier des
mesures stationnaires. Les coefficients de Fourier d’une mesure sur le cercle T = R/Z
sont

b(k) = /T 2Tk gy ().

Définition 2.1. (1)Une mesure borélienne v sur T est appelée mesure de Rajchman,
st les coefficients de Fourier convergent vers 0, i.e.

v(k) =0 quand |k| — oo.

(2) Une mesure borélienne v sur R est appelée mesure de Rajchman, si la transfor-
mation de Fourier converge vers 0, i.e.

v(€) -0 quand [§| — oo.

On prend un point zg € P!, et 'action de PSO(2) sur P! est transitive, libre.
Donc on peut faire une identification P! ~ PSO(2) ~ T, et on a les résultats suivants

Théoréme 2.2. Soit i une mesure de probabilité borélienne sur SLa(R), telle que
I, soit Zariski dense et supp p soit compact. Soit ¢ un difféomorphisme sur T.
Alors la mesure ¢.v est une mesure de Rajchman.

Théoreme 2.3. Sous la méme condition, si le support de v n’est pas T. On prend
un difféomorphisme ¢ de T sur R U {oo}, tel que le support de ¢.v soit dans R.
Alors ¢uv est une mesure de Rajchman.

Remarque 2.4. La propriété de Rajchman est tres fine: elle n’est méme pas préservée
par les diffecomorphismes. Donc ce résultat signifie les mesures stationnaires sont
rigides en un certain sens.

Si on considere I'action par multiplication par n sur T ~ R/Z, et v une mesure
invariante, c’est-a-dire pour toute fonction continue f sur T, on a

/f )dv(z /fna:dy

Alors les coefficients de Fourier satisfont (k) = ©(nk). Quand le coefficient ne
s’annule pas sur Z — {0}, cette mesure v n’est pas une mesure de Rajchman. C’est
un contre-exemple typique sur T.

Pour R, on prend la deuxieme mesure stationnaire dans I’exemple 1.7. Par
définition, pour une fonction continue sur R on a

[ s@ave) = [ f@anvia) = [ flon)duo)via)
=[5 (1G4 p+ 1) ) avto)



— 622'4{71’337

Si on prend f(x) on a

v(4€) = / % (egi&r(x”) + egigm> dv(z) = e¥€™ cos(26m)D(€).

Par récurrence |(€)| = IIj>1 cos(2r47'€), et donc #(2%+1) = (2) # 0.

Dans les deux exemples ci-dessus, on trouve que les taux de dilatation ou de
contraction sont les mémes, qui nous donnent une périodicité dans la transformation
de Fourier. Mais dans les cas des théoremes, un point clé est que les taux de
contraction engendrent un sous-groupe dense dans R.

Le point de départ d’étudier la convergence des coefficients de Fourier de la
mesure stationnaire est le probleme du trou spectral d’opérateur de transfert. On a
besoin d’information sur les coefficients de Fourier pour estimer le spectre. Quand
on travaille dessus, on trouve que les deux problemes sont essentiellement les mémes,
un point qu’on ne voit pas au début.

Dans la preuve, un outil central est le théoreme de renouvellement 1.19.

La stratégie de preuve: on réduit le probléme vers un processus de renou-
vellement de cocycle. Cela s’est fait par la propriété de contraction de ’action de
SL2(R) sur P'. Et puis on étudie la théorie de renouvellement par I'opérateur de
transfert. Et le théoreme de renouvellement nous dit que le cocycle o(g, x) serait
equidistribué dans 'intervalle [t,t + b] quand ¢ — oo. Ala fin, une fonction integre
par rapport a la mesure de Lebesgue, quand l'oscillation tend vers l'infini, I'intégrale
tend vers zéro.

2.2 Généralisation

Pour généraliser le probleme, il y a plusieurs directions. Une direction est quan-
tifiée: donner une vitesse sur la convergence des coefficients de Fourier. Parce que
dans Particle de Jordan et Sahlsten [JS15], ils considérent la mesure invariante par

I’application de Gauss, . .

h(z)=—-[-].
Un cas général de ’exemple 1.9, et ils peuvent montrer que les mesures stationnaires
ont une convergence puissance, quand la dimension de la mesure est plus grande
que 1/2. Donc il est semblable que la mesure stationnaire a aussi une convergence
puissance i.e.

5(k)| = O(K[™) ¢ > 0.

Mais leur méthode a une barriere sur la dimension de la mesure, il faut des idées
nouvelles pour cela.

Une autre direction est le cas de la dimension plus grande. Soit G un groupe de
Lie semi-simple, il existe aussi la loi des grands nombres et les mesures stationnaires.
Les choses sont plus compliquées, pour expliquer on a besoin d’un peu de théorie
de groupe de Lie et de groupe algébrique. Pour les définitions, voir [Bor90][Hum?75].
Soit P un sous-groupe parabolique de G. Alors G/P est une variété de drapeaux.
Quand T, est Zariski dense, il existe une seule mesure stationnaire sur G/P. Et
le sous-groupe compact maximal K, agit transitivement sur G/P. Pour le cas de
SL2(R), la variété de drapeaux est P!, le sous-groupe maximal est K = SOo(R).



A partir de la convergence des coefficients de Fourier, on peut demander y a-t-il
les phénomenes similaires? Peut-on dire quelques choses sur la décomposition de v
suivant les harmoniques de sous-groupe maximal dans les espaces fonctionnels de

G/P?

Ou on peut remplacer R par d’autres corps locaux, comme Q,. Pour quelques
exemples simples dont le support de v est dans IP’}@p\{x} ~ Qp, la transformation
de Fourier de v aussi converge vers zéro. Une difficulté est de trouver une bonne
propriété généralisant les coefficients de Fourier.
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