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1 Introduction

Dans I'historique, un groupe algébrique est un groupe qui est une variété
algébrique (affine ou projective) telle que les opérations de la multiplication
et de I'inverse sont des fonctions régulieres. Les exemples classiques sont les
groupes linéaires (cas affine) et les courbes elliptiques (cas projectif). Comme
on a généralisé les variétés algébriques aux schémas, il est naturelle de géné-
raliser les groupes algébriques a une notion similaire : les schémas en groupes.
La théorie était développée dans le séminaire de géométrie algébrique du Bois
Marie et on peut voir [1] et [2] pour référence. Tout groupe algébrique a une
structure naturelle d’'un schéma en groupes. Les schéma en groupes ont les
notions similaires déduites par celles des groupes algébriques, par exemples,
les algebres de Lie associées, les sous-groupes fermés (distingués), les sous-
groupes de Borel, les fibrés en droites, les groupes résolubles, etc..On peut
aussi étudier les représentations de schémas en groupes.

Pour bien comprendre les définitions et propriétés, il faut utiliser la langue
de catégories. Par exemple, un k—schéma est la méme chose qu’'un k—foncteur
local qui est localement un schéma affine. Un k—schéma en groupes est donc
un foncteur de k—groupes qui est aussi un schéma. Dans ce article, on se
concentre sur des schémas en groupes affines. On peut définir le quotient
par un sous-groupe fermé et on peut associer des faisceaux quasi-cohérents a
certaines représentations. On appliquera sur le cas ou G est réductif munit
d’un certain sous-groupe de Borel. Le quotient est une variété de drapeaux
et on peut étudier les cohomologies de fibrés en droites.

2 Schémas en groupes

Dans cette section, on suppose que C est une catégorie petite, c-a-d Ob(C)
est un ensemble. On note par C¥ la catégorie Fonct(C?,Ens®) et k : C — CY
le foncteur de Yoneda.

Définition 2.1. Un objet G de C¥ est dit un C¥—groupe si pour tout objet
S de C, G(S) est munit d'une structure de groupe et pour tout morphisme



f:S =95 G(f) est un morphisme de groupes.
Un objet G de C est dit un C—groupe si k% est un C¥—groupe.

Soit & un anneau commutatif. On note par k — Alg la catégorie des
k—algebres commutatives dans un univers assez grand.

Définition 2.2. Un foncteur de k—groupe est un k — AlgY—groupe.

Un k—schéma en groupes est un foncteur de k—groupe qui est un schéma
affine.

Un k—groupe algébrique est un k—schéma en groupes qui est algébrique
comme un schéma affine.

Soit X est un k—schéma affine. On note par k[X] la k—algebre associée,

Définition 2.3. Soit G est un foncteur de k-groupe. Un foncteur de sous-
groupe (resp. distingué, central) de G est un sous-foncteur H de G tel que
chaque H(A) est un sous-groupe(resp. distingué, central) de G(A).

Définition 2.4. Soit G un k—schéma en groupes, un foncteur de sous-groupe
H de G est dit un un sous-schéma en groupes fermé si H est fermé comme
un sous-schéma de GG. Si G est un k—groupe algébrique, on dit simplement
que H est un sous-groupe fermé de G

Un schéma en groupes G est dit commutatif si G(A) est commutatif pour
tout A.

Exemple 2.5. 1. Pour tout k—algebre A, posons G,(A) = A avec la struc-
ture du groupe additif de A. Alors G, est un k—schéma en groupes
commutatif. Il est isomorphe a Spec(k[X]) comme k—schéma.

2. Pour tout k—algebre A, posons G,,(A) = A* avec la structure du
groupe multiplicatif de A*. Alors GG, est un k—schéma en groupes. Il
est isomorphe & Spec(k[X, X7!]) comme k—schéma.

3. Soit M un k—module. On note par GL(M) le foncteur de k—groupes
défini par GL(M)(A) = Auti,(M @ A).

4. Si k est un corps, on note GL(k™) simplement par GL,. C’est un
k—schéma en groupes et k[GL,] = k[X,;;|1 < i,j < n][det™].

Pour tout k—schéma en groupes GG, on définit le groupe des caracteres
X(G) = Homy_gps (G, Gpn). (1)

Il a une structure d’un groupe commutatif déduite par celles de G,,(A).

3



3 Algebres de Hopf

Comme la catégorie des k—algebres commutatives est équivalentes a ’op-
posé de la catégorie des k—schémas affines, on peut traduire la structure de
k—schéma en groupes en une structure sur la k—algebre associée,d’ou la dé-
finition d’algebre de Hopf.

Définition 3.1. Une algebre de Hopf est une k—algebre associative (non
nécessairement commutative) munit des morphismes d’algebres

A:R—>R®R (2)
e:R—k (3)
c:R—R (4)

tels que
(id®@ A)oA=(A®id)oA (5)
(e®id) o A =id = (id®e€) o A (6)
(0®id) o A =¢ = (id®c) o A. (7)

On appelle A la comulplication, € 'augmentation et o I'antipode.

Définition 3.2. Soit A un k—algebre de Hopf. Un idéal de Hopf est un idéal
I qui vérifie A(A) CA®I+1®Aoc(I)C et C Ker(e).

Dans ce cas la, A, € et o passent au quotient et munissent A/l d’une
structure de k—algebre de Hopf. Soit G' est un k—schéma en groupes, alors
H est un sous-schéma en groupes fermé de G ssi k[H] = k[G]/I avec I un
idéal de Hopf de Ek[G]. 1l est facile de voir que la catégorie des k—schémas
en groupes est équivalente a I'opposé de la catégorie des k—algebres de Hopf
commutatives. On a

X(G)=A{fek[Glf(1) =1et A(f) = f© [} (8)

Proposition 3.3. Soient k un corps, G un k—schéma en groupes, k|G| son

algebre de Hopf. Alors les caractéres de G sont linéairement indépendants
dans k|G]



4 Algebres de Lie

Soit G un k—schéma en groupes et A la k—algebre de Hopf associée. On
note k[e] = k®ke, o €2 = 0. Pour toute k—algebre R, on pose R[e] = R®k|e].
On note 7 : R[e] — R le morphisme de k—algebres envoyant € & 0. On définit

Lie(G)(R) = Ker(G(r) : G(R[e]) = G(R)). (9)

Alors Lie(G) est un foncteur de k—groupes. On note Lie(G) = Lie(G)(k).
Soit f : G — G’ un morphisme de k—schéma en groupes, alors on en déduit
naturellement un k—morphisme df : Lie(G) — Lie(G").

Proposition 4.1. Soit m = Ker(e) l'idéal de l'augmentation. Alors pour
toute R, Lie(G)(R) s’identifie a Der.(A, R) = Homyg(m/m? R).Par cette
identification, la structure de groupe de Lie(G)(R) (induite par celle de G(R[e]))
coincide avec la structure de groupe abélien du R—module Der (A, R).

Donc Lie(G) est munit d’une structure de k—algebre de Lie déduite par
celle de Der.(A, k). Pour tout f : G — G’ morphisme de k—schéma en
groupes, df est un morphisme d’algebres de Lie.

5 Schémas en groupes diagonalisables

Soit. A un groupe commutatif écrit multiplicativement. Posons pour tout
k—algebre commutative A

Diag(A)(A) = Homgroupes(A, A™) (10)

avec la structure de groupes déduite de la structure multiplicative de A*.
Alors Diag(A) est un k—schéma en groupes et si k est un anneau integre, on
a
X (Diag(A)) = A. (11)
Donc si k est un anneau integre, un k—schéma en groupes G est diago-
nalisable ssi X (G) engendre k[G] comme espace vectoriel.

Définition 5.1. 1. Si k est un corps algébriquement clos et A = Z",
alors Diag(A) = G” et on I'appelle un k—tore de rang r.

2. Si k est un corps, un k—tore de rang r est un k—schéma en groupes
Ttel que T x k= (G, 1)

3. Si k est un corps, un k—tore déployé de rang r est un 7" = (G, x)".
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6 Actions

Définition 6.1. Soit G est un foncteur de k—groupes et X un k—foncteur.
Une action a gauche de G sur X est un morphisme o : G x X — X tel que
pour tout k—algebre A, a(A) soit une action a gauche de G(A) sur X (A).

7 Représentations

Soit M un k—module. On peut associer un k—foncteur M, défini par
M,(A) = M ® A. Soit G un foncteur de k—groupes.

Définition 7.1. Une représentation de GG sur M est une action de G sur M,
telle que G(A) agisse par A—morphismes. On dit que M est un G—module.

Ca équivaut a la donnée d’un morphisme de foncteurs de k—groupes
p:G— GL(M).

Si G est un k—schéma en groupes, alors la donnée dune représentation
sur M de G est équivalente a une donnée d’une application k—linéaire

Ay i M — M & K[G] (12)
telle que
(idM®6g) O AM = ZdM (14)

ot A est la comultiplication de la structure d’algebre de Hopf de k[G]. Dans
ce cas la, on dit que M est un k[G]—comodule et A, est Papplication de co-
module. Soit G un k—schéma en groupes, alors k[G] est un k[G]—comodule(a
droit) par la comulplication, d’ou une structure de G—module a gauche sur
k[G]. On lappelle la représentation réguliere a gauche. On définit de méme
la représentation réguliere a droit.

Soit M un G—module. Pour tout A € X(G), on définit 'espace de poids

My={me M|gim®1) =m & A\(g) pour tout g € G(A) et tout A}. (15)

Alors
My ={m e M|Ay(m) =m & A} (16)

Proposition 7.2. (Voir la paragraphe 2.10, partie I, [3])
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1. Si G est plat, alors le foncteur M — M), est exact.

2. Si k est un corps, alors la somme des M)y est directe.

Proposition 7.3. (Voir la paragraphe 2.11, partie I, [3]) Soit A un groupe
commutatif écrit multiplicativement et M un Diag(A)—module. Alors

M =@ M,. (17)

Dans la suite, on suppose que k est un corps. Donc tout k—module est un
k—espace vectoriel et est plat. Dans ce cas la, la catégorie des G—modules a
gauche est une catégorie abélienne.

Soit G un k—schéma en groupes et V un G—module. On définit un le
sous G—module des invariants par

Ve ={veV|Av() =vel} (18)

On dit que V est un G—module fideéle si la noyau de p: G — GL(V) est
le groupe trivial {e}.

8 Restrictions et inductions

Définition 8.1. Soit G un foncteur de k—groupes et H un sous-foncteur de
k—groupes de G. Alors on a un foncteur

res$ : {G — modules} — {H — modules}

défini par restreindre I'action de G(A) en H(A). Il est un foncteur additif et
exact.

Définition 8.2. (Voir la définition 3.3, partie I, [3]) Soit G un k—schéma
en groupes et H un sous-schéma en groupes de GG. Pour tout H—module (a
gauche) F, on munit F ® k[G] une structure de G x H— module ou G agit
trivialement sur F et par la représentation réguliere a gauche sur k[G], et H
agit par la représentation réguliere a droit sur k[G]. Alors on peut montré
que (E ® k[G])? est un sous-G-module et on le note par ind%(E), d’ott un
foncteur additif :

ind$y : {H — modules} — {G — modules}.



Proposition 8.3. (Voir la proposition 3.3, partie I, [3])

1. Le foncteur ind$, est exact a gauche.

2. Le foncteur ind$ commute avec les sommes directes, les intersections

de sous-modules et les limites.

Pour tout k—espace vectoriel V' on pose €y : V ® k[G] — V Papplication
linéaire ey = idy ®e ol € est 'augmentation de k[G].
Proposition 8.4. (Voir la proposition 3.4, partie I, [3]) Soit H un sous-
schéma en groupes de G et E un H—module. Alors

1. eg :ind4E — E est un H—morphisme.

2. Pour tout G—module V' application ¢ — €g o ¢ est un isomorphisme
Home(V,ind$ (E))= Homy (res$V, E). (19)

Donc ind$; est un adjoint a droit de res.

Proposition 8.5. (Voir la proposition 3.9 et 3.10, partie I, [3])
1. ind$ envoie les H—modules injectifs sur les G—modules injectifs.
2. Les catégorie des G—modules a assez d’injectifs.

3. Un G—module M est injectif si et seulement s’il existe un k—espace
vectoriel V' tel que M est isomorphe a une sommand directe de V &
k[G] ou V' est vu comme un G—module trivial.

4. Toute sommand directe d’un G—module injectif est injectif.
5. Si M et QQ sont G—modules avec Q) injectif, alors M & Q) est injectif.

9 Quotients et faisceaux associés

Définition 9.1. Soit G un k—schéma en groupes agissant librement sur un
k—schéma X. Un schéma de quotient de X par G est une paire (Y, 7) ou Y
est un k—schéma et 7 : X — Y est un morphisme tel que 7 soit constant
sur les G—orbites, et que pour tout morphisme f : X — Y’ constant sur les
G—orbites, il existe un unique morphisme f’:Y — Y’ avec f = f' o7.

On ne sais pas a priori si le quotient existe. L’idée est de le construire dans
une catégorie plus grande que la catégorie des k—schémas (plus précisément,
dans la catégorie des « foncteur de k—faisceaux »qui est une sous-catégorie de
la catégorie des k—foncteurs), et puis on montra dans certains cas le quotient
est un k—schéma. Voir le chapitre 5 de la partie I du [3].
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Proposition 9.2. (Voir la paragraphe 5.5 (6), partie I, [3]) Soit X un k —
schéma affine et G un k—schéma en groupes agissant librement sur X. Si

k[G] est de dimension finie sur k, alors X/G est un schéma affine isomorphe
a Specy,(k[X]%).

Soit G un k—groupe algébrique et H un sous-groupe fermé de G. Alors
H agit librement sur G par la multiplication a droit. On peut donc définir
un k — schéma de quotient G/H et on note 7 : G — G/H le morphisme
canonique.

On peut associer a tout H—module M un faisceau £(M) sur G/Hpar

LM)(U) ={f € Mor(z~'(U), Ma)|f(xg) = g~" f(2)
pour tout = € (7 *U)(A), tout g € G(A) et tout A}.

Alors £ est un foncteur de {H — modules} a {Oq/n — modules}.

Proposition 9.3. (Voir la proposition 5.9, partie I, [3])
1. Le foncteur L est exact.
2. Pour tout H—module M, le Og/p—module L(M) est quasi-cohérent.
3. St un H—module M est un k—espace vectoriel de dimension finie,
alors L(M) est cohérent.
Proposition 9.4. (Voir la proposition 5.12, partie I, [3]) Soit G un k —
groupe algébrique et H un sous-groupe fermé de G.

1. Pour tout H—module M et tout n € N il existe un isomorphisme
canonique de k—espaces vectoriels

R"ind$ M = H"(G/H, L(M)). (20)

2. Si G/H est nothérien, alors R"ind$ = 0 pour tout n > dim(G/H).

10 k—schémas en groupes unipotents, réso-
lubles

Définition 10.1. Soit G un k—schéma en groupes. On dit que G est uni-
potent si pour tout G—module V # (0) on a V& # (0).



Proposition 10.2. Si un k—schéma en groupes est a la fois diagonalisable
et unipotent, alors G = {e}.

Définition 10.3. Soit G un k—groupe algébrique. On dit que G est résoluble
s’il existe une suite de sous-groupes fermés :{e} = G,1 C G, C--- C Gy C
Gy = G telle que chaque G, soit distingué dans G; et le quotient G;/G;11
soit commutatif.

Définition 10.4. Soit G un k—groupe algébrique. On appelle sous-groupe
de Borel de G tout sous-groupe fermé connexe résoluble B qui est maximal
pour ces propriétés.

11 Schéma en groupes réductifs

Rappelons que un k—schéma est dit lisse si il est de type fini et géomé-
triquement réduit.

Définition 11.1. 1. Si k est algébriquement clos, alors un k—schéma en
groupes est dit réductif s’il est lisse, connexe et s’il ne possede pas de
sous-schéma en groupes fermé distingué unipotent de dimension > 0.

2. Si k est un corps, un k—schéma en groupes G est dit réductif si G x k
est un k—schéma en groupes réductif.

Ezxemple 11.2. GL,, et SL, sont réductifs.

12 Systémes des racines de groupes réductifs

Soit Gz un Z—schéma en groupes réductif déployé (c-a-d. il possede un
tore maximal déployé). Notons G4 = (Gz)a pour toute Z—algebre A et
G = Gj. Soit Tz un tore maximal déployé de Gz et posons Ty = (Tz)a
et pour toute Z—algebre A et T = T},. Par la structure des représentations
d’un schéma en groupes diagonalisable, on sait que tout T'—module M est la
somme directe des espaces de poids :

M= @ M. (21)

Un A tel que M) # 0 est appelé un poids de M.
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Définition 12.1. Considérons la représentation adjointe sur Lie(G), on en
déduit une décomposition

LieG = LieT & € (LieG), (22)

a€R
ou R est I’ensemble des poids non-nuls de Lie(G). On a
(LieG)o = LieT. (23)
Les éléments de R s’appellent les racines de GG par rapport a T'. L’ensemble
R s’appelle le systeme de racines de G par rapport a 7.
(LieG), est un k—espace vectoriel de dimension 1.

Proposition 12.2. (Voir la paragraphe 1.2, partie II, [3]) Pour tout & € R
il existe un morphisme de racine

o Gy — G, (24)

avec
trg(a)t™ = z4(a(t)a) (25)
pour toute k—algébre A et toutt € T(A) et a € A induisant un isomorphisme
dx : Lie(G,)=>(LieG),. (26)

Le foncteur A — z,(G,)(A) est un sous-groupe fermé de G noté par U,,.
On définit le groupe des cocaracteres par

Y (T) = Homy—gps (G, T). (27)

C’est un groupe abélien. Pour tout A € X(T) et ¢ € Y(T) on a Ao ¢ €
End(G,,) = Z. On en déduit une application bilinéaire

(Y X(T)yxY(T)— Z
qui donne un isomorphisme Y (T') & Homz(X(T),Z).

Proposition 12.3. (Voir la paragraphe 1.3, partie II, [3]) Pour tout & € R
il existe un morphisme

¢a : SL2 — G (28)
tel que pour une normalisation convenable de x,, et x_,
6a((31)) = wala) et 6a(31) = 7-ala) (29)

pour toute A et tout a € A.
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Posons
“(a) = ¢a(§ 1) € T(A) (30)
pour tout a € A* et toute A.

Alors a¥ € Y(T) et s’appelle la coracine correspondante & «. On note
RY = {aY|a € R}.

Proposition 12.4. (X(7),Y(T), R, RY) est une donnée radicielle.
On note par s, la réflexion sur X (7") correspondante a « et
W =< s4|la € R> (31)
le groupe de Weyl de R.

Définition 12.5. On dit que G est semi-simple si (X (7) : ZR) < co. On
dit que G est adjoint si X(7T) = ZR. On dit que G est simplement connexe
siY(T)=ZR".

13 Sous-groupes réguliers et sous-groupes de
Borel

Définition 13.1. Une partie R’ C R est dit fermée si (Na+Np)N R C R’
pour tout «, 8 € R'. Elle est unipotente (resp. symétrique) si R’ N(—R') =
(resp. R = —R').

Pour toute R’ C R unipotente et fermée on note par U(R') le sous-
groupe fermé engendré par tout les U, avec o € R’. On a un isomorphisme
de k—schémas

II U.=U(R). (32)
a€cR/
C’est claire que
LieU(R') = € (LieG),. (33)
a€ER!

Si R' C R est symétrique et fermée, on note par G(R’') le sous-groupe
fermé engendré par T et U, avec o € R'. Alors

LieG(R') = Lie(T) & @ (LieG)q. (34)

G(R') est un k—groupe réductif déployé avec T' un tore maximal. Son systéeme
de racines est R’. On identifie son groupe de Weyl avec < s |la € R' >C W.
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Proposition 13.2. (Voir la paragraphe 1.8, partie II, [3]) Posons Ut =
U(RT) et U =U(—R"). Alors Bt =U™T et B=UT sont sous-groupes de
Borel de G, avec BN BT =T.

14 (G—modules simples

On garde les notations de la section précédente. Pour tout B—module M
et tout 2 € N, on note

HY(M) = R'ind%(M) = HY(G/B, L(M)). (35)
En particulier, on note
H'(\) = H'(ky) = Rlind%(ky) = H(G/B, L()\)) (36)
pour tout A € X(T). Alors H*(\) est de dimension finie.
Proposition 14.1. (Voir le corollaire 2.3, partie II, [3]) Si H°(\) # 0, alors

H°(X\) a un unique sous-G—module simple non-nul. On le note par L(\).
Proposition 14.2. (Voir la proposition 2.4, partie II, [3])
1. Tout G—module simple est isomorphe d un unique L()\) avec A €
X(T) et H(\) # 0.
2. Soient A € X(T) et HO(\) # 0. Alors LIN)Y" = L(\), et dimL(\)V" =
1. Tout poids p de L(\) vérifiant woh < p < X, ot wyg € W tel que
w(RT) = R™. La multiplicité de L(\) comme un facteur de décompo-
sition de H°(\) est 1.
Conjecture 14.3. (Voir le corollaire 2.5, partie II, [3]) Supposons que A €
X(T) et H'(\) # 0. Alors L(\)* = L(—wp).
Définition 14.4. Posons
X(T), ={\ e X(T)|(\,a") > 0 pour tout a € S}. (37)
Les éléments de X (7). sont appelés les poids dominants de 7T'.
Proposition 14.5. (Voir la proposition 2.6, partie 11, [3]) Soit X € X(T).
Les suivants sont équivalents :
1. X\ est dominant.
2. H(\) # 0.
3. Il existe un G—module V tel que (VU )y # 0.
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15 Théoréme de Borel-Bott-Weil

Théoréme 15.1 (Théoreme d’annulation de Kempf). (Voir la proposition
4.5, partie II, [3]) Si A € X(T),, alors H'(\) = 0 pour tout i > 0.

Posons p = 3 Y ,era € X(T) ®z Q. On définit I'action dot
w-A=wA+p) —p (38)

de W sur X(T) ®z R qui envoie X(7T') sur lui méme. Pour tout w € W on
note la longueur par [(w) (i.e. la longueur d’une écriture comme une composé
de réflexions simples).

Posons

Cz ={) € X(T)|0 < (A + p, ") pour tout 3 € R}
si char(k) =0, et
Cz ={\ € X(T)|0 < (A4 p, ") < p pour tout 3 € R}
si char(k) =p > 0.

Théoréme 15.2. (Voir le corollaire 5.5, partie 11, [3])
1. If N\ € Cg avec N € X(T)4, alors H* (w- ) =0 pour tout w € W.
2. If \ € CzN X(T)4 alors pour tout w € W et i € N

HO(\) sii=l(w).

0 sinon.

Hi(w-A)%{

Remarque 15.3. Si char(k) = 0, alors tout élément de X (7') est de la forme
w- X avec A € Cz et w € W. Donc on connait tout les H*(;1) dans ce cas la.
C’est le théoreme de Borel-Bott-Weil.
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