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Introduction

Les représentations de dimension finie du groupe linéaire Gly(C) sont étudiées
depuis longtemps, et si I'ont se restreint & des représentations "lisses", elles sont de
plus trés bien comprises. Avec 'arrivée de la théorie des catégories, on a pu voir que
ces représentations formaient une catégorie Rep(Gly), avec de bonnes propriétés
(c’est une catégorie symétrique tensorielle par exemple).

C’est P. Deligne qui eut pour la premiére fois I'idée de généraliser une catégorie
de représentations a la variable complexe. En 2007 dans son article fondamental [2],
il définit Rep(S;), qui généralise la catégorie des représentations de dimension finie
du groupe symétrique Sy au cas ou N =t n’est pas nécessairement un entier.

A la fin de ce méme article, il définit de fagon similaire des catégories Rep(G),
pour les groupes classiques G = Gl;, Oy, . ... Ce sont ces catégories qu’'on appelle
Catégories de Deligne.

Nous allons présenter dans un premier temps des résultats connus sur des repré-
sentations de Gly, pour motiver la construction de Rep(Gl;), qui arrivera dans un
second temps. Enfin, nous donnerons une application : la construction du Yangian
de g, un objet de Rep(Gl;), qui interpole I'algébre de Lie gl au rang complexe.

1 Les représentations du groupe linéaire Gly(C)

Dans cette premiére partie, nous allons nous intéresser aux représentations com-
plexes de dimension finie du groupe linéaire Gly(C), ou N est un entier supérieur
ou égal a 1. On le notera plus simplement Gly dans la suite. De bonnes références
pour cette partie pourraient étre [4], ou [5]. Nous suivrons ici le plan de [6].

1.1 Deéfinitions et exemples

Définition 1.1.1. Une représentation de G Ly est la donnée d'une paire (V, p), ou V'
est un C-espace vectoriel de dimension finie et p : Gly — GL(V') est un morphisme
de groupes.

On considérera ici uniquement les représentations qui sont des morphismes de
variétés algébriques, donc les représentations rationnelles. Cela signifie que, a un
choix de base prés, les coefficients de la matrices [p(g)] sont des fonctions rationnelles
en les coefficients de g.

Remarque 1.1.2. S’il n’y a pas d’ambiguité, on notera dans la suite p(g)(v) = g - v,
pour g € Gly et v e V.

Ezxemple 1.1.3. L’action de Gl sur CV donne une représentation naturelle, appelée
représentation standard, on Gly — GL(C") est I'identité.



On peut construire a partir de CV¥ d’autres représentations de Gly. Un exemple
principal est le produit tensoriel (CV)®* Paction de Gly y est définie par

G- (@R - Qu)=(g-11)R(g-1v2) @R (g - vg). (1)

De la méme facon, on définit des actions de Gly sur les puissances symétriques
et extérieures de CV.

Exemple 1.1.4. En particulier, on a une représentation de Gly sur ANCY, qui est un
espace vectoriel de dimension 1. Il s’agit en fait de 'application Gly — GL; = C*
qui a une matrice associe son déterminant. Elle est donc appelée la représentation
déterminant.

Définition 1.1.5. Les représentations A*CY sont appelées les représentations fon-
damentales de Gly.

Proposition 1.1.6. Plus généralement, si V,W sont des représentations de Gly,
alors VW et VW sont aussi des représentations, les actions étant définies par

VeWw: g~(v,w):(g~v,g-w),
VeW: g-vw)=g-v®g-w.

1.2 Les représentations du tore

Nous allons commencer par étudier le cas particulier de Gl; = C*.

Proposition 1.2.1. Une représentation C* — C* qui est aussi un morphisme de
variétés algébriques est nécessairement de la forme z — 2", pour un certain n € Z.

Plus généralement, si (V) p) est une représentation de C*,

Définition 1.2.2. Soit n € Z. On dit que v € V est un vecteur de poids n si
p(z)v = 2"v, pour tout z € C*. On définit alors les espaces de poids :

VneZ, V,={veV|VzeC p(z)v=z"v}

Théoréme 1.2.3. Soit V une représentation de C*, alors on a une décomposition

en somme directe
V=@V, (2)

nez

Plus généralement, on peut considérer le groupe T = (C*)V appelé tore de
dimension N. Comme précédemment, les représentations (rationnelles) de dimension
1 de T" sont de la forme

T — C~
z=(z1,...,2n) = p(z)=2" 2N

(3)

pour /1= (pu, ..., pun) € ZV.

w



Définition 1.2.4. Un morphisme de groupes u : T'— C* de la forme (3) est appelé
poids de T. L’ensemble de tous les poids P = Z" est appelé réseau des poids de T.

Soit V' une représentation de T, on peut considérer le sous-espace des vecteurs
de poids p € ZN
Vey={veV|VzeT z v=u(z)v}

Avec cette notation, on a la généralisation suivante du Théoréme 1.2.3 :

Proposition 1.2.5. On a une décomposition en somme directe

V=@ V. (4)

nezZN

1.3 Espaces de poids

Revenons au cas de Gly. Gly contient le tore maximal 7' = (C*)V, formé des
matrices diagonales inversibles. Nous allons étudier les représentations de Gly en
les restreignant au tore maximal 7'.

Soit (V, p) une représentation de Gly, alors c’est aussi une représentation de 7.
Par la proposition 1.2.5, V' admet une décomposition en espaces de poids de T,
V=6 o Ve
Exemple 1.3.1. Considérons la représentation V = A*CV, avec 1 < k < N — 1. Les
éléments e;, Aej, A+ Aej;, pour i < iy < --- < i en forment une base.

Soit z = (21,...,2n) €T,

z-(ey Negw N Neg ) =(z-ey) N(z-ey) NN (2-e;)
= 2§, €i; N\ Zip€i N\ -+ - N 25, €4, comme ze; = Z ziEiiej = z;€;

= iy, ip, (Z)eil AN IARERNA €iy,

ot pi,...ip = (0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) € ZV.
71 iN
Ainsi, A*CN = P Vi = @ CeyANepg A Ney,.

1< <, TR <<
Proposition 1.3.2. Soient V' et W deux représentations de Gly, et soit p € P.
Alors
(Veow),=@PVeW, (5)
AEP



1.4 Représentations irréductibles de Gly

Définition 1.4.1. Une sous-représentation W d’une représentation V de Gly est
un sous-espace W C V' qui est stable par 'action de Gly.

Définition 1.4.2. Une représentation V' de Gly est dite irréductible si elle n’a pas
de sous-représentation autre que {0} et elle-méme.

Définition 1.4.3. Soient V,W deux représentations de Gly. Un morphisme de
représentations f 1V — W est une application linéaire f qui vérifie py (g)f(v) =
f(pv(g)v), pour tout v € V et tout g € Gly.

L’ensemble des Gly-morphismes de V' sur W est noté Homg,, (V, W).

On a le résultat fondamental suivant.

Théoréme 1.4.4. (Lemme de Schur)
Si Vet W sont deuz représentations irréductibles, alors Home, (V, W) est de
dimension 1 st V =W et de dimension 0 sinon.

De plus, on a le résultat de semi-simplicité suivant.

Théoréme 1.4.5. Toute représentation V peut s’écrire comme somme directe de
sous-représentations irréductibles.

D’apreés ce résultat, les représentations irréductibles permettent d’obtenir toutes
les représentations de Gl . Nous allons donc maintenant classifier ces représentations
irréductibles. Introduisons d’abord des définitions supplémentaires.

Définition 1.4.6. Les racines positives de Gly sont des éléments de P = Z% de la
forme

g=(0,...,0,1,0,...,0,—1,0,...,0).
Pour A\, u € P, on dit que A > p si on peut écrire

A—p=> ks, (6)
B

avec kg € N, la somme parcourant les racines positives de Gly.

pn- Ou, de fagon équivalente, si (i, 5) > 0, pour toute racine positive 3 ((-, ) désigne
le produit scalaire usuel sur P = Z").

Définition 1.4.7. Un poids p = (u1,...,un) € P est dit dominant si p; > -+ >

L’ensemble des poids dominants est noté P,.

Définition 1.4.8. Une représentation V' est dite de plus haut poids A si Vy # 0, et
pour tout poids p > A, V,, = 0.



Avec ces objets, on a le théoréme suivant, qui explicite les représentations irré-
ductibles de Gly, et donc toutes les représentations de Gly.

Théoréme 1.4.9. Pour tout poids dominant A € P, , il existe une unique représen-
tation irréductible V() de Gly, de plus haut poids \.

Exemple 1.4.10. La représentation A¥CY est irréductible et de plus haut poids

wy = (1,1,...,1,0,0,...,0). (7)
k

On peut alors préciser le résultat de la Proposition 1.3.2.

Lemme 1.4.11. SiV et W sont des représentations de plus haut poids respectifs A
et p, alors V@ W est une représentation de plus haut poids \ + .

Nous allons utiliser I’exemple et le lemme ci-dessus pour prouver 'existence dans
le Théoreme 1.4.9.

N
Démonstration. Soit A € P,. Alors \ s’écrit A = > mywy, avec my > 0 pour tout
k=1
k < n. Considérons le produit tensoriel suivant
N
W = QQ(AFCY)@m,
k=1

D’aprés le Lemme 1.4.11, W est une représentation de plus haut poids A.

Si on écrit une décomposition de W en somme directe de représentations irré-
ductibles, W = W, @& Wy & --- & W,,, alors au moins une des W, a un espace de
poids pour A non nul. C’est donc une représentation irréductible de plus haut poids
A O

Remarque 1.4.12. On voit de plus dans cette preuve que toutes les représentations
irréductibles correspondant a des poids A tels que A\; > 0, pour tout 1 < i < N,
peuvent étre obtenues comme des sous-représentations de produits tensoriels de
représentations de la forme A*CY. On voit aussi assez clairement que A'(CM)* est
de plus haut poids (0,0, ,... ,0,-1,-1,..., —%)

~~

1
Ainsi on voit qu'en prenant des produits tensoriels de A*CM et de AY(CY)*,

on obtient facilement tous les poids dominant possibles. C’est pour cette raison
qu’on les appelle les poids fondamentaux. C’est un fait que nous utiliserons dans la
construction de Rep(Gl;).




1.5 L’action de I’algébre de Lie gl

On peut aussi voir les représentations de Gl comme des représentations de son
algebre de Lie gly = gly(C). Précisément, si p : Gly — GL(V') est une représenta-
tion de Gly, on obtient en la différentiant une application gl — End(V).

Notons b la sous-algébre de Cartan de gly, cad la sous-algebre de Lie formée
des matrices diagonales de gly. On définit aussi les générateurs de Chevalley E;, F;,
pour 1 < i < N — 1 tels que F; est la matrice avec un 1 en (i,i + 1) et des 0
autre part et F; est sa transposée. On note (a;)i1<;<n—1 les racines simples de gly.
o = (O,...,O,%,;},O,...,O), pour 1 <i< N —1.

Soit 1 = (1, ..., pn) un poids, alors u s’étend en un morphisme p : h — C par

a1
I = p1a1 + -+ pnan. (8)

an

Les actions de Gl et celle de son algébre de Lie gl sont reliées par la proposition
suivante.

Proposition 1.5.1. e Si v est un vecteur d’une représentation V de poids p,
alors pour tout X € h, X - v = p(X)v.
o SivelV, alors Bjv € Vo, et Fiv €V, _,,, pour tout 1 <i < N — 1.
o Siv eV, alors pour tout 1 <i < N —1, E;Fuv — F,E;v = (f1, a;)v.

2 La catégorie Rep(Gl;)

Dans cette section, nous allons commencer par présenter la construction de la
catégorie de Deligne Rep(Gl;), ou ¢ est un nombre complexe quelconque. Le but
étant de construire une catégorie qui interpole la catégorie des représentations de
dimension finie de Gly, pour des valeurs complexes du parameétre N. Nous étudierons
ensuite quelques propriétés de Rep(Gly).

Nous suivrons dans cette partie la construction de Rep(Gl;) faites par J. Comes
et B. Wilson dans [1]|, mais elle est basée sur la méme idée que la construction de
Deligne dans [2].

2.1 La catégorie squelette Rep,(Gl;)

Tout d’abord, nous allons construire une sous-catégorie Rep,(Gl;), & partir de
laquelle on pourra définir Rep(Gl;).



2.1.1 Idées pour la construction

Comme on I’a vu dans la remarque 1.4.12, dans le cas de Gly, si on note V = C¥,
alors toute représentation irréductible vit dans un espace de la forme V& @ (V*)®5,
avec r,s € N. Ce sont ces objets qui vont servir de bases & la construction de
Rep,(Gl;). On peut représenter graphiquement ces objets de la fagon suivante.

V' est noté par e et V* par o. Ainsi objet V¥ ® (V*)®¢ est un mot a r + s
lettres sur 'alphabet & deux lettres {e, o}. Par exemple :

V®3®(V*)®2 — 00000 (9)

De plus, si V1 @ (V*)®51 et V2@ (V*)®52 sont deux tels objets, alors ’ensemble
des morphismes de représentations entre eux,

HomGlN <V®r1 ® (V*)®Sl, V®r2 ® (V*)®52) (Y] HomGlN ((C, V®T2+S1 ® (V*)®82+r1)7 (10)

est non nul si et seulement si 79 + 51 = s + 1. De plus, dans ce cas, il est engendré
par des morphismes de coévaluation § : C — V ® V*, en associant deux a deux les
V et V* (théorie des invariants).

Graphiquement, on représente une coévaluation par le graphe *_° (association
d'un V et d’un V*). Un morphisme de Homg;,, (C, V®3 @ (V*)®3), par exemple, est

donc représenté par un diagramme de la forme w

Or, Homg,, (C, V3 @ (V*)®3) = Homg, (V @ V*, V2 @ (V*)®?). Sur la re-
présentation graphique, I'isomorphisme se fait en Changeant la couleur d'un e et
d’un o et en les placant en dessous des lettres restantes, tout en gardant les arétes
existantes. Sur notre exemple :

NSSESSy 4

2.1.2 Mots et diagrammes

(si on déplace les derniéres lettres).

On formalise tout ce que 1’'on vient de dire de la fagon suivante :
Soient w et w’ deux mots (finis) sur l'alphabet & deux lettres {e, o0},

Définition 2.1.1. Un (w,w’)-diagramme est un graphe qui vérifie

1. Les sommets sont les lettres de w et w’ placées sur deux rangées. La rangée
supérieure formant w’ et la rangée inférieure formant w.

2. Chaque sommet touche exactement une aréte.



3. Un sommet peut étre relié par une aréte a un sommet de la méme couleur
si et seulement s’ils sont placés sur deux rangées différentes. Inversement,un
sommet peut étre relié par une aréte a un sommet de couleur différente si et
seulement s’ils sont placés sur la méme rangée.

Ezemple 2.1.2. L’ensemble des (e0, 0 @ e0)-diagrammes est :

S
o

Avec ce qu’on a vu, on a le résultat suivant.

Proposition 2.1.3. Soient w et w' deux mots finis sur l’alphabet {o,0}. Soient rq
(resp. r2) le nombre de lettres noires dans w (resp. w'), et s1 (resp. ss) le nombre
de lettres blanches dans w (resp. w'). Alors

#{(w,w')-diagrammes (w,w")} =(r1 + s2)! st 11+ 53 =81+ 19

0 sinon

On peut définir une opération entre ces diagrammes.

Soient w, w’ et w” des mots sur Palphabet {e, o}. Soient X un (w, w’)-diagramme
et Y un (v, w”)-diagramme. On commence par définir le diagramme Y % X, qui est
obtenu en placant Y au dessus de X et en identifiant la rangée inférieure de Y avec
la rangée supérieure de X. Ensuite, on définit le (w, w”)-diagramme Y - X, dont les
sommets sont la rangée supérieure de Y et la rangée inférieure de X, et dont les
arétes sont obtenues en composant les arétes de X et de Y. Enfin, soit /(X,Y) le
nombre de cycles apparaissant dans Y x X (i.e. le nombre de composantes connexes
de Y * X moins le nombre de composantes connexes de Y - X).

Exemple 2.1.4. Suivons la construction de Y - X sur un exemple concret.

IS

Alors Y * X = ?/@0



R
AinsiY-X:% et UX,)Y)=1

2.1.3 La catégorie Rep,(Gl;)

Nous avons maintenant tous les outils pour définir la catégorie Rep,(Gl;), pour
t € C quelconque.
Définition 2.1.5. La catégorie Rep,(Gl;) est définie par
Objets Les mots finis sur 'alphabet {e,o}.

Morphismes Pour w,w’ € Obj(Rep,(Gl;)), Hom(w,w") est le C-espace vectoriel
de base les (w, w')-diagrammes.

Composition Pour w,w’, w"” € Obj(Repy(Gl)),
Hom(w', w") x Hom(w,w") — Hom(w, w") (11)
est 'application C-linéaire définie par
(V,X) =YX =&Yy . x (12)

ou X et Y sont respectivement un (w, w')-diagramme et un (w’, w”)-diagramme.

Pour tout objet w, il existe un (w,w)-diagramme, noté 1,,, qui soit I'identité de
I’anneau Hom(w, w). 1,, est définie en reliant chaque sommet de la rangée supérieure
au sommet correspondant sur la rangée inférieure. Par exemple

] [T111]

Cette construction permet effectivement de définir une catégorie (1'associativité
se vérifie facilement).

Rep,(Gl;) peut étre munie d’une structure supplémentaire.

On définit un foncteur

) : Repy(Gly) x Repy(Gl;) — Repy(Gly).

Son action sur Rep,(Gl;) est la suivante :
Sur les objets (wy,ws) — w; ® wy 1= wyws concaténation des mots.
Sur les morphismes Soit X; un (w;, w})-diagramme, pour ¢ = 1, 2.

Alors (X1, Xs) — X1 ® X = le (wjws, wjw})-diagramme obtenu en placant
X, directement a droite de Xj.

10



Remarque 2.1.6. Si on revient & ¢ = V = CV, on voit que ce produit tensoriel est
compatible avec le produit tensoriel classique entre espaces vectoriels.

(V®r1 ® (V*)®51) ® (V®r2 ® (V*)®82) = Vo (v*)®81 QVE? (V*)®S2 (13)

Proposition 2.1.7. Rep,(Gl;) équipée de

e X comme produit tensoriel,

e e mot vide 1 comme objet unité,

o le tressage symétrique v défini par Y, w, €st le (wyws, wowy)-diagramme ob-
tenu en reliant la i¢ lettre de wy (resp. wo) sur la rangée supérieure o la i€
lettre de wq (resp. wy) sur la rangée inférieure,

est une catégorie symétrique rigide.

Nous n’entrerons pas ici dans le détails de la signification de ces termes. Le
lecteur pourra aller voir le livre de Mac Lane [7], par exemple, pour des définitions
détaillées. On pourra juste signaler que dans cette catégorie tensorielle, le dual w*
d’un mot w est obtenu en changeant la couleur de toutes les lettres de w. Par exemple

(e@0)* =ocoe (et donc (V)" = e* =0=1V").

2.2 Construction de Rep(Gly)
On va ajouter des objets a la catégorie Rep,(Gl;) pour obtenir Rep(Gl;).

2.2.1 L’enveloppe additive Rep,(Gl;)

Tout d’abord, il semble naturel de pouvoir considérer les sommes directes des
objets que 'on a déja créé dans Repy(Gl;). En effet, nous avons considéré pour
I'instant des objets de la forme V" ® (V*)¥% si V = e (tout objet de Repy(Gl;) est
naturellement isomorphe a un objet de cette forme). Sil’on compare au cas classique
des représentations de dimension finie de Gly, on voit que les sommes directes des
objets de ce type sont encore des représentations de dimension finie de Gly. On pose
donc

Définition 2.2.1. Soit Rep,(Gl;) = (Repy(Gl;))*?, I'enveloppe additive de la
catégorie Rep,(Gl;).

L’enveloppe additive C%¥ d’une catégorie pré-additive C est construite en prenant
les sommes formelles finies d’objets de C :

Objets Familles finies (X;);c; d’objets de C.
Morphismes ® : (X;);e; — (Y;);es est la matrice ® = (¢)) avec ¢} : X; — Y.

11



Composition La composition de deux morphismes ® € Hom((X;)ier, (Y)jes), ¥ €
Hom((Y;) e, (Zk)kek) se fait par produit matriciel :

(Tod)f =) vkog]. (14)

jeJ

Rep,(Gl;) étant une catégorie pré-additive (les ensembles de morphismes sont
des C-espaces vectoriels, donc en particulier des groupes), on peut bien définir la
catégorie Rep, (Gl;).

2.2.2 L’enveloppe de Karoubi Rep(Gl;)

Comme nous ’avons aussi vu en premiére partie, dans les représentations cou-
rantes de Gly on trouve par exemple les A*CY, pour 1 < k < n. Or ces représenta-
tions n’apparaissent pour 'instant pas dans la catégorie Rep, (Gl;).

On va donc élargir encore notre catégorie, de la fagon suivante :

Définition 2.2.2. Soit Rep(Gl;) = (Rep;(Gl;))**, 'enveloppe de Karoubi de la
catégorie Rep, (Gl;).

Une catégorie est dite Karoubi si tout endomorphisme idempotent est la projec-
tion sur un facteur direct. Prendre 1'enveloppe de Karoubi C**" d’une catégorie C
consiste a ajouter des facteurs directs formels pour les endomorphismes idempotents.
On la construit comme suit.

Objets Les paires (X, e), ot e € End¢(X) est un idempotent.
Morphismes Homes: (X, €), (Y, f) = {6 € Home(X,Y) | fod =6 = goe}
Composition Celle de C.

Alors, tout endomorphisme ¢ € Endera-((X, €)) idempotent est scindé.
En effet il existe des morphismes ¢4, 74 tels que

(X.0) = (X.e),
(X,e) = (X, 0),
et ¢ = 14 0Ty, id(x,¢) = Ty O Lg.
Il suffit de prendre 1y = 7y = ¢ (id(x,¢) = ¢ dans Char).
De plus, C est une sous-catégorie de C**", par I'injection X — (X, idy).

Ainsi, Rep(Gl;) est une catégorie additive et Karoubi. Elle est aussi rigide, sy-
métrique et tensorielle car elle hérite de la structure tensorielle de Repy(Gly).
De plus, Rep(Gl;) contient les catégories Rep,(Gl;) et Rep,(Gl;), par

X — (X, idy). (15)

12



Remarque 2.2.3. Si on regarde e € End(ee), 'endomorphisme idempotent

iR

alors objet (e, ¢) de Rep(Gl;) s’identifie & AV (image par la projection).
On peut définir de maniére similaire A¥V et A'V*.

2.3 Classification des indécomposables de Rep(Gl;)

On a dans la catégorie Rep(Gl;) un résultat sur la classification des objets in-
decomposables, qui ressemble au Théoréeme 1.4.9 dans la cas des représentations
irréductibles de Gly .

Théoréme 2.3.1. On a une bijection

bipartitions de bij. objets indécomposables non (16)
—
taille arbitraire nuls de Rep(Gly), a iso. prés
Introduisons quelques définitions pour comprendre ce théoréme.
Définition 2.3.2. e Une partition A est une suite d’entiers positifs ou nuls

A= (A1, Ag,...), telle que pour tout ¢ > 1, \; > A\;j41, et \; = 0 pour presque
tout 7. On note |A| = >  \; la taille de A. Et £()\) désigne la longueur de A,
=1

le plus petit entier n 21 1 tel que A\, # 0 et \; = 0 pour tout ¢ > n.

e Soit P I'ensemble des partitions.

e Une bipartition est un élément de P x P. Pour une bipartition A, on écrit
A = (A, X°). La taille de X est |A| = (|]A\°[,|\°]), et sa longueur est £(\) =
L(A%) +L(X\°).

Définition 2.3.3. Un objet X d’une catégorie pré-additive C est dit indécomposable
si, pour toute décomposition en biproduit X = X; & X5, munie des morphismes
b Xi— Xetm: X — X, il existe i € {1,2} tel que ¢; 0om; =0 € Ende(X).

Dans le cas des représentations de dimension finie de Gly que nous avons consi-
déré en premiére partie, les représentations indécomposables sont nécessairement
irréductibles (mais ce n’est pas le cas en général). De plus, on a vu que celles-ci
étaient en bijection avec l’ensemble des poids dominants P, .

On peut voir tout poids dominant est de la forme

(/\17/\27-"7>\k70"'707_1’6[7_”[—17""_,“1) GP-I—? (17)

avec A\; > Ao > ... > Mg et g > o > ... >y (nécessairement, k41 < N).
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Ainsi, on a une bijection
P, = { bipartitions de longueur < N}. (18)

On peut donc voir que le cas de Rep(Gl;) ressemble a celui de Gly pour des
grands entiers N. Les éléments indécomposables sont en bijection avec un ensemble
qui ressemble a celui des poids dominants, mais en dimension infinie ( et ou on ne
considére que les éléments presque nuls).

2.4 L’"algébre" g

Il existe dans Rep(Gl;) un élément particulier, que I'on notera g. Il s’agit de
g:=eo0(=VeV"). (19)

Si on revient & la comparaison avec le cas de Gly, ot @ = V = CV, alors
VeV =gly.
g est donc une interpolation au rang complexe de l'algebre de Lie gly.

Si l’on veut voir les objets de Rep(Gl;) comme des représentations, on peut les voir
comme des g-modules. Il est clair que pour tout objet X de Rep,(Gl;), 'ensemble
de morphismes Hom(g ® X, X) est non nul (d’aprés la Proposition 2.1.3), i.e. il y a
un morphisme g ® X — X. A partir de cela, il est facile de voir que pour tout objet
X de Rep(Gl;) il existe aussi un morphisme de g ® X — X.

Remarque 2.4.1. g peut aussi étre défini comme 1’algebre de Lie du groupe fonda-
mental, noté Gl;, de la catégorie Rep(Gl;). L'objet qu’on obtient est exactement
VeV

L’objet g est trés utile. Une partie de la théorie des algebres de Lie semi-simples
peut y étre étendue, voir par exemple [3|, Sections 3 a 7.

Dans la section suivante, nous allons nous intéresser a une de ces généralisations :
la construction du Yangian de g.

3 Le Yangian Y (g)

Nous nous intéresserons ici & un objet défini par Etingof en Section 7 de [3].
Pour cela, nous allons généraliser une construction assez classique, celle du Yangian
Y(gly) de gly. Plusieurs sources peuvent faire référence pour cette construction.
Nous nous baserons ici sur celle de A. Molev dans [8].
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3.1 Le Yangian Y (gly)

Dans le cas classique, pour tout N > 1, on peut définir une algébre de Hopf,
notée Y (gly), de la fagon suivante :

Définition 3.1.1. Le Yangian Y (gly) de gl est 'algébre engendrée par les éléments
{tg.”) | 1 <i,j5 < N,m > 1}, avec les relations, pour 1 < i,57 < N,p,q € N et
m € N*,

) ), = 601 — 24 e
ol tl(-;-)) = 0,; par convention.
Considérons la série génératrice des t%n) ;
tij(u) = b+ D 6w € Y(ghy)[u ') (21)

meN*

Alors les relations (20) peuvent se résumer sous ’écriture suivante :

(u = ) [ty (u), tu(v)] = ti;(V)ta(w) — tr;(w)ta(v), (22)
pour tous 1 <4,7,k,l < N.
On peut maintenant définir T'(u) € gly @ Y (gly)[[u!]],
N

T(u) =Y e @ ti(u), (23)

ij=1
ou les e;5, pour 1 < 4,7 < N, sont les matrices de la base canonique de gl .

Cette écriture va nous permettre de résumer les relations (20) définissant le
Yangian en une seule relation matricielle portant sur 7'(u).

Définition 3.1.2. Soit ¢ la permutation
o :CVNeCV - CVNeCV,

(24)
TRQY — YR
N
Comme élément de End(CY) = gly ® gly, elle peut s’écrire 0 = >~ e;; ® ej;. On
ij=1

pose alors

R(u) =1+ 2 € gI¥? (25)
u

N
Enfin, notons respectivement 7% (u) et 723 (u) les éléments Y e;; ® 1®¢;;(u) et
ij=1

N N
> 1®e; @ti;(u), et soit R (u) I'élément 14+ 3 e;; ® ej; ® 1, ont 1 est 'unité
i,j=1 i,j=1
de Y(gly) (et 1 est une notation abrégée pour 1 ® 1 ® 1).

Ces objets appartiennent & gI%” @ Y (gly)[[u™"]].
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Proposition 3.1.3. Les relations qui définissent l'algébre Y (gly) sont équivalentes
a lunique relation suivante, dans gI5? @ Y (gly)[[u=",v™"]],

R%(u — )T (w)T®(v) = T* ()T (u) R*(u — v). (26)

3.2 Yangian en rang complexe

C’est cette derniére relation (26), que nous allons généraliser pour définir le
Yangian Y (g).

Tout d’abord, on crée un objet global, qui est I’équivalent de considérer ’algébre
engendrée par les tz(;n). On pose

A:=TEBV V) m)- (27)
m>0
Soit T,,, la coévaluation
Tn=1=WV"oV)® VeV €Hom(l,(V'®V)® A), (28)

(m)

définie par R
Soit T(u) := 1+ Tou™' + Tyu™2 + - - - la fonction génératrice de Ty,,.

Soit o la permutation ¢ : V@V — V ® V. Comme Hom(V @ V,V @ V) =

PEIRES,

Hom(1L,V*®@ V@ V*® V), on a . Et soit R(u) :==1+

£19

Comme précédemment, on peut définir T3 (u), T?(u) et R'?(u), des objets de
Hom(1, (V@ V) ® (V*®@ V)@ A)[u]].
Remarque 3.2.1. L’identité V' — V se note I
Hom(1,V* ® V), cela donne _2 .
Ainsi, chaque V* @ V ou V ® V* sur lequel il n’y a pas d’action sera représenté

comme cela.

Ezemple 3.2.2. T}? =

. Si on le traduit en un morphisme de

(1—1) (1

@\'U\w@o@ w EB(H’\/%)EB o)
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Considérons maintenant la série formelle
Qu,v) = (u = 0) (R (u — o) T¥()T% (v) — T ()T (u) R™(u — v))
=D Qigu’

Les coefficients @); ; sont des éléments de Hom(1, (V* @ V) ® (V*® V) ® A), mais
ils peuvent étre vus comme des morphismes

Qij=VaVv)ie VeV —A (29)
Soit J I'idéal engendré par les images des @Q);;.
Définition 3.2.3. L’algébre Y (g) := A/J est appelée le Yangian de g.

Remarque 3.2.4. C’est la méme définition que dans le cas classique.
En effet, 'image de e;; ® e ®y, transformé en un morphisme de gl>” sur Y (gly)
est y.
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