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1 Introduction

L’existence et l’unicité de la solution de l’équation de Schrödinger 2π-périodique

(NLS)

{
i∂tu(t, x) + ∂2

xu(t, x) = 2|u(t, x)|2u(t, x)

u(0, x) = u0(x)
t ∈ R, x ∈ T (1)

où T := R/2πZ sont prouvées par la méthode de point fixe et par la persistance de régularité. Si la donnée
initiale u0 ∈ C∞(T), alors l’équation (1) admet une unique solution u ∈ C∞(R×T) qui vérifie la formule
de Duhamel :

u(t, x) = eit∆u0(x)− 2i

∫ t

0

ei(t−s)∆|u(s, x)|2u(s, x)ds, ∀x ∈ T (2)

où la famille (eit∆)t∈R est un groupe des opérateurs unitaires Hp(T)→ Hp(T), pour tout p ≥ 0, qui est
défini par

eit∆u(x) :=
∑
k∈Z

e−itk
2

û(k)eikx, ∀u ∈ Hp(T) et ∀t ∈ R.

Si la donnée initiale u0 est analytique, on peut prouver que l’unique solution de l’équation (1) reste
spatialement analytique en tout temps. De plus on trouve une minoration du rayon d’analyticité de la
solution qui tend vers 0 en grand temps. En revanche, on ne sait pas si le rayon de convergence tend vers
0 lorsque |t| → +∞. Pour résoudre ce problème, on utilise l’intégrabilité de l’équation (1) pour détecter
s’il existe une borne inférieure qui minore tous les rayons d’analyticité spatiale de la trajectoire u.

Le but de ce texte est d’introduire une méthode pour trouver un nombre infini de lois de conservation
de l’équation (1) qui contrôle toutes les normes de Sobolev Hp(T), ∀p ≥ 1. Ensuite, on les utilise pour
étudier la régularité analytique uniforme.

En 1971, deux mathématiciens russes, V.E.Zakharov et A.B.Shabat, ont trouvé que l’équation (1) admet
une paire de Lax, qui consiste en deux opérateurs non bornés agissant sur {Hp(T)}p∈R

Lu :=

(
−D u
ū D

)
, Bu :=

(
2i∂2

x − i|u|
2

u′ + 2u∂x
ū′ + 2ū∂x −2i∂2

x + i|u|2
)
, ∀u ∈ C∞(T) (3)

où D := −i∂x, tels que si u ∈ C∞(R×T), u résout l’équation (1) si et seulement si d
dtLu(t) = [Bu(t), Lu(t)].

Dans le théorème 2.3, la paire de Lax déduit l’existence d’une suite de lois de conservation un nombre
infini de lois de conservation (Ep)p∈N de cette équation. L’équation (1) peut être résolue explicitement à
l’aide des coordonnées d’action-angle construites dans le livre de B. Grébert et T.Kappeler [4].

Définition 1.1. Soit f ∈ C∞(T), on dit que f est analytique s’il existe une constante δ > 0 et une
fonction holomorphe f̃ définie sur le domaine {z ∈ C : |Im(z)| < δ} telle que f̃|R = f .

La fonction f̃ , si elle existe, est forcément 2π-périodique, grâce à l’unicité du prolongement analytique de
la fonction z 7→ f̃(z + 1)− f̃(z), qui est identiquement nulle sur R.

Proposition 1.1. Soit f ∈ C∞(T), alors on a l’équivalence entre
(1) f est analytique.
(2) Il existe deux constantes η > 1 et M > 0 telles que

sup
x∈T
|f (p)(x)| ≤Mηpp!, ∀p ∈ N. (4)
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(3) Il existe deux constantes η′ > 1 et M ′ > 0 telles que

‖∂p−1
x |f |2‖2L2(T) + ‖∂pxf‖2L2(T) ≤M

′η′
2p

(p!)2, ∀p ≥ 1.

Lorsque u0 est analytique, il existe R0 > 1 et M0 > 0 tels que ∀x ∈ T,

‖∂p−1
x |u0|2‖2L2(T) + ‖∂pxu0‖2L2(T) ≤M0R

2p
0 (p!)2, ∀p ≥ 1.

La stratégie de recherche est d’utiliser la récurrence par rapport à p pour montrer qu’il existe R > 1 et
M > 0 tels que ∀t ∈ R,

‖∂p−1
x |u(t)|2‖2L2(T) + ‖∂pxu(t)‖2L2(T) ≤MR2p(p!)2, ∀p ≥ 1

si u est la solution de l’équation (1) associée à la donnée initiale u0. Comme la loi de conservation Ep est
sous la forme

Ep(u(t)) =

∫
T
∂p−1
x |u(t, x)|2 + |∂pxu(t, x)|2 + F

(
u(t, x), u(t, x), · · · , u(p−1)(t, x), u(p−1)(t, x)

)
dx

avec F un polynôme qui est au plus quadratique par rapport aux variables u(p−1), u(p−1), on va essayer
d’utiliser Ep pour boucler la récurrence et trouver le lien entre R et R0.

Pour cela, on va estimer la partie principale de F dans la section 3 en utilisant la méthode de série
génératrice et la méthode de la symétrisation. On va essayer de boucler la récurrence dans la section 4.
Après avoir obtenu le résultat négatif, on affaiblit la condition sur u0 pour que la récurrence puisse être
bouclée et on arrive à la première étape vers un résultat de régularité uniforme en grand temps dans une
classe plus faible des fonctions lisses.

2 Paire de Lax

Définition 2.1. Soit (X0, 〈·〉) un espace de Hilbert séparable avec une base hilbertienne (εn)n∈Z. Alors
u 7→ (un)n∈Z est un isomorphisme de X0 vers l2(Z), si u =

∑
n∈Z unεn. Soit une suite strictement positive

(θn)n∈Z telle que θ−n = θn et θn → +∞ si |n| → +∞. Soit

l2s := {(un)n∈Z ∈ CZ :
∑
n∈Z
|un|2θ2s

n < +∞} ∀s ∈ R.

On définit Xs := {
∑
n∈Z unεn : (un)n∈Z ∈ l2s}, qui admet une base hilbertienne (θ−sn εn)n∈Z, muni du

produit scalaire

〈u, v〉s :=
∑
n∈Z

unv̄nθ
2s
n si u =

∑
n∈Z

unεn v =
∑
n∈Z

vnεn (5)

Alors on appelle {Xs}s∈R une échelle des espaces de Hilbert.

Et on définit X∞ :=
⋂
s∈RXs et X−∞ :=

⋃
s∈RXs. {Hp(T)}p∈Z, {Hp(T;C2)}p∈Z sont deux échelles des

espaces de Hilbert utiles dans ce texte, où Hp(T;C2) = Hp(T) × Hp(T) est un espace de Hilbert avec

une base hilbertienne { e+n
〈n〉p ,

e−n
〈n〉p }n∈Z où e+

n (x) = einx
(

1
0

)
et e−n (x) = einx

(
0
1

)
, ∀p.
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Remarque 2.1.
⋂
p∈RH

p(T) = C∞(T).

Définition 2.2. Soient deux échelles des espaces de Hilbert {Xs}, {Ys} et une application linéaire
L : X∞ → Y−∞, on dit que L est un morphisme d’ordre d de {Xs} à {Ys} s’il existe s0, s1 ∈ [−∞,∞]
tels que L ∈ B(Xs, Ys−d) pour tout s ∈ [s0, s1].

Par exemple, les opérateurs pseudo-différentiels sont des morphismes de {Hp(T)}p∈R vers {Hp(T)}p∈R.
Les deux notions ’ordre’ cöıncident.

Soit {Zs} une échelle des espaces de Hilbert, s’il existe s∗ ≥ 0 et une forme symplectique ω bien définie
sur Zs, ∀s ≥ s∗, on dit que ({Zs}, ω) est une échelle des espaces de Hilbert symplectique. Soit H une
fonctionnelle de classe C1 définie sur Zs pour un certain s ≥ s∗, alors pour tout u ∈ Zs, il existe un
unique vecteur ∇ωH(u) ∈ Z−s tel que

ω(∇ωH(u), v) = 〈dH(u), v〉Z−s,Zs ∀v ∈ Zs (6)

parce que ω est non-dégénérée. On appelle ∇ωH le gradient symplectique de H.

Une équation de type Hamiltonienne générale dans l’échelle des espaces de Hilbert symplectique ({Zs}, ω)
est sous la forme

∂tu(t) = ∇ωH(u(t)) (7)

où u(t) ∈ Zs et ∂tu(t) ∈ Z−s, s ≥ s∗ ≥ 0.

Proposition 2.1. L’équation (1) admet une structure Hamiltonienne dans l’échelle des espaces de
Hilbert symplectique ({Hp(T)}, ω) avec ω(u, v) := Im

∫
T u(x)v(x)dx, avec l’énergie

H(u) :=
1

2

∫
T
|∇u(x)|2 + |u(x)|4dx

définie sur H1(T).

Définition 2.3. Une loi de conservation de l’équation (1) est une fonctionnelle E définie sur l’espace des
phases où l’équation (1) est (au moins localement) bien posée, qui reste invariante le long de la trajectoire
de l’équation (1), c’est-à-dire

E(u(t)) = E(u0) ∀t ∈ Imax,u0

si u résout l’équation (1).

Remarque 2.2.

E0(u(t)) =

∫
T
|u(t, x)|2dx

et

E1(u(t)) =

∫
T
|∂xu(t, x)|2 + |u(t, x)|4dx

sont respectivement les conservations de la masse et de l’énergie de l’équation de Schrödinger cubique
(NLS).
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2.1 Opérateurs de Zakharov-Shabat

Définition 2.4. On dit que l’équation (7), qui est définie dans une certaine échelle des espaces de Hilbert
symplectique ({Zs}, ω), admet une paire de Lax {L,B} s’il existe deux applications L:u 7→ Lu, B:u 7→ Bu
et deux nombres réels s0, d tels que
(a). ∀s ≥ s0, ∀u ∈ Zs, Lu et Bu sont des morphismes d’ordre d d’une échelle des espaces de Hilbert
additionnelle {Zs}, de plus si d ≤ r ≤ s, L: Zs → B(Zr;Zr−d), B: Zs → B(Zr;Zr−d) sont lisses.
(b). ∀u ∈ Z∞, u est une solution de l’équation (7) si et seulement si

d

dt
Lu(t) = [Bu(t),Lu(t)], ∀t (8)

L’équation hamiltonnienne (7) peut avoir plusieurs paires de Lax, si on rajoute des différentes {Zs}. Dans
ce cas, on va étudier ce qui est la plus simple et non-triviale.

Proposition 2.2. Supposons que l’équation (7) admette une paire de Lax et il existe χ0 ∈ Z∞ et λ ∈ C
tel que Lu(0)χ0 = λχ0. Supposons aussi que l’équation différentielle ordinaire{

χ′(t) = Bu(t)χ(t)

χ(0) = χ0

(9)

admet une unique solution χ(t) ∈ Z∞. Alors

Lu(t)χ(t) = λχ(t)

pour tout t.

Théorème 2.1. L’équation (1) admet une paire de Lax qui consiste en les opérateurs de Zakharov-Shabat
(L,B), qui sont définies dans la formule (3).

Pour tout u ∈ H2(T), les opérateurs Lu et iBu sont auto-adjoints non bornés dans L2(T;C2). De plus,
l’opérateur L2

u est maximal monotone et l’opérateur IdL2(T;C2) + h2L2
u est donc bijectif de H2(T;C2) à

L2(T;C2), pour tout h > 0. Comme l’identité IdHs(T;C2) : Hs(T;C2) ↪→ Hs−1(T;C2) est un opérateur de

Hilbert-Schmidt, ∀s ∈ R, (IdL2(T;C2) + h2L2
u)
−1

est donc un opérateur à trace dans L2(T;C2) pour h > 0.

Proposition 2.3. Si u0 ∈ C∞(T), u est la solution globale de l’équation (1). On rappelle que Bu(t) =(
2i∂2

x − i|u|
2

u′ + 2u∂x
ū′ + 2ū∂x −2i∂2

x + i|u|2
)

est un opérateur anti-adjoint défini sur L2(T;C2) pour tout t ∈ R et

t → Bu(t) est continue R → B(Hs(T;C2);Hs−2(T;C2)). Alors pour tout h0 ∈ L2(T;C2), l’équation
différentielle {

∂th(t) = Bu(t)h(t)

h(0) = h0

(10)

admet une unique solution h ∈ Cw(R;L2(T;C2))∩C1
w(R;H−2(T;C2)). Et on définit (U(t))t∈R une famille

des opérateurs dans L2(T;C2) telle que U(t)h0 := h(t). Alors U(t) est unitaire pour tout t ∈ R.

Remarque 2.3. Si H est un espace de Hilbert, l’espace Cw(R;H) consiste en toutes les fonctions
continues de R vers H où H est muni de sa topologie faible. Alors f ∈ Cw(R;H) si et seulement si
t 7→ 〈f(t), v〉H est continue, ∀v ∈ H. C1

w(R;H) = {f ∈ Cw(R;H) : t 7→ 〈f(t), v〉H ∈ C1(R)}.

Théorème 2.2. Si u0 ∈ C∞(T), u est la solution globale de l’équation (1) associée à u0, alors l’opérateur

Lu(t) est unitairement équivalent à Lu0
. La quantité Tr[(IdL2(T;C2) + h2L2

u)
−1

] est donc une loi de conser-
vation de l’équation (1), pour tout h > 0.
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2.2 Construction des lois de conservation

On a obtenu que (IdL2(T;C2) + h2L2
u)
−1

est un opérateur à trace. A l’aide du calcul pseudo-différentiel

semi-classique, la quantité Tr[(IdL2(T;C2) + h2L2
u)
−1

] se développe en série entière de h lorsque 0 < h� 1
et la coefficient de chaque terme h2p+2 est une loi de conservation de l’équation (1), qui contrôle la norme
Hp de la solution.

Le symbole de l’opérateur différentiel semi-classique

IdL2(T;C2) + h2L2
u =

(
1− h2∂2 + h2|u|2 h2[u,D]

h2[D, ū] 1− h2∂2
x + h2|u|2

)
= (1 + h2D2)IdL2(T;C2) + h2M(x)

est Q(x, ξ, h) = (1 + ξ2)I2 + h2M(x), où M(x) =

(
|u(x)|2 i∂xu(x)

−i∂xū(x) |u(x)|2
)

.

Remarque 2.4. Ici u dépend à la fois de t et de x. Mais on néglige t dans la formule pour simplifier.
De même pour M . La plupart des résultats dans cette sous-section ne dépendent pas explicitement de t
sauf les résultats concernant la loi de conservation.

Proposition 2.4. Il existe une suite des matrices de symbole Ak(x, ξ) =

(
A11
k (x, ξ) A12

k (x, ξ)
A21
k (x, ξ) A22

k (x, ξ)

)
où

Aijk (x, hD) ∈ Ψ−k−2(T) pour 1 ≤ i, j ≤ 2 et k ∈ N, telles que

(IdL2(T;C2) + h2L2
u(t))

−1 ∼
∑
k≥0

hkAk(x, hD) (11)

et

Ak(x, ξ) =
2iξ

1 + ξ2
∂xAk−1(x, ξ) +

1

1 + ξ2
(∂2
x −M(x))Ak−2(x, ξ), ∀k ≥ 2. (12)

Lemme 2.1. ∀k ≥ 2, il existe des fonctions lisses ck,α1,α2,··· ,αr ∈ S−k−2 avec r ≥ 1 et αj ≥ 0, tels que

Ak(x, ξ) =
∑
r≥1

∑
2r+α1+···+αr=k

ck,α1,α2,··· ,αr (ξ)∂
α1
x M(x)∂α2

x M(x) . . . ∂αrx M(x) (13)

et

ck+2(ξ) =
2iξ

1 + ξ2
ck+1(ξ) +

1

1 + ξ2
ck(ξ) avec ck(ξ) := ck,k−2(ξ). (14)

Corollaire 2.1.
1

2π

∫
R

c2p(ξ)

1 + ξ2
dξ = −2p+ 1

22p+2
, ∀p ≥ 1 (15)

Lemme 2.2. La quantité

Tk(u) :=
1

2π

∫∫
T×R

trAk(x, ξ)dξdx

est une loi de conservation de l’équation (1), pour tout k ∈ N.
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Remarque 2.5. T2p+1 ≡ 0 car A2p(x,−ξ) = A2p(x, ξ) et A2p+1(x,−ξ) = −A2p+1(x, ξ), ∀ξ ∈ R, ∀p ≥ 1,
qui est prouvé par récurrence à l’aide de la formule (12).

Théorème 2.3. Pour tout p ≥ 1 entier, il existe un polynôme Fp = Fp (z0, z0, · · · , zp−1, zp−1) : R2p → R,
qui est au plus quadratique par rapport aux variables zp−1 et zp−1 et

Ep(u) :=

∫
T

[
|u(p)(x)|2 + Fp

(
u(x), u(x), · · · , u(p−1)(x), u(p−1)(x)

)]
dx

est une loi de conservation de l’équation (1).

Démonstration. ∀p ≥ 1, en utilisant les formules (12), (13) avec
∫
T ∂xA2p+1(x, ξ)dx =

∫
T ∂

2
xA2p(x, ξ)dx =

0, on obtient que

T2p+2(u) =− 1

2π

∫∫
T×R

tr[M(x)A2p(x, ξ)]

1 + ξ2
dξdx

=−
∑

2r+α1+···+αr=2p
1≤r≤p

∫∫
R×T

c2p,α1,α2,··· ,αr (ξ)

2π(1 + ξ2)
tr[M(x)∂α1

x M(x)∂α2
x M(x) . . . ∂αrx M(x)]dxdξ

= : I1 + I2 + I3

où on applique le corollaire (2.1) à I1

I1 = −
∫
T

tr[M(x)∂2p−2
x M(x)]dx

∫
R

c2p,2p−2(ξ)

2π(1 + ξ2)
dξ = (−1)

p−1 2p+ 1

22p+1

∫
T
(∂p−1
x (|u(x)|2))2 + |∂pxu(x)|2dx

parce que ∂p−1
x M(x) =

(
∂p−1
x |u(x)|2 i∂pxu(x)
−i∂pxū(x) ∂p−1

x |u(x)|2
)

et σ(∂p−1
x M(x)) = {∂p−1

x |u(x)|2 ± |∂pxu(x)|}. En

faisant l’intégration par partie,

I2 =
∑

α1+α2=2p−4

C2p,α1,α2

∫
T

tr[M(x)∂α1
x M(x)∂α2

x M(x)]dx

=C(p)

∫
T

tr[M(x)(∂p−2
x M(x))2]dx+

∑
s+q+r=2p−4
s,q,r≤p−3

C(s, q, r)

∫
T

tr[∂sxM(x)∂qxM(x)∂rxM(x)]dx

Donc I2 =
∫
TH

(
u(x), u(x), · · · , u(p−1)(x), u(p−1)(x)

)
dx avec H est un polynôme qui est au plus qua-

dratique par rapport aux termes u(p−1)(x) et u(p−1)(x).

I3 =
∑

2r+α1+···+αr=2p
3≤r≤p

C2p,α1,α2,··· ,αr

∫
T

tr[M(x)∂α1
x M(x)∂α2

x M(x) . . . ∂αrx M(x)]dx

=
∑

3≤r≤p

∑
2r+β0+···+βr=2p

βi≤p−3

C(β0, β1, · · · , βr)
∫
T

tr[∂β0
x M(x)∂β1

x M(x)∂β2
x M(x) . . . ∂βrx M(x)]dx

=

∫
T
G
(
u(x), u(x), · · · , u(p−2)(x), u(p−2)(x)

)
dx
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où G est un polynôme. Alors on définit Ep(u) := (−1)
p−1 22p+1

2p+1 T2p+2(u).

Remarque 2.6. I1 + I2 est la partie principale de la loi de conservation Ep. I2 est étudiée en détail
dans la section suivante.

Corollaire 2.2. Soit p ≥ 1 entier, ∀u0 ∈ Hp(T), alors la famille {u(t)}t∈R reste bornée dans l’espace
Hp(T) où u est la solution globale de l’équation (1).

Corollaire 2.3. Si u0 ∈ C∞(T), alors u ∈ C∞b (R× T).

3 Partie principale de Ep

La suite de lois de conservation {Ep}p∈N construite dans la section précédente peut contrôler les normes
de Sobolev de u(t) pour tout t en fonction des normes de Sobolev de donnée initiale u(0). Certains
problèmes d’évolution pourraient être résolus par ces lois de conservation. Avant de commencer les études
de la régularité analytique uniforme de la solution, il faut obtenir et simplifier la formule explicite de la
partie principale de chaque Ep qui détermine le comportement de croissance Ep. ∀p ≥ 1,

Ep(u) =‖∂p−1
x |u|2‖2L2(T) + ‖∂pxu‖2L2(T)

+
(−4)p

(2p+ 1)π

∑
α1+α2=2p−4

∫
R

c2p,α1,α2
(ξ)dξ

1 + ξ2

∫
T

tr[M(x)∂α1
x M(x)∂α2

x M(x)]dx

+
(−1)p+122p+1

2p+ 1

∫
T
G
(
u(x), u(x), · · · , u(p−2)(x), u(p−2)(x)

)
dx

(16)

On appelle les premières deux lignes la partie principale de Ep :

PrEp(u)

:=‖∂p−1
x |u|2‖2L2(T) + ‖∂pxu‖2L2(T) +

(−4)p

(2p+ 1)π

∑
α1+α2=2p−4

∫
R

c2p,α1,α2
(ξ)dξ

1 + ξ2

∫
T

tr[M(x)∂α1
x M(x)∂α2

x M(x)]dx

Comme α1 + α2 + · · · + αr = 2p − 2r, lorsque r est grand, la somme α1 + α2 + · · · + αr devient petite.
Après l’intégration par partie, on peut donc supposer que le terme

(−1)p+122p+1

2p+ 1

∫
T
G
(
u(x), u(x), · · · , u(p−2)(x), u(p−2)(x)

)
dx

=
(−1)p+122p+1

2p+ 1

∑
3≤r≤p

∑
2r+β0+···+βr=2p

βi≤p−3

C(β0, β1, · · · , βr)
∫
T

tr[∂β0
x M(x)∂β1

x M(x) . . . ∂βrx M(x)]dx

=
(−1)p+122p+1

2p+ 1

∑
2r+α1+···+αr=2p

3≤r≤p

∫
R
−c2p,α1,α2,··· ,αr (ξ)

2π(1 + ξ2)
dξ

∫
T

tr[M(x)∂α1
x M(x)∂α2

x M(x) . . . ∂αrx M(x)]dx

est négligeable par rapport à la partie principale quand p � 1. En effet, si r ≥ 3, les degrés de dérivées
{βi}0≤i≤r sont petits par rapport aux α1, α2 dans le cas r = 2. Quand on boucle la récurrence, l’influence
du somme des termes

‖∂βix |u|2‖2L2(T) + ‖∂βi+1
x u‖2L2(T)
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est donc plus faible que celle-ci de PrEp(u).

Maintenant, nous allons nous concentrer sur la partie principale de Ep. Pour obtenir les estimations opti-

males, il faut d’abord calculer les coefficients
∫
R
c2p,α1,α2

(ξ)

1+ξ2 dξ. Afin de boucler la récurrence dans la section
4, on va utiliser l’intégration par partie comme la méthode que l’on utilise dans la preuve du théorème
2.3 pour diminuer la coefficient αi, si αi ≥ p− 1. On va prouver que

∫
T tr[M(x)∂α1

x M(x)∂α2
x M(x)]dx se

décompose comme une somme des termes
∫
T tr[∂2s

x M(x)(∂p−2−s
x M(x))2]dx pour 0 ≤ s ≤ p−2

3 .

3.1 Série génératrice

Le lemme 2.1 donne une expression de la terme Ak(x, ξ) en séparant les deux variables x et ξ. Néanmoins,
il est difficile de trouver les meilleures estimations à partir de la relation de récurrence de ck,α1,α2,··· ,αr (ξ)
individuelle. Les matrices ∂sxM(x) et ∂txM(x) ne commutent pas si s 6= t en général. Afin de résoudre ces
deux problèmes, on introduit la série génératrice

Pk,r(ξ;X1, X2, · · · , Xr) :=
∑

2r+α1+···+αr=k
α1,α2,··· ,αr≥0

ck,α1,α2,··· ,αr (ξ)X
α1
1 Xα2

2 · · ·Xαr
r (17)

associée à la suite (ck,α1,α2,··· ,αr (ξ))α1+···+αr=k−2r. Alors

ck,α1,α2,··· ,αr (ξ) = ∂α1

X1
∂α2

X2
· · · ∂αrXrPk,r(ξ; 0, 0, · · · , 0) (18)

La série génératrice permet de simplifier la relation de récurrence lorsque r ≥ 2 dans le lemme 2.1.

Proposition 3.1. ∀r ≥ 2 et ∀k ≥ 2r + 1, on a

Pk+1,r(ξ;X1, X2, · · · , Xr)

=
2iξ

1 + ξ2
(

r∑
s=1

Xs)Pk,r(ξ;X1, X2, · · · , Xr) +
1

1 + ξ2
(

r∑
s=1

Xs)
2Pk−1,r(ξ;X1, X2, · · · , Xr)

− 1

1 + ξ2
Pk−1,r−1(ξ;X2, · · · , Xr)

(Pk,r(ξ;X1, X2, · · · , Xr))k≥2r+1 est une suite récurrente linéaire à l’ordre 2 avec un terme non ho-

mogène Pk−1,r−1(ξ;X2, · · · , Xr). Alors elle est obtenue par récurrence par rapport à r. Son équation
caractéristique est

λ2 −
2iξ
∑r
s=1Xs

1 + ξ2
λ−

(
∑r
s=1Xs)

2

1 + ξ2
= 0

qui admet 2 racines λr,+ =
∑r
s=1Xs
1−iξ , λr,− = −

∑r
s=1Xs
1+iξ .

Comme le cas r = 2 est la partie principale, on va d’abord calculer les coefficients ck,α1,α2(ξ).
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Proposition 3.2. si k ≥ 5, la formule explicite de Pk,2(ξ;X1, X2) est donnée par

Pk,2(ξ;X1, X2)

=
iξ[(1 + iξ)k−4 − (iξ − 1)k−4]

(1 + ξ2)k−1
X2(X1 +X2)k−5 +

(1 + iξ)k−3 − (iξ − 1)k−3

2(1 + ξ2)k−1
(X1 +X2)k−4

+ 1k≥6

k−6∑
t=0

[
(−1)k+t

2(1 + iξ)k−4−t(1− iξ)t+5
+

(−1)t

2(1− iξ)k−4−t(1 + iξ)t+5

] t∑
j=0

(X1 +X2)k−6−jXj+2
2

Corollaire 3.1. Si k ≥ 5, alors on a

ck,α1,α2(ξ) =
iξ[(1 + iξ)k−4 − (iξ − 1)k−4]

(1 + ξ2)k−1

(
k − 5

α1

)
+

(1 + iξ)k−3 − (iξ − 1)k−3

2(1 + ξ2)k−1

(
k − 4

α1

)
+ 1k≥6

k−6∑
t=0

[
(−1)k+t

2(1 + iξ)k−4−t(1− iξ)t+5
+

(−1)t

2(1− iξ)k−4−t(1 + iξ)t+5

] t∑
j=0

(
k − 6− j

α1

) (19)

Proposition 3.3. Si p ≥ 2, ∀α1 ∈ [0, 2p− 4], on a
∫
R
c2p,α1,2p−4−α1

(ξ)

1+ξ2 dξ = −πp(2p+1)(2p−7−α1)
3·22p+1

(
2p−4
α1

)
+ π

22p+1

p(2p+1)(2p2−7p+9)
6

(
2p−5
α1+1

)
−
∑2p−7−α1

t=0
π(−1)t

22p+1

(
2p+1
t+5

)(
2p−6−t
α1+1

)∫
R
c2p+1,α1,2p−3−α1

(ξ)

1+ξ2 dξ = 0

Corollaire 3.2. ∃C > 0 constante telle que ∀p ≥ 2, ∀α1 ∈ [0, 2p− 4], α1 + α2 = 2p− 4, on a∣∣∣ ∫
R

c2p,α1,α2
(ξ)

1 + ξ2
dξ
∣∣∣ ≤ Cπ(2p+ 1)9p

22p+1

De plus, on peut calculer le cas où α1 = 0 et α1 = 2p− 4.

Corollaire 3.3. Si p ≥ 2, on a ∫
R

c2p,2p−4,0(ξ)

1 + ξ2
dξ =

πp(2p+ 1)

22p+1
(20)

Corollaire 3.4. Si p ≥ 2, on a ∫
R

c2p,0,2p−4(ξ)

1 + ξ2
dξ =

π(2p+ 1)(p− 1)

22p
(21)

3.2 Symétrisation de
∫
T tr[M(x)∂α1

x M(x)∂α2
x M(x)]dx

Pour boucler la récurrence et utiliser les lois de conservation construite dans le théorème 2.3, on estime
les termes dans la formule de Ep sous la forme ‖∂2j

x |u|2‖2L2 + ‖∂2j+1
x u‖2L2 .
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Théorème 3.1. Si 0 ≤ α1 ≤ 2p− 4, alors∫
T

tr[M(x)∂α1
x M(x)∂2p−4−α1

x M(x)]dx

=

b p3 c−1∑
s=0

(−1)p+α1+s

2

[(
p−3−α1+s
2s−1−α1

)
+
(
p−3−α1+s

2s−1

)
+ 2
(
p−3−α1+s

2s−α1

)
+ 2
(
p−3−α1+s

2s

)] ∫
T

tr[∂2s
x M(x)(∂p−2−s

x M(x))2]dx

+ (−1)α1

2 13|p−2

( 4p−8
3 −α1
2p−4

3

) ∫
T

tr[(∂
2p−4

3
x M(x))3]dx

avec la convention
(
m
n

)
= 0 si 0 ≤ m < n ou n < 0.

Lemme 3.1. ∀0 ≤ j ≤ p−2
3 , alors on a∣∣∣ ∫

T
tr[∂2j

x M(x)(∂p−j−2
x M(x))2]dx

∣∣∣
≤ C(‖∂2j

x |u|2‖2L2 + ‖∂2j+1
x u‖2L2)

1
4 (‖∂2j+1

x |u|2‖2L2 + ‖∂2j+2
x u‖2L2)

1
4 (‖∂p−j−2

x |u|2‖2L2 + ‖∂p−j−1
x u‖2L2)

(22)

où C > 0 est la constante de l’interpolation de Gagliardo-Nirenberg (23).

‖f‖L∞ ≤ C‖f‖
1
2

L2‖∂xf‖
1
2

L2 (23)

pour tout f ∈ H1(T) telle que f̂(0) = 1
2π

∫
T f = 0.

Si 0 ≤ α1 <
2p−4

3 , alors Tα1 possède bp+1
3 c termes.

Si 2p−4
3 ≤ α1 < p− 2, alors Tα1

possède p− 1− α1 termes.

Proposition 3.4. Si 0 ≤ s ≤ bp3c − 1, on a∣∣A(α1+1)
s

∣∣ ≤ ∣∣A(α1)
s

∣∣
Alors

∣∣A(0)
s

∣∣ = max0≤α1≤p−2

∣∣A(α1)
s

∣∣ = [
(
p−3+s

2s

)
+
(
p−2+s

2s

)
], pour tout s. Donc T0 =

∫
T tr[M(x)2∂2p−4

x M(x)]dx
est le terme principal parmi tous les Tα1 . Le théorème 3.1 implique le résultat suivant

Corollaire 3.5.∫
T

tr[M(x)2∂2p−4
x M(x)]dx

=1p≥3

b p3 c−1∑
s=0

(−1)s+p
[(
p− 3 + s

2s

)
+

(
p− 2 + s

2s

)]∫
T

tr[∂2s
x M(x)(∂p−2−s

x M(x))2]dx

+
13|p−2

2

( 4p−8
3

2p−4
3

)∫
T

tr[(∂
2p−4

3
x M(x))3]dx

(24)

Corollaire 3.6. Si 0 ≤ s ≤ bp3c − 2, on a ∣∣A(0)
s

∣∣ ≤ ∣∣A(0)
s+1

∣∣
Alors le terme principal est

∫
T tr[M(x)2∂2p−4

x M(x)]dx.
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4 Régularité analytique uniforme

Après avoir étudié la solution lisse et la propriété d’être bornée uniformément en temps dans le corollaire
2.3, on passe au cas où u0 est δ-analytique. On peut étudier la régularité analytique ponctuelle de la
solution de l’équation de Schrödinger sans utiliser la théorie de l’intégrabilité. En imitant la méthode
pour étudier la régularité de Gevrey de la solution périodique de l’équation de Navier-Stokes mentionnée
dans la référence [18] et la méthode pour étudier la régularité analytique de l’équation de Szégö mentionnée
dans la référence [19], on peut essayer de trouver une relation entre la norme de Gevrey de u(t)

‖u(t)‖Gσ(W ) :=
∑
k∈Z

eσ|k||û(k)|, σ = σ(t) > 0

et sa dérivée par rapport au temps. On rappelle que u est analytique avec le rayon plus grand que ρ si et
seulement si u ∈

⋂
0<σ<ρGσ(W ).

Théorème 4.1. Soit u0 ∈ Gσ(W ), pour un certain σ > 0. Alors la solution unique de l’équation (1)
satisfait u(t) ∈ Gτ(t)(W ), ∀t ∈ R, où τ(t) = σe−λ|t| avec λ > 0 qui ne dépend que de u0, p et σ. Plus
précisément, ∃C0 = C0(u0, p, σ) > 0 telle que supt∈R ‖u(t)‖Gτ(t)(W )

≤ C0.

La suite de lois de conservation {Ep}p∈N joue un rôle important de relier la trajectoire u(t) à la donnée
initiale u0, pour t arbitraire. Dans cette section, nous allons essayer de montrer la régularité analytique
uniforme en temps du flot de l’équation (1) en utilisant {Ep}p∈N construites dans le théorème 2.3. Dans
les estimations suivantes, on va majorer tous les termes par leurs valeurs absolues. Tous les C qui appa-
raissent dans cette section sont des constantes strictement positives universelles.

Rappelons que u0 est analytique ⇔ il existe R0 > 1 et M0 > 0 tels que ∀x ∈ T et ∀p ∈ N,

‖∂p−1
x |u0|2‖2L2(T) + ‖∂pxu0‖2L2(T) ≤M0R

2p
0 (p!)2, ∀p ≥ 1. (25)

par la proposition 1.1.

4.1 Récurrence

Sachant que l’équation (25), supposons qu’il existe deux constantes R > 1, M > 0 telles que

‖∂q−1
x |u(t)|2‖2L2(T) + ‖∂qxu(t)‖2L2(T) ≤MR2q(q!)2 ∀t ∈ R (26)

pour tout 1 ≤ q ≤ p− 1, il faut montrer que

‖∂p−1
x |u(t)|2‖2L2(T) + ‖∂pxu(t)‖2L2(T) ≤MR2p(p!)2 ∀t ∈ R

à l’aide des estimations dans la section précédente. Les paramètres R et M sont à déterminer à la fin. En
utilisant la formule (16), on a

‖∂p−1
x |u(t)|2‖2L2(T) + ‖∂pxu(t)‖2L2(T)

≤|Ep(u0)|+
p−3∑
α1=0

4p|Tα1
|

(2p+ 1)π

∣∣∣ ∫
R

c2p,α1,2p−4−α1
(ξ)

1 + ξ2
+
c2p,2p−4−α1,α1

(ξ)

1 + ξ2
dξ
∣∣∣

+
4p|Tp−2|

(2p+ 1)π

∣∣∣ ∫
R

c2p,p−2,p−2(ξ)

1 + ξ2
dξ
∣∣∣+

22p+1

2p+ 1

∣∣∣ ∫
T
G
(
u(t, x), u(t, x), · · · , u(p−2)(t, x), u(p−2)(t, x)

)
dx
∣∣∣
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avec Tα1 =
∫
T tr[M(x)∂α1

x M(x)∂2p−4−α1
x M(x)]dx, avec

|Tα1
|

≤



∑b p3 c−1
s=0

1
2

[(
p−3−α1+s
2s−1−α1

)
+
(
p−3−α1+s

2s−1

)
+ 2
(
p−3−α1+s

2s−α1

)
+ 2
(
p−3−α1+s

2s

)] ∣∣∣ ∫T tr[∂2s
x M(x)(∂p−2−s

x M(x))2]dx
∣∣∣

+ 1
213|p−2

( 4p−8
3 −α1
2p−4

3

)∣∣∣ ∫T tr[(∂
2p−4

3
x M(x))3]dx

∣∣∣ si 0 ≤ α1 ≤ 2p−4
3

∑p−2−α1

s=0
1
2

[(
p−3−α1+s

2s

)
+
(
p−2−α1+s

2s

)] ∣∣∣ ∫T tr[∂2s
x M(x)(∂p−2−s

x M(x))2]dx
∣∣∣ si 2p−4

3 ≤ α1 ≤ p− 2

par le théorème 3.1.

4.2 Estimation du terme spécial

Comme T0 est le terme principal parmi tous les Tα1
, il faut d’abord étudier le terme

N1 :=
4p|T0|

(2p+ 1)π

∣∣∣ ∫
R

c2p,0,2p−4(ξ)

1 + ξ2
+
c2p,2p−4,0(ξ)

1 + ξ2
dξ
∣∣∣

≤
b p3 c−1∑
s=0

4p

(2p+1)π

[(
p−3+s

2s

)
+
(
p−2+s

2s

)] ∣∣∣ ∫
R

c2p,0,2p−4(ξ)+c2p,2p−4,0(ξ)
1+ξ2 dξ

∣∣∣∣∣∣ ∫
T

tr[∂2s
x M(x)(∂p−2−s

x M(x))2]dx
∣∣∣

+
4p13|p−2

2(2p+ 1)π

( 4p−8
3

2p−4
3

)∣∣∣ ∫
R

c2p,0,2p−4(ξ)

1 + ξ2
+
c2p,2p−4,0(ξ)

1 + ξ2
dξ
∣∣∣∣∣∣ ∫

T
tr[(∂

2p−4
3

x M(x))3]dx
∣∣∣

=:N2

L’estimation (22) nous donne que le terme principal de
∫
T tr[M(x)2∂2p−4

x M(x)]dx est

PrT0 :=



1
2

( 4p−8
3

2p−4
3

) ∫
T tr[(∂

2p−4
3

x M(x))3]dx si p ≡ 2 (mod3)

[( 4p−13
3

2p−8
3

)
+
( 4p−10

3
2p−8

3

)] ∫
T tr[∂

2p−8
3

x M(x)(∂
2p−2

3
x M(x))2]dx si p ≡ 1 (mod3)

−
[( 4p−12

3
2p−6

3

)
+
( 4p−9

3
2p−6

3

)] ∫
T tr[∂

2p−6
3

x M(x)(∂
2p−3

3
x M(x))2]dx si p ≡ 0 (mod3)

Afin de bien estimer le terme N2, il faut estimer le terme

N3 :=
4p|PrT0|
(2p+ 1)π

∣∣∣ ∫
R

c2p,0,2p−4(ξ)

1 + ξ2
+
c2p,2p−4,0(ξ)

1 + ξ2
dξ
∣∣∣

=
3p− 2

2
|PrT0|

(27)

parce que le corollaire 3.3 et le corollaire 3.4 nous donnent que∫
R

c2p,0,2p−4(ξ)

1 + ξ2
+
c2p,2p−4,0(ξ)

1 + ξ2
dξ =

π(2p+ 1)(3p− 2)

22p+1
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En tout cas on a

|PrT0| ≤ N4 :=



CM
3
2R2p− 1

2

(
4p−8

3

)
!
(

2p−4
3

)
!
(

2p−1
3

)3√ 2p+2
3 si p ≡ 2 (mod3)

CM
3
2R2p− 1

2 ( 4p−4
3 )!( 2p−2

3 )! (p−2)(2p+1)2

4(p−1)(4p−7)

√
2p−2

3 si p ≡ 1 (mod3)

CM
3
2R2p− 1

2 ( 4p−12
3 )!( 2p−6

3 )!(2p− 4)( 2p
3 )

5
2 ( 2p−3

3 )2 si p ≡ 0 (mod3)

Afin de boucler la récurrence, il faut que

3p− 2

2
N4 ≤MR2p(p!)2

qui contredit la proposition suivante.

Proposition 4.1. ∀A ∈]1, ( 4
3 )

1
3 [,

N4 ≥ CM
3
2R2p− 1

2Ap(p!)2

4.3 Conclusion

Si la méthode introduite dans ce texte pouvait boucler la récurrence, alors ∀p ≥ 1 on aurait

2MR2p[p!]2

3p− 2
≥ N4 ≥ CM

3
2R2p− 1

2Ap[p!]2

Alors R ≥ C2

4 MA2p(3p− 2)2, ∀p ≥ 1 =⇒ R = +∞, absurde.

Malheureusement, la méthode de récurrence avec les lois de conservations contrôlant chaque norme de
Sobolev {Hp}p∈N introduite dans ce texte ne réussit pas de prouver la régularité analytique de la solution
de l’équation de Schrödinger cubique défocalisante définie sur le cercle T, à cause du fait que le rayon de
convergence R va devenir AR, pour un certain A > 1, quand on boucle la récurrence. Bien que l’intégration
par partie diminue la degré de dérivée α1 dans l’intégrale

∫
T tr[M(x)∂α1

x M(x)∂2p−4−α1
x M(x)]dx, elle va

faire apparâıtre un coefficient binomial A(α1)
s devant la terme

∫
T tr[∂2s

x M(x)(∂p−2−s
x M(x))2]dx. Lorsque

s = bp−2
3 c, le coefficient A(α1)

s devient trop grand pour boucler la récurrence.

Lorsque l’on estime ‖∂p−1
x |u(t)|2‖2L2(T) + ‖∂pxu(t)‖2L2(T), on majore tous les termes par ces valeurs abso-

lues. Il est probable que les termes trop grands qui sont toujours de même signe que ‖∂p−1
x |u(t)|2‖2L2(T) +

‖∂pxu(t)‖2L2(T). Dans ce cas, on peut directement supprimer ces termes. Mais il est difficile à trouver la
régularité de changement de signe.

Le résultat est imprévisible si on ne détaille pas le calcul. Bien que l’on n’arrive pas à prouver la régularité
analytique uniforme, cette méthode est remarquable parce qu’elle transfert un problème d’évolution en
un problème statique en utilisant les lois de conservations. L’approche que nous avons suivie nous a
permis de mieux comprendre comment utiliser la paire de Lax pour cette équation. En utilisant les lois
de conservations, nous avons établi la première étape vers un résultat de régularité uniforme dans une
classe plus faible de fonctions lisses. Si on remplace la condition u0 est analytique par la formule suivante,
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‖∂p−1
x |u0|2‖2L2(T) + ‖∂pxu0‖2L2(T) ≤MR

p(p−1)
2 , ∀p ≥ 1 (28)

on peut prouver que

‖∂p−1
x |u(t)|2‖2L2(T) + ‖∂pxu(t)‖2L2(T) ≤ 2MR

p(p−1)
2 , ∀p ≥ 1

pour tout t ∈ R, où u est la solution de l’équation (1) associée à la donnée initiale u0, si on néglige les
termes r ≥ 3 dans la formule explicite de Ep.

5 Appendice

5.1 Solution forte de NLS

Définition 5.1. Soit p > 1
2 , I est un intervalle de R, on dit que u est une solution de l’équation (1) de

classe Hp(T) définie sur l’intervalle I si u ∈ C(I;Hp(T)) et

u(t, x) = eit∆u0(x)− 2i

∫ t

0

ei(t−s)∆|u(s, x)|2u(s, x)ds, ∀x ∈ T (29)

où la famille (eit∆)t∈R est un groupe des opérateurs unitaires Hp(T)→ Hp(T), pour tout p ≥ 0, qui est
défini par

eit∆u(x) :=
∑
k∈Z

e−itk
2

û(k)eikx, ∀u ∈ Hp(T) et ∀t ∈ R

Remarque 5.1. J.Bourgain a prouvé dans son article [17] que ∀u0 ∈ L2(T), l’équation (1) admet une
unique solution dans l’espace C(R, L2(T)) ∩L4

loc(R× T). L’équation (2) est donc valable pour tout p ≥ 0

parce que |u(s, ·)|2u(s, ·) ∈ L 4
3 (T). Et on a le même résultat pour p ≥ 1.

Théorème 5.1. Soit p ≥ 1, ∀u0 ∈ Hp(T), l’équation (1) est globalement bien posée dans l’espace Hp(T).

Théorème 5.2. Si u0 ∈ C∞(T), alors ∀t ∈ R, u(t) ∈ C∞(Rt × Tx) où u est la solution de l’équation
(1).

5.2 Analyse semi-classique

∀u ∈ L2(T), si A ∈ S0

A(x, hD)u(x) :=
∑
n∈Z

A(x, hn)û(n)einx (30)
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