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1. Introduction

L’un des problèmes généraux de base de la théorie analytique des
nombres est de comprendre autant que possible les fluctuations de la
fonction de Möbius. L’un des problèmes généraux de base de la théorie
des systémes dynamiques est de comprendre la théorie ergodique, par
exemple, théorème ergodique de von Neumann et théorème ergodique
de Birkhoff.

Dans [S], Sarnak fait une conjecture (voir Conjecture 3.2) sur la fonc-
tion de Möbius et la théorie ergodique. On présente cette conjecture
dans la Section 3. Après qu’il a proposé cette conjecture, on a montré
que beaucoup de dynamiques pour lesquelles la conjecture est vraie.
(voir Section 4), par exemple, la dynamique d’un homéomorphisme
du cercle et la dynamique d’un intervalle d’entropie nulle [K]; la dy-
namique de type Toeplitz régulière [DK]; la dynamique symbolique
de rang un [B]; le flot linéaire affine d’un groupe abélien compact
d’entropie nulle [LS]; la dynamique d’une translation sur nilvariété [GT]
etc. Mais pour résoudre cette conjecture complètement, il y aurait un
long chemin à parcourir. De plus, il y a des auteurs qui considèrent la
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généralisation de cette conjecture, c’est-à-dire, à la place de la fonction
de Möbius, on considère des suites plus générales (voir Section 5), par
exemple, les suites B-libres [ELD] et les suites oscillantes [FJ].

2. Préliminaire: Introduction aux Systèmes Dynamiques

Dans cette section, on introduit les notions basiques sur les systèmes
dynamiques topologiques ou mesurés. Ensuite, on donne une classe
importante des systèmes dynamiques espace: les dynamiques symbol-
iques . Puis, on présente les théorèmes fondamentaux de la théorie
ergodique. Finalement, on introduit la notion la plus importante sur
les systèmes dynamiques topologiques: l’entropie topologique.

2.1. Systèmes dynamiques topologiques et mesurés. Un système
dynamique topologique (à temps discrets) est un couple (X, f) où X est
un espace topologique et f : X → X est une application continue.

Deux systèmes dynamiques topologiques (X, f) et (Y, g) sont (topologique-
ment) semi-conjugués s’il existe une application continue φ : X → Y
telle que φ ◦ f = g ◦ φ. On dit aussi que (Y, g) est un facteur de (X, f).

X
f //

φ
��

X

φ
��

Y
g // Y

On dit qu’ils sont (topologiquement) conjugués si φ est un homéomorphisme.

Exemple 2.1. Soit S1 := {e2iπθ|θ ∈ [0, 1[} un cercle. Soit Tα : S1 →
S1, e2iπθ 7→ e2iπ(θ+α) où α ∈ [0, 1[. Alors Tα est une fonction continue
sur S1, i.e. (S1, Tα) est une dynamique topologique pour chaque α ∈
[0, 1[. On peut montrer que pour tous α 6= β, les dynamiques (S1, Tα)
et (S1, Tβ) ne sont pas conjuguées.

Exemple 2.2. Soit T := R/Z un tore. Soit Sα : T → T, θ 7→ θ + α
mod 1 où α ∈ [0, 1[. Alors Sα est une fonction continue sur T, i.e.
(T, Sα) est une dynamique topologique. On peut aussi montrer que pour
tous α 6= β, les dynamiques (T, Sα) et (T, Sβ) ne sont pas conjuguées.
Mais pour même α, les dynamiques (T, Sα) et (S1, Tα) sont conjugués
par la fonction exponentielle.

Par la suite, on donne quelques notions basiques sur systèmes dy-
namiques topologiques.

• L’orbite de x est l’ensemble Orbf (x) := {fn(x)|n ∈ N} où
fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f .
• Un point x est dit périodique pour f s’il existe n ≥ 1 tel que
fn(x) = x.
• Un sous-ensemble fermé Y de X est dit minimal (pour f) si

elle est non vide, invariant par f (i.e. f(Y ) ⊂ Y ), et si Y ne
contient pas de fermé non vide et invariant par f autre que Y .
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Soit (X,B, µ) un espace mesuré et T : X → X une application
mesurable. On dit que (X,T,B, µ) est une dynamique mesurée si
l’application T préserve la mesure µ, i.e.

∀B ∈ B, µ(T−1(B)) = µ(B).

Exemple 2.3. Soit G un groupe localement compact. Alors il existe
une mesure de Haar λ qui est invarante par la transformation à gauche.
Soit Lg : G→ G, h 7→ gh une transformation à gauche où g ∈ G. Alors
(G,Lg) est une dynamique mesurée.

2.2. Dynamiques symboliques. On introduit une classe importante
de dynamiques, à savoir, systèmes dynamiques symboliques. Soit A =
{0, 1, · · · , d} un ensemble fini, dit alphabet. On considère l’ensemble des
configurations AZ l’ensemble des suites d’éléments de A. On munit AZ

de la topologie produit sur A, alors AZ est compact (par le Théorème
de Tychonov).

Ajoutons que AZ un espace métrisable par la distance d définie,
pour u = (un)n∈Z et w = (wn)n∈Z dans AZ , par :

d(u,w) = 2−k, où k = min
i≥0
{ui 6= wi ou u−i 6= w−i}.

L’action de décalage σ : AZ → AZ est définie par (σu)k = uk+1, qui
est continue. Soit Σ un sous-ensemble fermé invariant de AZ. Le couple
(Σ, σ) est appelé système dynamique symbolique bi-infinite.

De la même facon, on définit la dynamique symbolique droit-infinite
(AN, d, σ) où

d(u,w) = 2−k, où k = min
i≥0
{ui 6= wi} et u,w ∈ AN,

σ : AN → AN, (σu)k = uk+1.

Exemple 2.4. On présente deux exemples de dynamique symbolique.

• On dit que les dynamiques ({0, 1}Z, σ) et ({0, 1}N, σ) sont plein-
décalages.
• Soit A = {0, 1}. Soit F = {11}. On définit

AF = {x ∈ AZ|xnxn+1 /∈ F}.

Alors on dit que (AF , σ) est un sous-décalage avec mots
interdits F .

2.3. Théorie ergodique. Soit (X,T,B, µ) une dynamique mesurée,
on s’intéresse si la suite

1

n

n−1∑
k=0

f ◦ T k

est convergente et sa mode de convergence. On va présenter deux
théorèmes ergodiques plus célèbres.
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Théorème 2.1 (Théorème ergodique de von Neumann). Soit (X,T,B, µ)
une dynamique mesurée, et µ(X) < +∞. Soit f ∈ L2(X). Alors,

1

n

n−1∑
k=0

f ◦ T k → Pf dans L2, lorque n→∞,

où P est le projecteur orthogonal sur le sous-espace {f ∈ L2|f ◦T = f}.

On rappelle la définition d’espérance conditionnelle. Soit (X,F , P )
un espace probabilisé et soit f : X → Rn une fonction mesurable
intégrable. SoitH une sous tribu de F . Alors l’espérance conditionnelle
de f sachant H est une fonction H-mesurable, denoté par E[f |H], qui
satisfait ∫

H

E[f |H]dP =

∫
H

fdP, ∀H ∈ H.

L’existence de cette fonction est suivie par le théorème de Radon-
Nikodym-Lebesgue. On utilise la notation d’espérance conditionnelle
afin d’énoncer le théorème ergodique suivant.

Théorème 2.2 (Théorème ergodique de Birkhoff). Soit (X,T,B, µ)
une dynamique mesurée, et µ(X) < +∞. Soit f ∈ L1. Notons I =
tribu engendrée par {A ∈ B|T−1A = A}. Alors,

1

n

n−1∑
k=0

f ◦ T k(x)→ E[f |I](x) µ− p.p..

2.4. Entropie topologique. Ensuite, on introduit, la notion d’entropie
topologique, un concept important sur les dynamiques topologiques.
En effet, remarquons qu’il y a aussi la notion d’entropie mesurée qui
est très lié avec l’entropie topologique, à savoir, le principe variationnel.
Pour plus de détail, voir [KH].

Tout d’abord, on donne la définition du nombre de recouvrement.
Soit X un espace compact. Pour tout recouvrement ouvert U de X, on
note N(U) le cardinal minimal des sous-recouvrements finis de U . Pour
toute application continue T : X → X, on note T−1U le recouvrement
ouvert {T−1(U)}U∈U de X.

Soit V un recouvrement ouvert de X. On note U ∨ V le joint de U
et V :

U ∨ V = {U ∩ V |U ∈ U , V ∈ V}.
On définit par

(2·1) h(T,U) = lim
n→∞

1

n
logN(∨n−1i=0 T

−iU)

l’entropie de T pour le recouvrement ouvert U . L’existence de la limite
(2.3) est suivie par la sous-additivité. Ensuite, on définit par

h(T ) = sup
U
h(T,U),
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l’entropie de T où la borne supérieure est prise sur tous les recouvre-
ments ouverts U de X.

Proposition 2.3. Soient (X, f) et (Y, g) deux dynamiques topologiques.
Supposons (Y, g) est un facteur de (X, f). Alors h(g) ≤ h(f).

De plus, on présente deux entropies topologiques diffrentes: l’entropie
topologique par une suite ([G]) et l’entropie topologique pour une suite
bornée [T].

Soit (X,T ) une dynamique topologique. Soit U un recouvrement
ouvert de X. Soit T = {ti}i∈N une suite des entiers positives. On
définit par

hT (T,U) = lim
n→∞

1

n
logN(∨n−1i=0 T

−tiU)

l’entropie de T par la suit T pour le recouvrement ouvert U . L’existence
de la limite est suivie par la sous-additivité. Ensuite, on définit par

hT (T ) = sup
U
hT (T,U),

l’entropie de T par la suit T où la borne supérieure est prise sur tous
les recouvrements ouverts U de X. Pour plus de details, voir [G].

Soit f : N → C une suite bornée. On définit hsuite(f) l’entropie
topologique pour f comme le plus petit σ tel que pour tout ε > 0, pour
m assez grand, l’ensemble

{(f(n+ 1), . . . , f(n+m)) : n ∈ N} ⊂ Cm

peut être recouvré par O(exp(σm+ o(m))) boules du rayon ε.

Remarque 2.1. Si f est observable par une dynamique minimale
(X,T ) òu T (f(n)) = f(n + 1) pour tout n ∈ N et X = OrbT (f(0)).
Alors log hsuite(f) = h(T ).

3. La conjecture de Chowla et La conjecture de Sarnak

Dans cette section, on présente la fonction de Möbius, la conjecture
de Chowla, la conjecture de Sarnak et le lien entre elles.

La fonction de Möbius est la fonction µ : N\{0} → {−1, 0, 1} définie
par µ(1) = 1 et
(3·2)

µ(n) =

{
(−1)k si n est un produit des k nombres premiers distincts,

0 sinon.

La fonction de Möbius a été étudiée dans la théorie des nombres
depuis longtemps. Une question importante est l’étude des fluctuations
de la fonction de Möbius. On sait que la meilleure estimation des
fluctuations de la fonction de Möbius est la suivante. Pour tout A > 0,
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il existe une constante CA > 0 telle que pour tout n > 1 on a

(3·3) |
n∑
k=1

µ(k)| < CAn

(log n)A
.

De plus, le fait

(3·4) lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

µ(n) = 0,

qui est suivi par (3·3), est équivalent au théorème des nombres premiers;
l’assertion plus fort: pour tout ε > 0, il existe une constante Cε telle
que

|
n∑
k=1

µ(k)| < Cεn
1/2+ε,∀n > 0,

est équivalent à l’hypothèse de Riemann.
Il y a une conjecture célèbre dans la théorie des nombres qui est la

source de la conjecture de Sarnak (cf. [S]).

Conjecture 3.1 (La conjecture de Chowla). Soit m un entier. Soient
a1, a2, . . . , am ∈ {0, 1, 2} tels que au moin uns des ai est 1. Alors pour
tout m ∈ N, on a

lim
x→∞

1

x

∑
n≤x

µ(n+ 1)a1µ(n+ 2)a2 . . . µ(n+m)am = 0.

Conjecture 3.2 (La conjecture de Sarnak). Soit (X,T, d) une dy-
namique topologique d’entropie nulle. Alors pour tout x ∈ X et toute
f ∈ C(X), on a

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

µ(k)f(T k(x)) = 0.

Ensuit on presente la rasion ”philosophique” de la conjecture de
Sarnak. Soient f, g : N∗ → C. On dit qu’ils sont orthogonales si

lim
n→∞

n∑
k=1

f(n)g(n) = 0,

noté f ⊥ g. Par exemple, f = (0, 1, 0, 1, 0, 1 . . . ) et g = (1, 0, 1, 0, 1, 0 . . . )
sont orthogonales; f = (1, 1, 1, 1, 1, . . . ) et g = (1, 1

22
, 1
32
, 1
42
, . . . ) sont

aussi orthogonales.
Il y une qustion: est-ce que la fonction de Möbius est ”aléatoire”?

Si oui, est-ce qu’il est aléatoire fortement ou faiblement? Sarnak(2009)
pense que une fonction est ”aléatoire” ⇐⇒ µ ⊥ ν pour tout fonction
”déterministe” µ : N → C. Alors il y a une autre question: ce qui est
”déterministe”?

Soit (X,T ) une dynamique. On dit que ν est observable par (X,T )
s’il existe f ∈ C(X) et x ∈ X telles que ν(n) = f(T n(x)) pour tout
n ∈ N∗.
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Définition 3.1 (Sarnak 2009). ν est déterministe s’il est observable
par une dynamique d’entropie nulle.

Si on utilise la notion “orthogonales”, la conjecture de Sarnak peut
être ecrit comme suivante:

Conjecture 3.3 (La conjecture de Sarnak’). On a

µ ⊥ ν

pour tout ν déterministe.

Remarque 3.1. µ n’est pas déterministe.

En effet, la conjecture de Chowla est plus forte par la proposition
suivante.

Proposition 3.2 ([S], Théorème 5). La conjecture de Chowla implique
la conjecture de Sarnak.

Selon les fluctuations (3·3) de la fonction de Möbius, il y un théorème
ergodique suivant qui contient la fonction de Möbius comme poids.

Proposition 3.3 ([EKLD], Proposition 3.1). Soit (X,T,B, ν) une dy-
namique mesurée, et ν(X) < +∞. Soit f ∈ L1(X). Alors pour
ν − p.p. x ∈ X, on a

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

µ(k)f(T k(x)) = 0.

On considère la dynamique qui est générée par la suite de Möbius.
Soit β = (µ(1), µ(2), · · · ) ∈ {−1, 0, 1}N. Soit θ = (µ(1)2, µ(2)2, · · · ) ∈
{0, 1}N. Alors (Orbσ(θ), σ) et (Orbσ(β), σ) sont des sous-décalages. De

plus, on sait que (Orbσ(θ), σ) est un facteur de (Orbσ(β), σ) par la fonc-

tion de carré. Alors on peut montrer que la dynamique (Orbσ(θ), σ)
a l’entropie positive par le théorème suivant. Donc la dynamique
(Orbσ(β), σ) a aussi l’entropie positive par Proposition 2.3.

Théorème 3.4. [[S], Théorème 8] Soit (Orbσ(θ), σ) la dynamique defi-

ni ci-dessus. Alors on a σ : Orbσ(θ) → Orbσ(θ) est surjectif et
d’entropie topologique h(σ) = 6

π2 log 2.

Remarque 3.2. Selon Propositon 2.3 et Remarque 2.1, l’entropie topologique
de (µ2(n)) est 6

π2 et l’entropie topologique de (µ(n)) est positif.

3.1. Les conjectures liées au la conjecture de Sarnak. Danc cette
sous-section, on presente les versions différentes sur la conjecture de
Sarnak. D’abord, on introduit la version polynôme d’après Eisner [E].

Définition 3.5. Soit (X,T ) une dynamique topologique. Soit p : N→
N un polynôme. Soit T = {p(i)}i∈N. Alors l’entropie hT (T ) est appelé
l’entropie polynomial par p.
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Conjecture 3.4 ([E], Conjecture 2.3). On a

µ ⊥ ν ◦ p
pour tout ν observable par une dynamique minimale d’entropie nulle.

Conjecture 3.5 ([E], Conjecture 2.4). On a

µ ⊥ ν ◦ p
pour tout ν observable par une dynamique minimale d’entropie polyno-
mial nulle par un polynôme p.

Remarque 3.3. Les conjectures ne sont pas vrais sans l’hypothèse de
minimalité. Soit n ≥ 1,

a(n) =

{
µ(k) si n = k2 pour certain k ∈ N,

0 sinon.

Soit (X, σ) le sous-décalage généré par (a(n))n∈N qui n’est pas minimal.
Soit p(k) := k2. Alors

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

µ(k)f(T k
2

(x)) = lim
n→∞

µ2(k) =
6

π2
,

Ensuit, sans la vue dynamique, T. Tao [T] formule une conjecture
qui est équivalente à la conjecture de Sarnak.

Conjecture 3.6. On a
µ ⊥ f

pour tout {f(n)}n∈N une suite d’entropie 1.

4. Travaux sur la conjecture de Sarnak

Il y a beaucoup de résultats vers la conjecture de Sarnak, et on les
présente dans cette section.

Soit (X,T ) une dynamique topologique d’entropie nulle. On dit que
la fonction de Möbius est linéairement disjointe de la dynamique (X,T )
si la conjecture de Sarnak est vraie pour cette dyanmique, i.e. pour
tout f ∈ C(X) pour tout x ∈ X on a

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

µ(k)f(T k(x)) = 0.

(1) On sait que la dynamique de l’homéomorphisme du cercle (S1, T )
a l’entropie nulle (par définition d’entropie directement). Karag-
ulyan [K] a montré que

Théorème 4.1 ([K], Théorème 1.2). la fonction de Möbius est
linéairement disjointe de la dynamique de la homéomorphisme
du cercle.

De plus, il a montré dans le même article que
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Théorème 4.2 ([K], Théorème 1.1). la fonction de Möbius est
linéairement disjointe de la dynamique de l’intervalle d’entropie
nulle.

L’idée est suivi dune proposition d’ensemble ω−limite (qui
est défini comme un ensemble des valeurs d’adhérence d’orbite
de la dynamique) dans la dynamique du intervalle d’entropie
nulle par Ruette:

Proposition 4.3 ([R], Proposition 5.22). Soit (X,T ) une dy-
namique de l’intervalle d’entropie nulle. Si l’ensemble ω−limite
ω(x, T ) est infinite, alors pour tout m ∈ N, il exists sous-
intervalles fermées {Lkm}0≤k≤2n−1 telles que
(i) Lkm sont disjointes pour tout 0 ≤ k ≤ 2m − 1;

(ii) T (Lkm) = Lk+1 mod 2m

m ;
(iii) ω(x) ⊂ Lm := ∪0≤k≤2m−1Lkm.

(2) Dans [BSZ], Bourgain, Sarnak and Ziegler ont donné un critère
pour démontrer la conjecture de Sarnak.

Théorème 4.4 ([BSZ], Théorème 2). Supposons deux fonctions
F, ν : N → C tels que |F | ≤ 1, |ν| ≤ 1 et ν est multiplicatif.
Supposons pour toute paire de nombres premiers distincts p, q,∑

n≤N

F (pn)F (qn) = o(N),

Alors ∑
n≤N

ν(n)F (n) = o(N).

C’est une mthode importante, on donne une exemple.

Exemple 4.1. Soit (S1, Rα) une rotation sur le cercle.
Pour p, q nombres premiers distincts, on a

n∑
k=1

e2πipkαe2πiqkα =
n∑
k=1

e2πi(p−q)kα

bornée pour tout α ∈ R \ {0}. Donc

µ ⊥ e2πi•α

pour tout α ∈ R \ {0}.

(3) Soit (X,T ) une dynamique topologique. Un point x est régulièrement
récurrent si, pour tout ouvert U 3 x, l’ensemble des temps de
retour à U contient une progression arithmétique nZ. On dit
que une dynamique (X,T ) est du type Toeplitz si X = OrbT (x)
où x est un point régulièrement récurrent. De plus, la dy-
namique est appellé régulière si l’ensemble des points régulièrement
récurrents dans (X,T ) a la mesure pleine pour chaque mesure
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invariante sur X. Dans [DK], Downarowicz et Kasjan ont mon-
tré que

Théorème 4.5. Soit (X,T ) une dynamique du type Toeplitz
régulière. Alors la fonction de Möbius est linéairement disjointe
de la dynamique (X,T ).

(4) On se donne des suites d’entiers positifs (wn) et (an,i) pour
1 ≤ i ≤ wn − 1. On note

h0 = 1, hn+1 = wnhn +
wn−1∑
j=1

an,j.

Supposons que

∞∑
n=1

1

wnhn
(
wn−1∑
j=1

an,j) <∞.

On définit des mots Bn sur l’alphabet {0, 1} de facon récurrente,
par

B0 = 0, Bn+1 = Bn1an,1Bn · · ·Bn1an,wn−1Bn.

La dynamique symbolique de rang un (X,T ) est défini comme
une sous dynamique de plein-décalage ({0, 1}N, σ) et pour tout
(xn) ∈ X, pour tout s < t, (xs, . . . , xt) est une sous-suite de cer-
tain mot Bn. On sait que l’entropie d’une dynamique de rang
un est zero (plus généralement, on peut définir la dynamique de
rang fini par l’analogie et on sait que l’entropie d’une dynamique
de rang fini est zero). Alors, Bourgain montre le théorème suiv-
ant.

Théorème 4.6 ([B], Théorème 1). Soit (X,T ) une dynamique
de rang un. On suppose qu’il existe une constante C telle que

wn < C, an,j < C.

Alors la fonction de Möbius est linéairement disjointe de la dy-
namique (X,T ).

(5) Soit X un groupe abélien compact. Soit T : G→ G, x 7→ Ax+b
une fonction linéaire affine, où A est un automorphisme de X
et b ∈ X. Liu et Sarnak [LS] ont montré que

Théorème 4.7 ([LS], Théorème 1.1). Soit (X,T ) un flot linéaire
affine du groupe abélien compact d’entropie nulle. Alors la
fonction de Möbius est linéairement disjointe de la dynamique
(X,T ).
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Dans [LS], les auteurs considèrent aussi le flot distal non
linéaire S sur le tore T2 := R2/Z2 défini par

S

(
x
y

)
=

(
a 0
c d

)(
x
y

)
+

(
α
h(x)

)
où a, c, d ∈ Z tels que ad = ±1, α ∈ R et h est une fonction
analytique, c’est-à-dire,

h(x) =
∑
m∈Z

ĥ(m)e2πimx.

Ils ont démonstré que

Théorème 4.8 ([LS], Théorème 1.2). Soit (T2, S) un flot distal
non linéaire défini ci-dessus. Supposons qu’il existe une con-
stante c <∞ telle que

|ĥ(m)| � e−c|m|.

Alors la fonction de Möbius est linéairement disjointe de la dy-
namique (T2, S).

(6) Dans [W], Wang aussi considère les flots distals sur le tore T2

et il prolonge les travaux de Liu et Sarnak [LS]. De plus, il a
montré que

Théorème 4.9 ([W], Théorème 1.1). Soit (T2, T ) une dynamique
topologique qui satisfait

T (x, y) = (x+ α, y + h(x)),

où α ∈ [0, 1[ et h est une fonction analytique. Alors la fonction
de Möbius est linéairement disjointe de la dynamique (T2, T ).

En effet, dans sa démonstration, il utilse Theorem 4.4, la
fraction continue et Theorem suivante:

Théorème 4.10 ([F]). Soit (Ω, f, µ) une dynamique ergodique
uniquement (i.e. il y a une seul mesure invariante par f). Soit
h : ω → T1 une fonction continue. Soit T : ω × T1 → ω ×
T1, (x, y) 7→ (f(x), y+h(x). Alors exactement l’un des éléments
suivants est vrai:
(1) µ×mT1 est ergodique uniquement par T .
(2) Il exists une fonction mesurable g : ω → T1 et un entier

non-null s tel que sh(x) = g(T (x))− g(x).

(7) Soit G un groupe simplement connexe de Lie nilpotent avec
un sous-groupe discret et cocompact Γ, c’est-à-dire, G/Γ est un
nilvariété. Soit g : Z→ G un polynôme. Soit F : G/Γ→ R une
fonction Lipchitzienne. On sait que la dynamique (G/Γ, Lg) a
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l’entropie nulle, où g ∈ G et Lg : hΓ 7→ (gh)Γ. Alors Green et
Tao [GT] montrent que

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

F (g(k)Γ)µ(k) = 0.

Donc la fonction de Möbius est linéairement disjointe de la dy-
namique (G/Γ, Lg).

Il indique une exemple de la version polynômial de la conjec-
ture de Sarnak.

5. Généralisation de la conjecture de Sarnak

Dans cette section, on présente deux facons de généraliser la conjec-
ture de Sarnak.

Soit B = {bk : k ≥ 1} ⊂ N \ {0, 1} qui vérifie

∀1 ≤ k < k′, pgcd(bk, bk′) = 1,

et ∑
k≥1

1

bk
<∞.

Dans [EKLD], les auteurs considèrent les nombres B-libres, c’est-à-
dire, le nombre p ∈ N est B-libre si pgcd(p, bk) = 1 pour tout bk ∈ B.
Ensuite ils introduisent la suite B-libre η(n) qui est défini par

(5·5) η(n) =

{
1 si n est B-libre,

0 autrement.

Soit φ = (η(1), η(2), · · · ) ∈ {0, 1}N. Alors (Orbσ(φ), σ) est un sous-
décalage. Le théorème suivant contraste avec le Théorème 3.4.

Théorème 5.1 ([EKLD], Théorème 5.3). L’entropie topologique h(σ) =∏
k≥1(1−

1
bk

).

De plus, ils considèrent les conjectures de Chowla et de Sarnak selon
les nombres B-libres. Pour plus de détail, voir [EKLD].

On peut considérer l’autre direction de généralisation de la conjec-
ture de Sarnak. Dans [FJ], les auteurs considèrent les suites oscillantes,
c’est-à-dire, une suite complexe (cn) satisfaisant

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

cke
−2πikt = 0

pour tout t ∈ [0, 1[.
On remarque que la fonction de Möbius (µ(n)) est une suite oscillante

par (3·3). En effet, dans [FJ], ils démontrent que les suites oscillantes
sont linéairement disjointes de certaines dynamiques topologiques, par
exemple, la dynamique de Feigenbaum etc.
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6. Questions ouvertes

La conjecture de Sarnak est encore ouverte, parce que la classifi-
cation des dynamiques d’entropie nulle est un problème difficile. De
plus, la question de savoir si la disjonction sur une certaine dynamique
d’entropie nulle est également difficile, par exemple, les dynamiques de
rang fini.

Une autre question ouverte est la généralisation de la fonction Möbius
qui est suivie par les travaux de [EKLD] et [FJ]. Pour une certaine dy-
namique d’entropie nulle, une question est quelle est la condition suff-
isante (respectivement nécessaire) pour une suite qui est linéairement
disjointe de cette dynamique.
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