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1 Introduction

L'origine de la notion de moyennabilit�e vient du paradoxe de Banach-Tarski. En 1924 [2],
Banach et Tarski d�ecoupent la boule de R3 en un nombre �ni de parties, puis, en appliquant
uniquement des isom�etries, ils reconstruisent deux boules chacune identique �a la premi�ere. Cela est
contraire �a l'id�ee intuitive de volume, et, clairement, les morceaux ne sont pas Lebesgue-mesurables.
Pour comprendre la structure qui permet cela, �etant donn�ee une action d'un groupe sur un espace,
on d�e�nit :

D�e�nition 1.1. Soit un groupe G qui agit sur un ensemble X. On dit que l'action est paradoxale

s'il existe deux entiers positifs m et n et des sous-ensembles A1, A2, . . . , Am, B1, . . . , Bn de X deux-

�a-deux disjoints, ainsi que g1, g2, . . . , gm, h1, . . . , hn ∈ G tels que X =
⋃
gi(Ai) =

⋃
hi(Bi).

Avec cette notation, le paradoxe de Banach-Tarski dit que l'action des isom�etries de R3 sur
une boule est paradoxale. Cette propri�et�e est reli�ee �a la structure du groupe des isom�etries de R3.
En e�et, d�e�nissons qu'un groupe est paradoxal si l'action sur lui-m�eme par multiplication �a gauche
l'est. Alors pour une action paradoxale de G sur X, pour un point x ∈ X, en prenant des ensembles



obtenus comme images inverses d'un d�ecomposition paradoxale sur X par g → g.x on obtient une
d�ecomposition paradoxale sur G. Le groupe est donc paradoxal, et on peut aussi obtenir un r�esultat
inverse partiel (voir [31]) :

Proposition 1.2. Si G est paradoxale et agit librement sur X, alors cette action est paradoxale.

La structure recherch�ee se cache donc dans le groupe des isom�etries de R3. Cela donne une
premi�ere d�e�nition de moyennabilit�e :

D�e�nition 1.3. Un groupe est moyennable si et seulement s'il n'est pas paradoxale.

Il existe plusieurs autres d�e�nitions �equivalentes dans des domaines vari�es. Par exemple, la
d�e�nition consid�er�ee comme canonique est analytique, une autre est combinatoire, et une troisi�eme
utilise des marches al�eatoires. On les verra dans la prochaine section. Ce lien entre les domaines
rend encore plus int�eressant l'�etude de la moyennabilit�e, et certaines des �equivalences qu'on verra se
g�en�eralisent (voir section 4). Une autre justi�cation est le fait que certaines propri�et�es qu'on n'arrive
pas �a d�emontrer pour tous les groupes en g�en�eral sont vraies pour les groupes moyennables - c'est
par exemple le cas de la conjecture de Baum-Connes (d�emontr�ee pour les groupes moyennables par
Higsen et Kasparov [10]).

2 Moyennabilit�e

2.1 D�e�nitions

Commen�cons par la d�e�nition canonique de moyennabilit�e, donn�ee par John von Neumann.
On reprend les notations du livre de Juschenko en pr�eparation [12]. Soit G un groupe. Unemoyenne

(ou moyenne l∞) sur un ensembleX est une fonctionnelle lin�eaire µ sur l∞(X) qui v�eri�e µ(χX) = 1,
µ(0) = 0 et µ(f) ≥ 0 pour chaque f ≥ 0. Pour une fonction f sur un groupe G, on note Tgf : h 7→
f(g−1h) pour tout g ∈ G. Une moyenne sur un groupe G est invariante (�a gauche) si pour chaque
f ∈ l∞(G), g ∈ G,

µ(Tgf) = µ(f).

D�e�nition 2.1.1. Un groupe G est dit moyennable s'il admet une moyenne invariante.

Remarquons qu'en consid�erant la composition avec x 7→ x−1, une moyenne invariante �a gauche
devient invariante �a droite, ou l'inverse, donc on a le droit de parler de moyenne invariante sans
pr�eciser le c�ot�e. De mani�ere �equivalente, en passant par la dualit�e entre fonctionnelles et mesures,
on a

D�e�nition 2.1.2. Un groupe G est moyennable si et seulement s'il existe µ : P(G) → [0, 1] qui
v�eri�e µ(G) = 1, µ(∅) = 0,

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)

pour A ∩B = ∅ et

µ(gE) = µ(E)

pour tout g ∈ G, E ∈ P(G).
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Une telle ¾mesure¿ est dite moyenne sur les sous-ensembles de X. Il est assez claire que
l'existence d'une d�ecomposition paradoxale implique la non-moyennabilit�e. Le sens inverse a �et�e
montr�e par Tarski [29]. Cela montre l'�equivalence de la d�e�nition 2.1.1 avec la d�e�nition 1.3.

Pour un groupe topologique localement compact G, notons Prob(G) = {µ ∈ L1(G) : ‖µ‖1 =
1 et µ ≥ 0} pour L1 sur la mesure de Haar. �A partir de maintenant, tous les groupes seront discrets.
Dans ce cas, la mesure de Haar est juste la mesure de comptage. On peut donc passer de l'analyse
vers la combinatoire avec une chaine d'�equivalences :

Th�eor�eme 2.1.3. Consid�erons un groupe G. Alors on a une �equivalence entre :

1. G est moyennable.

2. (Condition de Reiter) Pour chaque E ⊂ G �ni et ε > 0, il existe µ ∈ Prob(G) tel que

‖Tsµ− µ‖1 ≤ ε pour tout s ∈ E.
3. (Condition de Følner) Pour chaque E ⊂ G �ni et ε > 0, il existe une ensemble �ni F

(appel�e ensemble de Følner) qui v�eri�e :

|sF 4 F | ≤ ε|F | pour tout s ∈ E.

Remarquons que pour ces d�e�nitions �equivalentes on n'a pas besoin de l'axiome du choix. Par
contre, la d�e�nition 2.1.1 avec les moyennes ne serait pas �equivalente sans cette axiome. M�eme sur
le groupe in�ni le plus simple, Z, on ne peut pas construire une moyenne invariante sans utiliser des
ultra�ltres. Dans la section 3, on parlera des questions autour des ensembles de Følner : leur taille,
s'ils peuvent �etre des boules, etc.

La condition de Følner donne deux propri�et�es importantes : un sous-groupe d'un groupe
moyennable est moyennable, et une r�eunion croissante de groupes moyennables est moyennable.
Formellement :

Proposition 2.1.4. Tout sous-groupe H d'un groupe moyennable G est moyennable.

D�emonstration. Soit R une choix de repr�esentants pour les classes �a droite H\G et soient E ⊂ H
�ni et ε �x�es. Soit F l'ensemble de Følner qu'on obtient sur G. Soit Fr = H.r∩F pour r ∈ R. On a
donc F = ∪rFr une union disjointe. Puisque E ⊂ H, on a |F4s.F | =

∑
r |Fr4s.Fr|, et donc, pour

au moins un r ∈ R tel que Fr 6= ∅, on a
∑

s∈E |Fr 4 s.Fr| ≤ ε|E||Fr|. Alors Fr.r−1 est l'ensemble
cherch�e.

Proposition 2.1.5. Soit Gi une suite de groupes moyennables tel que Gi ⊂ Gi+1 pour chaque i.
Alors G =

⋃∞
i=0Gi est moyennable.

D�emonstration. Tout ensemble �ni F est contenu dans Gi pour un certain i.

Si un groupe est engendr�e par un nombre �ni d'�el�ements, on dit qu'il est de type �ni. Alors
les deux propositions impliquent :

Proposition 2.1.6. Un groupe est moyennable si et seulement si chaque sous-groupe de type �ni

l'est.

Cela permet de travailler avec des groupes de type �ni, sur lesquels on peut utiliser la th�eorie
des graphes ainsi que la g�eom�etrie discr�ete de ces graphes. Plus pr�ecis�ement, pour un groupe G
avec un ensemble g�en�erateur S, on d�e�nit son graphe de Cayley comme le graphe dont les
sommets sont les �el�ements de G et (x, y) est une ar�ete si et seulement si x−1y ∈ S. Si on demande
de plus que S soit sym�etrique (S−1 = S), on peut penser au graphe de Cayley comme �a un
graphe non-orient�e. La condition de moyennabilit�e peut �etre exprim�ee �a l'aide de la constante
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isop�erim�etrique (appel�ee aussi constante de Cheeger). Elle est d�e�nie de la fa�con suivante. Soit H
un graphe (pas n�ecessairement �ni) dont tous les sommets ont un d�egr�e �ni. Si A ⊂ V (H), on
d�e�nit ∂A = {b ∈ V (H) \ A,∃a ∈ A : (a, b) ∈ E(H)} son bord. La constante isop�erim�etrique de H
est alors :

h(H) = min{|∂A|
|A|

: A ⊂ V (H) �ni, |A| ≤ 1

2
|V (H)|}.

Cela donne :

Lemme 2.1.7. Soit G un groupe de type �ni et S une ensemble g�en�erateur �ni. Alors G est

moyennable si et seulement si la constante isop�erim�etrique du graphe de Cayley associ�ee S est

strictement positive.

Voyons encore une derni�ere d�e�nition �equivalente, en utilisant les marches al�eatoires. Prenons
un groupe G. D'apr�es les propositions 2.1.4 et 2.1.5, on peut le consid�erer comme une union de sous-
groupes d�enombrables. On peut alors simpli�er nos notations en supposant que G est d�enombrable.
Soit p une loi de probabilit�e sym�etrique sur P(G), c'est-�a-dire p(x) = p(x−1) pour chaque x. On
associe �a (G, p) une matrice M de taille le cardinal de G tel que Mx,y = p(x−1y). C'est une matrice
stochastique sym�etrique qui d�ecrit la marche al�eatoire induite par p sur G. Puisqu'elle est sym�etrique
stochastique, son spectre est r�eel et est contenu dans [0, 1]. On note λ(G, p) = maxλ∈spec(G)λ. Le
crit�ere de Kesten [17] dit :

Th�eor�eme 2.1.8. Soit p une loi de probabilit�e sym�etrique sur un groupe d�enombrable G tel que le

support de p engendre G. Alors G est moyennable si et seulement si λ(G, p) = 1.

De cette mani�ere, on ne voit pas les marches al�eatoires. Mais en e�et, si on note e l'�el�ement
neutre de G et pn la probabilit�e de retour �a e apr�es n pas sachant qu'on a commenc�e en e, on a

λ(G, p) = lim sup
n

(pn)1/n.

La moyennabilit�e est aussi stable par passage au quotient, et, si G/H = K avec H et K
moyennables, alors G est moyennable.

2.2 Sous-groupes libres

Consid�erons le groupe engendr�e par deux �el�ements a et b tel que chaque mot r�eduit non-trivial
sur ces deux �el�ements ne donne pas l'identit�e. De fa�con �equivalente, on peut le consid�erer comme
l'ensemble de mots r�eduits muni de la concat�enation (puis r�eduction). On appelle cela le groupe
libre non-ab�elien �a deux g�en�erateurs, et on le note F2.

Lemme 2.2.1. Le groupe F2 est paradoxale.

On va m�eme exhiber une d�ecomposition associ�ee. Prenons les quatre ensembles A1, . . . , A4

des mots r�eduits qui commencent avec a, a−1, b et b−1 respectivement. Autrement dit, A1 =
{ax0x1 . . . xn sous forme r�eduite, n ∈ N, xi ∈ {a, a−1, b, b−1}}, etc. Alors A1 ∪ a.A2 = G. Voir sur la
�gure 1 le graphe de Cayley avec A1 repr�esent�e par des lignes en tirets (et en rouge si vous avez
imprim�e en couleur) et A2 par des lignes pointill�ees (bleus). De mani�ere similaire, A3 ∪ b.A4 donne
aussi le groupe tout entier. En ajoutant l'�el�ement neutre dans un de ces ensembles, on obtient une
d�ecomposition paradoxale. Avec la proposition 2.1.4, on a donc que chaque groupe qui contient un
sous-groupe libre est non-moyennable, ce qui donne la classe la plus �evidente d'exemples de groupes
non-moyennables. Le groupe des isomorphismes de R3 appartient �a celle-ci, c'est-�a-dire qu'il contient
un sous-groupe libre. Par contre, trouver un exemple en-dehors de cette classe n'est pas facile - la
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Figure 1 � Graphe de Cayley de F2

question de leur existence a m�eme �et�e formul�ee par Day dans les ann�ees 1950, ce qui �etait appel�e
le ¾probl�eme de von Neumann-Day¿. Le premier exemple a �et�e donn�e en 1980 et on en parlera
en d�etail dans la prochaine sous-section 2.3. Plus g�en�eralement, on ne sait m�eme pas si avoir un
sous-groupe libre est une condition g�eom�etrique (on expliquera ce que cela veut dire dans la section
5). Cela conduit �a une des grandes questions ouvertes dans le domaine - donner une condition de
moyennabilit�e alg�ebrique.

Les deux approches les plus connues pour chercher des sous-groupes libres sont le lemme du
ping-pong et l'alternative de Tits [30] :

Th�eor�eme 2.2.2. Alternative de Tits Soit G un sous-groupe de GLn(K) pour n ≥ 1 et K un

corps de caract�eristique z�ero. Alors soit G a un sous-groupe libre non-ab�elien, soit G a un sous-

groupe r�esoluble d'indice �ni.

Plus g�en�eralement, il y a une fonction n 7→ λ(n) telle que, ind�ependamment de K, si G n'a
pas de sous-groupe libre, il a un sous-groupe r�esoluble d'indice λ(n). Des th�eor�emes similaires ont
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�et�e d�emontr�es pour d'autres groupes, et on dit qu'une classe de groupes C satisfait l'alternative
de Tits si tout groupe de la classe poss�ede soit un sous-groupe libre soit un sous-groupe r�esoluble
d'indice �ni. Par exemple, Karras et Solitar [15, Th�eor�eme 3] ont montr�e que pour un groupe G
d�e�ni par une seule relation, soit il contient un sous-groupe libre, soit il est r�esoluble. Explicitons
ce que signi�e �etre d�e�ni par une seule relation. Pour cela, on a besoin d'un lemme. Consid�erons un
groupe G engendr�e par un ensemble S. Il y a un morphisme naturel du groupe libre sur S vers G.
On peut donc �ecrire G comme un quotient de ce groupe. On a donc :

Lemme 2.2.3. Tout groupe G est un quotient d'un groupe libre. De plus, si G est de type �ni, il

est quotient d'un groupe libre sur un nombre �ni de g�en�erateurs.

On consid�ere alors un groupe comme le quotient Fk/N d'un groupe libre Fk par un sous-
groupe normal N . Si dans une telle repr�esentation, N est engendr�e par un nombre �ni d'�el�ements
comme sous-groupe normal, alors on dit que Fk/N est de pr�esentation �nie. Si de plus il est
engendr�e comme sous-groupe normal par un seul g�en�erateur, on dit que Fk/N est d�e�ni par une
relation.

Un autre exemple est donn�e par les sous-groupes des groupes modulaires des surfaces de
Riemann [20] (c'est-�a-dire les classes d'isotopie des di��eomorphismes) sans trou et de caract�eristique
d'Euler n�egative. C'est aussi vrai [26] pour les groupes fondamentaux des vari�et�es M ferm�ees,
orientables et irr�eductibles de dimension 3 telles que H1(M,Z/pZ) ≥ 3 pour un p premier, ainsi que
pour [9, 8.2.F] les sous-groupes de groupes hyperboliques de Gromov. Pour une liste plus compl�ete,
voir le livre de Pierre de la Harpe [6, II.42].

2.3 Groupes de torsion

En 1902 William Burnside demande si chaque groupe de type �ni de torsion est �ni, c'est-
�a-dire s'il existe un groupe G in�ni de type �ni tel que pour chaque g ∈ G il existe p > 0 tel que
gp = Id. En 1964 la conjecture est r�efut�ee. Ici on s'int�eressera au probl�eme de Burnside born�e :
existe-t-il un nombre entier p et un groupe in�ni de type �ni G tel que gp = Id pour chaque g ∈ G ?
Cette question se ram�ene aux groupes de Burnside, qui sont des objets universels (dans un certain
sens). On d�e�nit B(m,n) comme le quotient de Fm par le sous-groupe normal engendr�e par les
gn pour g ∈ Fm. C'est un groupe de torsion n qui est universelle pour tous les groupes de torsion
n engendr�es par au plus m �el�ements. Le probl�eme de Burnside born�e demande alors s'il y a des
groupes de Burnside in�nis, et lesquelles. En 1968, Adyan et Novakov [22] d�emontrent que B(m,n)
est in�ni pour m ≥ 2 et n ≥ 4381 impaire.

Ol'shanskii d�eveloppe leur m�ethode et en 1980 [24] donne le premier exemple de groupe non-
moyennable sans sous-groupe libre. Plus tard dans la m�eme ann�ee, il pr�esente aussi des groupes
de torsion non-moyennables [23]. On obtient m�eme une propri�et�e plus forte : tous leurs sous-groupes
sont cycliques. C'est ce qu'on appelle les monstres de Tarski. Puisqu'un groupe non-moyennable est
toujours in�ni, cela implique qu'un nombre in�ni de groupes de Burnside sont in�nis.

En 1983 S. Adyan [1] montre que B(m,n) pour m ≥ 2 et n ≥ 655 impaire est non-moyennable
(et donc aussi in�ni). Dans [8] Grigorchuk d�ecrit un groupe de torsion in�ni moyennable. Mais c'est
une question ouverte [28] de savoir si un groupe de Burnside peut �etre in�ni et moyennable. Plus
g�en�eralement, on ne sait pas si un groupe peut �etre in�ni, moyennable et de torsion born�ee.

2.4 Groupe de Grigorchuk

Pour plus de r�ef�erences sur cette section, voir le livre de Pierre de la Harpe [6, Ch. VIII]. Notons
T l'arbre in�ni binaire. Ses sommets sont les suites �nies de {0, 1}, la suite vide �etant la racine.
On consid�ere les automorphismes qui pr�eservent la profondeur. Autrement dit, un automorphisme
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permute ou non les deux branches �a chaque sommet. Notons a l'automorphisme qui permute les
deux branches principales et rien d'autre. Autrement dit,

a(j1, j2, . . . , jk) = (j̄1, j2, j3, . . . , jk)

o�u j̄ = 1 − j. On d�e�nit aussi b, c et d par r�ecurrence. L'automorphisme b va agir comme a sur le
sous-arbre �a gauche (celui dont les sommets sont de la forme (0, j2, j3, . . . , jk)) et comme c �a droite.
De m�eme, c = (a, d), mais d = (1, b). Formellement :{

b(0, j2, j3, . . . , jk) = (0, j̄2, j3, . . . , jk)

b(1, j2, j3, . . . , jk) = (1, c(j2, j3, . . . , jk)){
c(0, j2, j3, . . . , jk) = (0, j̄2, j3, . . . , jk)

c(1, j2, j3, . . . , jk) = (1, d(j2, j3, . . . , jk)){
d(0, j2, j3, . . . , jk) = (0, j2, j3, . . . , jk)

d(1, j2, j3, . . . , jk) = (1, b(j2, j3, . . . , jk)).

Le groupe de Grigorchuk est alors Γ = 〈a, b, c, d〉 (le sous-groupe des isomorphismes de T
engendr�e par ces quatre �el�ements). Notons qu'on a a2 = b2 = c2 = d2 = 1 et aussi bc = cb = d.
Cela veut dire que pour chaque mot sur a, b, c, d qui est de longueur minimale pour l'�el�ement du
groupe qu'elle repr�esente, elle est de la forme ax1ax2 . . . xka, ax1 . . . xk, x1a . . . xka ou x1a . . . xk
pour x1, . . . , xk parmi b, c, d. Notons StΓ(k) le sous-groupe qui �xe les k premiers niveaux. Il agit
s�epar�ement sur chaque sous-arbre d�e�ni en prenant un sommet de profondeur k comme racine. On
peut v�eri�er que la restriction donne aussi un �el�ement de Γ. On a donc des morphismes naturels
StΓ(k) 7→ Γ2k . Consid�erons en particulier StΓ(3). D'apr�es les d�e�nitions on peut voir que pour
chaque �el�ement parmi b, c, d, on peut trouver une branche sur laquelle cet �el�ement agit trivialement
jusqu'�a cette profondeur. On peut utiliser cela et l'�ecriture ci-dessus pour d�emontrer :

Lemme 2.4.1. Soit l la m�etrique de longueur de mots, γ ∈ StΓ(3) et γ1, . . . , γ8 les restrictions de

γ sur les sous-arbres. On a donc :

8∑
i=1

l(γi) ≤
3

4
l(γ) + 8.

On peut aussi montrer que pour chaque γ ∈ Γ il existe N tel que γ2N = 1, mais que pour
chaque n il existe γ tel que γ2n 6= 1.

3 Croissance des groupes et des ensembles de Følner

Le groupe de Grigorchuk n'est pas seulement moyennable, mais, ce qui est plus fort, il est
de croissance interm�ediaire. D�e�nissons ce que cela veut dire. Pour un groupe G de type �ni, et
un ensemble S �ni g�en�erateur, on d�e�nit β(G,S, k) la taille de la boule autour de l'identit�e dans
le graphe de Cayley associ�e. On note ω(G,S) = lim supk

k
√
β(G,S, k). Si ω(G,S) > 1, on dit que

G est de croissance exponentielle (notons que ω(G,S) ne d�epend pas du choix de S �ni). Si
β(G,S, k) est major�ee par un polyn�ome, on dit que G est de croissance polynomiale. Sinon, si
β cro��t plus vite que chaque polyn�ome mais plus lentement que chaque exponentielle, on dit que
le groupe est de croissance interm�ediaire. Par exemple, dans le groupe de Grigorchuk on sait
que β(k) = β(Γ, {a, b, c, d}, k) ≤ (ω(Γ, {a, b, c, d}) + ε) �a partir d'un certain rang (par d�e�nition
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de limite sup�erieure). Si on applique �a cela le lemme 2.4.1 et le fait que StΓ(3) est d'indice 27 [6,
VIII.22], on obtient

β(k) ≤ DP (k)(ω + ε)
3
4

(k+27−1)+8

pour une constanteD et un polyn�ome P . Cela implique que ω ≤ (ω+ε)
3
4 . On a donc ω(Γ, {a, b, c, d}) =

1 et le groupe de Grigorchuk n'est pas de croissance exponentielle. On peut montrer aussi qu'il n'est
pas de croissance polynomiale [6, VIII.63].

Si un groupe n'est pas de croissance exponentielle, on peut montrer qu'une sous-suite des
boules autour l'identit�e forment des ensembles de Følner. En e�et, si ω(G,S) < 1 + ε, alors �a partir
d'un certain k, β(G,S, k) < (1 + ε)k. Cela implique que l'on peut en extraire une sous-suite de
boules telle que le bord est toujours plus petit que ε fois l'int�erieur. En proc�edant par extraction
diagonale, on obtient le r�esultat. Par contre, l'inverse n'est pas vrai. Consid�erons par exemple le
produit en couronne Z/2Z o Z. Ces �el�ements sont les paires (f, z) avec f ∈ ⊕∞i=−∞Z/2Z, parfois
appel�e con�guration, et index z ∈ Z. Le produit est d�e�ni par :

(f1, z1).(f2, z2) = (T z2f1 + f2, z1 + z2)

o�u T z2f1(x) = f1(x − z2). Une fa�con de penser �a ce groupe est fournie par l'�etude des deux
g�en�erateurs (δ0, 0) et (0, 1). Le premier, appliqu�e �a un �el�ement du groupe, change la con�gura-
tion au point d�enot�e par l'index. Le deuxi�eme change l'index en 1. Il est facile de voir qu'ils forment
une semi-groupe libre, ce qui donne aussi une croissance exponentielle. Par contre il est moyennable,
et m�eme r�esoluble. Un exemple d'ensembles de Følner pour ce groupe est l'ensemble Fn des (f, k)
tels que supp(f) ⊂ [[−n . . . n]] et k ∈ [[−n . . . n]]. Son bord est toujours constitu�e uniquement des
paires (f,−n − 1) et (f, n + 1), avec f qui v�eri�e les m�emes conditions, et devient donc de plus

en plus petit par comparaison. Plus pr�ecis�ement, |∂Fn||Fn| = 2
2n+1 , ce qui converge vers 0. La question

suivante reste ouverte. Peut-on choisir pour chaque groupe moyennable certaines boules comme
ensembles de Følner ? Si l'on sait que la croissance est interm�ediaire ou polynomiale, c'est vrai,
mais dans ce cas la question se pose de savoir si on peut choisir toutes les boules comme des en-
sembles de Følner. Plus g�en�eralement, pour un groupe moyennable on d�e�nit la fonction de Følner
FølG(n) = min(|V |) pour V tel que |∂V |/|V | ≤ 1/n, et une direction de recherche possible est de
comprendre son comportement asymptotique.

4 Marches al�eatoires åt in�egalit�es isop�erim�etriques

Consid�erons dans cette section un graphe Γ avec une loi de probabilit�e sym�etrique p. On dit
qu'il satisfait une in�egalit�e F-isop�erim�etrique (pour une fonction F) si pour tout ensemble �ni A ⊂ Γ
on a

F(|A|) ≥ κ|∂A|

pour une constante κ. Pour F(t) = t on dit simplement in�egalit�e isop�erim�etrique et la plus grande
constante est donc la constante isop�erim�etrique. Dans cette section, on s'int�eressera au cas o�u
cette constante vaut z�ero. Si c'est un graphe de Cayley, c'est le cas moyennable. Notons qu'un
graphe de Cayley d'un groupe G satisfait une in�egalit�e F-isop�erim�etrique d�es que F est croissante
et F(t) ≥ t/Føl−1

G (t− 1) pour tout t pour lequel cela est d�e�nit.
Le pro�l isop�erim�etrique donne les bornes suivantes sur la probabilit�e de retour. La borne

sup�erieure est [32, Th�eor�eme 14.3] :

Th�eor�eme 4.1. Soit F : R+ → R+ telle que f : t 7→ t/F(t) soit croissante. Si (Γ, p) est F-
isop�erim�etrique pour une constante κ, alors pour tout x, y ∈ Γ :
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p2n(x, y) ≤ 2α(n),

o�u pn(x, y) est la probabilit�e d'aller de x �a y en n pas (autrement dit, pn est la n-i�eme convolution

de p) et α est la solution de α(0) = 1,

α′(t) = − α(t)

8κ2(f(4/α(t)))2
.

En particulier, c'est vrai pour un graphe de Cayley et une fonction f = F−1 o�u F ≤ FølG.
On notera an 4 bn s'il existe des constantes C ≥ c > 0 telles qu'�a partir d'un certain rang

an ≤ C sup{bk : cn ≤ k ≤ Cn}. C'est une notation plus g�en�erale que le comportement asymptotique
au sens classique : par exemple, une suite de la forme e−λnQ(n) pour un λ > 0 et un polyn�ome
Q est, dans notre notation, �equivalente �a e−n. Si F(t) = t1−1/d (en particulier, pour un graphe de
Cayley avec β(n) < nd en reprenant la notation de section 3, la borne donne pn(x, y) 4 n−d/2). De
m�eme, si pour un 0 < α ≤ ∞ on a F(t) = t/(log 2 + t)1/α (en particulier pour un graphe de Cayley
avec β(n) < exp(nα) pour 0 < α ≤ 1), on obtient

pn(x, y) 4 exp(−n
α
α+2 ).

Pour la borne inf�erieure on a [32, Th�eor�eme 14.22] :

Th�eor�eme 4.2. Soit v : N → [2,∞[ croissante telle que v ≥ β et telle que n 7→ n2/ log v(n) soit

croissante et ne soit pas born�ee. Alors

p2n(x, x) ≥ 1

3V (x,w(6n))
,

o�u w(n) = min{k : n ≤ k2 log v(k)} et V (x, n) est le volume de la boule de centre x et de rayon n.

Notons que pour un graphe de Cayley, V (e, n) vaut simplement β(n). Pour les polyn�omes cela
donne : si V (x, n) 4 nd alors p2n(x, x) < (n log n)−d/2. Pour les fonctions exponentielles on a que si
V (x, n) 4 expnβ avec 0 < β < 2 alors

p2n(x, x) < exp(−n
β

2−β ).

Alors pour un graphe de Cayley dont on sait que β(n) ≈ exp(nα), avec 0 < α ≤ 1, on a :

exp(−n
α
α+2 ) 4 pn(e, e) 4 exp(−n

α
2−α ).

5 Quasi-isom�etries

Soient X et X ′ deux espaces m�etriques. Une fonction φ : X 7→ X ′ est appel�ee un plongement

quasi-isomorphe s'il existe des constantes λ ≥ 1 et C ≥ 0 telles que pour tout x, y :

1

λ
d(x, y)− C ≤ d′(φ(x), φ(y)) ≤ λd(x, y) + C.

C'est une quasi-isom�etrie si de plus il existe D ≥ 0 tel que chaque point de X ′ est �a distance
plus petite que D d'un point de φ(X). On s'int�eressera ici aux groupes de type �ni avec lam�etrique

de longueur de mots. D�e�nissons-la. Soit G un groupe de type �ni et S un ensemble g�en�erateur
�ni. La distance pour la m�etrique de longueur de mots entre g et h est la longueur minimale d'un
mot sur S qui repr�esente g−1h. De fa�con �equivalente, c'est la m�etrique d�e�nie par la distance sur le
graphe de Cayley. On en d�eduit un r�esultat important :
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Proposition 5.1. Soit G un groupe de type �ni et S et S′ deux ensembles g�en�erateurs. Alors G
avec la m�etrique de longueur de mots sur S est quasi-isom�etrique �a G avec la m�etrique de longueur

de mots sur S′.

La notion de quasi-isom�etrie de groupes est alors bien d�e�nie pour les groupes de type �ni.
Il est g�en�eralement di�cile de savoir s'il existe une quasi-isom�etrie sauf si on peut en exhiber une.
De m�eme, �a part dans les cas simples, la non-existence est elle aussi tr�es di�cile �a d�emontrer. Les
propri�et�es pr�eserv�ees par quasi-isom�etrie sont consid�er�ees comme des propri�et�es g�eom�etriques. La
moyennabilit�e en fait partie. On peut d�emontrer cela en utilisant la condition de Følner. Par contre,
on ne sait pas si deux groupes, l'un avec un sous-groupe libre et l'autre sans, peuvent �etre quasi-
isom�etriques. Le type de comportement asymptotique (comme d�e�ni dans la derni�ere section 4) est
aussi pr�eserv�e par quasi-isom�etries, ainsi que le type de croissance. Par contre, une autre question
ouverte est de savoir si deux groupes, l'un de torsion et l'autre non, peuvent �etre quasi-isom�etriques.

6 Propri�et�es reli�ees

6.1 Bord de Poisson

Consid�erons un groupe G d�enombrable, avec une mesure de probabilit�e µ. On s'int�eresse aux
marches al�eatoires dont le pas est la multiplication (�a droite) par des �el�ements du groupe. Autrement
dit, si on se trouve sur g en un temps donn�e, la probabilit�e de se retrouver en h au prochain pas
est µ(h−1g). Pour une distribution initiale p0, on d�e�nit sur Gk+1 une mesure µ∗kp0(g0, . . . , gk) =
p0(g0)

∏k
i=1 µ(gig

−1
i−1). Elle donne la probabilit�e d'avoir suivi une trajectoire pr�ecise. �A la limite elle

donne la mesure de Markov sur GZ+ . Ici on s'int�eresse au mesure de Markov P# qu'on obtient
si on prend la mesure de comptage comme distribution initiale. Elle est invariante par le d�ecalage
sur le temps T et on d�e�nit alors

D�e�nition 6.1.1. Le bord de Poisson de (G,µ) est l'espace des composantes ergodiques de (GZ+ , P#)
par rapport �a T .

Pour voir une autre d�e�nition on peut partir d'une �equivalence sur les trajectoires in�nies.
On dit que (g0, g1, . . . ) et (h0, h1, . . . ) sont �equivalentes s'il existe i et j tels que pour chaque k ∈ N
on ait gi+k = hj+k. Autrement dit, si elles sont �egales �a partir d'un certain rang �a un d�ecalage pr�es.
En prenant l'enveloppe mesurable (qui permet de passer �a un quotient avec une mesure - voir par
exemple [13] pour d�etails) on obtient une d�e�nition �equivalente qui repr�esente le bord de Poisson
comme un espace de probabilit�e.

Un grand int�er�et de cela est la formule de Poisson. On dit qu'une fonction f est µ-harmonique
si pour tout h ∈ G

f(h) =
∑
g∈G

µ(g)f(g−1h).

La formule de Poisson donne une isomorphisme entre l'espace H∞(G,µ) des fonctions born�ees
µ-harmoniques et L∞ du bord de Poisson ∂µ. Formellement, elle s'�ecrit f(g) = 〈F, gν〉 o�u ν est la
mesure harmonique pour la distribution initiale δe. En particulier, on s'int�eresse au cas o�u le bord
de Poisson est trivial (r�eduit �a un point). On aurait alors que les seules fonctions harmoniques sur
le groupe engendr�e par supp(µ) sont les constantes. On d�e�nit :

D�e�nition 6.1.2. Une paire (G,µ) est liouville si le bord de Poisson ∂µ associ�e est trivial.

Il y a plusieurs exemples de groupes qui admettent des marches liouvilles et des marches
non-liouvilles (voir [7],[13]). Le premier exemple de quasi-isom�etrie entre des marches liouvilles et
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non-liouvilles dans le contexte plus g�en�eral de graphes vient de Terry Lyons [18]. Par contre, on
ne sait pas encore si �etre liouville est stable quand on se restreint aux µ sym�etriques de support
�ni qui engendrent G. Si toute telle mesure est liouville, on dit que le groupe est liouville. Ici, on
consid�ere les mesures µ sym�etriques qui engendrent G, mais pas n�ecessairement de support �ni. On
peut d�emontrer qu'il existe un tel µ avec (G,µ) liouville si et seulement si le groupe est moyennable.
Dans un sens, on a en plus un r�esultat constructif - on construit une moyenne invariante comme la
limite asymptotique des moyennes de Cesaro des convolutions de µ.

Voyons un exemple dans lequel on s'int�eresse au bord de Poisson :

6.2 Le groupe de Thompson

Il s'agit d'un groupe tr�es fondamental qui a des applications [11] en th�eorie des nœuds et
en th�eorie des repr�esentations. On peut trouver des descriptions de ses propri�et�es dans l'article de
Cannon, Floyd et Parry [5] ou dans la th�ese de James Belk [3]. Un fa�con naturelle de le d�e�nir est
comme le groupe des hom�eomorphismes lin�eaires par morceaux de [0, 1] qui pr�eservent l'orientation,
avec un nombre �ni de morceaux dont les extr�emit�es sont dyadiques et les pentes sont des puissances
de 2. Il est de type �ni et les g�en�erateurs canoniques A et B sont :

A(t) =


t
2 0 ≤ t ≤ 1

2

t− 1
4

1
2 ≤ t ≤

3
4

2t− 1 3
4 ≤ t ≤ 1

et

B(t) =


t 0 ≤ t ≤ 1

2
t
2 + 1

4
1
2 ≤ t ≤

3
4

t− 1
8

3
4 ≤ t ≤

7
8

2t− 1 7
8 ≤ t ≤ 1.

L'autre repr�esentation canonique est donn�ee par des paires d'arbres. Les intervalles dyadiques
standards s'ins�erent dans une arbre naturellement :

[0, 1]

[0, 1
2 ]

[0, 1
4 ]

. . . . . .

[1
4 ,

1
2 ]

. . . . . .

[1
2 , 1]

[1
2 ,

3
4 ]

. . . . . .

[3
4 , 1]

. . . . . .

ce qui permet de coder chaque sous-division de l'intervalle sur un sous-arbre. Par exemple, si les
extr�emit�es de nos intervalles sont 1

2 ,
5
8 et 3

4 on obtient :

·
· · ·

En codant la division en intervalles de la fonction, ainsi que la division en intervalles sur
laquelle cette division est envoy�ee, comme les fonctions sont lin�eaires par morceaux, cela code toute
l'information. On peut montrer que cela donne une isomorphisme entre le groupe de Thompson F
et des paires d'arbres binaires v�eri�ant certaines conditions.
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Une question ouverte c�el�ebre est de savoir si le groupe de Thompson est moyennable. Un
r�esultat partiel est que chaque marche simple donne un bord de Poisson non-trivial, d'o�u le groupe
n'est pas liouville avec la d�e�nition ci-dessus. Ce r�esultat a �et�e d�emontr�e par Pavlo Mischenko [21]
puis renforc�e par Vadim Kaimanovhich [14]. On va donner les id�ees de la preuve de Kaimanovich. Il
consid�ere une autre repr�esentation du groupe, et pour arriver au r�esultat, il explicite un quotient du
bord pour la marche simple sur les deux g�en�erateurs canoniques. Il voit le groupe comme un sous-
groupe du groupe des hom�eomorphismes de R lin�eaires par morceaux, en utilisant un changement
de coordonn�ees τ : [0, 1]→ R introduit par Brin et Squier [4] :

τ(
1

2n
) = n+ 1, n ≤ −1

τ(1− 1

2n
) = n− 1, n ≥ 1.

Les fonctions dans l'image ont aussi des �ns de morceaux dyadiques et des pentes qui sont
des puissances de 2. Kaimanovich associe �a chaque �el�ement g une con�guration Cg, c'est-�a-dire
une fonction de Z[1

2 ] dans Z avec la formule :

Cg(γ) = log2 g
′(γ + 0)− log2 g

′(γ − 0).

Avec la formule de d�erivation de fonctions compos�ees il obtient une r�egle de composition
similaire au produit dans le produit en couronne. Apr�es, il d�emontre que la marche al�eatoire induite
sur Z[1

2 ] est transiente et utilise cela pour obtenir que la con�guration associ�ee se stabilise pour une
marche simple sur le groupe. On obtient un espace de con�gurations limites, et la comptabilit�e avec
le produit du groupe montre que c'est un quotient du bord de Poisson. Finalement, il d�emontre
qu'il est impossible que toutes les marches sur cette mesure convergent vers la m�eme con�guration.

6.3 Propri�et�e de Kazhdan

Dans cette section, les groupes ne sont plus n�ecessairement discrets, mais simplement sup-
pos�es localement compacts. La propri�et�e (T) est introduite par Kazhdan en 1967 [16]. Une de ces
applications initiales est de d�emontrer qu'une certaines grande classe de r�eseaux ne contient que
des r�eseaux de type �ni. Un r�eseau Γ sur un groupe localement compact G est un sous-groupe
discret tel que Γ/G ait une mesure de probabilit�e invariante par G. Maintenant on conna��t d'autres
applications, par exemple en th�eorie des graphes [19] et en th�eorie ergodique [27]. Consid�erons une
espace de Hilbert H et son groupe unitaire U(H). C'est le groupe d'op�erateurs lin�eaires inversibles
born�es H → H tels que pour tout ξ, η on ait

〈Uξ, Uη〉 = 〈ξ, η〉.

Une repr�esentation unitaire de G dansH est un homomorphisme de groupes π : G→ U(H)
fortement continu, c'est-�a-dire tel que g → π(g).ξ est continu pour chaque ξ. C'est une condition
vide dans le cas d'un groupe discret.

D�e�nition 6.3.1. Soit (π,H) une repr�esentation unitaire d'un groupe topologique G.
� Pour un sous-ensemble Q ⊂ G et un nombre r�eel ε > 0, un vecteur ξ ∈ H est (Q, ε)-

invariante si :

sup
x∈Q
‖π(x).ξ − ξ‖ < ε‖ξ‖.

� La repr�esentation admet un vecteur invariant non-nul s'il existe un ξ 6= 0 tel que π(g).ξ = ξ
pour tout g ∈ G.
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Notons que si un vecteur est (Q, ε)-invariant, alors il est ((Q ∪ Q−1)n, ε/n)-invariant pour
tout n. De plus, si Q′ ⊂ Q, il est (Q′, ε)-invariante. On aura donc le droit de �xer Q comme un
ensemble g�en�erateur dans le cas d'un groupe discret, ou plus g�en�eralement dans le cas compactement
engendr�e.

D�e�nition 6.3.2. Soit G un groupe topologique. On dit qu'un ensemble Q ⊂ G est de Kazhdan

s'il existe ε > 0 tel que toute repr�esentation qui admet un vecteur (Q, ε)-invariante admet aussi

un vecteur invariant non-nul. Si le groupe contient un ensemble de Kazhdan compact, on dit que le

groupe admet le propri�et�e (T) de Kazhdan.

On peut d�emontrer que chaque groupe G admet (G,
√

2) comme paire de Kazhdan. Tout
les groupes compacts, en particulier les groupes �nis, v�eri�ent donc la propri�et�e (T). Consid�erons
alors un groupe G localement compact qui n'est pas compact. Dans th�eor�eme 2.1.3 on a vu des
d�e�nitions �equivalentes pour les groupes discrets, mais en fait la condition de Reiter reste vraie pour
les groupes localement compacts. Si G est moyennable, pour la repr�esentation r�eguli�ere �a gauche
π(g)(f)(h) = f(g−1h) sur Prob(G), cela donne des vecteurs invariants pour toute paire (Q, ε). Mais
cette repr�esentation n'a clairement pas de vecteur invariant. La propri�et�e (T) de Kazhdan est alors
plus forte que la non-moyennabilit�e.

Elle est strictement plus forte - il y a plein d'exemples justi�ant cela. On peut d�emontrer
qu'elle passe au quotient. En prenant par exemple un groupe libre non-ab�elien, il n'a donc pas la
propri�et�e (T) de Kazhdan car il a plein de quotients qui ne l'ont pas (par exemple Z2). Ces propri�et�es
donnaient une id�ee [28] d'approche sur l'existence de groupes in�nis moyennables de torsion born�ee.
Puisque chaque tel groupe est un quotient d'un groupe de Burnside, si on d�emontre le propri�et�e
(T) pour tous les groupes de Burnside, cela donnerait une r�eponse n�egative. Mais en 2016 Osajda
[25] d�emontre que B(m, kn) n'a pas la propri�et�e (T) de Kazhdan pour tout k > 0 et m,n tels que
B(m,n) est in�ni. Il reste une question ouverte consistant �a d�emontrer que B(m, p) ne la v�eri�e
pas pour p premier (et grand).

Dans l'autre direction, un r�esultat classique est que pour un corps local K, c'est-�a-dire un
corps non-discret localement compact (par exemple R), SLn(K) et Sp2n(K) ont la propri�et�e (T)
pour tout n.
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