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Abstract

Dans cette introduction au domaine de recherche on explique en bref les bases nécessaires de
la théorie de processus stochastiques: les notions de martingale, intégrale stochastique, proces-
sus d’Itô. Ensuite on discute les problèmes qui apparaissent naturellement dans la modélisation
par processus stochastiques et le rôle d’algorithmes de discrétisation de processus. Après on
passe à la présentation des méthodes qui utilisent des grilles aléatoires de discrétisation pour
le rebalancement optimal de systèmes stochastiques et l’estimation de processus.

1 Processus stochastiques en temps continu

Le Mouvement Brownien et Martingale

Le Mouvement Brownien joue le rôle principal dans la théorie de processus stochastiques. C’est le
processus de base pour la construction de processus plus compliqués.

Définition 1. Un processus stochastique W = {W
t

: t > 0} avec des trajectoires continues dans
R s’appelle un mouvement brownien standard linéaire si

1. W0 = 0,

2. W a des incréments stationnaires et indépendants.

3. W
t

�W
s

est une variable normale de moyenne 0 et variance t� s, 0 6 s < t.

Un mouvement brownien peut être vu comme une limite de marches aléatoires simples. Plus
précisément, considérons une marche aléatoire simple {Y0, Y1, . . . , } avec les incréments i.i.d. de
moyenne 0 et variance 1. Soit Z une fonction linéaire constante par morceaux de [0, 1] à R définie
par

Z

✓
t

n

◆
= Y

t

, for t = 0, . . . , n,

et par continuation linéaire en d’autres points. Quand on prend des valeurs de n plus grandes, la
loi de trajectoires de Z devient plus proche de la loi du mouvement brownien standard. En e↵et,
on peut vérifier que la loi de Z(1) converge vers la loi de N (0, 1) par le théorème centrale limite.
Plus généralement, la loi de Z(t) converge vers N (0, t) dans un sens plus général de processus
stochastiques. Ce résultat s’appelle le théorème de Donsker.
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Une autre façon de démontrer l’existence de mouvement brownien est d’utiliser directement un
théorème général de la théorie de la mesure dit le théorème d’existence de Kolmogorov.

Le mouvement brownien appartient à une classe des processus importante que l’on appelle
martingales.

Définition 2. Soit (⌦,F , (F
t

)
t>0,P) un espace de probabilité filtré. Un processus aléatoire M =

(M
t

)
t2[0,T ] est une F-martingale si

• M est F-adapté,

• E[|M
t

|] < 1 pour tout t 2 [0, T ],

• E[M
t

|F
s

] = M
s

pour tout s, t 2 [0, T ] tels que s 6 t.

On donne deux autres généralisations des martingales.

Définition 3. Un processus aléatoire M = (M
t

)
t2[0,T ] est une F-martingale locale s’il existe une

suite de temps d’arrêt (⌧
i

)
i>0 telle que

• 8i > 0 ⌧
i

< ⌧
i+1 p.s.,

• ⌧
i

! +1 p.s. lorsque i ! +1,

• pour tout i le processus M i

t

= Mmin(t,⌧i), t 2 [0, T ] est une martingale.

Définition 4. Un processus aléatoire S = (S
t

)
t2[0,T ] est une F-semimartingale (continue) si S

peut être représenté comme
S
t

= A
t

+M
t

, t 2 [0, T ],

où M est une F-martingale locale et A est un processus continu adapté à variation bornée.

On remarque que dans ce travail on considère que des processus continus.

Intégrale stochastique et processus d’Itô

Définition 5. On définit la variation infinitésimale d’ordre p d’un processus X sur [0, T ] associée
à une subdivision ⇧

n

= (t
n

, . . . , t
n

) de [0, T ] par:

V p

T

(⇧
n

) =
nX

i=1

|X
t

n
i
�X

t

n
i�1

|p.

Si V p

T

(⇧
n

) a une limite dans un certain sens (convergence Lp , convergence p.s.) lorsque ⇡
n

:=
max

i

|tn
i

� tn
i�1| ! 0, la limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous l’appellerons variation

d’ordre p de X sur [0, T ] . En particulier:

• si p = 1, la limite s’appellera variation totale de X sur [0, T ],

• si p = 2, la limite s’appellera variation quadratique de X sur [0, T ] notée hXi
T

.

Théorème 1.1. (Décomposition de Doob-Meyer) Si M est une martingale continue de carré
intégrable (E(M2

t

) < 1 pour tout t), alors hMi est l’unique processus croissant continu nul en 0
tel que M2 � hMi soit une martingale.
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On veut donner un sens à la variable aléatoire:
Z

T

0
�
s

dW
s

Lorsque l’on intègre une fonction g par rapport à une fonction f dérivable, si g est régulière, on
définit son intégrale comme:

Z
T

0
g(s)df(s) =

Z
T

0
g(s)f 0(s)ds.

Si jamais f n’est pas dérivable mais simplement à variation bornée, on s’en sort encore en définissant
l’intégrale par:

Z
T

0
g(s)df(s) = lim

⇡n!0

n�1X

i=0

g(t
i

)(f(t
i�1)� f(t

i

)).

L’intégrale ainsi définie s’appelle intégrale de Stieljes. Dans notre cas, le mouvement brownien
n’est pas à variation bornée, donc on ne peut pas définir cette limite trajectoire par trajectoire.
Par contre, comme il est a variation quadratique finie, il est naturel de définir l’intégrale par
rapport au mouvement brownien comme une limite dans L2 de cette variable aléatoire.

Z
T

0
�
s

dW
s

= lim
⇡n!0

n�1X

i=0

�
ti(Wti+1 �W

ti).

La limite est au sens de la convergence des variables aléatoires dans L2(⌦). Pour cela nous allons
donc devoir imposer au processus � d’être dans L2(⌦, [0, T ]).

Propriétés de X
t

=
R
t

0 �sdWs

:

• X
t

est p.s. continu,

• X
t

est F-martingale,

• la variation quadratique de X est

hXi
t

=

Z
t

0
�2
s

ds.

Une classe importante de processus est la classe des processus d’Itô.

Définition 6. Un processus d’Ito est un processus de la forme

X
t

= X0 +

Z
t

0
µ
s

ds+

Z
t

0
�
s

dW
s

, (1.1)

avec X0 F0-mesurable, µ et � deux processus F-adaptés vérifiant les conditions d’intégrabilité:

Z
t

0
|�

s

|2ds < 1 p.s.,

Z
t

0
|µ

s

|ds < 1 p.s.
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On note de manière infinitésimale:

dX
t

= µ
s

ds+ �
s

dW
s

.

Le théorème suivant dit que toute martingale adaptée à la filtration d’un mouvement brownien
peut être écrite comme un processus d’Itô.

Théorème 1.2. (Théorème de représentation des martingales) Si M
t

est une �(W
s

, 0 6 s 6 t)-
martingale (locale) continue, il existe un processus K �(W

s

, 0 6 s 6 t)-adapté tel que

M
t

= M0 +

Z
t

0
K

s

dW
s

.

Processus de di↵usion

Tout comme on définit la notion d’équation di↵érentielle ordinaire, on peut définir la notion
d’équation di↵érentielle stochastique. Typiquement, une équation di↵érentielle stochastique (EDS)
s’écrit sous la forme

dX
t

= b(t,X
t

)dt+ �(t,X
t

)dW
t

, X0 = x, (1.2)

avec b et � des applications boréliennes de R⇥ [0, T ] dans R.

Définition 7. Un processus X est une solution forte de l’EDS (1.2) si c’est un processus F-adapté
(où F est la filtration engendrée par W ) satisfaisant

Z
t

0
|b(s,X

s

)|ds+
Z

t

0
�(s,X

s

)2d
s

< 1, 8t 2 R+ p.s.

et qui vérifie

X
t

= x+

Z
t

0
b(s,X

s

)ds+

Z
t

0
�(s,X

s

)dW
s

, 8t 2 R+ p.s.

Ces équations n’ont pas toujours de solutions. Pour assurer l’existence et l’unicité d’une solu-
tion, on a besoin de 2 types de conditions. Une première qui assure l’unicité de la solution grâce au
caractère contractant (Lipschitz) des fonctions b et �. Une deuxième qui assure que le processus
n’explose pas en temps fini afin qu’il soit bien défini sur tout R+.

Théorème 1.3. Supposons que les fonctions b et a satisfont les conditions:

1. Il existe une constante L > 0 telle que

|b(t, x)� b(t, y)|+ |�(t, x)� �(t, y)| 6 L|x� y| (1.3)

2. Il existe une constante C > 0 telle que

|b(t, x)|2 + |�(t, x)|2 6 C(1 + |x|2), (1.4)

pout tout (t, x, y) 2 R+ ⇥ R2.

Alors l’EDS (1.2) admet une unique solution.
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2 Modélisation stochastique

La plupart de modèles d’équations di↵érentielles stochastiques sont développés suivant la même
procédure que pour les equations di↵érentielles ordinaires. Le processus est étudié sur une petite
intervalle de temps �t. L’information sur le changement du processus sur cette intervalle mène à
une equation quand on passe à changements infinitésimals (�t ! 0). La di↵érence c’est que dans
le cas stochastique un �t fini donne un modèle aléatoire discret.

Modélisation par des processus stochastique consiste des étapes suivants:

• Choix de modèle, qui possiblement dépend d’un ensemble de paramètres. Ici l’intuition sur
les phénomènes réels peut aider, ainsi que la compréhension pour quoi ce modèle va être
utilisé.

• Estimation du modèle (si dépend de paramètres) à partir de données réelles (estimation
statistique, calibration, etc.). Dans le cas de modélisation par un processus en temps continu
l’estimation statistique est un peu di↵érent par rapport au cas discret: on n’observe pas les
trajectoires entiers mais juste un ensemble fini de ses points, ce fait rend l’estimation encore
plus compliquée.

• Utilisation de résultats théoriques sur le modèle, simulation, méthodes de Monte Carlo.
Simulation en combinaison avec les méthodes de Monte Carlo est un outil très puissant car
beaucoup de quantités nécessaires généralement peuvent pas être calculées analytiquement .

• Interaction avec un système du monde réel que l’on suppose d’être ”proche” du modèle
stochastique choisi. Un règle interaction peut être représenté par un processus de contrôle
déterministe ou stochastique, ou un algorithm qui est modifié de la façon adaptative quand
des nouvelles informations arrivent.

Simulation

Pour un processus de di↵usion X défini par une equation (1.2) la schéma de simulation d’Euler-

Maruyama (X̄N

ti
)0iN

avec le pas de temps
T

N
est définie par la récurrence suivante:

8
<

:
X̄N

0 = X0 = x

X̄N

ti+1
= X̄N

ti
+ bN

ti

T

N
+ �N

ti

�
W

ti+1 �W
ti

�
, t

i

=
iT

N
,

(2.1)

où
bN
ti

= b(t
i

, X̄N

ti
), �N

ti
= �(t

i

, X̄N

ti
).

Ce qui est important sur un schéma de discrétisation c’est l’ordre de convergence vers le vrai
processus quand N ! 1, dans Lp et p.s. Si l’ordre est bon, les propriétés du processus simulé vont
être proches de celles du vrai processus, sinon la simulation peut mener à des résultats erronés.
Ici on énonce deux résultats classiques sur la convergence du schéma d’Euler-Maruyama discrète
dans Lp et p.s. La condition de régularité suivante sera utilisé dans la suite:

9� 2 [0, 1], 9C
b,�,T

> 0, tq 8s, t 2 [0, T ], 8x, y 2 Rd,

|b(t, x)� b(s, y)|+ k�(t, x)� �(s, y)k 6 C
b,�,T

(|t� s|� + |y � x|). (2.2)
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Théorème 2.1. Supposons que les coe�cients b et � de l’EDS (1.2) satisfont à la condition de
régularité (2.2) pour une constante réelle C

b,�,T

> 0 et une exposante � 2 (0, 1]. Supposons aussi
que b et � satisfont à la condition de croissance linéaire (1.4). Alors le schéma d’Euler-Maruyama
(X̄N

t

)
t2[0,T ] converge vers (X

t

)
t2[0,T ] dans chaque Lp, p > 0, tel que X0 2 Lp et pour tout n > T

����� sup
t2[0,T ]

|X
t

� X̄
t

|

�����
p

= O

 ✓
1

n

◆
�

+

r
1 + log n

n

!
.

Maintenant on présente un résultat sur la convergence p.s. du schéma d’Euler-Maruyama et
l’ordre de cette convergence.

Théorème 2.2. Si (2.2) est vérifié et si X0 est p.s. fini, alors le schéma d’Euler-Maruyama
(X̄N

t

)
t2[0,T ] converge p.s. vers la di↵usion X pour la norme de supremum sur [0, T ]. Puis, pour

chaque ↵ 2 [0,min(�, 12))
n↵ sup

t2[0,T ]
|X̄n

t

�X
t

| ! 0.

Cependant si les hypothèses des théorèmes précédents ne sont pas satisfaites, la convergence
peut être très lente. Dans le papier récent [4] il a été démontré qu’il existe des equations
di↵érentielles stochastiques avec des coe�cients C1 et globalement bornés pour lesquelles la schéma
d’Euler converge vers la solution dans le sens fort mais à une vitesse plus lente que la vitesse poly-
nomiale. Dans l’article succédant [5] un résultat plus fort est démontré, notamment que pour
toute arbitrairement lente vitesse de convergence il existe des EDS (en toute dimension d > 4)
avec des coe�cients C1 globalement bornés telles qu’aucune méthode d’approximation basée sur
un nombre fini d’observations (à des dates déterministes) du mouvement brownien correspondant
ne peut converger dans L1 vers la solution plus vite qu’à la vitesse donnée. Donc la question
naturelle est si cette situation peut être résolue en utilisant des grilles de discrétisation aléatoires
basées sur la simulation des temps d’arrêt.

Estimation statistique de processus

Pour extraire de l’information sur un processus observé on fait certaines hypothèses sur la structure
de ce processus et puis e↵ectue l’estimation statistique. Le cadre d’estimation statistique pour des
processus est assez di↵érent par rapport à l’estimation à partir d’échantillons de variables aléatoires.

Supposons que le processus d’intérêt est un processus d’Ito avec la dynamique suivante:

X
t

= X0 +

Z
t

0
µ
s

ds+

Z
t

0
�
s

dW
s

. (2.3)

Généralement on veut estimer certains paramètres du coe�cient de di↵usion � et du drift µ,
mais ce que l’on réellement observe c’est juste une seule trajectoire du processus. Donc le cadre
asymptotique est le suivant: on suppose que la période d’estimation [0, T ] est fixée et on observe
N points du trajectoire t1, . . . , tN , quand N ! 1 on a max

i

|t
i+1 � t

i

| ! 0. Théorie d’estimation
pour des processus d’Ito se concentre sur des estimations de � et pas de drift µ. La raison pour
cela c’est que souvent c’est di�cile ou voire impossible d’extraire de l’information sur µ. Comme
exemple, la loi du mouvement brownien géométrique eµt+�Wt avec � > 0 constante sous une mesure
de probabilité équivalente bien choisie peut avoir n’importe quel drift µ. Donc c’est pas possible
d’estimer µ en utilisant une seule trajectoire.
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En pratique la qualité d’un estimateur peut être estimée en utilisant un résultat du type TCL.
Ce type de résultats existe aussi dans le cadre d’estimation de processus mais il est un peu di↵erent
par rapport à TCL standard pour des variables aléatoires. En fait ici la variance asymptotique
de notre estimateur va dépendre de la trajectoire donnée et donc sera une variable aléatoire F-
mesurable. La limite gaussienne par contre sera indépendante du processus.

On va illustrer cela par un exemple. Supposons que pour le processus (2.3) on voudrait estimerR
t

0 �
2
s

ds.
Notons �n

i

= X
i�n �X(i�1)�n

,�
n

! 0. Alors

t/�nX

i�1

(�n

i

X)2
P!

Z
t

0
�2
s

ds.

Le TCL prend la forme suivante.

p
n

0

@
t/�nX

i�1

(�n

i

X)2 �
Z 1

0
�2
s

ds

1

A L!
✓
2

Z
t

0
�4
s

ds

◆1

2
Z,

où Z ⇠ N (0, 1).

Estimation paramétrique du coe�cient de di↵usion

Un cadre standard de l’estimation statistique est l’estimation paramétrique. Supposons que le
coe�cient de di↵usion �(✓, t, x) dépend d’un paramètre inconnu ✓ 2 ⇥ ⇢ Rd et on veut l’estimer
en utilisant une trajectoire de la di↵usion avec la dynamique:

dS
t

= �(✓, t, S
t

)dW
t

, S0 2 R, ✓ 2 ⇥. (2.4)

Ici (W
t

)
t2[0,T ] est un mouvement brownien de dimension d, on note (F

t

)
t2[0,T ] la filtration P-

augmentée engendrée par W .
Pour que l’estimation soit possible on a besoin d’une hypothèse d’identifiabilité sur � qui

d’habitude n’est pas très restrictive.
Sous certains hypothèses le problème d’estimation du paramètre ✓ a été résolu dans [11] pour

le cas d’observations à des dates régulières, i.e. t
i

=
iT

N
. L’idée derrière la construction des

estimateurs est la suivante. Si �(✓, t, x) = �(✓, t), alors le coe�cient de di↵usion est déterministe
et la vraisemblance de X

ti+1�X
ti peut être calculée exactement. Donc on peut utiliser l’estimateur

de maximum de vraisemblance pour estimer ✓. Dans le cas général les mêmes estimateurs peuvent
être utilisés, ils servent comme approximations des estimateur par maximum de vraisemblance.

En pratique il est nécessaire d’avoir un résultat du type TCL pour construite des intervalles
de confiance d’estimation. Dans [11] les auteur aussi démontrent ce résultat.

Cependant en pratique les dates d’observation peuvent être non-régulières. Donc le problème
naturel c’est d’obtenir des résultats similaires pour un cas plus général où les dates d’observations
t1, . . . , tN sont F-temps d’arrêts.
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Discrétisation d’un processus de contrôle

Après l’estimation d’un modèle stochastique et la recherche théorique sur le modèle on doit ap-
pliquer ces résultats pour interagir avec un processus du monde réel. Le problème d’une telle
interaction d’habitude a une solution dans la forme d’un processus qui s’appelle un processus de
contrôle.

Le domaine qui étudie les problèmes d’obtention de processus de contrôle optimal s’appelle
la théorie de contrôle stochastique. Généralement le but est de trouver un processus de contrôle
(⌫

t

)
t2[0,T ] qui minimise certaine fonctionnelle du processus de di↵usion sous-jacent X

t

. La dy-
namique de X peut aussi dépendre de ⌫

t

donc être de la forme

dX
t

= b(t,X
t

, ⌫
t

)dt+ �(t,X
t

, ⌫
t

)dW
t

8t 2 [0, T ].

En pratique le processus de contrôle en temps continu souvent ne peut pas être appliqué et donc
sa version discrète est utilisé. Donc le contrôle devient une suite de ”rebalancements” du système
stochastique. Cela naturellement pose une question d’optimisation des temps du rebalancement
parmi l’ensemble des temps d’arrêt. Quand à cause de contraintes la fréquence du rebalancement
ne peut pas être su�samment grande le gain de l’optimisation de la discrétisation du contrôle peut
être significatif.

3 Modélisation stochastique en finance

Dans cette section on introduit quelques notions de la modélisation stochastique en finance. Après
on va utiliser la motivation qui vient de la finance pour l’étude du problème de discrétisation
optimale d’intégrale stochastique.

Il existe en finance di↵érents types d’actifs financiers : actions, obligations, devises, crédit et
produits dérivés que l’on peut créer à partir de ces actifs de base. Ces produits financiers qui sont
su�samment utilisés, autrement dit liquides, sont côtés dans le marché. Par conséquent, pour
ces actifs le prix est plus ou moins bien défini à tout instant et on peut parler de processus de
prix. Car généralement le prix des actifs financiers négociables est très peu prévisible, c’est naturel
de le modéliser par des processus stochastiques. Parmi les processus en temps continu la classe
principale utilisée pour la modélisation de prix est la classe des semimartingales. Le choix de cette
classe peut être justifié par des raisonnements qui viennent de la finance et qu’on va présenter dans
cette section.

Généralement on suppose qu’un marché financier consiste de d + 1 actifs: d actifs risqués et
un actif non-risqué (liquide). La filtration F

t

peut être choisie comme celle engendrée par tout
l’information disponible à la date t.

Portefeuilles dynamiques et arbitrage

Une stratégie de portefeuille autofinançante est une stratégie dynamique d’achat ou de vente
d’actifs et de prêts ou d’emprunts à la banque, dont la valeur n’est pas modifiée par l’ajout ou le
retrait de cash.

La valeur du portefeuille peut être spécifiée par un processus F-adapté ⇡ = {⇡
t

, t 2 [0, T ]} avec
des valeurs dans Rd . Pour 1 6 i 6 d et 0 6 t 6 T , ⇡i

t

est le montant (en euros) investi en actif i.
Soit X⇡

t

la valeur du portefeuille à la date t construit à partir de la stratégie ⇡. Alors, le montant
investi en actif non-risqué (e.g. cash) est X⇡

t

�
P

d

i=1 ⇡
i

t

= X⇡

t

� ⇡
t

· 1
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Définition 8. Une possibilité d’arbitrage est une stratégie de portefeuille autofinançante X⇡

t

avec
les propriétés suivantes

• X⇡

0 = 0

• P(X⇡

T

> 0) = 1

• P(X⇡

T

> 0) > 0.

Dans la suite on va noter S1, . . . , Sd et S0 les processus de prix de d actifs risqués et de l’actif
non-risqué respectivement.

Définition 9. Une mesure de probabilité Q sur F
T

s’appelle une probabilité martingale (locale)
équivalente pour le marché qui consiste des actifs risqués S1, . . . , Sd et l’actif non-risqué S0 , sur
[0, T ], si elle satisfait aux propriétés suivantes

• Q est équivalente à P sur F
T

• Tous les processus S0, S1, . . . , Sd sont des martingales (locales) sous Q sur l’intervalle [0, T ].

Le résultat principal théorique de la théorie d’arbitrage est le théorème suivant.

Théorème 3.1. (1-er théorème fondamental) Un modèle de marché est essentiellement sans op-
portunités d’arbitrage si et seulement s’il existe une probabilité martingale (locale) équivalente Q.

(La notion d’un marché essentiellement sans opportunités d’arbitrage est plus compliqué et on
ne va pas le donner ici).

On remarque que la classe des semimartingales continues est stable par les changements de
mesure qui donnent une mesure martingale. Donc sous la mesure de probabilité historique les pro-
cessus S0, S1, . . . , Sd sont semimartingales. Ce résultat en particulier justifie l’utilisation des semi-
martingales dans la modélisation en finance. En e↵et, en pratique il existe très peu d’opportunités
d’arbitrage, donc la condition du théorème est approximativement vérifié.

Modélisation de marché financier par des processus d’Itô

L’hypothèse qui rend l’étude mathématique plus simple c’est de supposer que la filtration naturelle
du marché est engendrées par un mouvement brownien multidimensionnel et que les processus de
prix sont continus. Dans ce cas en utilisant le Théorème 1.2, on peut supposer que les processus
de prix sont donnée par des processus d’Itô. Cette classe de processus mène à une théorie assez
riche et e�ciente en pratique.

Soit T un temps fini, et (⌦,F ,P) un espace de probabilité complet sur lequel existe un mou-
vement brownien W = {(W 1

t

, . . . ,W d

t

), 0 6 t 6 T} avec des valeurs dans Rd. On note par
F = FW = {F

t

, 0 6 t 6 T} la filtration engendrée par W augmentée par les ensembles de mesure
0 de F

T

.
On considère un marché financier consistant de d+ 1 actifs:

1. Le premier actif S0 est non-risqué, défini

S0
t

= exp

Z
t

0
r
u

du, 0 6 t 6 T

où r
t

, t 2 [0, T ] est un processus adapté positif avec
R
T

0 r
t

dt < 1 a.s., et représente un taux
d’intérêts instantané.

9



2. Les d actifs Si, i = 1, . . . , d sont risqués avec les processus du prix définis par

dSi

t

Si

t

= µi

t

dt+
dX

j=1

�i,j

t

dW j

t

, t 2 [0, T ]. (3.1)

pour 1 6 i 6 d, où µ,� sont des processus F-adaptés avec

Z
T

0
|µi

t

|dt+
Z

T

0
|�i,j

t

|2dt < 1

pour tous i, j = 1, . . . , d. Il est pratique d’utiliser les notations matricielles pour décrire la dy-
namique du vecteur des prix S = (S1, . . . , Sd):

dS
t

= S
t

? (µ
t

dt+ �
t

dW
t

), t 2 [0, T ],

où, pour deux vecteurs x, y 2 Rd, on note x ? y le vecteur dans Rd avec les composants (x ? y)
i

=
x
i

y
i

, i = 1, . . . , d, et µ, � sont les vecteurs dans Rd avec les composants µ
i

’s, et la d⇥ d-matrice
avec les entrées �i,j .

Soit X⇡

t

la valeur du portefeuille à la date t construite à partir d’un processus F-adapté
⇡ = {⇡

t

, t 2 [0, T ]}. Sous la condition que le portefeuille est autofinançant, la dynamique de sa
valeur s’écrit comme

dX⇡

t

=
nX

i=1

⇡i

t

Si

t

dSi

t

+
X⇡

t

� ⇡
t

· 1
S0
t

dS0
t

.

4 Grilles aléatoires pour discrétisation de processus stochastiques

Dans la Section 2 on a discuté les problèmes où les questions de discrétisation de processus de-
viennent importantes. Pour tous ces problèmes on a conclu que l’optimisation des temps de
discrétisation peut être nécessaire pour améliorer la convergence vers le vrai processus. L’extension
naturelle des grilles de discrétisation régulières est l’ensemble de grilles qui consistent de temps
d’arrêt avec la distance entre les temps voisins tendant vers zero.

Dans cette section on développe le cadre asymptotique pour ces grilles. Après on discute le
problème de rebalancement optimal d’un système stochastique qui peut être reformulé comme un
problème de discrétisation optimale d’intégrale stochastique. Puis on applique les grilles aléatoires
dans le contexte d’estimation statistique de processus de di↵usions.

Cadre asymptotique pour des grilles aléatoires

Pour pouvoir prouver des résultats asymptotiques sur des stratégies de discrétisation on va con-
sidérer les suites de grilles aléatoires indexée par n 2 N, i.e.

T n = {⌧n0 = 0 < ⌧n1 < · · · < ⌧n
i

< · · · < ⌧n
N

n
T
= T}, n 2 N,

où les ⌧n
i

sont des temps d’arrêt et on suppose que n tend vers l’infini.
Soit (S

t

)
t2[0,T ] un processus d’Itô de la forme

S
t

= S0 +

Z
t

0
µ
s

ds+

Z
t

0
�
s

dW
s
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Ensuite on définit une classe des stratégies de discrétisation admissibles pour S. La définition de
cette classe consiste des deux propriétés (A

S

) et (A
N

) que l’on va maintenant présenter.
Soit ("

n

)
n2N une suite des nombres positifs convergente vers 0 quand n ! 1 et telle que

X

n>0

"2
n

< +1.

On fixe un nombre réel ⇢
N

> 1.
D’un côté le paramètre "

n

contrôle la taille de variations de S entre des deux temps d’arrêt
dans T n.

(A
S

) La variable aléatoire suivante est p.s. finie:

sup
n>0

 
"�2
n

sup
16i6N

n
T

sup
t2(⌧ni�1,⌧

n
i ]
|S

t

� S
⌧

n
i�1

|2
!

< +1.

D’autre côté "�2⇢N
n

donne une borne supérieure (à constante près) du nombre des temps d’arrêt
de la stratégie T n.

(A
N

) La variable aléatoire suivante est p.s. finie:

sup
n>0

("2⇢n
n

Nn

T

) < +1.

Définition 10. Une suite de stratégies T := {T n : n > 0} est admissible pour un processus S si
elle satisfait aux hypothèses (A

S

) et (A
N

). On note l’ensemble des suites admissibles par T adm..

Notons que plus ⇢
N

est grand, plus est la classe des stratégies admissibles grande.

Motivation de la finance: rebalancement optimal de portefeuille

Dans cette section on donne une motivation pour l’étude du problème de la discrétisation optimale
d’intégrales stochastiques qui vient de la finance. La construction d’une processus qui represente
la valeur d’un portefeuille autofinançante a été donné dans la Section 3. On suppose que le vecteur
des prix de d actifs risqué est donné par un processus d’Itô S

t

avec la dynamique (3.1). Supposons
qu’on veut construire un portefeuille avec un montant donné ⇡i

t

investi en actif i à la date t. Alors
la valeur du portefeuille suit la dynamique

dX⇡

t

=
nX

i=1

⇡i

t

Si

t

dSi

t

+
X⇡

t

� ⇡
t

· 1
S0
t

dS0
t

. (4.1)

En notant ↵i

t

=
⇡i

t

Si

t

, ↵0
t

=
X⇡

t

� ⇡
t

1̇

S0
t

on obtient

X⇡

t

=

Z
t

0
↵
s

· dS
s

. (4.2)

En pratique évidemment ce n’est pas possible de rebalancer le portefeuille de la façon continue
à cause des coûts de transactions. Donc on doit choisir les temps de rebalancement du portefeuille
0 = t0 < t1 < . . . < t

N

= T , la valeur finale de la stratégie du portefeuille discrétisée est égale à

X̄⇡

T

=
N�1X

j=0

↵̄
tj · (Stj+1 � S

tj ).
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Quand la dimension d est grande le rebalancement peut avoir lieu seulement à une basse
fréquence, ce qui peut mener à écart important entre la vrai valeur de portefeuille et la valeur
donnée par la dynamique (4.1). Donc le choix des temps optimales pour le rebalancement
t1, . . . , tn 2 [0, T ] devient un problème important. L’erreur de discrétisation du processus ⇡

t

est égale à l’erreur de discrétisation de l’intégrale stochastique (4.2).
Le problème de discrétisation optimale d’intégrales stochastiques a été étudié dans le Mémoire

M2, on le discute en détails dans la section suivante.

Discrétisation optimale d’intégrale stochastique

Le problème de discrétisation aléatoire optimale de processus a été étudié par plusieurs auteurs
[6][12] et motivé récemment par la couverture de contrats financiers [8]. Si le processus est noté
S et l’horizon de temps est T , le problème revient à discrétiser de manière optimale l’intégrale
stochastique de la forme Z

T

0
v(t, S

t

)dS
t

,

où S est une solution de l’EDS

dS
t

= b(t, S
t

)dt+ �(t, S
t

)dW
t

, t 2 [0, T ],

ici W est un mouvement brownien et v, b,� sont des fonctions satisfaisants à certains hypothèses
de régularité. On considère certaines classes de suites de stratégies T := {T n : n > 0}, où pour
tout n

T n = {0 = ⌧n0 < ⌧n1 < · · · < ⌧n
N

n
T
= T}

est une suite de temps d’arrêt. L’erreur de discrétisation est défini comme

Zn

s

=

Z
s

0
v(t, S

t

) · dS
t

�
X

⌧

n
i�1<s

v(⌧n
i�1, S⌧

n
i�1

) · (S
⌧

n
i ^s � S

⌧

n
i�1

).

Quand n ! +1 le nombre des temps d’intervention tend vers l’infini et le pas |T n| tend vers
0 et l’erreur de discrétisation aussi. La première étude des stratégies optimales avec des temps
non déterministes remonte à [7] : les auteurs permettent un nombre fixe n de dates aléatoires et
traduisent le problème en un problème d’arrêt optimal multiple. Des méthodes numériques lourdes
sont nécessaires pour calculer la solution et leur coût est prohibitif quand n ! 1.

Une idée qui simplifie l’analyse consiste à permettre le nombre Nn

T

de temps de discrétisation
d’être aléatoire. Il se trouve que la variation quadratique hZni

T

converge vers 0 à l’ordre à l’ordre
1/Nn

T

, ce qui inspire pour définir un critère d’optimalité. Dans [9], Fukasawa étudie le problème
pour X une di↵usion de dimension 1 et choisit la minimisation asymptotique du produit

E[Nn

T

]E[hZni
T

] (4.3)

comme critère d’optimalité. Sous des hypothèses de régularité et monotonie (v(t, x) est croissant
en x), Fukasawa montre une borne inférieure asymptotique pour (4.3) quand n ! 1 (sur une
classe de suites de stratégies) et présente une suite de stratégies optimale pour laquelle la borne
inférieure est réalisée. Une extension aux processus de di↵usion X à sauts a été faite dans [10],
toujours en dimension 1.
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Le problème pour le modèle de di↵usion a été résolu par Gobet et al. dans [1][2] dans un
cadre beaucoup plus général. Les auteurs considèrent le cas de X multidimensionnel et cherchent
des convergences p.s. Ils prennent une suite de nombre positifs ("

n

)
n>0 telle que

P
n>0 "

2
n

< +1.
Pour tout n la valeur "

n

spécifie l’intensité des temps de discrétisation. Ils démontrent une borne
inférieure asymptotique dans le sens p.s. sur Nn

T

hZni
T

quand n ! +1 pour une classe assez
grande de suites de stratégies admissibles (englobant les exemples courants de grilles déterministes
et stochastiques). Cela donne gratuitement les solutions optimales au sens de (4.3). Dans le cas où
p.s. pour tout t la matrice �(t,X

t

) est inversible ils construisent une suite optimale de stratégies, sur
laquelle la borne inférieure est réalisée. Dans [3] nous présentons une suite optimale de stratégies
de discrétisation pour ce problème sous des hypothèses très faibles : notamment, nous étendons
les résultats de [1] au cas où �(t,X

t

) peut être dégénéré. La solution optimale est donnée par des
temps d’atteinte par X d’ellipsöıdes aléatoires, avec des caractéristiques d’ellipsöıdes dépendant
de v, � et X.

Ici on donne les deux résultats principals de [3] obtenus pendant le travail sur le Memoire de
M2.

Soit T > 0 et soit (⌦,F , (F
t

)06t6T

,P) un espace de probabilité filtré qui supporte un mouve-
ment brownien de dimension d noté W = (W i)16i6d

et défini sur [0, T ], ou (F
t

)06t6T

et la filtration
P-augmentée engendrée par W et F = F

T

. Soit (S
t

)06t6T

une semimartingale d’Itô de la forme

S
t

= A
t

+M
t

, 0 6 t 6 T, (4.4)

où les processus A et M satisfont aux hypothèses suivantes:

1. Le processus A est continu, adapté et de variation finie. En plus il existe ↵ > 1
2 tel que pour

tous s, t 2 [0, T ]
|A

t

�A
s

| 6 C0|t� s|↵.

2. Le processus M est une martingale continue de la forme

M
t

=

Z
t

0
�
s

dW
s

, 0 6 t 6 T,

ou � est un processus continu adapté qui vérifie la condition:

(A
�

) La valeur �
t

est p.s. di↵erent de zero pour tout t 2 [0, T ], de plus il existe ✓
�

2 (0, 1]
tel que

|�
t

� �
s

| 6 C0|t� s|✓�/2 8s, t 2 [0, T ] a.s.

Ensuite, on suppose que la function v(t, x) est dans C1,2([0, T )⇥Rd) avec des valeurs dans Rd

et vérifie la condition de continuité suivante:
(A

v

) Soit A 2 D := {D
xj , D

2
xjxk

, D
txj : 1 6 j, k 6 d}, alors

P(lim
�!0

sup
06t<T

sup
|x�St|6�

|Av(t, x)| < +1) = 1.

Le résultat principal de [3] est en partie obtenu en utilisant une représentation intelligente
de hZni

T

comme une somme de carré de variables aléatoires et une application de l’inégalité de
Cauchy-Schwarz, cette idée a été déjà présente dans [1]. La construction de la stratégie optimale
est basée sur la solution de l’équation matricielle suivante.
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Lemme 4.1. ([1], Lemma 3.1) Soit c une matrice réelle de taille d⇥ d. Alors l’équation

2Tr(x)x+ 4x2 = cc⇤ (4.5)

admet une unique solution x(c) 2 Sd

+(R), de plus x(c) est définie positive si et seulement si cc⇤ est
définie positive. L’application c 7! x(c) est continue.

Maintenant, on passe à l’énoncé du résultat principal sur la borne inférieure asymptotique.

Théorème 4.2. Supposons (A
�

), (A
v

), (A
N

) et (A
P

). Soit X une solution de (4.5) avec c =
�⇤(D

x

v)⇤�. Alors pour toute suite admissible de stratégies de discrétisation

lim inf
n!+1

Nn

T

hZni
T

>
✓Z

T

o

Tr(X
t

)dt

◆2

a.s.

Dans [3] on donne aussi la construction de la stratégie optimale pour laquelle la borne inférieure
est atteinte. On donne la définition de la suite de stratégies optimale. Soit �(.) une fonction lisse
telle que 1(�1,1/2] 6 �(.) 6 1(�1,1], et pour µ > 0 posons �

µ

(x) = �(x/µ). Pour une matrice A

notons A† sa matrice pseudo-inverse.

Théorème 4.3. Supposons que (A
�

), (A
v

), (A
C

) sont vérifiées. Soit ⇢
N

2
�
(1,

�
1 + ✓�

2

�
^ 4

3 ^ 2↵+ 1
�
,

on choisit 0 < � 6 ⇢
N

� 1. Soit (X
t

)06t6T

la solution de (4.5) obtenue dans le Lemme 4.1 avec
(C

t

)06tT

. Considérons le processus à valeurs dans Sd

+(R) défini par

⇤
t

:= (�†
t

)⇤X
t

�†
t

for 0 6 t < T. (4.6)

Pour tout n 2 N définissons un processus ⇤(n)
t

par

⇤(n)
t

= ⇤
t

+ "�
n

�
"

�
n
(�min(⇤t

))I
d

.

Pour un n 2 N donné on définie la stratégie T n

"

�
n
par

(
⌧n0 := 0,

⌧n
i

:= inf{t > ⌧n
i�1 : (St

� S
⌧

n
i�1

)⇤⇤(n)
⌧

n
i�1

(S
t

� S
⌧

n
i�1

) > "2+�

n

} ^ T.
(4.7)

Alors la suite des stratégies T = {T n

"

�
n
: n > 0} est admissible pour le paramètre ⇢

N

et elle est

asymptotiquement optimale, i.e.

lim
n!+1

Nn

T

hZni
T

=

✓Z
T

0
Tr(X

t

)dt

◆2

a.s.

Estimation de processus sur des grilles aléatoires

Dans cette section on considère le problème d’estimation parametrique de coe�cient de di↵usion
déjà décrit dans la Section 2. On étudie ce problème pour le cas de grilles d’observation non-
régulières et aléatoires. Supposons que le processus X suit la dynamique (4.8). Dans le Mémoire
de M2 on construit une suite d’estimateurs consistent pour ✓ basée sur l’observation du processus
à des temps d’arrêt qui forment une suite de stratégies admissible dans le sens de la Section 4. Ce
résultat généralise le cas d’observations déterministes étudié dans [11].
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Maintenant on explique ce problème en détails.
Soit (W

t

)
t2[0,T ] un mouvement brownien de dimension d et soit (F

t

)
t2[0,T ] la filtration P-

augmentée engendrée par W .
Considérons l’EDS de la forme

dS
t

= �(✓, t, S
t

)dW
t

, S0 2 R, ✓ 2 ⇥, (4.8)

qui vérifie les conditions suivantes:

1. L’equation (4.8) admet une solution forte S
t

pour t 2 [0, T ].

2. ⇥ est un compact dans Rq pour un q > 1. Le paramètre ✓ est fixé dans la suite.

3. La function � est dans C2,0,0(Rq ⇥ [0, T ]⇥Rd,Mat
d

(R)) et la condition suivante est vérifiée:

(AEllip.

�

) Pour tout ⇣ 2 ⇥ la matrice �(⇣, t,X
t

) est inversible pour tous t 2 [0, T ] p.s., de plus
il existe ↵

�

2 (0, 1] tel que

|�(✓, t, x)� �(✓, s, y)| 6 C0|t� s|↵�/2 8s, t 2 [0, T ] , 8x, y 2 Rd.

où C0 est une variable aléatoire p.s. finie indépendante de ✓.

4. Notons c(⇣, t,X
t

) = �(⇣, t,X
t

)�(⇣, t,X
t

)⇤ for t 2 [0, T ]. Alors pour tout ⇣ 2 ⇥ avec ⇣ 6= ✓ on
a que p.s. les fonctions t 7! c(✓, t,X

t

) et t 7! c(⇣, t,X
t

) pour t 2 [0, T ] ne sont pas presque
partout égales.

Notre but principale est l’estimation du paramètre inconnu ✓ en utilisant un nombre fini
d’observation de S. Comme on suppose que le coe�cient de di↵usion �(✓, t, S

t

) est p.s. non-
dégénéré pour tout t on peut éteindre le résultat à des di↵usion avec drift en utilisant un change-
ment de mesure bien choisi.

La notion d’une suite admissible de stratégies de la Section 4 a un sens pour S. On suppose
que les paramètres ("

n

)
n>0, avec

P
n>0 "

2
n

< +1 , and ⇢
N

2 [1, (1 + ↵
�

/2) ^ 4/3) sont fixés.
Dans la suite on suppose que T := {T n : n > 0} une suite admissible de stratégies pour S.
Ici on propose une suite d’estimateurs de ✓ basés sur la minimisation d’un contrast. Pour tout

⇣ 2 ⇥ considérons le contrast

Un(⇣) =
X

⌧i�1<T

log det c(⇣, ⌧n
i�1, S⌧

n
i�1

)(⌧n
i

� ⌧n
i�1)

+
X

⌧

n
i�1<T

(�S
⌧

n
i
)⇤c(⇣, ⌧n

i�1, S⌧

n
i�1

)�1(�S
⌧

n
i
).

(4.9)

Le choix du contrast (4.9) a été inspiré par par celui utilisé dans [11].
Définissons une suite d’estimateurs ✓̂n pour le paramètre ✓ par:

✓̂n = Argmin
⇣2⇥ Un(⇣). (4.10)

Ici on donne le résultat obtenu dans le Mémoire M2.

Théorème 4.4. Sous les conditions précédentes on a la convergence des estimateurs

✓̂n
a.s.!

n!+1
✓.

15



Même que ce résultat peut servir comme premier étape dans la recherche, il n’est pas encore
applicable en pratique, car il manque d’un résultat du type TCL. Ce type de résultat est di�cile
à obtenir pour l’estimation sur des grilles aléatoires. Un cas particulier raisonnable est le cas de
grilles basés sur les temps de sortie du processus de certains domaines. Ce problème est laissé pour
la recherche future.

Pistes de recherche

Les problèmes suivant peuvent faire partie de la recherche future:

• Temps aléatoires optimales pour intervenir dans un système stochastique contrôlé. (voir
Section 2)

• Questions pratiques concernant des applications des stratégies optimales de discrétisation,
robustesse par rapport à paramètres du modèle, estimation rolling des paramètres.

• theoreme centrale limite pour les estimateur du coe�cient de di↵usion sur des grilles aléatoires,
comme remarqué dans la Section 4.

• utilisation des grilles aléatoires pour améliorer la convergence de schémas de simulation pour
les cas de la convergence lente des schémas standards, qui sont décrits dans [4] et [5]

References

[1] E. Gobet and N. Landon. Almost sure optimal hedging stratégy. Annals of Applied Probability,
2014.

[2] E. Gobet and N. Landon. Optimization of joint p-variations of Brownian semimar- tingales.
Electronic Journal of Probability, 19(36), 2014.

[3] E.Gobet and U.Stazhynski. Optimal discretization of stochastic integrals driven by general
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