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1 Formes modulaires et régulateurs modulaires

1.1 Formes modulaires classiques

Soit N un entier positif. On note H = {z € C,Imz > 0} le demi-plan
de Poincaré avec sa structure holomorphe. Le groupe SLy(Z) a une action
naturelle sur H par transformation fractionnaire linéaire

_az—i—b b _fa b
vz = n where y = | ).




Définition 1.1. Soit £ un entier. Une forme modulaire de niveau N et de
poids k est une fonction holomorphe sur H qui satisfait

f (Zji;) = (cz +d)"f(z), pour tout (Z 2) e I'i(N).

11
0 1) ot dans T'1(N).
Donc une forme modulaire de niveau N vérifie f(z+1) = f(z), et elle admet
un développement de Fourier

Remarque. Notons que par définition la matrice

ol q = 2™,

On dit qu’une forme modulaire f est cuspidale si pour tout v € SLy(Z),
on a

lim f(yz)=0.

Im z—00
Soit f = >"° , a,q" une forme modulaire de niveau N. On définit la fonction
L associée a f par

L(f,s)= i a,n”°.

Plus généralement, la fonction L associée a f avec un caractére de Dirichlet
x est définie par

L(f,x:5) = Y anx(n)n™*.

La fonction L complétée de f est définie par

A(f,5) = N*P(2m)T(s)L(f,5) = N*" /j(f(z’y) - wf%.

Rappelons que si f = >~ ja,g" est une forme modulaire de poid k, la
fonction L de f est définie pour Re(s) > k.

Théoréme 1.1. 1. La fonction L(s, f) converge absolument pour tout s
sur le demi-plan Re(s) > k/2 + 1 si f est cuspidale.
2. La fonction L complétée A(f,s) se prolonge en une fonction méro-
morphe sur C qui vérifie ’équation fonctionnelle

A(f,s) = AWn [,k —s),

ot Wy est l'involution Atkin-Lehner qui est définie par

(Wi f)(z) = N2 (),



Définition 1.2. La courbe modulaire X;(N) est une surface de Riemann
définie comme une compactification de T'y (N)\H.

Remarque. On remarque qu’on utilise 'approche classique pour la définition
des courbes modulaires et des formes modulaires, mais en fait nous devons
besoin d’une définition alternative des courbes modulaires comme espaces de
modules. Une référence est donnée dans [10].

1.2 L’application du régulateur

Commencons par quelques rappels sur les résultats classiques de la théorie

des nombres algébriques sur le régulateur Dirichlet d’un corps de nombres
F.

Théoréme 1.2. (Théoréme des unités de Dirichlet) Soit r (resp. 1) le
nombre de places réelles (resp. complexes) de F. Les rq plongements réelles

de F' dans C sont notés oy, ...,0,, etlesrs plongements compleres de F' dans
C sont notés o, 41, ...,0m 1. L'application du régulateur est définie par
A OF — Rt
u =" (logloy (u)), . .., log|oy, (u)], 21og|oy 11 (w)], . . ., 210g| 0 10 (1)]).
On a alors

1. ker(Ag) est un groupe fini de racines de 'unité,

2. im(\p) est un réseau discret de rang ry +ry — 1 dans R 21

3. A induit un isomorphisme OF = (OF)ior X 2271 00 (OF )1 est le
groupe de racines de ['unité dans Op. Un systéme d’unités fondamen-

tales de F' est une famille (e1, ..., 1m—1) d'unités dont l'image dans
O5/(OF)tor en soit une Z-base.

Définition 1.3. Le régulateur Ry est définie par
RF = det(/\F(€1), ey )\F(grl—l—rz—l))a

ot (£1,...,6r4m—1) est un systéme d’unités fondamentales de F.

D’aprés le théoréme de Dedekind, on a une relation entre le régulateur de
Dirichlet et la valeur spéciale en s = 0 de la fonction zéta de Dedekind d’un
corps F.

Théoréme 1.3. (Dedekind) Soit r (resp. r2) le nombre de places réelles
(resp. complexes) de F, hr le nombre de classes de F, wp le nombre de
racines de l'unité contenues dans F', et Rp le réqulateur de F. Alors

hrpRp

; —(r1+r2—1) - _
ll_fféé’ Cr(s) wr




Définition 1.4. Soit x,y € C, on dit que = et y sont Q-équivalents et on
éerit x ~gysiy=0ouy #0etz/y € Q.

On voit que le coefficient dominant de (r(s) en s = 0 est Q-équivalent au
régulateur de le corps F. On peut considérer le rang et coefficient de (p(s)
en une valeur négative s = —m. Avec l'aide de la K-théorie de Quillen, nous
avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.4. (Borel [3]|) Le rang d,, de (r(s) en s = —m est la dimension
du K-groupe de Quillen Koy, 11(OF) @ Q, et le coefficient dominant vérifie la
relation suivante

lim Cp(s)(s +m)™% ~g Rem,

S——m
0l Ry, est le réqulateur associé a Uapplication du régulateur A, © Kopm1(Or) —
Rém.

Nous pouvons maintenant considérer 'application du régulateur d’un ob-
jet algébrique général. Pour une variété quasi-projective X g, Beilinson [I]
considérait la construction suivante

Hiy(X,Q())) = (Kaj—i(X) ® Q)Y

comme un morceau de la filtration du produit tensoriel de la K-théorie algé-
brique de Quillen et de Q. Il définissait aussi

reg : H) (X, Q(j)) = Hp(Xr, R(j)),

ou Hy(Xg,R(j)) est la cohomologie de Deligne-Beilinson (voir [7], et une
bonne introduction dans larticle [9]).

Beilinson [1| a conjecturé une relation entre la valeur spéciale de fonc-
tion L et 'application régulateur. En particulier, la conjecture de Beilinson
relative & une courbe elliptique s’énoncent de la forme suivante.

Conjecture 1.1. Soient E/Q une courbe elliptique et E/7Z le modéle de
Néron de E. Alors,

reg(K»(£) @ Q) = QT L(E,0) - Q,
ot Q7 est la période de E.

1.3 La théorie analytique du régulateur

Dans cette section, nous proposons une courte introduction aux méthodes
analytiques du régulateur. Nous nous concentrons uniquement sur le cas plus
simple ou X est une courbe elliptique ou une courbe modulaire. Voir 1] pour
une discussion générale du régulateur.
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Définition 1.5. Soient F' un corps et G un groupe abélien. Une application

(V. F*x F* 5@
(fi9) = A{f g}

s’appelle symbole de Steinberg si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. {f1f27g}:{fl7g}+{f27g} pour f17f27g€Fx7
2. {foqg2} ={f o} +{f, 92} pour f, g1, 92 € I,
3.{1—-f,f}t=0 pour f € F*\{1}.
Exemple 1.1. Soit F' un corps valué avec une valuation discrétev : F* — 7.

Soient (A, ) Uanneau de valuation associé & v et ™ une uniformisante. Alors
on a un symbole de Steinberg

{fig}: F7 < F* = (A)(7))”

v(9)
(f.9)o — (—l)v(f)”(g)f—(f) mod .
g'U

Le théoréme de Matsumoto (cf. [11]) décrit la structure du groupe Ko(F')
d’un corps F'. Cela nous offre un méthode analytique pour calculer le régu-
lateur dans le cas ou X/Q est une courbe projective lisse.

Théoréme 1.5. (Théoréme de Matsumoto) Soit F' un corps. Alors le groupe
K5(F) admet la représentation suivante par les générateurs {f, g} avec les
relations

1. {f1f27g}:{f17g}+{f27g} pOU’f’fl,fQ,QEFX,

2. {f g2} = {f, 1} +{f. 92} wour f,g1,9. € F,

3. {1—-ff}=0 pour f € F*\{1}.

Dans le cas ot X/Q est une courbe projective lisse et i = j = 2, soient f, g
deux fonctions rationnelles sur X. On désigne par U C X le complémentaire

des diviseurs de f et g.
Par dualité de Serre, on obtient un accouplement (cf. [12])

Hp(U,R(2 ))le( ),R(1)) = R

Qm/@mw



Définition 1.6. Soit X/Q une courbe projective et lisse et i = j = 2.
L’application du régulateur est donnée par

reg : Hy,(U,Q(2)) —Hp(U,R(2))

(.0 o> (w0 g [ doelfldore(o) ~ oglgldare(1) A

= (w — %/Ulog|f|darg(g) /\w) .

Soit L un réseau dans C de la forme L = Z + Z7 avec 7 € H. Notons

A(L) = . On note
A(L)

I’accouplement entre w € C et u € L.

Définition 1.7. Soient k un entier, w, u et s € C. La série

z—l—”y
(mrus) = D
el CREC
R

s’appelle séries d’Eisenstein-Kronecker.

Le théoréme suivant a été démontré par Bloch [2]. Il nous offre une expres-
sion de I’application du régulateur en termes de séries d’Eisenstein-Kronecker.

Théoréme 1.6. Soient E/Q une courbe elliptique et L = Z + Z1 un réseau
correspondant o E(C) avec T € H. On choisit une forme différentielle w de
E, définie sur Q, qui corresponde a la forme différentielle dz de E(C). Soient
f et g des fonctions rationnelles dans Q(E)*. On a alors

(Im 7)?

(reg(f,g9),w) = — — Z ord,(f)ord,(¢9)K_1(0,y — x,1).

z,yeC/L

Définition 1.8. Pour (u,v) € (Z/NZ)?, nous définissons

1 (Imz)*
Euun(2,8)= Y ",

m=u (N) \mz + 77,|23
n=v (N)



. _ i T
E(u,v)('z) - ilir% (E(u,v)(z> S) NQ(S — 1)) )

/
ou le symbole Z indique que la somme est étendue aux (m,n) # (0,0).

Pour toute fonction f : Z/NZ — C, nous définissons les séries d’Eisenstein
par

Ej(z)= Y f)Ej.,(2).

vEZ/NTZ

Le théoréme suivant a été obtenu par Brunault |5, Théoréme 81|, il consi-
dére I'application du régulateur avec les valeurs spéciales de fonction L d’une
forme cuspidale de poids 2

Théoréme 1.7. Soit f une forme cuspidale de poids 2 et niveau N, on pose
wy = 2mif(z)dz. Alors, sur X;(N), on a

SN (£ 2)L(f, X2 1) i X1 = Xo,
0 stnon,

<reg(uX17u>22)7wf> = {

0U Uy, €t g, sont des unités modulaires dans C(X1(N))*QC avec log|u,, (2)| =
E5 (2) et log|xa(2)| = E},(2), et X2 est la transformation de Fourier de xs.

2 Mesure de Mahler

2.1 Vers la mesure de Mahler

Définition 2.1. La mesure de Mahler logarithmique d’un polynéme P €
ClzE!, ..., 2] est définie par

rrn

1 1
m(P) :/ / log | P(e*™ ... e*™)|df, - - - db,,
0 0

et la mesure de Mahler est M (P) = ™),

Théoréme 2.1. Soient o un entier algébrique et P € Z[z] tel que P(a) =0,

ou P est de degré minimal et les coefficients de P sont premiers entre eux.
On a

M (P) = hauteur de Weil de a.

Remarque. C’est un corollaire direct de la formule de Jensen en analyse com-
plexe.



Exemple 2.1. Soit a = € Q* avec m, n premiers entiers entre eux, alors
M (mz — n) = max{|m|, |n|}.

Il est naturel de chercher des formules analogues pour des polynémes en
plusieurs variables. La premiére telle formule a été montré par Smyth [13].

Théoréme 2.2. On a
m(l+z+y)=L'(xs—1),
ot x3 est le caractére de Dirichlet de conducteur 3.

Par la suite, le travail de Deninger [8] suggére que, pour une polynémes
P # 0, m(P) est une période de Deligne d’un motif. Il conjecture aussi la
formule suivante
15

m(lt oty +1/r+1/y) = L(Es,0) = 5 L(Ei,2),

ou FEi5 est une courbe elliptique de conducteur 15.

2.2 Les exemples de Boyd

Les auteur des articles [1] et [I1] ont étudié un type spécial de poly-
nome P, qui sont appelé polynomes tempérés. Commencons par un polyndéme
P(z,y) € Clz*!, y*!]. Soit A(P) son polygone de Newton, c’est-a-dire I'en-
veloppe convexe des points (m,n) € Z* pour lesquels le coefficient de z™y"
dans P n’est pas zéro. Soit 7 un coté de A et posons 7 < A. On considére 7
dans le sens des aiguilles d’une montre tel que 7(0),7(1),... sont des points
consécutifs dans 7 et Z2. A chaque c6té 7, on associe un polyndme

o0

P(t) =) cpt* € Cl,

k=0
ou
P = Z C(m,n)xmy” e (C[xil,yil].
(m,n)eZ?
Définition 2.2. Un polynome P(x,y) € Clz®!, 4] est dit tempéré si I'en-
semble des racines de [[._, P- se compose uniquement des racines de l'unité.
Une classe tempérée est une classe de polyndémes tempérés.



Exemple 2.2. 1. Considérons la famille de Hasse de courbes elliptiques
Pu(z,y) = 2% + > + 1 — kay,

1ls sont tempérés et ils ont un polygone de Newton avec les sommets
(0,0), (3,0), (0,3) (apres la translation © — x — 1,y +— y — 1) comme
le montre la FIGURE 1.

2. Les polyndomes
1 1
Pi(zy)=z+—-4+y+-—k
T Y
sont tempérés. Ils ont un polygone de Newton avec les sommets (0,0),
(1,0), (0,—1), (—1,0) comme le montre la FIGURE 2.

3 1
2
— 1
1
—1
FIGURE 1 FIGURE 2
Le théoréme suivant de |14, Théoréme 10| nous donne une relation entre un

polynome tempéré et une application du régulateur.

Théoréme 2.3. Soit P(z,y) € Clz™, 4= un polynome tempéré, irréductible
sur Q et ne s’annulant pas sur le torus T? = {(x,y) € C¥|z| = |y| = 1}.
Soit C/Q la normalisation de la cloture projective de P = 0. On voit x et y
comme éléments de Q(C). Alors

m(P) = 5 {res(z.9). D).

pour un cycle non trivial v € H,(C,Z).
Pour une classe tempérée Py, Boyd a conjecturé la propriété suivante.
Conjecture 2.1.
m(Py) ~q L'(E,0), pour tout k € Z assez grand,
ot By est le Jacobienne de la courbe Cy/Q définie par P, = 0.
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