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De nombreuses données sont représentées sous forme de points sur une
carte, dans de nombreux domaine. En démographie ou en écologie, il arrive
très souvent d'étudier la répartition géographique d'une population, avec des
applications allant de l'élaboration des politiques publiques à la publicité,
en passant par l'amélioration des réseaux de communication. En géographie
aussi, par exemple en sismologie, les données sont avantageusement repré-
sentées par des nuages de points. Les applications (à l'agriculture, à la pros-
pection...) sont nombreuses.

Figure 1 � L'Europe vue de nuit. La répartition des sources de lumière est
un bon indicateur de l'urbanisation.

Image de la NASA issue de Visible Earth, www.visibleearth.nasa.gov
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Figure 2 � Carte des impacts de bombes allemandes sur Londres pendant le
Blitz, du 7 octobre 1940 au 6 juin 1941. Les allemands avaient-ils un objectif
particulier ? Lequel ?

www.bombsight.org version 1.0, 11 octobre 2015. Bomb Sight by University of Portsmouth

is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-ShareAlike 3.0 Unpor-

ted License.

Toutes les données ne se représentent pas en deux dimensions. En astro-
nomie, en physique, en biologie, apparaissent des nuages de points en 3D.
Représenter des données sous forme de nuages de points dans un espace de
grande dimension peut également être avantageux, avec des applications en
statistiques, pour l'étude de réseaux aléatoires, en modélisation...

Dans tous ces domaines interviennent des comportements complexes. Les
points semblent s'agglutiner, ou se repousser. On peut vouloir tester l'indé-
pendance des di�érents points, pour déterminer s'il existe une logique sous-
jacente à cette répartition.

A�n d'étudier ces phénomènes, on introduit les processus ponctuels, qui
sont des variables aléatoires particulièrement adaptés à ces problèmes. Il
convient d'insister sur la distinction entre une réalisation d'un processus
ponctuel, qui donne des cartes comme présentées ci-dessus, et le processus
lui-même.

Dans une première partie, nous poserons les bases de la théorie des pro-
cessus ponctuels, et introduirons quelques outils essentiels dans la deuxième.
En�n, nous verrons dans la troisième partie une application au cas d'une
famille de processus assez utilisée, les processus de Poisson-Dirichlet.
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1 Processus ponctuels

1.1 Dé�nition

Soit E un espace séparé, localement compact, à base dénombrable, muni
de sa tribu borélienne B(E) (par exemple Rd). Il est alors polonais. Un sous-
ensemble B ⊂ E est dit borné s'il est inclus dans un compact.

Dans la suite, nous travaillons exclusivement avec des mesures positives.
Une mesure µ sur E est de Radon si et seulement si pour tout B mesurable
borné, µ(B) < ∞. Elle est de comptage si elle est de Radon et si pour tout
B mesurable, µ(B) ∈ N.

Toute mesure de comptage µ sur E peut être écrite comme une somme
de Diracs :

µ =
K∑
i=1

Kiδxi (1)

pour certains 0 ≤ K ≤ ∞, 0 < Ki < ∞ entiers et xi ∈ E. Une telle
représentation est unique à permutation près si les (xi) sont disjoints deux à
deux. Les xi sont les atomes de µ, et si ils sont disjoints deux à deux, Ki est
leur multiplicité.

Notons M l'ensemble des mesures de comptage sur E, et munissons-le de
M, la plus petite tribu qui rend les applications µ 7→ µ(B) mesurables pour
tout B mesurable.

Dé�nition 1. Un processus ponctuel Φ est une variable aléatoire à valeur
dans (M,M). Il est dit simple si p.s. ses atomes sont tous de multiplicité 1.

On peut voir un processus ponctuel comme un nuage de points grâce à
l'équation (1), où certains points peuvent être confondus. Une approche très
naturelle consiste à étudier la répartition de ses atomes, mais, sauf dans des
cas particuliers simples, on se retrouve face à un problème : comment bien
numéroter ses atomes, c'est-à-dire de manière mesurable ?

Proposition 2 (Numérotation mesurable des atomes). Il existe une opéra-
tion mesurable de numérotation{

(M,M) → (EN,B(E)⊗N)

µ 7→ (xi)i≥0.

telle que µ =
∑

i≥0 δxi.
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Cette numérotation, dont l'existence est assurée par les propriétés topo-
logiques de E, n'est malheureusement pas explicite, et elle est peu utilisable
dans les cas pratiques. Pour étudier des propriétés �nes des processus ponc-
tuels, il faut une autre approche.

Le choix de la tribu cylindrique pourM implique que la loi d'un processus
ponctuel (qui est une mesure de probabilité sur (M,M)) est caractérisée par
les lois de ses marginales �ni-dimensionnelles, de la forme (Φ(B1), ...,Φ(Bn))
pour n ∈ N∗ et B1, ..., Bn mesurables bornés. En revanche, il n'est pas as-
suré qu'il existe un processus ponctuel dont les lois �nidimensionnelles sont
spéci�ées.

On utilise fréquemment les objets suivants pour caractériser les processus
ponctuels :

(i) MΦ la mesure moyenne de Φ, dé�nie par MΦ(B) = E [Φ(B)] pour
tout B mesurable. C'est une mesure sur E, qui n'est pas forcément de
Radon.

(ii) νΦ la probabilité de vide de Φ, dé�nie par νΦ(B) = P (Φ(B) = 0). Ce
n'est pas une mesure.

(iii) LΦ la fonctionnelle de Laplace de Φ, dé�nie par

LΦ(f) = E
[
e−

∫
E f(x)Φ(dx)

]
pour tout f : E → R mesurable bornée (respectivement positive) à
support compact.

Proposition 3. 1. La fonctionnelle de Laplace caractérise la loi du pro-
cessus ponctuel.

2. Si Φ est simple, alors sa probabilité de vide caractérise sa loi.

En revanche, la mesure moyenne est la plupart du temps insu�sante pour
caractériser la loi du processus ponctuel. Une exception très intéressante et
très utilisée pour ses nombreuses propriétés est les processus ponctuels de
Poisson.
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1.2 Exemple : les processus ponctuels de Poisson

Les processus ponctuels de Poisson apparaissent naturellement comme
distribution spatiale d'évènements rares et non corrélés (impacts de rayons
cosmiques, etc). Ils sont ainsi souvent utilisés en physique, mais sont loin
d'être limités à ce seul domaine.

Dé�nition 4. Soit Λ une mesure de Radon sur E et Φ un processus ponctuel
sur E. Φ est un processus ponctuel de Poisson d'intensité Λ, ou PPP(Λ), si

1. pour tout n > 0, pour tous B1, ..., Bn mesurables bornés disjoints deux
à deux, (Φ(B1), ...,Φ(Bn)) est un vecteur indépendant,

2. pour tout B mesurable, Φ(B) suit une loi de Poisson de paramètre
Λ(B) :

P (Φ(B) = k) = e−Λ(B) (Λ(B))k

k!
.

On prend la convention qu'une variable aléatoire de Poisson de paramètre
+∞ est p.s. égale à +∞.

La première partie est ce qui rend les PPP si intéressants. Les compor-
tements du processus ponctuel à deux endroits di�érents sont complètement
indépendants. Connaître le processus sur un ensemble donné n'apporte au-
cune information sur le reste du processus.

Un résultat utile pour comprendre la propriété d'"indépendance" (dans
un sens vague) des atomes d'un PPP est la suivante : si conditionne un PPP
à avoir un nombre de points donné dans B mesurable borné, ses atomes dans
B sont localisés suivant des lois uniformes et indépendantes.

Proposition 5. Soit Φ un PPP d'intensité Λ. Alors pour tout B mesurable,
pour tout f mesurable bornée (respectivement positive) à support compact :

MΦ(B) = Λ(B)

νΦ(B) = exp(−Λ(B))

LΦ(f) = exp
(
−
∫
E

(
1− e−f(x)

)
Λ(dx)

)
Corollaire 6. La mesure moyenne caractérise la loi d'un PPP.

Théorème 7. Pour tout Λ mesure de Radon sur E, il existe un PPP(Λ).
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2 Fonctionnelle de processus ponctuel, mesure

moyenne et probabilités de Palm

2.1 Mesures moyennes

On s'intéresse très souvent aux fonctionnelles du processus ponctuel, par
exemple le poids total du processus quand on associe à chaque point x un
poids f(x). La quantité d'intérêt est

∫
E
f(x)Φ(dx) pour f : E → R une

fonction mesurable positive ou bornée. Il s'agit d'une variable aléatoire. On
peut aussi l'écrire

∑
X∈Φ

f(X), où "X ∈ Φ" signi�e que X est un atome de Φ.

La proposition 2 assure qu'on peut donner un sens à cette formule.

On en a déjà vu un exemple : MΦ(B) est l'espérance de
∫
E
f(x)Φ(dx)

pour f = 1B. L'espérance étant additive, on peut en déduire une expression
très simple de l'espérance d'une fonction ne dépendant que d'un point :

Théorème 8 (Moyennage de Campbell). Soit Φ un processus ponctuel, et
MΦ sa mesure moyenne. Alors pour tout f ∈ L1(MΦ) (respectivement pour
tout f mesurable positive) :

E

[∑
X∈Φ

f(X)

]
= E

[∫
E

f(x)Φ(dx)

]
=

∫
E

f(x)MΦ(dx).

La démonstration se fait sur les fonctions étagées, puis sur tout L1(M)
par classe monotone.

On voit ici l'intérêt de la mesure moyenne, non plus seulement pour ca-
ractériser le processus, mais pour pouvoir obtenir ses propriétés plus �nes.

Ce calcul se généralise immédiatement si les poids sont, non plus sur
un seul point, mais sur des n-uplets de points. Apparaît alors la mesure
moyenne d'ordre n (pour simpli�er les expressions, on se restreint aux pro-
cessus simples) :

Théorème 9 (Moyennage de Campbell). Soit Φ un processus ponctuel simple,

et n ∈ N∗. Il existe M (n)
Φ une mesure sur (En,B(E)⊗n), appelée sa mesure

moyenne d'ordre n, telle que pour tout f ∈ L1(M
(n)
Φ ) (respectivement pour
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tout f mesurable positive) :

E

[ ∑
X1,...,Xn∈Φ distincts deux à deux

f(X1, ..., Xn)

]

= E
[∫

En

f(x1, ..., xn)1x1,...,xn distincts deux à deuxΦ
⊗n(d(x1, ..., xn))

]
=

∫
En

f(x1, ..., xn)M
(n)
Φ (d(x1, ..., xn)).

2.2 Mesure de Campbell

Qu'advient-il si la fonction f dépend également du reste du nuage ? Com-
ment calculer l'espérance d'une telle somme ? La théorie de Palm a été dé-
veloppée pour répondre à cette question.

Dé�nition 10 (mesure de Campbell). Soit Φ un processus ponctuel sur E.
La mesure de Campbell de Φ est une mesure C sur (E × M,B(E) ⊗M),
dé�nie par pour tout B ∈ B(E), pour tout Γ ∈M :

C(B × Γ) := E
[∫

E

1B(x)1Γ(Φ)Φ(dx)

]
.

Cette dé�nition, analogue à celle de la mesure moyenne, amène naturel-
lement à un résultat également analogue pour les fonctionnelles mesurables
positives ou intégrables :

Théorème 11 (Moyennage de Campbell). Soit Φ un processus ponctuel, et
C sa mesure de Campbell. Alors pour tout f ∈ L1(C) (respectivement pour
tout f mesurable positive) :

E

[∑
X∈Φ

f(X,Φ)

]
= E

[∫
E

f(x,Φ)Φ(dx)

]
=

∫
E×M

f(x, µ)C(d(x, µ)).

Cette formule se généralise directement aux n-uplets de points. Contraire-
ment à la mesure moyenne, la mesure de Campbell caractérise la loi du proces-
sus ponctuel. Il su�t par exemple de prendre f(x, µ) = 1Γ(µ)1µ(B)=n1B(x),
pour B ∈ B(E) borné, n ∈ N∗ et Γ ∈M ; on obtient alors

nP({Φ ∈ Γ} ∩ {Φ(B) = n}) = E
[∫

E

1Γ(Φ)1Φ(B)=n1B(x)Φ(dx)

]
=

∫
E×M

1Γ(µ)1µ(B)=n1B(x)C(d(x, µ))
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Φ est p.s. de Radon. On peut donc calculer P(Φ ∈ Γ) à l'aide de cette
formule.

Il convient, pour pouvoir étudier plus aisément ces expressions, de mieux
connaître la structure de la mesure de Campbell.

2.3 Probabilités de Palm

Soit Φ un processus ponctuel sur E, MΦ sa mesure moyenne et C sa
mesure de Cambpell. Pour tout B ∈ B(E), pour tout Γ ∈M :

C(B × Γ) ≤ C(B ×M) = E(Φ(B)) = MΦ(B),

c'est-à-dire
C(· × Γ)�MΦ(·).

Théorème 12 (Probabilités de Palm). Soit Φ un processus ponctuel sur E.
Il existe une famille de mesures (Px)x∈E sur (M,M), appelée mesures de
Palm de Φ, telle que

(i) x 7→ Px(Γ) est une fonction mesurable pour tout Γ ∈M,

(ii) pour tout B ∈ B(E), pour tout Γ ∈M,

C(B × Γ) =

∫
E

1B(x)Px(Γ)MΦ(dx),

(iii) pour tout x ∈ E, Px est une mesure de probabilité sur M.

Réécrivons la formule de moyennage de Campbell à l'aide des probabilités
de Palm :

Corollaire 13 (Moyennage de Campbell). Soit Φ un processus ponctuel, MΦ

sa mesure moyenne et (Px)x∈E la famille de ses probabilités de Palm. Alors
pour tout f mesurable positive :

E

[∑
X∈Φ

f(X,Φ)

]
= E

[∫
E

f(x,Φ)Φ(dx)

]
=

∫
E

∫
M
f(x, µ)Px(dµ)MΦ(dx).

La généralisation aux n-uplets de points s'e�ectue naturellement, de la
même manière que précédemment.
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Les mesures de Palm sont très utiles. Avec la mesure moyenne, elles ca-
ractérisent la loi du processus ponctuel. Étant donné x ∈ E, si l'évènement
{x ∈ Φ} est de probabilité non nulle, alors Px est la loi de Φ condition-
nellement à {x ∈ Φ}. La plupart du temps cependant, la probabilité qu'un
point donné, �xé, soit un atome de Φ est nulle. On peut néanmoins quand
même interpréter Px comme la loi de Φ conditionnellement à {x ∈ Φ}. En
particulier, pour MΦ-presque tout x, Px({x ∈ Φ}) = 1.

Théorème 14 (Slivnyak-Mecke). Soit Φ un processus ponctuel de mesure
moyenne MΦ de Radon. Alors Φ est un PPP(MΦ) si et seulement si pour
MΦ-presque tout x ∈ E,

Px(·) = PΦ+δx(·), (2)

où PΦ+δx est la loi du processus ponctuel Φ + δx.

Si on "conditionne" un processus ponctuel de Poisson à avoir un point en
x, le reste du nuage se comporte comme un processus ponctuel de Poisson
de même loi. Cette propriété est su�sante pour caractériser un processus
ponctuel de Poisson.

3 Une application : les processus de Poisson-

Dirichlet et la formule de changement de me-

sure de Pitman

3.1 Les processus ponctuels de Poisson-Dirichlet

Les processus de Poisson-Dirichlet et les processus GEM (Gri�ths-Engen-
McCloskey) sont deux familles très liées de probabilités aléatoires. Elles
ont de nombreuses applications : en génétique des populations ; en statis-
tiques bayésiennes, en tant que loi a priori ; en combinatoire ; en informa-
tique pour l'analyse d'image et la reconnaissance de langage ; en physique
théorique. C'est un choix pertinent pour modéliser une population divisée en
sous-populations de taille aléatoire, lorsqu'on s'intéresse aux proportions de
chaque sous-population.
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Dé�nition 15. Soient 0 ≤ α < 1 et θ > −α. Soit (Vn)n>0 une famille de
variables aléatoires indépendantes telles que pour tout n > 0, Vn suive une
loi Beta(1− α, θ + nα). On pose

P1 = V1

P2 = V̄1V2

...

Pn = V̄1...V̄n−1Vn ∀n > 0.

On appelle processus GEM de paramètres (α, θ) tout processus qui a la même
loi que (Pn)n>0.

La loi des processus de Poisson-Dirichlet de paramètres (α, θ) est obtenue
en triant les Pn dans l'ordre décroissant.

On leur associe le processus ponctuel Φ =
∑

n>0 δPn , appelé ici processus
ponctuel de Poisson-Dirichlet de paramètres (α, θ), ou PPPD(α, θ).

Il est possible, à partir de Φ, de retrouver le processus de Poisson-Dirichlet
associé, en numérotant ses atomes dans l'ordre décroissant. Un résultat moins
immédiat est qu'on peut également retrouver le processus GEM associé, en
renumérotation ses atomes dans un ordre biaisé par leur poids.

3.2 Théorème Slivnyak-like

On peut calculer les mesures moyennes et les probabilités de Palm des
PPPD. Leurs mesures de Palm possèdent une structure intéressante, puis-
qu'elles s'expriment en fonction de la loi d'un PPPD pour un autre choix de
paramètre.

Proposition 16. Soient x1, ..., xn > 0 de somme inférieure à 1. Les mesures
de Palm associées à Φ un PPPD(α, θ) sont

Px1,...,xn(Γ) = P(α,θ+nα)((1− x1 − ...− xn)Φ ∪ {x1, ..., xn} ∈ Γ), (3)

où P(α′,θ′) est la loi d'un PPPD((α′, θ′)).

Si on conditionne un PPPD(α, θ) Φ à avoir des atomes en x1, ..., xn �xés,
le reste du processus ponctuel n'est plus associé à une probabilité aléatoire,
puisque la somme de ses atomes est inférieure à 1. Mais, si on le dilate pour
qu'il soit à nouveau associé à une probabilité aléatoire, alors le processus
obtenu sera un PPPD(α, θ + nα).
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L'intérêt de cette structure, explicité par le théorème suivant, est que si on
dispose d'une famille de processus ponctuels la partageant, on est certain que
ces processus ponctuels sont eux-mêmes des PPPD. Le calcul de la mesure
moyenne permet ensuite d'identi�er les paramètres du processus ponctuel.

Théorème 17. Soit (Φn)n>0 une famille de processus ponctuels. Notons pour
tout k > 0 et pour tout n > 0, (Pnx )x∈Ek les familles des probabilités de Palm
d'ordre k de Φn et P n sa loi. Si Φ1 n'a pas un nombre p.s. �ni de points, et
si on a pour tout k > 0 et pour tout x = (x1, ..., xk) tel que x1, ..., xk > 0 de
somme inférieure à 1 :

Pnx (Γ) = P n+1((1− x1 − ...− xk)Φ ∪ {x1, ..., xk} ∈ Γ), (4)

alors il existe 0 ≤ α < 1, θ > −α tels que pour tout n, P n soit la loi d'un
PPPD(α, θ + (n− 1)α).

Il est possible de construire des PPPD à partir de processus ponctuels de
Poisson d'intensité judicieusement choisie.

3.3 Et au-delà

Les processus ponctuels de Poisson apparaissent lorsque les évènements
sous-jacents sont indépendants. Par exemple, l'impact des V2 allemands sur
Londres n'obéissait à aucune priorité stratégique (cf [2]. Attention, l'illus-
tration au début de ce document ne recense pas les V2, mais les bombes
allemandes non propulsées) : ils n'étaient pas coordonnés entre eux, et frap-
paient au hasard. Souvent, cette hypothèse n'est pas véri�ée. Par exemple,
deux points ne peuvent se situer trop près l'un de l'autre (phénomène de
répulsion), ou ils ont au contraire tendance à s'attirer.

Lorsque les évènements sont peu corrélés, le processus ponctuel "res-
semble" à un processus de Poisson. Chen, Xia, Barbour, Weinberg et Brown
[1] ont développé une méthode permettant de quanti�er exactement cette
ressemblance entre deux processus ponctuels. Leur approche n'est pas statis-
tique : il ne s'agit pas, à partir de données, de déterminer si les points sont
indépendants entre eux, mais bien de comparer les processus entre eux.

Essentiellement, leur approche consiste à introduire une distance judi-
cieuse pour mesurer l'écart entre la loi de Φ et celle d'un processus ponctuel
de Poisson de même mesure moyenne. L'étude approfondie de cette distance
fait apparaître les mesures de Palm et la structure particulière des PPP, vue
dans le théorème de Slivnyak-Mecke, plus précisément à l'équation (2).
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Dès lors, il est possible de généraliser cette approche à d'autres processus
possédant une structure similaire, et notamment les PPPD (au moins dans
le cas α = 0).
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