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Motivée par I’étude de I’équation de Ginzburg-Landau et la théorie du degré, on constate une
recherche asiduée sur la structure de 1’espace des fonctions & valeurs sur le cercle S ayant une
certaine régularité (par exemple WP, BMO, VMO). Dans ce cadre, les questions principales &
résoudre sont : la problématique du relevement des fonctions & valeurs sur le cercle, la densité
des sous-ensembles de fonctions régulieres dans les espaces considérés, ’étude des singularités
topologiques de fonctions WP & valeurs sur le cercle S! etc. Le but de ma these est de transposer
cette problematique pour les fonctions BV & valeurs sur le cercle.

Dans la suite, je présente une introduction a ’équation de Ginzburg-Landau; dans la section
2, je fais une esquisse des résultats connus sur le relévement des fonctions & valeurs dans S! et
je présente un premier résultat pour le relevement des fonctions BV. Dans la derniere partie, je
discute quelques problemes concrets de recherche pour les fonctions BV a valeurs sur le cercle.

1 Introduction a I’équation de Ginzburg-Landau.

La théorie de Ginzburg-Landau fournit un modele tres utilisé dans 1’étude des phénomenes de
transition de phase qui apparaissent dans les supraconducteurs et les superfluides.

Soit G C R?® un domaine borné, régulier avec la frontiere 2 = G simplement connexe. Soit
g : Q — S une application réguliere que 'on écrit g = €° sur Q ot1 g : Q — R est une application
réguliere. On veut résoudre le probleme de minimisation

Min / |Vul?, (1)
weHL(G,SY) Jg
o H,(G, SN ={ue L*G,C)|Vu e (LQ(G,(C))?’, |lul =1 p.p.sur G et u=g sur Q}.
Ce probléme a bien un sens puisque Hgl(G, S1) # @. En effet, il suffit de prolonger ¢y sur G

par une fonction réguliere ¢ : G +— R et alors e? € H;(G, S1).
L’équation d’Euler-Lagrange associée au probleme (1) est le systéme non linéaire couplé

—Auy = w1 |Vu|>  sur G
—Aug = ug|Vul|?>  sur G (2)

u=(u,uz) =g  surfd

Théoréme 1.1 11 existe une unique solution u. € H}(G,S") pour le probleme (1) et u, = e
ot @, est la solution (réguliere) de l’équation

Ap, =0 surG
we =@ sur .



Dans la théorie des superfluides et des superconducteurs, ou la modélisation mathématique
ressemble & (1), les "solutions” décrites dans la littérature physique comportent des singularités :
des points de vorticité (en 2-d) et lignes de vorticité (en 3-d). Pour transposer cette observation,
I’idée est de considérer des données au bord qui admettent des singularités. Un exemple important
est donné par les fonctions g : Q +— S! qui sont régulieres sur Q sauf un nombre fini de points

a; € Q) et que pres de a;
d;
zZ — Q;
~ , <X 3
s~ (F2m) 3)

modulo une rotation; ici d; = deg(g, a;) € Z. Pour simplifier, on suppose que € est plat pres de a;
de maniere que le membre gauche de (3) prend les valeurs sur le cercle S1. La condition naturelle
que g € HY/?(Q, ') impose que

deg(g,Q) =0 i.e. Zdi =0.

Mais pour g de la forme (3), 'espace naturel d’énergie H; (G,S') = @ et donc le probleme (1)
n’a plus de sens. On aimerait modifier légérement le probleme, en espérant un comportement
asymptotique. C’est ici que le mécanisme de Ginzburg-Landau joue un réle essentiel : on relaxe la
contrainte u : G +— St (qui est le coeur de I'obstruction topologique) et on la remplace par une
”pénalisation”. Plus précisément, on considere toutes les fonctions v : G — C ~ R2, mais I’energie
standard fG |Vu|? est remplacée par I'énergie de Ginzburg-Landau

1 2 1 2\2
= — JR— 1_
=g [ Vel [ -

avec le (petit) parametre £ > 0. La stratégie est d’étudier le probleme approché

ueHl\;{[(lcr:l,W) E.(u)
et d’analyser le comportement limite des minimiseurs u. lorsque € — 0.

Le terme 4 L fG (1 — |u|?)? pénalise le fait que |u| peut étre différent de 1. Alors, plus ¢ est petit,
plus cette pénalisation est importante. La constante ¢ dépend du matériau et de sa température.
Dans le cas des applications d’intérét pour la physique, € est extrement petit, donc il est naturel
de faire une analyse asymptotique des phénomenes qui apparaissent lorsque € — 0. Ce programme
a été initié par F.Bethuel, H.Brezis et F.Hélein [BBH] en 2-d et continué par Riviere [R] en 3-d.

On introduit maintenant la notion de connexion minimale pour la donnée au bord g. Les points
a; avec d; > 0 (resp. d; < 0) sont appelés positifs (resp. négatifs). On écrit les points positifs avec
chaque a; répété d; fois : p1,...,pg. Puisque > d; = 0, on aura le méme nombre de points négatifs
qu’on écrit : nq,...,ni. Les points a; avec degré zero i.e. les singularités non-topologiques, sont
omis. On appelle longueur de la connezion minimale entre les points (p;) et (n;),

Mi d
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ou Sy est le groupe de permutations de {1,...,k} et dg est la distance géodésique dans G. Pour
chaque & € S, telle que L(g) = Ele da(pi, ns(i)), toute réunion de segments géodésiques ¥ =
UY_, [pi, ns(s))c est une connezion minimale entre (p;) et (n;).

Le plus important résultat est le suivant :

Théoréme 1.2 (Riviére)

Il existe une sous-suite €, — 0 telle que ue, — u. dans tout point de G sauf sur une connexion
minimale ¥ entre (p;) et (n;). De plus, u, est régulier sur G \ ¥ et u, satisfait les équations des
fonctions harmoniques (2) sur G\ X.



J.Bourgain, H.Brezis et P.Mironescu [BBM2] ont étudié le cas général d’une donnée au bord
g e HY?(Q,8").

2 Relevement des fonctions a valeurs sur le cercle S!.

Soit © € RY un ouvert et u : Q@ — S! une fonction mesurable. Un relevement de u est une
fonction mesurable ¢ : Q — R telle que

u(zx) = e (@)

pour presque tout z € €. Une question naturelle est de savoir s'il existe un relevement ¢ qui préserve
la régularité de la fonction u. Par exemple, si ) est simplement connexe et u est continue (resp.
dans C*(€, S1)), alors on sait qu’on peut trouver un relévement ¢ continu (resp. dans C*(Q, R)).

Dans la section précédente, on se rend compte que la résolution de I’équation de Ginzburg-
Landau nécessite I’étude du relevement dans certains espaces de Sobolev. C’est pourquoi dans les
dernieres années il y avait beaucoup de recherche sur ce theme. Le premier résultat de ce type a
été donné par Bethuel et Zheng [BZ]. Avant le présenter, on rappelle quelques notations pour les
espaces de Sobolev :sip>1,0< s <1 et m,q e N*,

W™P(Q,RY) = {u € LP(Q,RY)| Du € LP(QRY) Vo e NV, |a| <m)}

_ P
WP(Q,RY) = { u € LP(Q, R / [ute) ~ul” 4, < —I—oo}
( ) { ( )| alo |z —ylNter Y

WP (Q,RY) = {u € W™P(Q,RY)| D% € WP Va € NY, |a| =m}

et u € WmP(Q, S) (resp. W*P(, S1)) si u € W™P(Q,R?) (resp. W5P(Q,R?)) et |u| = 1 p.p.
dans Q. On note H® := W2,

Théoréme 2.1 (Bethuel et Zheng)
Soit Q C RN, N > 2, un ouvert borné, régulier et simplement connexe. Alors
i) sip > 2, pour tout u € WHP(Q, SY) il existe un relevement o € WP (2, R). De plus, la fonction
@ est unique, modulo 2.
ii) si 1 < p <2, alors il exviste u € WHP(Q, SY) qui n’admet pas de relévement dans WHP(Q, R).

Un exemple simple pour ii) est de considérer N =2, 0 € Q et
u(z) = —. (4)

Plus tard Bourgain, Brezis et Mironescu [BBM1] ont analysé la méme question dans le cadre
général des espaces de Sobolev W*?(Q; S1), 0 < s < co et 1 < p < oo. IIs donnent une description
complete, caractérisant en fonction de N, s et p tous les cas ou le relevement est toujours possible
dans W*P et les cas ol il existe des fonctions u € W*P(; S1) sans relevement dans W*?. Plus
précisément,

Théoreéme 2.2 (Bourgain, Brezis et Mironescu)
Soit Q C RY un ouvert (régulier) borné, simplement conneze.
i) SiN=1,0<s<o0etl<p<oo, alors la réponse au probléme du relévement dans WP est
toujours positive.
i) SiN>2,0<s<1etl<p<oo, alors la réponse au probléme du relévement dans W*P est

positive st sp<1ou sp> N
négative si 1 <sp< N



i) SiN >2,1<s<ooetl<p< oo, alors la réponse au probléme du relévement dans W*P est

positive st Sp > 2
négative si sp < 2

Dans ces énoncés, réponse positive signifie que pour tout u € W*P(£; S1) il existe un relevement
© € WP(Q;R) et réponse négative signifie qu’il existe de fonctions u € W*P(Q; S!) qui n’ad-
mettent pas de relevement dans WP,

Si0<s < oo, p>1etsp>1, onal'unicité (modulo 27) du relevement W*P ie. si
u € W*P(£, S1) admet deux relevements o1, s € WP(Q, R) alors il existe k € Z tel que 1 —pa =
27k p.p. dans Q. C’est une conséquence immediate du résultat suivant de Bourgain, Brezis et
Mironescu [BBM] :

Théoréme 2.3 Soit Q un ouvert conneze dans RY. Si f : Q — R est une fonction mesurable qui

satisfait
|f(z) = f(y)| dzdy
L e <

alors f est constante (p.p. dans Q). Plus généralement, sip > 1 et

//If(a?)—f(y)l” dedy .
oo lz—ylP Jz—yWN ’

alors la méme conclusion reste vraie.

Dans le papier [I], je présente une généralisation de ce résultat. Je donne des conditions
nécessaires et suffisantes pour les fonctions continues w : [0,00) +— [0,00) de maniére que toute
fonction mesurable satisfaisant la condition

Jo e (R s < o

soit constante (p.p. dans Q).

Puisque dans ’équation de Ginzburg-Landau la donnée au bord g est normalment dans H'/2 =
W1/22 on est tres intéressé dans la structure de H'/2(Q, S') (on pense & © de dimension 2). On
remarque d’abord qu’on peut définir L(g) pour une fonction g € H 1 2(Q, 81) quelconque. En effet,
on sait que I’ensemble

R={fe HY?Q,S") | f de classe O sur Q sauf sur un nombre fini de points}

est dense dans H'/2(Q, S') (voir [R2]). Si g,, — g dans H'/? et g,, € R alors la limite lim,, o L(g,)
existe et on la note L(g). Concernant le probléme du relevement, d’apres le Théoreéme 2.2, on voit
qu’en général on ne peut pas relever la fonction ¢ dans H'/2. Dans ce contexte, on présente le
résultat suivant de Bourgain, Brezis et Mironescu [BBM2] :

Théoréme 2.4 Soit Q C R? un ouvert borné simplement conneze. Pour tout g € H'Y/?(Q,S") il
existe un relevement € H'/? + BV (), R).

Remarque 2.5 Le reléevement ¢ du théoréme précédent n’est pas unique (voir Uexemple (4)).
Dans [BBM2], les auteurs trouvent une borne inférieure pour la partie BV de tout relévement
possible pour une fonction donnée g € H'/?(Q, 1) :

inf{|pa|pv | g = €792 o € HY? 3 € BV} > drnL(g). (5)



Dans le papier [DI], on étudie le probleme du relevement dans le cas des fonctions & varia-
tion bornée; pour un ouvert € RY on rappelle que u € BV(Q,R™) si u € L} (S R™) et sa
différentielle est une mesure (matrice) de Radon i.e.

lulpy = sup{/ > widivgide | g € CP(RY), Y [gi(w)]” <1Vz € 0} < o0
Q=1

i=1
oil | - | est la norme Euclidienne dans RY.

Théoréme 2.6 (Ddvila et Ignat)
Soit Q € RN un ouvert et u € BV(Q; S1). Alors il existe un relévement ¢ € BV(Q;R) de u tel
que
plBv < 2ulBy. (6)

Si N > 2 la constante 2 est optimale (voir 'exemple (4) et penser & (5)). En dimension N =1
on peut trouver un relevement ¢ tel que [p|py < F|ulpv.

Siu e Whi(Q;S') et © C R? est un ouvert borné régulier et simplement connexe, il était
connu que u a un relevement ¢ € BV(Q;R) qui satisfait (6) (communiqué par H. Brezis et P.
Mironescu). L’idée est d’utiliser le résultat de densité de Bethuel and Zheng [BZ] pour se réduire
au cas ou u est régulier sauf dans un nombre fini des points. Pour un tel u on peut construire un
relevement dont I’ensemble de sauts est exactement une connexion minimale entre les singularités
(par rapport & leur degré) de u et la frontiere de €. Ce relevement satisfait la condition (6). Ces
outils ne peuvent pas s’appliquer au cas de fonctions & variation bornée.

L’idée de la démonstration du Théoreme 2.6 est de considérer la fonction L : S' — R,
Le®) =60 V-7 <60 < 7 Alors ¢ = L(u) est un relevement (mesurable) de u, ainsi que
toutes les fonctions L(e*®u) — a, Yo € R . En suite on montre que la fonction a — |L(e™®u)|py est
semi-continue inférieurement et qu’on a

27
/ L)y da < drlulpy.
0

Corollaire 2.7 Soit u € BV(Q; S1). Alors il existe une suite up € C*(2;S1) NBV(Q) telle que
U — u p.p. et
lim sup |ug|sv < 2Julpv.

k—o0

Remarque 2.8 Si on note
SBV(Q,R™) = {u e BV(Q;R™) : Du =0}

(ot D¢u est la partie Cantor de la différentielle Du), alors pour tout u € SBV (Q; SY) il existe un
relevement ¢ € SBV (;R) tel que |o|lpv < 2|u|py.

Concernant le probleme de l'existence du relevement dans des autres espaces, on mentione
aussi le travail de Coifman et Meyer [CM], qui montrent que si u : R — S! est BMO et
llullBaro < 7 (ot v > 0 est une constante universelle) alors u a un relevement dans BMO. On dit
que u € BMO(Q,R™) si u € L' (Q,R™) et

o= sw fIfw) = f  f)dzldy < e,
z€Q,e>0J B, (z) B.(z)

Plus tard, Brezis et Nirenberg [BN] ont prouvé ce résultat pour des ouverts Q quelconques, ainsi

que pour tout u € VMO il existe un relevement ¢ € VMO. Par définition, u € VMO(Q,R™) si

u € LY(Q,R™) et

SUP][ If(y) —][ f(2)dz|dy — 0 lorsque € — 0.
z€QJ B (z) ()



Ce dernier résultat est trés important pour la théorie du degré généralisée au cas des fonctions

VMO.
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