Examen Partiel (Novembre 2006)

Intégration et Probabilités

Avec correction

Exercice 1.

(a) Pour tout entier n € N, on considere 'intégrale

/11+I2+£L’4+"+1‘2n
I, = dz
o l4+zt+a24-. +an

Montrer que la suite (I,,)nen admet une limite finie que 'on précisera.

On a d’une part
l+a?+at+- 2 1-x 1

lim = =
n—oo l+x+a2+--- 42" 1—22 14z

et d’autre part,
2 4. . 2n
< l+2+2*+---+=x <1
l+az+a?+-+am ~

, Vo € [0,1],

puisque 0 < 228 < 2%, On en déduit par convergence dominée que I, converge vers fol(l +x) "tz =
In 2.

(b) On rappelle que pour tout = €] — 1,1[, > >° 2" /n = —In(1 — z). Pour tout entier n € N, on
considere l'intégrale

g, =

/1 r+at+ 4 an
dzx .
1

pr+S 4T 4

Etudier la convergence de la suite (J,)nen-

Pour chaque n € N, la fonction

e S

fn(I)—> x2 3 n
T+ +5 -

est positive sur [1/2,1] et quand n — oo, fn(x) converge pour tout x € [1/2,1] vers R TTE
Or

! X 1 1/2 1
/1/2 (1—I)ln(1/(1_x))dx§§/o mdx—oo

(intégrale de Bertrand), et on déduit du lemme de Fatou que J,, — 00.



Exercice 2.

On considere I'espace [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue. Pour tout entier n € N et toute fonction
f € L' onnote m,f : [0,1] — R la fonction définie par m, f(0) = 0, et

(k+1)2—"

mnf(z) = 2”/ fly)dy sik2™ <ax < (k+1)27" pour k €{0,...,2" — 1}.
k

2777,
(a) Etablir que pour toute fonction f € £, on a

[mnflle < A1

puis que pour tout p € [1,00[, on a également pour tout = € [0, 1]

|7 f (@) [P < 7l 1P (2)

et conclure que

17n fllp < [1f1lp -
On a par l'inégalité triangulaire
1 "1 a(k41)27" 21 p(kt1)27 1
[ ms@lae =31 [ sl < Y [ Il = [ 1.
0 vy K277 o J k2 0

Ceci montre que ||mnflln < ||fll1. Ensuite l'inégalité de Jensen pour la mesure de probabilité 2"dy sur
(k27" (k41)27"] et la fonction convexe x — xP donnent |m, f(x)[P < m,|f|P(z). Enfin, en appliquant
la premiére inégalité a la fonction |f|P, on obtient

/0 o f (@) P < /O ol fP () < /0 P

(b) Montrer que pour tout f € LP, 7, f converge quand n — oo vers f dans LP.

Indication: On pourra dans un premier temps supposer que la fonction f est continue, puis passer
au cas général en utilisant une approximation.

Supposons donc d’abord f continue. Alors pour tout x € [0,1], m,f(x) converge quand n — oo
vers f(z), et [T f(2)]P < ||flleo < 00. On déduit par convergence dominée que m,f converge quand
n — oo vers f dans LP.

Dans le cas général, on sait d’apres le cours que pour tout € > 0, il existe une fonction continue f.
telle que ||f — f|l, <e. On a alors d’aprés (a)

1f = mnfllp < AL = Sellp + 1fe = mufellp + (S = f)llp < 26 + | fe = mafellp -

Or d’apreés la premiére partie il existe n. € N tel que pour tout n > n., on a ||f. — mf:|l, < e. On
conclut que ||f — m.fl, < 3e.



Exercice 3.

Soit (E, A, ;1) un espace muni d’'une tribu et d’'une mesure. On se donne p €]0, 1] et note

LP ={f: E — R mesurable : /\f]pdu < 00}

(a) Vérifier que LP est un espace vectoriel.

Cest évident en utilisant Uinégalité |f + glP < (|f| + 1g])P < |f]P + |g]?.
(b) On définit pour tous f,g € LP

dp(f,9) :Z/\f—glpdu-

Montrer que pour toutes fonctions f, g, h € LP, on a:
i) d,(f,g) = 0 si et seulement si f = g p-presque partout,
ii) Si f = f' et g = ¢’ p-presque partout, alors d,(f,g) = d,(f", ')
i) dp(f, h) < dy(f, 9) + dp(g, h).

i) et ii) sont évidents et iil) découle a nouveau de l'inégalité

[f=hP <(f—gl+]g=nh) <I[f =gl +|g—h".

(c) Soit (fn)nen une suite dans L? telle que

j{:‘@(f%+1,f%)‘< 0.

neN

On veut établir la convergence de la suite (f,,) dans L?.

i) Montrer que pour toute série numérique absolument convergente »

p
Zan < Z|an|p.

neN neN

neN la,| < 0o, on a

p
Zivzl an‘ < ZnNzl la,|P est facile pour tout N € N. Quand on fait tendre N vers l'infini,

P . L, .

la somme de gauche converge vers |32,y an|” puisque la série Y
: : »

de droite croit vers ), . |an|P.

Linégalité

nen lan| est convergente. La somme

ii) Montrer que la série D, | fa(x) — fny1(2)| converge pour p-presque tout x € E.

En appliquant le théoréeme de convergence monotone on obtient

[ 3100 = fus@Putde) = 3 dyfusas £) < o6,

neN neN



ce qui montre que la série Y | fn(2) = fug1(x)|P converge pour p-presque tout x € E. En particulier
| fr(x) = fas1(2z)| converge vers 0 u-presque tout x € E, et pour de telsx € E, on a | f(x)— fni1(z)] <
| fr(x) = fag1(x) [P dés que n est assez grand. On en déduit que la série Y, | fn(2)— fat1(x)] converge
pour p-presque tout x € E.

iii) En déduire que lim,, ., fn(z) := f(x) existe pour p-presque tout = € E et que

T dy(fo ) = 0.

La question ii) et l’inégalité triangulaire montrent que pour p-presque tout x € E, (fu(2))nen est
une suite de Cauchy, et donc converge. Si on note f(x) sa limite, alors pour tout entier n, on a
Ju(w) = f(x) =300 0 (fr(@) = fuga(2)) ot la série est absolument convergence. On a alors grace a
i) et au théoréme de convergence monotone que

/ falz) — f@)Pu(dz) < / SO 1il@) = fionr (0)Pu(da)
k=n+1

- Z /|fk(x)—fk+1($)|pu(dx)

k=n+1

- Z dp(frr1: fr)-

k=n+1

Par hypothese, le terme de droite tend bien vers 0 quand n — oo.



