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Exercice I. (i) (Existence) Quitte à considérer séparément f+ et f−, on peut supposer que f ≥ 0. Soit ν := f •µ.

Considérons µD et νD , la restriction à D de µ et de ν, respectivement. Il s’agit d’un couple de mesures finies sur

(E, D) tel que νD ≪ µD . D’après le théorème de Radon–Nikodym, il existe une fonction fD , D-mesurable, telle

que pour tout A ∈ D ,
∫
A
fD dµD = νD(A) =

∫
A
f dµ, ce qui donne l’existence cherchée.1

(Unicité) On a
∫
A
fD dµ =

∫
A
f̃D dµ, ∀A ∈ D . Soit B := {x ∈ E : fD(x) > f̃D(x)} ∈ D , alors

∫
(fD −

f̃D)1B dµ = 0, donc (fD − f̃D)1B = 0 p.p. D’où µ(B) = 0, c’est-à-dire, fD ≤ f̃D p.p. De même, f̃D ≤ fD p.p.

Par conséquent, fD = f̃D p.p.

Comme fD 1A est D-mesurable et intégrable, l’identité (f 1A)D = fD 1A p.p. découle de l’unicité de (f 1A)D .

(ii) Comme gD est une fonction D-mesurable, il suffit de prouver le résultat général suivant : si f : E → R

est une application et si F : E 7→ R est σ(f)-mesurable (σ(f) désignant la plus petite tribu sur E rendant f

mesurable), alors il existe une fonction borélienne h telle que F = h(f). Ceci est trivialement vrai par définition

si F est une fonction indicatrice, disons F = 1A, avec A ∈ σ(f), car dans ce cas-là, il existe B ∈ B(R) tel que

A = f−1(B), et il suffit de prendre h := 1B. Le reste de l’argument est de routine : par linéarité, la conclusion

reste valable si F est une fonction étagée, et donc valable si F est σ(f)-mesurable positive (car F s’écrit alors

comme limite croissante d’une suite de fonctions étagées positives), et enfin encore valable si F est σ(f)-mesurable

de signe quelconque (car il suffit de considérer séparément F+ et F−).2

(iii) Dans la Question (i), on voit clairement que l’application f 7→ fD est linéaire : (f1+f2)D = (f1)D +(f2)D

p.p.3 Donc gD + (g−)D = (g + g−)D , qui n’est autre que (g+)D . Or, par définition, (g+)D = g+ p.p. (car g+ est

D-mesurable et intégrable), ce qui donne gD + (g−)D = g+ p.p. Par conséquent, en prenant h∗(u) := u − h(u),

u ∈ R+, on a h∗(g+) = (g−)D p.p.

(iv) Soit C := {x ∈ E : g(x) ≤ 0} = (g+)−1({0}). Alors C ∈ D , étant l’image réciproque de {0} par g+.

Par (i), (g 1C)D = gD 1C p.p. Or, g 1C = −g−, tandis que gD 1C = h(g+)1C = h(0)1C p.p. (car h(g+) = h(0)

sur C), ce qui implique que (−g−)D = h(0)1C p.p. En particulier,
∫
E(−g−) dµ =

∫
E h(0)1C dµ = h(0)µ(C) (car

E ∈ D), ce qui donne h(0) = − 1
µ(C)

∫
E g− dµ.

(v) On a gD = h(g+) = g+ − h∗(g+) = g+ − (g−)D = g+ + (−g−)D = g+ − 1C

µ(C)

∫
E
g− dµ, p.p. �

Exercice II. (A1) Par définition, |x− gr(x)| = |x− r|1{x>r} + |x+ r|1{x<−r} ≤ |x|1{|x|>r} car |x− r| ≤ |x| si

x > r et |x+ r| ≤ |x| si x < −r. En conséquence, E[ |gr(η)− η| ] ≤ E[ |η|1{|η|>r} ] ≤ E[ |η|2

r 1{|η|>r} ] ≤
E(η2)

r .

(A2) Soit r > 0. On a |E(βn) − E(β)| ≤ E(|gr(β) − β|) + E(|gr(βn) − βn|) + |E[gr(βn) − gr(β)]|. D’après

(A1), E[ |gr(β) − β| ] ≤ E(β2)
r et E[ |gr(βn) − βn| ] ≤

K
r , où K := supn≥1 E(β

2
n) < ∞. Donc |E(βn) − E(β)| ≤

E(β2)+K
r + |E[gr(βn)− gr(β)]|.

Pour tout ε > 0, on fixe r > 0 tel que E(β2)+K
r < ε. Comme gr est continue et bornée tandis que βn → β en

loi, on a E(gr(βn)) → E(gr(β)), n → ∞ : il existe donc n0 < ∞ tel que |E[gr(βn) − gr(β)]| < ε, ∀n ≥ n0. On

déduit alors que |E(βn)− E(β)| ≤ 2ε, ∀n ≥ n0. Autrement dit, E(βn) → E(β), n → ∞.

Comme |βn| → |β| en loi, on a également E(|βn|) → E(|β|).

(B1) Pour tout n ≥ 1, par hypothèse et le principe du regroupement par paquets, (X1, · · · , Xn) et Y sont

indépendantes, donc Zn et Y sont indépendantes. Ainsi, pour tout ξ ∈ R, ΦZn−Y (ξ) = ΦZn(ξ)ΦY (−ξ). Rappelons

que convergence en loi équivaut à convergence simple des fonctions caractéristiques. Par le théorème central limite,

ΦZn(ξ) → e−ξ2/2. Donc ΦZn−Y (ξ) → e−t2 . Autrement dit, Zn−Y converge en loi vers la loi gaussienne N (0, 2).

(B2) Il suffit d’appliquer (B1) et (A2) pour voir que E(|Zn − Y |) → E(|21/2Y |) = 2
π1/2 .

(B3) Rappelons que Un → U en loi dans R
d équivaut à : ∀ξ ∈ R

d, ξ · Un → ξ · U en loi dans R. Soient

(a1, · · · , ak, b) ∈ R
k+1. On a

∑k
i=1 aiXi + bZn =

∑k
i=1 aiXi + b

Xk+1+···+Xn

n1/2 + b
∑k

i=1
Xi

n1/2 .

1Bien sûr, on peut directement utiliser la version du théorème de Radon–Nikodym pour les mesures signées.
2On constate que h est unique à g+(µ)-p.p. près : si h̃ est une fonction satisfaisant les mêmes conditions que h, alors h̃ = h,

g+(µ)-p.p., où g+(µ) est la mesure image de µ par g+.
3La présence de “p.p.” provient du fait que l’unicité de fD est au sens p.p.
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On fait maintenant n → ∞. Observons que
∑k

i=1 aiXi →
∑k

i=1 aiXi en loi (car rien ne dépend de n), et

que b
Xk+1+···+Xn

n1/2 → bY en loi (théorème central limite). Puisque pour tout n,
∑k

i=1 aiXi et b
Xk+1+···+Xn

n1/2 sont

indépendantes (principe du regroupement par paquets), ainsi que le sont
∑k

i=1 aiXi et bY . Donc
∑k

i=1 aiXi +

b
Xk+1+···+Xn

n1/2 →
∑k

i=1 aiXi + bY en loi (rappel : si Un → U en loi, Vn → V en loi, et si pour tout n, Un et Vn

sont indépendantes, et si U et V sont indépendantes, alors Un +Vn → U +V en loi). D’autre part, b
∑k

i=1
Xi

n1/2 → 0

p.s. Le théorème de Slutsky implique alors que
∑k

i=1 aiXi + bZn →
∑k

i=1 aiXi + bY en loi. Ceci étant valable

pour tout (a1, · · · , ak, b) ∈ R
k+1, on déduit que (X1, X2, · · · , Xk, Zn) → (X1, X2, · · · , Xk, Y ) en loi.4

(B4) Il s’agit, par définition, de prouver que pour tout k ≥ 1, Z, X1, · · ·, Xk sont indépendantes.

Soit k ≥ 1. Soit (a1, · · · , ak, b) ∈ R
k+1. Soit Wn :=

∑k
i=1 aiXi + bZn. Par hypothèse, Wn → W :=

∑k
i=1 aiXi+ bZ en probabilité, a fortiori en loi. Or, d’après la question précédente, Wn →

∑k
i=1 aiXi+ bY en loi.

DoncW et
∑k

i=1 aiXi+bY ont la même loi, ainsi la même fonction caractéristique : pour tout réel ξ ∈ R, ΦW (ξ) =

Φ∑
k
i=1

aiXi+bY (ξ) = ΦX1
(a1ξ) · · ·ΦXk

(akξ)ΦY (bξ). En prenant ξ = 1, on obtient Φ(X1,···,Xk,Z)(a1, · · · , ak, b) =

ΦX1
(a1) · · ·ΦXk

(ak)ΦY (b). Ceci étant valable pour tout (a1, · · · , ak, b) ∈ R
k+1, on déduit que X1, · · ·, Xk, Z sont

indépendantes (et que PZ = N (0, 1), ce que l’on sait a priori à l’aide du théorème central limite).

(B5) Par l’inégalité triangulaire, |Zn−Z| ≤ |Zn−gr(Zn)|+ |Z−gr(Z)|+ |gr(Zn)−gr(Z)|. Comme E(Z2) = 1

(car PZ = N (0, 1)) et E(Z2
n) = 1, on a E(|Zn − gr(Zn)|) ≤ 1

r et E(|Z − gr(Z)|) ≤ 1
r (d’après (A1)). Donc

E(|Zn − Z|) ≤ 2
r + E(|gr(Zn)− gr(Z)|).

Soit ε > 0. On fixe r > 0 tel que 2
r < ε. La fonction gr étant continue, on a gr(Zn) → gr(Z) en probabilité,

c’est-à-dire, gr(Zn) − gr(Z) → 0 en probabilité. De plus, gr(Zn) − gr(Z) est bornée (car gr est bornée sur

R). Le théorème de convergence dominée, version convergence en probabilité, nous permet de déduire que

E(|gr(Zn)− gr(Z)|) → 0, n → ∞. Il existe donc n0 < ∞ tel que E(|gr(Zn)− gr(Z)|) < ε, ∀n ≥ n0, ce qui donne

E(|Zn − Z|) < 2ε, ∀n ≥ n0. En d’autres mots, Zn → Z dans L1.

(B6) D’après (B4), Z est indépendante de (X1, · · · , Xn), et donc de Zn. Comme dans (B1), ceci implique

que Zn − Z → N (0, 2) en loi, et donc d’après (A2), E(|Zn − Z|) → 2
π1/2 , ce qui contredit (B5). C’est, bien sûr,

l’hypothèse de convergence en probabilité dans (B4) qui conduit à cette contradiction.

On ne peut, dans le théorème central limite, remplacer convergence en loi par convergence en probabilité. �

Exercice III. (1) Écrivons a := infn≥1 E(|Yn|) > 0. Soit b > 0. Il est clair que E(|Yn|) = E(|Yn|1{|Yn|>b}) +

E(|Yn|1{|Yn|≤b}) ≤ E(|Yn|1{|Yn|>b})+b. Par Cauchy–Schwarz, E(|Yn|1{|Yn|>b}) ≤ {E(Y 2
n )}

1/2 {P(|Yn| > b)}1/2 =

{P(|Yn| > b)}1/2. Donc E(|Yn|) ≤ {P(|Yn| > b)}1/2 + b. Par conséquent, ∀b ∈ ]0, a[ , on a infn≥1 P(|Yn| > b) ≥

(a− b)2 > 0.

(2) Par hypothèse,
∑

n unYn converge p.s. A fortiori, unYn → 0 p.s., et a fortiori en probabilité.

Si un ne tendait pas vers 0, il existerait ε > 0 et une sous-suite (nk) tels que |unk
| ≥ ε, ∀k. Comme unk

Ynk
→ 0

en probabilité, on aurait P(|unk
Ynk

| > εb) → 0, k → ∞. Or, P(|unk
Ynk

| > εb) ≥ P(|Ynk
| > b), on aurait donc

P(|Ynk
| > b) → 0, k → ∞. Contradiction.5 En conclusion : un → 0.

(3) Soit An := {|unYn| > 1}. D’après l’inégalité de Cauchy–Schwarz, E(|Yn|1An) ≤ {E(Y 2
n )}

1/2 {P(An)}
1/2 =

{P(An)}
1/2. Par l’inégalité de Markov, P(An) = P(Y 2

n > 1
u2
n
) ≤ u2

nE(Y
2
n ) = u2

n → 0 ; d’où E(|Yn|1An) → 0.

(4) Soit Zn := Yn 1{|unYn|≤1}. Puisque E(Yn) = 0, on a E(Zn) = −E(Yn 1{|unYn|>1}), et donc |E(Zn)| ≤

E(|Yn|1{|unYn|>1}), qui converge vers 0 d’après la question précédente. Par conséquent, E(Zn) → 0.

(5) Par définition, E(|Zn|) = E(|Yn|) − E(|Yn|1{|unYn|>1}). D’après la question (3), E(|Yn|1{|unYn|>1}) → 0.

D’où lim infn→∞ E(|Zn|) = lim infn→∞ E(|Yn|) ≥ b lim infn→∞ P(|Yn| > b) > 0, d’après la question (1). Comme

E(Z2
n) ≥ {E(|Zn|)}

2 (Cauchy–Schwarz ou Jensen), ceci entrâıne que lim infn→∞ E(Z2
n) > 0.

(6) On applique le théorème de Kolmogorov admis au début de l’énoncé, à ηn := unYn, pour voir que
∑

n Var(unYn 1{|unYn|≤1}) < ∞, c’est-à-dire
∑

n u
2
nVar(Zn) < ∞.

Comme Var(Zn) = E(Z2
n)−{E(Zn)}

2, et E(Zn) → 0 (voir (4)), il résulte de (5) que lim infn→∞ Var(Zn) > 0 :

il existe donc c > 0 et N < ∞ tels que Var(Zn) ≥ c, ∀n ≥ N . Alors ∞ >
∑∞

n=N u2
nVar(Zn) ≥ c

∑∞
n=N u2

n. D’où
∑∞

n=N u2
n < ∞. Par conséquent,

∑
n u

2
n < ∞. �

4Alternativement, on peut vérifier que Φ(X1,X2, ···,Xk, Zn) converge simplement vers Φ(X1, X2, ···,Xk, Y ).
5Alternativement, on peut appliquer le lemme de Borel–Cantelli pour obtenir cette contradiction.
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