FIMFA 1 Année 2011-2012

Examen du 30 janvier 2012 : corrigé

“Intégration & Probabilités”

Exercice 1. (i) (Existence) Quitte & considérer séparément f+ et f~, on peut supposer que f > 0. Soit v := feu.
Considérons g et vy, la restriction a 2 de p et de v, respectivement. Il s’agit d’'un couple de mesures finies sur
(E, 2) tel que vy < pg. D’apres le théoreme de Radon—Nikodym, il existe une fonction fg, Z-mesurable, telle
que pour tout A € 2, [, fo dpy = vy(A) = [, fdu, ce qui donne lexistence cherchée.!

(Unicité) On a [, fodu = [, fodu, VA € 2. Soit B := {x € E : fg(x) > fo(x)} € 2, alors [(fo —
f@)leu =0, donc (fg ff@)lB =0 p.p. Dot u(B) = 0, c'est-a-dire, fo < f@ p-p- De méme, f@ < f9 p.p.
Par conséquent, fg = fg p-p.

Comme fg 14 est Z-mesurable et intégrable, I'identité (f 14)9 = fo 14 p.p. découle de 'unicité de (f14)g

(ii) Comme g est une fonction Z-mesurable, il suffit de prouver le résultat général suivant : si f: F — R
est une application et si F' : E — R est o(f)-mesurable (o(f) désignant la plus petite tribu sur E rendant f
mesurable), alors il existe une fonction borélienne h telle que F' = h(f). Ceci est trivialement vrai par définition
si F' est une fonction indicatrice, disons F' = 14, avec A € o(f), car dans ce cas-1a, il existe B € B(R) tel que
A = f71(B), et il suffit de prendre h := 15. Le reste de 'argument est de routine : par linéarité, la conclusion
reste valable si F' est une fonction étagée, et donc valable si F est o(f)-mesurable positive (car F' s’écrit alors
comme limite croissante d’une suite de fonctions étagées positives), et enfin encore valable si F' est o(f)-mesurable
de signe quelconque (car il suffit de considérer séparément F+ et F~).2

(iii) Dans la Question (i), on voit clairement que lapplication f — fg est linéaire : (fi+f2)o = (f1)o+(f2)2
p.p-® Donc g9 + (97 )9 = (9 + g7 )2, qui n'est autre que (g7)5. Or, par définition, (¢F)y = g+ p.p. (car g* est
Z-mesurable et intégrable), ce qui donne gy + (97 ) = g p.p. Par conséquent, en prenant h*(u) := u — h(u),
ueR4, onah*(g")=(97)2 pp

(iv) Soit C:={x € E: g(x) <0} = (¢97)~1({0}). Alors C € 2, étant 'image réciproque de {0} par g™ .

Par (i), (91¢)9 = g2 1c p-p- Or,glc = —g~, tandis que g9 1¢ = h(g™) 1c = h(0) 1 p.p. (car h(g™) = h(0)
sur C), ce qui implique que (—g~)o = h(0) 1¢ p.p. En particulier, [,(—g~)du = [ h(0) 1cdp = h(0) u(C) (car
E € 2), ce qui donne h(0) = *ﬁ Jz 9™ du.

(v) Onagg =hgh) =g+ —h*(g")=g" (97 )o =9 + (-9 )2 =97 — & [g9~ du. pp. O
Exercice I1. (A1) Par définition, |z — g,(z)| = |2 — 7| 1ipory + 2+ 7| Lpe_ry < 2] 1{|Z|>T} car |z —r| < |z| si
E(n

NS

x> 7et|z+7| < |z siz < —r. En conséquence, E[|g,(n) — n|] < E[|n] 1{|,7|>T}] <E[1 Il Lipnisry] <
(A2) Soit 7 > 0. On a [E(8,) — E(8)| < E(|g-(8 > — B + E(lg-(Bn) — Bul) + IE[gr(ﬂm — g-(B)]I- D aprés
(A1), E[]g-(8) — 8] < B0 et E[|g.(8) — Bul] < £, ott K := sup,; E(82) < oo. Donc [E(8,) — E(8)| <

M -+ |E[gr(ﬁn) - gr(ﬁ)]l

2
Pour tout € > 0, on fixe > 0 tel que _]E(BTHK

< e. Comme g, est continue et bornée tandis que 5, — 5 en
loi, on a E(g-(Bn)) = E(g-(8)), n — oo : il existe donc ng < oo tel que |E[g-(8n) — 9-(8)]| < &, Vn > ng. On
déduit alors que |E(8,) — E(8)| < 2e, Vn > ng. Autrement dit, E(8,) — E(8), n — .

Comme |8,,| — |B| en loi, on a également E(|5,]) — E(|]).

(B1) Pour tout n > 1, par hypothese et le principe du regroupement par paquets, (X1, -+, X,) et Y sont
indépendantes, donc Z,, et Y sont indépendantes. Ainsi, pour tout £ € R, & _y(£) = @z, (£) Py (—£). Rappelons
que convergence en loi équivaut a convergence simple des fonctions caractéristiques. Par le théoreme central limite,
Dy (€) = e /2 Done @y, _y(¢) — e, Autrement dit, Z, —Y converge en loi vers la loi gaussienne .4 (0, 2).

(B2) 1 suffit d’appliquer (B1) et (A2) pour voir que E(|Z, — Y|) — E(]2'/2Y]) = -Z»

(B3) Rappelons que U,, — U en loi dans R? équivaut & : V¢ € R%, ¢-U, — £-U en loi dans R. Soient
(a1, ar,b) € RF. Ona S8 a;X; +bZ, = X5 a X, + p XX bznw

1Bien siir, on peut directement utiliser la version du théoréme de Radon-Nikodym pour les mesures signées.

20n constate que h est unique & gt (u)-p.p. prés : si h est une fonction satisfaisant les mémes conditions que h, alors h = h,
gt (p)-p.p., ot g7 (i) est la mesure image de p par g+.

3La présence de “p.p.” provient du fait que I'unicité de fo est au sens p.p.



On fait maintenant n — oo. Observons que Zle a; X; — Zle a;X; en loi (car rien ne dépend de n), et

e X

que bw — bY en loi (théoréme central limite). Puisque pour tout n, Zle a; X; et pXns —ve sont

indépendantes (principe du regroupement par paquets), ainsi que le sont Zle a; X; et bY. Donc Zle a; X; +

bw — Zle a;X; + bY en loi (rappel : si U, — U en loi, V;, = V en loi, et si pour tout n, U, et V,

Z&zl X
ni/2

p-s. Le théoreme de Slutsky implique alors que Zle a; X; +bZ, — Zle a; X; + bY en loi. Ceci étant valable
pour tout (a1, --,ax,b) € RFF1 on déduit que (X1, Xo, -+, Xy, Zn) — (X1, Xo, -+, X, Y) en loi.t

(B4) 11 s’agit, par définition, de prouver que pour tout k > 1, Z, X3, ---, X sont indépendantes.

Soit k > 1. Soit (ay,---,ax,b) € RFFL. Soit W, := Zle a;X; + bZ,. Par hypothese, W,, — W :=
Zle a; X; +bZ en probabilité, a fortiori en loi. Or, d’apres la question précédente, W,, — Zle a; X; +bY en loi.

sont indépendantes, et si U et V sont indépendantes, alors U,, +V,, — U +V en loi). D’autre part, b —0

Donc W et Zle a; X;+bY ont la méme loi, ainsi la méme fonction caractéristique : pour tout réel £ € R, dy/ (€) =
(I)ZleaiXﬁbY(g) = &x, (a1§) - Px, (ar) Py (b§). En prenant { = 1, on obtient ®(x, ... x,,z)(a1, -, ax,b) =
Oy, (a1)- - Px, (ar)Py (b). Ceci étant valable pour tout (a1, -,ax,b) € R¥1 on déduit que X1, - -, Xj, Z sont
indépendantes (et que Pz = A47(0, 1), ce que 'on sait a priori & 1'aide du théoréme central limite).

(B5) Par I'inégalité triangulaire, |Z, — Z| < |Z, — g,(Zn)|+|Z — 9-(Z)| + |9+ (Z1) — g-(Z)|. Comme E(Z?) =1
(car Pz = A4(0,1)) et E(Z2) =1, on a E(|Z, — ¢,(Z,)|) < % et E(|Z — g-(Z)]) < L (d’apres (Al)). Donc
B(|Z — 7)) < 2+ E(lg,(Zn) — (2.

Soit € > 0. On fixe 7 > 0 tel que 2 < . La fonction g, étant continue, on a g,(Z,) — g-(Z) en probabilité,
c’est-a-dire, ¢g,(Z,) — g-(Z) — 0 en probabilité. De plus, ¢.(Z,) — g-(Z) est bornée (car g, est bornée sur
R). Le théoreme de convergence dominée, version convergence en probabilité, nous permet de déduire que
E(|lg-(Zn) — 9-(Z)]) — 0, n — 0. 1l existe donc ng < oo tel que E(|g,(Z,) — ¢-(Z)|) < &, Vn > ng, ce qui donne
E(|Z, — Z|) < 2¢, Vn > ng. En d’autres mots, Z,, — Z dans L'.

(B6) D’apres (B4), Z est indépendante de (Xi,---,X,), et donc de Z,,. Comme dans (B1), ceci implique
que Z, — Z — A(0, 2) en loi, et donc d’apres (A2), E(|Z, — Z|) — ﬁ, ce qui contredit (B5). C’est, bien str,
Ihypothese de convergence en probabilité dans (B4) qui conduit & cette contradiction.

On ne peut, dans le théoreme central limite, remplacer convergence en loi par convergence en probabilité. [

Exercice III. (1) Ecrivons a := inf,>1 E(|Y,]) > 0. Soit b > 0. Tl est clair que E(|Y,|) = E(|Y,| 1y, >0}) +
E(|Yn] 1y, <6) < E(|Ya| 1{y,|>ey) +b. Par Cauchy-Schwarz, E(|Y,| 1y, |>5)) < {B(V2) 2 {P(|Y;] > b)}/? =
{P(|Y,| > b)}/2. Donc E(|Y,]) < {P(|Y,] > b)}/2 + b. Par conséquent, Vb €]0, a[, on a inf,>; P(|Y,| > b) >
(a —b)%? > 0.

(2) Par hypothese, > u,Y,, converge p.s. A fortiori, u,Y;, — 0 p.s., et a fortiori en probabilité.

Si uy, ne tendait pas vers 0, il existerait € > 0 et une sous-suite (ny) tels que |u,, | > ¢, Vk. Comme u,, Y, — 0
en probabilité, on aurait P(|uy, Yy, | > €b) — 0, k — co. Or, P(Jupn, Yn,| > €b) > P(|Y,,| > b), on aurait donc
P(|Yn,| > b) — 0, k — co. Contradiction.® En conclusion : wu, — 0.

(3) Soit A, := {|unY,| > 1}. D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, E(|V,|14,) < {E(Y,2)}/2 {P(A,)}'/? =
{P(A,)}/2. Par I'inégalité de Markov, P(A,) = P(Y;? > £) < uZE(Y,2) =u2 — 0 ; d'ott E(|Y,[14,) — 0.

(4) Soit Zy = Yo 1(ju,v,1<1). Puisque E(Y,) = 0, on a E(Z,) = —E(Yp Liju,y,>1}); et donc [E(Z,)] <
E(|Yn| 1{ju,v,|>1}), qui converge vers 0 d’apres la question précédente. Par conséquent, E(Z,) — 0.

(5) Par définition, E(|Z,|) = E(|Y,|) — E(|Ya| 1{ju,v,|>13)- D’apres la question (3), E(|Ys| 1{ju,v,>1}) — O.
D’ou liminf,, o E(|Z,]) = liminf, o E(|Y,|) > bliminf, . P(|Y,| > b) > 0, d’apres la question (1). Comme
E(Z2) > {E(|Z,])}? (Cauchy—Schwarz ou Jensen), ceci entraine que lim inf,,_,., E(Z2) > 0.

(6) On applique le théoreme de Kolmogorov admis au début de 1’énoncé, & n, := wu,Y,, pour voir que
>on Var(un Yy Ly, v, <13) < 00, ¢est-a-dire Y u2Var(Z,) < co.

Comme Var(Z,,) = E(Z2) — {E(Z,)}?, et E(Z,,) — 0 (voir (4)), il résulte de (5) que liminf, . Var(Z,) >0 :
il existe donc ¢ > 0 et N < oo tels que Var(Z,) > ¢, Vn > N. Alors co > > ° vu2Var(Z,) > c¢> o2 yuZ. Dol

o 2 ; 2
Y omen Uy < 00. Par conséquent, ) u; < oc. O

4 Alternativement, on peut vérifier que D (x,, Xs, -, Xy, Z,,) COnverge simplement vers ®(x, x,, ... x,, v)-
5 Alternativement, on peut appliquer le lemme de Borel-Cantelli pour obtenir cette contradiction.



