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Introduction historique

On peut considérer que la géométrie de contact est née en 1896 a travers I'ceuvre de Sophus
Lie, Berthrungstransformationen (transformations de contact). Ce n’est cependant qu’au cours
des dernieres décennies que les premieres avancées significatives ont été réalisées, en faisant fina-
lement un domaine de recherche florissant depuis une dizaine d’années.

Une structure de contact est un champ d’hyperplans partout non-intégrable sur une variété de
dimension impaire (définition 1.1). Si de tels objets peuvent sembler abstraits au premier abord,
la géométrie de contact a néanmoins trouvé de nombreuses applications en physique, notamment
en mécanique classique, en thermodynamique et en optique géométrique. D’un autre coté, elle
s’est également révélée étre un puissant outil pour résoudre des questions de topologie pure.

La géométrie de contact est en quelque sorte la cousine, en dimension impaire, de la géomé-
trie symplectique, qui elle s’intéresse a des variétés de dimension paire. On trouve de nombreuses
similitudes entre les deux théories : ainsi on dispose dans un cas comme dans l'autre d’un théo-
réme de Darboux qui décrit la forme locale de la structure (de contact/symplectique). De méme
on trouve des deux cotés des théoremes de stabilité aux énoncés voisins. Concrétisation du lien
entre les deux domaines, la procédure dite de symplectisation permet de construire une variété
symplectique a partir d’'une variété de contact ; réciproquement, une hypersurface d’une variété
symplectique telle qu’il existe un champ de Liouville qui lui soit positivement transverse peut
étre munie d’une structure de contact.

Ce n’est qu’a partir de la fin des années 50 que 'on commenca a aborder les questions de
géométrie de contact d’'un point de vue topologique, grace notamment aux travaux de John
Gray, qui établit le théoréeme de stabilité qui porte son nom : il n’existe pas de déformation
non-triviale d’une structure de contact sur une variété close (théoréme 1.8). Commengca ensuite,
a partir de la fin des années 70, la période dite "classique' de la géométrie de contact. Elle fut
d’abord marquée par des découvertes comme celles de J. Martinet et R. Lutz, qui démontrerent
des résultats d’existence pour les structures de contact sur les variétés de dimension 3.

Par la suite vinrent les travaux de D. Bennequin [1], puis larticle fondamental de Y. Eliash-
berg [11] en 1989 qui introduisit la dichotomie fondamentale en dimension 3 entre les structures
de contact tendues et vrillées. Dans le prolongement de ces études, de nouvelles méthodes topolo-
giques modernes furent développées, notamment par E. Giroux [14] et K. Honda [17], permettant
Pessor de la géométrie de contact en dimension 3 au cours de la derniére décennie. On connait a
présent une classification compléte des structures de contact sur quelques variétés simples, ainsi
qu’une classification plus grossiére sur toute 3-variété close [3, 4, 18].

Comme c’est souvent le cas en géométrie, un fossé sépare la géométrie de contact en dimen-
sion 3 et celle en dimension supérieure ou égale a 5. De nombreux outils et notions, comme
par exemple la distinction entre structures vrillées et tendues, sont spécifiques & la dimension
3. Travailler en grande dimension demande alors de développer toute une nouvelle gamme de
méthodes : de trés nombreuses questions restent encore ouvertes a I’heure actuelle.

La premiere partie de ce document introduit les notions et les résultats de base en géométrie de
contact. Dans la deuxieme partie, on s’intéresse au concept de h-principe ; cela permet d’illustrer
les divergences entre la dimension 3 et les dimensions supérieures. On mentionne notamment
un article récent de E. Murphy [23] qui définit en grande dimension une classe particuliére de
neceuds, dits nceuds flexibles. Les propriétés que vérifient ces noeuds rappellent les propriétés de
flexibilité observées dans les structures de contact vrillées en dimension 3.



1 Notions de géométrie de contact

1.1 Variétés de contact
Dans I'ensemble de cette section, on fixe une variété M de dimension 2n + 1.

Définition 1.1. Une structure de contact sur M est la donnée d’un champ d’hyperplans partout
non-intégrable ¢ C TM, au sens ou en tout point p de M, il n’existe aucune sous-variété de
dimension 2n passant par p et localement tangente a &.

Dans ce document, on considérera uniquement des structures de contact co-orientables, c’est-
a-dire définies par une 1-forme différentielle o : & = ker a. Par le théoréme de Frobenius, dire
que £ est une structure de contact équivaut alors & demander que « vérifie la condition

A (do)™ # 0,

c’est-a-dire ne s’annule nulle part. En d’autres termes, a A (da)™ est une forme volume sur M,
qui est donc orientable.
On dit que « est une forme de contact sur M, et que (M, §) est une variété de contact.

Remarque 1.2. La condition sur a implique que pour tout point p € M, dale, est une forme
bilinéaire alternée non dégénérée sur &,. On sait qu’alors &, est nécessairement de dimension
paire ; puisque £, est un hyperplan de T}, M, une variété de contact est donc toujours de dimension
impaire.

Exemple 1.3. Sur R2"!1 = R™ x R™ x R, ou I’'on note les coordonnées

(mla vy Ty Y1 "'ynvz)v

on définit la 1-forme
g = dz — Z Yy dx; .

Alors &, = ker oy est une structure de contact sur R?%*1 appelée structure de contact standard.
En effet, on a
st A (dag)™ = —nl dz Adyy Adxy Ao Adyp A dzy, Z 0.

Pour simplifier ’écriture, on note souvent z := (x1,...,2Zn), ¥ := (y1,..-,Yn), €t on écrit par
convention ag = dz — ydz. La figure 1 représente la structure standard en dimension 3.

Définition 1.4. Soient (M,&yr) et (INV,€n) des variétés de contact. On dit qu'une application
f+ M — N est de contact, ou encore que c’est un contactomorphisme, si df (§ar) = €n. Si
&y = ker apg et En = ker ayy, cela revient a dire qu’il existe A : M — R* telle que ffay = Aay,.

A toute forme de contact, on peut associer un objet clé en géométrie de contact : son champ
de Reeb. 1l s’agit d’'un champ de vecteurs transverse a £ et dont le flot préserve la 1-forme a.

Proposition 1.5. Soit o une forme de contact sur M. On peut lui associer un champ de vecteurs
R, appelé champ de Reeb de o, défini de maniére unique par

{ da(Ra,-) =0,
a(Ry) = 1.



FIGURE 1 — La structure de contact standard sur R3. Les plans de contact sont invariants selon
les directions z et z, et tournent autour de I’axe des y quand on se déplace le long de cet axe.

1.2 Sous-variétés isotropes et legendriennes

On considére une variété de contact (M, & = ker o) de dimension 2n + 1.

Définition 1.6. On dit qu'un plongement f : L — M est isotrope si son image est tangente
al:Vrxe L, df(T,L) C f), ou de maniere équivalente, f*a = 0.

On assimile souvent f a son image f(L) en disant que f(L) est isotrope : on parlera ainsi de
sous-variétés isotropes d’une variété de contact.

Par définition d’une variété de contact, une sous variété isotrope L de M est nécessairement
de dimension < 2n. De fagon étonnante a premiere vue, la condition de contact implique en
fait davantage : on peut établir facilement que la dimension d’une sous-variété isotrope ne peut
excéder n. Les sous-variétés isotropes de dimension maximale n sont dites legendriennes.

1.3 Quelques théoremes fondamentaux

Le théoréme de Darboux énonce essentiellement qu’'une variété de contact de dimension n res-
semble toujours localement & R?"*! muni de la structure de contact standard, et que localement
une sous-variété isotrope ressemble & un sous-espace vectoriel isotrope de R?"*!. En d’autres
termes, en géométrie de contact, la structure locale ne contient pas d’information : les ques-
tions intéressantes apparaissent au niveau global. Ce n’est par exemple pas le cas en géométrie
riemannienne, ou la structure locale donnée par la courbure a son importance.

Théoréme 1.7 (Théoréme de Darboux). Soit (M, £ = ker o) une variété de contact de dimen-
sion 2n + 1 et LF C M, 0 < k < n, une sous-variété isotrope de M. Il existe des coordonnées



locales 1, ..., Ty Y1y -y Yny 2 aU vOisinage de p dans lesquelles p = (0, ...,0), L = RF x {0} et

a=dz— zn:yzda:l
i=1

On appelle un tel voisinage un voisinage de Darbouzx, ou encore une carte de Darboux.

On a déja mentionné dans l'introduction de ce document le théoréme de stabilité de Gray :
sur une variété close (c’est-a-dire compacte et sans bord), toute déformation d’une structure de
contact reste difféomorphe a la structure de départ.

Théoréme 1.8 (Théoreme de stabilité de Gray). Soit M une variété close, et (& = ker at)ie(o,1]
une famille lisse de structures de contact sur M, au sens ot la famille (cv)icjo,1) d’éléments de
T*M est lisse. Alors il existe une difféotopie® 1y : M — M avec ¥ = Id et telle que pour tout
te0,1],

l/J:OZt = fra,

ot fi : M — RY* est une famille lisse de fonctions lisses sur M.
En outre, on peut demander que tout point p en lequel a(p) est constante au cours du temps
soit fize sous laction de ().

Enfin, on peut citer le théoréme d’extension des isotopies de contact. Il s’agit de I’analogue
direct, en géométrie de contact, du théoréme classique d’extension des isotopies (une isotopie
d’une sous-variété s’étend en une isotopie ambiante sur la variété). On rappelle qu'une isotopie
est une famille lisse de plongements.

Théoréme 1.9 (Théoréme d’extension des isotopies de contact). Soit j; : L — M\ OM, t €
[0,1], une isotopie de plongements isotropes d’une variété compacte L, éventuellement d bord,
dans une variété de contact M. Il existe une difféotopie de contact? & support compact 1 : M —
M, t €[0,1], telle que ¢ o jo = js.

Les démonstrations modernes des trois théoremes cités dans cette section s’appuient sur
une méme technique appelée astuce de Moser, initialement introduite dans [22]. Cette astuce
consiste & chercher la difféotopie v; : M — M sous la forme du flot d’un champ de vecteurs X;
dépendant du temps. Des lors, 'équation que doit satisfaire vy se transporte en une équation
portant sur X3 ; une fois trouvé un champ X; vérifiant cette nouvelle équation, il reste a intégrer
ce champ pour obtenir la famille de difféomorphismes recherchée. La démonstration du théoréeme
de Gray consiste ainsi en une application directe de cette astuce; pour le théoréme d’extension
des isotopies de contact, il faut travailler un peu plus car les difféomorphismes recherchés doivent
en plus étre de contact.

1.4 Projection frontale

Dans cette section, on considére R?*+! muni de sa structure de contact standard. Les coor-
9
données sont notées comme précédemment par convention (x,y, z) = (X1, ..., Tr, Y1, -y Yn,y 2). O
définit la projection frontale :

P: R¥™1!1 - R*x{0}xR
(z,y,2) (, 2).

1. On désigne par difféotopie une famille lisse de difféomorphismes.
2. Comme on peut s’y attendre, il s’agit d’une difféotopie composée de contactomorphismes.



On considére également pour le reste de cette section une sous-variété legendrienne L de R?"+1,

Soit u € L tel que en ce point la différentielle de la projection 7 : L — R™ x 0 x 0 sur
les coordonnées x soit inversible. Sur un voisinage V' de u, on peut donc paramétrer L par
= (T1,.y Tp) :

L ={(z,y(x),2(z)), ze€UCCR"}.
Dans la suite, on raisonne dans ce voisinage V' de u.
Puisque L est legendrienne,

0]
0= (dz —ydx)|L = Z (% — yi) dx;,

3

donc sur L

o 0z
Y= Gxi'

En d’autres termes, en notant Vz le gradient de la fonction z: V ~U C R®* — R, on a :

L={(z,Vz(x),2(x)), xzeUCcCR"}.

On voit ainsi que dans une telle situation, I'image de L par la projection frontale P(L) est juste
le graphe de la fonction z, et que 'on peut “récupérer” tres facilement L a partir de la donnée de
sa projection frontale en calculant les dérivées partielles de z. Cette propriété est fondamentale
car elle permet de modifier une sous-variété legendrienne simplement en la transformant dans
le front, i.e. en transformant sa projection frontale dans R™ x 0 x R : une famille continue de
graphes de fonctions lisses dans le front se releve automatiquement et de maniere unique en une
famille de sous-variétés legendriennes de (R2"*1, &,,).

Exemple 1.10. Dans (R3, ), considérons la courbe paramétrée L donnée par

() (3)) e

FIGURE 2 — La courbe L.

C’est une sous-variété legendrienne car sur L, dz = gy2dy = ydx. Sa projection frontale est

la courbe d’équation z? = 3 : c’est la réunion de deux branches de graphes (lisses) recollées



FI1GURE 3 — Un cusp dans la projection frontale.

au niveau d’une singularité en (0,0), comme montré sur la figure 3. On appelle cusp ce genre
de singularités. Il est intéressant de constater qu’une singularité cusp ne géne pas le processus
de “récupération” de la courbe originelle dans R? : en effet, au niveau du cusp, on peut encore
définir une tangente a la courbe (tangente horizontale), et on dispose alors d’une tangente définie
en tout point de la courbe et qui varie de maniere C'*°. Cela établit 1'unicité locale du relevement
au niveau d’un cusp : quand on se rapproche de ce dernier, la tangente a la courbe se rapproche
de I’horizontale ; puisque le coefficient directeur de la tangente donne la coordonnée en y, cette
coordonnée est donc nécessairement nulle au point singulier.

Ainsi, par unicité locale du relévement, toute courbe tracée dans le front qui est une suc-
cession de graphes de fonctions reliés par des cusps peut se relever dans R? en une sous-variété
legendrienne immergée. En outre, la coordonnée manquante y étant obtenue en dérivant z par
rapport a z, la sous-variété ainsi obtenue ne s’intersecte pas elle-méme (i.e. est une "véritable"
sous-variété) si et seulement si les différents graphes n’ont pas de points de tangence hors des
cusps. En revanche, les points d’intersection sont autorisés si ce ne sont pas des points de tan-
gence. Ainsi par exemple un front comme celui représenté en figure 4 se reléve bien en une
sous-variété legendrienne de (R?, &yy).

La notion de cusp s’étend en dimension supérieure, en considérant le produit d’un cusp en
dimension 2 par un intervalle. On reviendra sur cela dans la deuxiéme partie de ce document.

FI1GURE 4 — Un exemple de figure possible en projection frontale.



2 Histoires de h-principes

2.1 Présentation du concept

Dans le reste de ce document, on fixe une variété de contact (Y2"*1 ¢). On désigne par
neeud legendrien toute sous-variété legendrienne L close connexe de Y. Cette terminologie est
inspirée de la dimension 3 : un nceud legendrien dans (Y3, £) est une sous-variété close connexe
de dimension 1, c’est-a-dire un plongement du cercle S' < Y.

De fagon grossiere, dire qu’un h-principe tient pour une équation ou une inéquation différen-
tielle signifie qu’une solution "formelle" peut toujours étre déformée en une solution "naturelle".
Sans rentrer davantage dans les détails, on entend ici par solution naturelle une solution de
I’équation au sens classique du terme, et par solution formelle une solution selon un sens affaibli.
Cette notion a été introduite pour la premiere fois dans des travaux de M. Gromov et de Y.
Eliashberg, et est développée dans des références comme [8] ou [15]. Dans ce qui suit, on va
s’intéresser aux h-principes qui existent (ou non) pour les nceuds legendriens. On a donc tout
d’abord besoin de définir ce qu’on entend par neeud legendrien formel.

Définition 2.1. Etant données deux variétés M et N, on appelle monomorphisme tout mor-
phisme de fibrés F' : TM — TN, injectif fibre a fibre, et couvrant une application continue
f:M— N.

Si de plus N est munie d’une structure de contact & = kera, on dit que F' : TM — TN est
un monomorphisme isotrope si F(T M) C & = ker o et F*(da)) = 0.

Remarquons que si F' = df est une vraie différentielle et que 'application f est isotrope, alors
F*a =0, donc F*(do) = 0 : le monomorphisme F est isotrope.

Définition 2.2. On appelle neud legendrien formel tout couple (f, F*®) ou :

1. f: L™ — Y21 est un plongement lisse d’une variété L close connexe de dimension n
dans une variété de contact (Y, ¢) de dimension 2n + 1;

2. F*: TL—TY, s €0,1], est une homotopie de monomorphismes de fibrés au-dessus de f
telle que F° = f et F'' est un monomorphisme isotrope.

TL 1M

L

LM

D’apres la remarque faite avec la définition 2.1, tout nceud legendrien peut étre vu comme
un nceud legendrien formel, en définissant F'* = df pour tout s € [0, 1]. On peut donc introduire
la définition naturelle suivante :

Définition 2.3. Deux nceuds legendriens formels (f, F'?) et (g, G°) sont dits formellement
isotopes 8’1l existe une famille lisse de noeuds legendriens formels (hy, Hf), t € [0,1], telle que
(ho, HE) = (f, F*) et (h1, Hi) = (g, G*) pour tout s € [0, 1].

Deux noeuds legendriens f et g sont dits formellement isotopes s’ils le sont en tant que noeuds
legendriens formels (f, F'* = df), (g, G* = dg).

L’idée est qu’un nceud legendrien formel est un objet topologique, et non géométrique, qui
peut étre compris en étudiant uniquement des questions de topologie presque indépendamment
de la structure de contact. Donnons un exemple rapide pour préciser cette idée.

Etant donné un noeud legendrien f : L < (Y,¢ = kera), on appelle classe de rotation de
L la classe d’homotopie de df dans l’espace des monomorphismes isotropes de T'L dans T'M.



On définit également le nombre de Thurston-Bennequin de L comme le nombre d’enlacement
Ik(L,L*) € Zde Let L, o LT est le poussé de L par le champ de Reeb de a. On ne détaillera
pas ici les concepts de nombre d’enlacement et de poussé; le point clé est que les deux quantités
que l'on vient de définir sont des notions topologiques. On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 2.4 (Murphy [23]).

1. Soit n > 1 impair. Si deuz neuds legendriens dans (RQ"H, &st) ont la méme classe de rota-
tion et le méme nombre de Thurston-Bennequin, alors ces deux neuds sont formellement
isotopes.

2. Deuz neeuds legendriens dans (R®, Eg) qui ont la méme classe de rotation sont formellement
isotopes.

3. Soitn > 2 pair. Alors pour chaque classe de rotation, il existe au plus deuz classes d’isotopie
formelle dans (R*"FL £.,). De plus, si les neeuds considérés sont simplement connexes, il
en existe eractement deut.

Ainsi, dans les cas décrits par le théoréme, on voit que les classes d’isotopie formelle sont

déterminées entierement par des invariants topologiques.

On peut a présent préciser la notion de h-principe. La recherche d’un h-principe pour les
neeuds legendriens se décline en deux grandes interrogations.
— Existence : Un noeud legendrien formel est-il toujours formellement isotope a un véritable
neeud legendrien 7
— Unicité : Deux nceuds legendriens qui sont formellement isotopes sont-ils nécessairement
isotopes (comme noeuds legendriens) 7
Comme c’est souvent le cas en géométrie, les réponses a ces questions different sensiblement selon
que ’on travaille en dimension 3 ou en dimension > 5. Dans le reste de ce document, on présente
rapidement une vue d’ensemble des principaux résultats dont on dispose a ce jour.

2.2 Situation en dimension 3

On suppose dans cette section que n = 1.

2.2.1 Existence

Le point d’existence est faux en général en dimension 3. Cependant il vaut si la structure de
contact & est vrillée.

Définition 2.5. La structure de contact £ est dite vrillée s’il existe un disque plongé D C Y
tangent & £ le long de son bord : TopD = &|sp. On appelle un tel disque un disque vrillé.
S’il n’existe pas de tel disque, on dit que & est tendue.

Ezemple 2.6. Sur R? muni des coordonnées cylindriques (r, ¢, z), on définit la 1-forme
Qyr := cOST dz + rsinrde.

Cette 1-forme est bien lisse, car la 1-forme 72d¢ et la fonction

N % pour r # 0,
' 1 pour r =0,

sont lisses. De plus :

Oy A dowyy = (1 + A(r) cosr)rdr Ado N dz # 0,



donc &,, = ker o, définit une structure de contact sur R?, appelée structure de contact vrillée
standard (voir figure 5). Comme son nom l'indique, cette structure de contact est vrillée : le
2-disque unité dans {z = 0} est un disque vrillé. Ce disque est représenté sur la figure 5.

FIGURE 5 — La structure de contact vrillée standard sur R3. Les plans de contact sont invariants
selon la direction z, et tournent autour des rayons horizontaux partant de ’axe des z.

Ezemple 2.7. La structure de contact standard &; sur R? est tendue. Ce résultat a été prouvé
par D. Bennequin dans [1].

Le résultat d’existence s’énonce alors ainsi.

Théoréme 2.8 (Dymara [5], Eliashberg-Fraser [10]).
Soit (Y,€) une 3-variété de contact close et vrillée, et D C'Y un disque vrillé. Tout neeud le-

gendrien formel (f, F*) dansY est formellement isotope & un véritable nceud legendrien f: 81—
Y\ D.

2.2.2 Unicité

La encore, 'unicité n’est pas vraie dans le cas général, mais on dispose de versions affaiblies
de celle-ci. On cite ici un résultat valable dans le cas o la structure de contact est vrillée, comme
pour le point d’existence.

Théoréme 2.9 (Dymara [5], Eliashberg-Fraser [10]).

Soit (Y,€) une 3-variété de contact close et vrillée, et D C Y un disque vrillé. Soit aussi
(fi, F¥), s,t € [0,1], une isotopie formelle entre deuz neeuds legendriens fo, fi : ST — Y \ D.
Alors il existe une isotopie de neeuds legendriens f; : S* — Y \ D entre fo=foetfi=fr, qui
est homotope a lisotopie formelle (fi, F¥) a travers un chemin d’isotopies formelles d’extrémités
fixées.

Dans le cas ou l'on n’a pas d’hypothese sur la structure de contact, on peut également
mentionner un résultat établi par V. Colin, E. Giroux et K. Honda en 2003, selon lequel dans
une classe d’isotopie formelle donnée, il n’existe qu’un nombre fini de nceuds legendriens non-
isotopes.



2.3 Situation en grande dimension

On suppose dans cette section que n > 2.

2.3.1 Existence

Le point d’existence est vrai en grande dimension : Y. Eliashberg a prouvé en 1990 que tout
noeud legendrien formel dans une variété de contact de dimension supérieure ou égale a 5 est
formellement isotope a un véritable nceud legendrien. Pour une preuve plus récente de ce résultat,
on peut voir [2, Théoréme 7.16].

2.3.2 Unicité

Comme en dimension 3, 'unicité est fausse en général; il existe méme des variétés de contact
sur lesquelles certaines classes d’isotopie formelle contiennent une infinité de nceuds legendriens
non-isotopes. Cependant, il existe une certaine gamme de noeuds legendriens, dits flexibles, pour
lesquels I'unicité vaut : c’est le résultat qu’a prouvé récemment E. Murphy dans [23]. A Dorigine,
le terme "flexible" vient de la géométrie de contact en dimension 3, et désigne un nceud legendrien
dont le complémentaire est vrillé, comme c’est le cas de fy et f; dans le théoreme 2.9. Si le sens
attribué a ce mot est significativement différent en grande dimension, on verra que les propriétés
vérifiées (théoréeme 2.11) sont néanmoins voisines, justifiant cette terminologie.

Commengons par définir la notion de neud flexible. Pour un certain a > 0, on définit un arc
Ao C R? comme sur la figure 6. On demande que les pentes au niveau du point d’auto-intersection
valent +1 et —1, et que la pente n’excede nulle part 1 en valeur absolue.

Dans R2"*1 ot les coordonnées sont notées comme d’habitude (21, ..., Tn, Y1, ) Yn, 2), ON
définit également la "boite" Ryp := {|z1],|v1] < 1, |2] < a, |x2|, ly2|, - |Znl, [yn| < b}, pour un
certain b > 0.

Q1

FIGURE 6 — Allure de I'arc ).

Définition 2.10. Soit L un nceud legendrien dans (Y271 £). On dit que L est un neeud le-
gendrien flexible 'l existe a,b > 0 tels que a < b2, et une carte de Darboux (U, &) = (R, C
R2+L €4) dans Y telle que, dans cette carte, la projection frontale de L ait I’aspect décrit par
la figure 7. Plus précisément, en notant P : U — R™*! la projection frontale, on demande que
P(LNU) = Xg X Dy, ot \g C R? x {0} a été défini plus haut, et ot D C {0} x R"~! est le
(n — 1)-disque centré en 0 et de rayon b.
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FIGURE 7 — Projection frontale de L au niveau de la carte flexible.

Dans cette définition, la condition a < b? est fondamentale : on peut montrer que sans cette
condition, tout nceud legendrien serait flexible.
On peut enfin énoncer le théoréme de E. Murphy.

Théoréme 2.11 (h-principe pour les nceuds legendriens flexibles, [23]).
Supposons n > 2. Alors :

1. (Existence) Tout neud legendrien formel (f : L — Y, F® : TL — TY) peut étre C°-
approché par un neud legendrien flexible f : L — Y qui lui est formellement isotope.

2. (Unicité) Soit (f, F¥), s,t € [0,1], une isotopie formelle entre deux neeuds legendriens
flezibles fo et fi. Alors il existe une isotopie legendrienne f, reliant fo d f1 qui est CO-proche
de fi et est homotope a lisotopie formelle (ft, Fy) par un chemin d’isotopies formelles
d’extrémités fizées.

L’étude de ce théoreme et de sa démonstration a fait 'objet d’une partie du stage de M2. On
renvoie pour plus de détails a la section 2 du mémoire de M2.

A Paide du théoréme 2.4, qui donne des critéres pour savoir quand deux nceuds sont formel-
lement isotopes, on peut ainsi appliquer le théoreme 2.11 pour construire des isotopies de nceuds
legendriens.

On pourrait espérer définir de maniere similaire en dimension 3 une classe privilégiée de
neeuds vérifiant des propriétés de flexibilité. Malheureusement, il a été montré dans [10] qu'une
telle classe n’existe pas : si I'on a vu dans la section précédente des résultats de flexibilité pour les
nceuds dont le complémentaire contient un disque vrillé, il n’existe en revanche pas de résultat
analogue dans le cas des structures de contact tendues.

De nombreuses questions restent encore ouvertes. Par exemple, la classe complémentaire des
neeuds flexibles est encore mal comprise : on ignore & ce jour si toute classe d’isotopie formelle
contient un nceud non-flexible. Des travaux récents comme [6] et [7] se sont intéressés a ces
questions, en construisant de nombreux exemples de noeuds non-flexibles.
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