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1 Introduction

Les origines de la géométrie complexe remontent aux travaux de Riemann sur les surfaces construites
comme recollement d'ouverts du plan complexe par des applications holomorphes. L'étude de ces surfaces,
nommées surfaces de Riemann en son honneur, a conduit à l'édi�cation de nouvelles théories, visant notam-
ment à classi�er ces surfaces selon leur genre, où à les construire comme quotients d'autres surfaces plus
fondamentales. Ces e�orts ont notamment abouti au fameux théorème d'uniformisation de Riemann, prouvé
rigoureusement par Poincaré en 1907. La généralisation immédiate des surfaces de Riemann aux dimensions
supérieures est constituée par la notion de variété complexe, objet construit comme recollement holomorphe
d'ouverts de Cn. Dans cette optique, une surface de Riemann n'est rien d'autre qu'une variété complexe de
dimension 1.

Les surfaces de Riemann sont classées topologiquement par leur genre, qui détermine à lui seul un certain
nombre d'invariants de la surface, dits analytiques, en ce sens qu'ils ne dépendent que de sa structure de va-
riété complexe. En dimension complexe 1, les liens entre la topologie et la structure analytique d'une variété
complexe sont donc très étroits. L'étude de tels liens en dimension supérieure a été l'une des motivations
de l'introduction d'une théorie des formes di�érentielles sur les variétés complexes par Pierre Dolbeault, qui
fournit des invariants analytiques sous la forme de groupes de cohomologie. En toute généralité, il n'est pas
évident de relier ces groupes de cohomologie de Dolbeault aux invariants topologiques de la variété, par
exemple aux groupes de cohomologie de De Rham. Cependant, sous l'hypothèse où la variété est compacte
et admet une métrique satisfaisant une certaine condition d'intégrabilité, on peut relier les classes de coho-
mologie de De Rham à celles de Dolbeault. Cette condition fondamentale est aisée à véri�er en pratique et
est satisfaite par une grande classe de variétés complexes, appelées variétés kähleriennes, d'après le mathé-
maticien allemand Erich Kähler. Les surfaces de Riemann, ainsi que les sous-variétés des espaces projectifs
complexes, sont notamment kähleriennes.

Les variétés complexes se retrouvent maintenant dans des domaines très divers des mathématiques, et
il serait vain de chercher à tous les présenter ici. Nous allons nous concentrer plus spéci�quement sur leur
apport dans l'étude des représentations des groupes de surfaces. Une surface de Riemann étant donnée, on
peut se demander s'il est possible de transcrire la donnée d'une représentation de son groupe fondamental
en un objet dé�ni en termes analytiques (i.e. dans le langage de la géométrie complexe). André Weil a pour
la première fois étudié ce problème dans [23] (voir aussi [11] pour un résumé des résultats fondamentaux) .
Dans le cas des représentations unitaires, un théorème du à Narasimhan et Seshadri ([18], 1965, voir aussi
[7]) prouve que les représentations semisimples unitaires du groupe fondamental d'une surface compacte sont
reliées aux �brés holomorphes sur cette surface, moyennant une hypothèse dite de polystabilité sur ces �brés.
L'étude du cas général, et non plus seulement unitaire, est plus compliquée, et nécessite d'utiliser la notion
de �brés de Higgs, introduite par Hitchin ([14]) pour étudier la réduction d'une certaines classes d'équations
de Yang-Mills aux surfaces de Riemann. Les �brés de Higgs sont des objets dé�nis uniquement dans le cadre
de la géométrie complexe, et qui sont reliés aux représentations semisimples du groupe fondamental de la
surface sur laquelle ils sont dé�nis, là encore, moyennant une hypothèse de stabilité. Cette correspondance est
établie par deux théorèmes fondamentaux, qui en déterminent chacun une direction. On doit à Corlette ([4])
et Donaldson ([8]) la preuve qu'à une représentation semisimple du groupe fondamental peut-être associée
un �bré de Higgs polystable. La preuve que l'application réciproque est bien dé�nie provient originellement
des travaux de Hitchin ([14]), qui a prouvé qu'à un �bré de Higgs polystable de rang 2 sur une surface de
Riemann pouvait être associée une représentation du groupe fondamental. Simpson a quant à lui prouvé
ce résultat dans [19], pour une classe plus large de variétés complexes, incluant notamment les variétés
kähleriennes compactes.

Notre objectif dans ce document sera de présenter la théorie des �brés de Higgs, ainsi que les théorèmes de
Hitchin-Simpson et Corlette-Donaldson, en commençant par introduire les notions de base de la géométrie
complexe. A priori, peu de connaissances préliminaires seront nécessaires au lecteur pour en aborder la
lecture, moyennant une compréhension élémentaire des principaux concepts de la géométrie di�érentielle.
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2 Géométrie complexe

Fondamentalement, la géométrie complexe consiste en l'étude des variétés complexes, objets dé�nis de
façon similaire aux variétés di�érentielles usuelles, par recollement holomorphes d'ouverts de Cn. Pour intro-
duire proprement ces objets, il faut préciser ce que l'on entend par "recollement holomorphe", et, pour cela,
dé�nir la notion de fonction holomorphe en plusieurs variables. Ceci permettra de présenter les concepts de
la géométrie complexe à partir de ceux de la géométrie di�érentielle usuelle, que l'on supposera connus.

Les dé�nitions et résultats présentés ici peuvent être trouvés dans n'importe quel ouvrage de référence
sur la géométrie complexe ; on pourra se référer par exemple à [24] pour plus de détails.

2.1 Fonctions holomorphes et variétés complexes

Dé�nition 2.1.1. Soit U un ouvert de Cn. Une application f : U → C est dite holomorphe en un point p =
(z1, ..., zn) si pour tout i ∈ {1, ...n}, l'application dé�nie dans un voisinage de 0 ∈ C par ζi 7→ f(z1, ..., ζi, ...zn)
est holomorphe (au sens usuel) autour de 0. On dit que f est holomorphe sur U si elle est holomorphe en
chacun de ses points.

Une application f : U ⊂ Cn → Cm est dite holomorphe si toutes ses applications coordonnées le sont.

Pour résumer, une application est holomorphe en un point si elle est localement holomorphe sur toute
droite complexe passant par ce point.

De la même façon que dans le cas de la dimension 1, on dé�nit les notions de bijections biholomorphes
entre deux ouverts de Cn, comme étant les bijections holomorphes de réciproque holomorphe. On peut
maintenant introduire la notion de variété complexe.

Dé�nition 2.1.2. Une variété complexe X de dimension n est la donnée d'un espace topologique sous-
jacent Xtop et d'un atlas holomorphe i.e. un couple ((Uα), (ϕα)), où (Uα) est un recouvrement ouvert de
Xtop et (ϕα) est une famille d'homéomorphismes de Uα vers des ouverts de Cn, tels que pour tous α, β avec
Uα ∩ Uβ 6= ∅, l'application

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ)

soit biholomorphe.

On remarque que par oubli de structure, une variété complexe de dimension n peut être considérée comme
une variété di�érentielle de dimension n.

Nous sommes maintenant en mesure d'étendre à la géométrie complexe certaines notions usuelles en
géométrie di�érentielle, et notamment celle de �bré vectoriel.

Dé�nition 2.1.3. Soit X une variété complexe. Un �bré vectoriel holomorphe de dimension m sur X est la
donnée d'un �bré vectoriel complexe E

π−→ X et d'une famille de trivialisations locales(
(Uα), (ϕα : π−1(Uα) −→ Uα × Cm)

)
,

telles que pour tout (α, β), l'application de transition ϕα ◦ ϕ−1
β soit biholomorphe là où elle est dé�nie.

Sur une variété di�érentielle, on peut introduire un certain nombre de �brés vectoriels fondamentaux,
notamment celui des formes di�érentielles. Ce �bré s'étend aisément au cas des variétés complexes, en
considérant simplement une extension du corps des scalaires. Une forme di�érentielle α de degré p sur une
variété complexe est donc une forme di�érentielle usuelle de degré p, étant entendu que celle-ci peut prendre
des valeurs complexes et non simplement réelles. On notera Ωp(X) le �bré lisse des p-formes complexes sur
X. Ainsi, si (U , ϕ = (z1, ..., zn)) est une carte holomorphe locale, si on introduit les coordonnées complexes
zj = xj + iyj et les formes

dzj = dxj + idyj , dz̄j = dxj − idyj , (1)

un repère local pour Ωp(X) sur U est constitué par les p-formes

dzi1 ∧ ... ∧ dzik ∧ dz̄j1 ∧ ... ∧ dz̄jr ,
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où i1 < ... < ik et j1 < ... < jr avec r+ k = p. On introduit les �brés Ωp,q(X), dé�nis par les repères locaux
(dzi1 ∧ ... ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ ... ∧ dz̄jq )i1<...<ip,j1<...<jq . Il est facile de véri�er que ces repères se recollent pour
dé�nir un �bré lisse sur X. On a la relation naturelle

Ωk(X) =
⊕
p+q=k

Ωp,q(X). (2)

Dé�nition 2.1.4. Soit E un �bré vectoriel lisse sur X. Le �bré Ωp ⊗ E (resp. Ωp,q ⊗ E) sera noté Ωp(E)
(resp. Ωp,q(E)) et appelé �bré des p-formes à valeurs dans E (resp. (p, q)-formes à valeurs dans E).

Si α est une k-forme, et si p+ q = k, on notera α(p,q) la projection de α sur le �bré des (p, q)-formes.

2.2 Dérivée extérieure . Opérateur ∂̄

On rappelle ici une notion fondamentale en géométrie di�érentielle, à savoir la notion de dérivée exté-
rieure. En modi�ant légèrement cette dérivée pour prendre en compte la structure holomorphe d'une variété
complexe, on introduit l'opérateur ∂̄, qui sera utile notamment pour construire les invariants cohomologiques
d'une variété complexe. Comme précédemment, X désigne une variété complexe de dimension n.

Dé�nition 2.2.1. Il existe un opérateur d : Ωp(X)→ Ωp+1(X) tel que pour toute p-forme di�érentielle α,
pour tout système local de coordonnées (x1, y1, ..., xn, yn), où α s'écrit

α =
∑

|I|+|J|=p

αIJdxI ∧ dyJ ,

on ait

dα =
∑

|I|+|J|=p

n∑
i=1

(
∂αIJ
∂xi

dxi +
∂αIJ
∂yi

dyi

)
∧ dxI ∧ dyJ . (3)

Soit f une fonction lisse dé�nie sur un ouvert de coordonnées holomorphes (U , (z1, ..., zn)) de X. On pose

∂f

∂zi
=

1

2

(
∂f

∂xi
− i ∂f

∂yi

)
et

∂f

∂z̄i
=

1

2

(
∂f

∂xi
+ i

∂f

∂yi

)
On remarque en particulier que f est holomorphe sur U si et seulement si ∂f

∂z̄i
est identiquement nul pour

tout i.

Dé�nition 2.2.2. Il existe des opérateurs ∂ : Ωp,q(X) → Ωp+1,q(X) et ∂̄ : Ωp,q(X) → Ωp,q+1(X) tels que
pour toute (p, q)-forme α, pour tout ouvert U de coordonnées (z1, ..., zn) où α s'écrit

α =
∑

|I|=p,|J|=q

αIJdzI ∧ dz̄J ,

on ait

∂α =
∑

|I|=p,|J|=q

n∑
i=1

∂αIJ
∂zi

dzi ∧ dzI ∧ dz̄J , (4)

et

∂̄α =
∑

|I|=p,|J|=q

n∑
i=1

∂αIJ
∂z̄i

dz̄i ∧ dzI ∧ dz̄J . (5)

On véri�e aisément à partir des dé�nitions que d = ∂ + ∂̄ sur une variété complexe. En décomposant la
relation d2 = 0 sur les sommes directes Ωi =

⊕
p+q=i Ωp,q, on déduit les relations suivantes.

Proposition 2.2.1. On a les identités

∂2 = 0, ∂̄2 = 0, ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0. (6)
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Soit E un �bré holomorphe sur X, de �bré lisse sous-jacent E. On peut dé�nir un opérateur ∂̄E : Ω0(E)→
Ω0,1(E) en imposant, pour toute section σ de E s'écrivant σ =

∑
i σ

iei dans un repère holomorphe local (ei),

∂̄Eσ =
∑
i

(∂̄σi)ei.

Cette dé�nition ne dépend pas du choix du repère (ei), puisque les applications de changement de repères
holomorphes g sont telles que l'on ait ∂̄g = 0. En outre, on remarque qu'une section σ de E est holomorphe
si et seulement si ∂̄Eσ = 0. La donnée de la structure holomorphe de E est donc équivalente à celle de ∂̄E ,
comme en témoigne la proposition suivante.

Proposition 2.2.2. Soit E un �bré lisse et soit ∂̄0 : E −→ Ω0,1 ⊗E un opérateur C-linéaire satisfaisant la
règle de Leibniz

∂̄0(fσ) = f∂̄0σ + (∂̄f)σ, (7)

et tel que ∂̄2
0 = 0. Alors il existe un unique �bré holomorphe E de �bré lisse sous-jacent E, tel que ∂̄0 = ∂̄E .

2.3 Cohomologies

Pour l'étude des problèmes de classi�cation des variétés complexes, il peut être intéressant d'introduire
des invariants algébriques associés à une variété complexe donnée. Une façon fondamentale de construire
de tels invariants est d'utiliser des méthodes cohomologiques. On va ici rappeler brièvement la dé�nition
de la cohomologie de De Rham d'une variété di�érentielle, qui permet de construire des invariants reliés à
la topologie de cette dernière, avant d'introduire la cohomologie de Dolbeault, associée à une structure de
variété complexe.

Dé�nition 2.3.1. La cohomologie de De Rham H ·DR(X) d'une variété di�érentielle de dimension m est la

cohomologie du complexe 0→ Ω0(X)
d−→ Ω1(X) −→ ... −→ Ωm(X)→ 0, i.e.

Hi
DR(X) =

(
ker d : Ωi(X) −→ Ωi+1(X)

)/(
im d : Ωi−1(X) −→ Ωi(X)

)
. (8)

Si l'on rajoute à la variété di�érentielle une stucture de variété complexe, on peut introduire les groupes
de cohomologie de Dolbeault.

Dé�nition 2.3.2. Soit X une variété complexe de dimension n, et soient p, q ∈ {1, ..., n}. Le (p, q)-
ième groupe de cohomologie de Dolbeault Hp,q(X) est le q-ième groupe de cohomologie du complexe 0 →
Ωp,0(X)

∂̄−→ Ωp,1(X) −→ ... −→ Ωp,n(X)→ 0, i.e.

Hp,q(X) =
(
ker ∂̄ : Ωp,q(X) −→ Ωp,q+1(X)

)/(
im ∂̄ : Ωp,q−1(X) −→ Ωp,q(X)

)
(9)

Alors que les groupes de cohomologie de De Rham sont des invariants topologiques, qui ne dépendent que
de la structure de variété di�érentielle d'une variété complexe X, les groupes de cohomologie de Dolbeault
dépendent a priori de la structure holomorphe de X.

Il est bien connu que sur une variété di�érentielle compacte orientable X, les groupes de cohomologie de
De Rham sont reliés entre eux par la dualité de Poincaré qui stipule que les groupes de cohomologie Hi

DR(X)
et Hn−i

DR (X) sont duaux. Dans le cas d'une variété complexe compacte, ce résultat s'étend par la dualité de
Serre.

Théorème 1 (Dualité de Serre). Soit X une variété complexe compacte. Alors pour tous p, q ∈ {1, ..., n},
les espaces Hp,q(X) et Hn−p,n−q(X) sont duaux l'un de l'autre.

Ce théorème peut se démontrer dans une plus grande généralité dans le cadre de la géométrie algébrique
(on pourra consulter par exemple [13]). Pour établir la dualité de Serre en restant dans le domaine de la
géométrie complexe, on peut faire appel à la théorie de Hodge qui permet d'obtenir et de manipuler des
représentants particuliers des classes de cohomologie considérées. Cette preuve, due à Kodaira ([15]), est
détaillée notamment dans [24].
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2.4 Variétés kähleriennes

En règle générale, il est di�cile de trouver des relations entre les groupes de cohomologie de De Rham et
les groupes de cohomologie de Dolbeault. Cependant, il existe une classe de variétés complexes pour lesquelles
ces deux cohomologies sont reliées de façon naturelle.

On rappelle qu'une métrique h sur une variété di�érentielle X est la donnée en tout point p ∈ X d'un
produit scalaire sur l'espace tangent en p, noté Tp(X), dont les composantes hij varient de façon lisse dans
un système de coordonnées locales où h s'écrit h =

∑
ij hijdxi ⊗ dxj . En géométrie di�érentielle usuelle, il

est bien connu qu'on peut trouver en tout point un système de coordonnées lisses, dit normal, dans lequel
on a h = I+O(|x|2). On va maintenant distinguer les variétés complexes pour lesquelles on peut trouver un
tel système de coordonnées holomorphes.

Une métrique hermitienne h sur une variété complexe X est la donnée d'un produit scalaire hermitien en
tout point p sur l'espace tangent TC

p (X), variant de façon lisse sur la variété. Remarquons que TC
p (X) est un

espace vectoriel complexe, que l'on peut introduire de façon similaire au cas di�érentiel, en le dé�nissant par
exemple comme le dual de l'espace des germes de fonctions C∞ en p (on a en particulier dimTC

p (X) = dimX
en tout point p). On véri�e aisément que dans un système de coordonnées complexes (z1, ..., zn), on peut
écrire

h =
∑
i,j

hijdzi ⊗ dz̄j ,

où (hij) est une matrice hermitienne dé�nie positive.

Dé�nition 2.4.1. SoitX une variété complexe. On dira qu'une métrique hermitienne h surX est kählerienne
si pour tout p ∈ X, il existe un ouvert U de coordonnées holomorphes (z1, ..., zn), centrées en p, dans lesquelles
h s'écrit, si on note (ζ1, ..., ζ2n) = (x1, y1, ..., xn, yn),

h =
∑
i,j

(Ii,j +O(|ζ|2) dζi ⊗ dζj .

On dira qu'une variété complexe est kählerienne si elle admet une métrique kählerienne.

La propriété d'être kählerienne pour une variété complexe peut sembler délicate à véri�er. On peut la
remplacer par une condition plus aisément manipulable grâce à la proposition suivante.

Proposition 2.4.1. [6] Soit h une métrique hermitienne sur X. Pour tout ouvert U de coordonnées holo-
morphes (z1, ..., zn), dans lesquelles h s'écrit h =

∑
ij hijdzi ⊗ dz̄j, on pose

ΩU =
i

2

∑
ij

hijdzi ⊗ dz̄j ∈ Ω1,1(U). (10)

Alors les ΩU se recollent en une (1, 1)-forme Ω, réelle (i.e. telle que Ω̄ = Ω). En outre, on a dΩ = 0 si et
seulement si h est kählerienne.

Le fait que les dé�nitions locales de Ω se recollent pour donner une forme globalement dé�nie est aisé à
véri�er, tout comme le fait que Ω est réelle. Le fait que h soit kählerienne implique trivialement que Ω est
fermée. Pour montrer la réciproque, on recherche un autre système de coordonnées ζj = zj +

∑
kl ajklzkzl, où

les ajkl sont des constantes. En écrivant la condition dΩ = 0 dans les coordonnées (zj), on en déduit qu'on
peut trouver des (ajkl) telles que les dérivées premières de h par rapport aux ζi soient nulles en p.

Cette proposition permet de trouver de nombreux exemples de variétés kähleriennes, par sa facilité de
véri�cation. Cependant, elle impose une restriction importante sur les groupes de cohomologie de Dolbeault,
puisqu'on a la propriété suivante.

Théorème 2. [24, 6] Soit X une variété kählerienne compacte. Pour tout i, on a des isomorphismes

Hi
DR(X) =

⊕
p+q=i

Hp,q(X). (11)
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La démonstration de ce résultat utilise des méthodes d'analyse harmonique. Une métrique kählerienne
étant donnée, l'idée est de dé�nir un produit scalaire hermitien sur les formes di�érentielles, pour lequel les
décompositions

⊕
Ωp,q sont orthogonales, puis de rechercher dans chaque classe de cohomologie de De Rham

un représentant α dit d-harmonique, i.e. tel que d∗α = 0, où d∗ est l'adjoint de d pour les produits scalaires
dé�nis sur les Ωi(X).

On a alors des isomorphismes

ker di
/

im di−1 ' ker di ∩ ker(di−1)∗ ' ker(dd∗ + d∗d) ∩ Ωi(X). (12)

On procède de même pour la cohomologie de Dolbeault, et en introduisant les opérateurs de Laplace ∆ =
dd∗ + d∗d et ∆∂̄ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄, on obtient des isomorphismes Hi

DR(X) ' ker ∆|Ωi et Hp,q(X) ' ker ∆∂̄ |Ωp,q .
À présent, on peut utiliser le fait que la métrique h, servant à dé�nir les opérateurs ∆ et ∆∂̄ (par le biais
des adjoints d∗ et ∂̄∗), est kählerienne, pour prouver la relation fondamentale suivante

∆ = 2∆∂̄ . (13)

On peut en déduire que les formes d-harmoniques se décomposent de façon unique en sommes orthogonales
de formes ∂̄-harmoniques, ce qui donne l'isomorphisme

Hi
DR(X) ' ker ∆|Ωi

'
⊕
p+q=i

ker ∆|Ωp,q

'
⊕
p+q=i

ker ∆∂̄ |Ωp,q

'
⊕
p+q=i

Hp,q(X).

Exemple. Soit X une surface de Riemann (i.e. une variété complexe de dimension 1), compacte. On peut
toujours munirX d'une métrique h dont l'expression locale sera de la forme h = gdz⊗dz̄, où g est une fonction
lisse à valeurs réelles. L'expression locale de Ω est donc Ω = i

2gdz ∧ dz̄ = gdx ∧ dy. Puisque dimRX = 2, Ω
est trivialement fermée, donc X est kählerienne. De fait, on a les décompositions du théorème 2.4. On peut
montrer facilement qu'une forme α est harmonique (i.e. d-harmonique et ∂̄-harmonique) si et seulement si
∂̄α = 0 et ∂α = 0. Alors on a H0

DR = H0,0 = {fonctions constantes sur X} = C, H2
DR = H1,1 = C · [Ω], et

H1
DR = H1,0 ⊕H0,1 '

{
α ∈ Ω1,0, ∂̄α = 0

}
⊕
{
α ∈ Ω0,1, ∂α = 0

}
.

Ces deux derniers espaces sont isomorphes par α 7→ ᾱ, ce qui donne dimH1,0 = 1
2 dimH1

DR = g, où g est le
genre de la surface X. On dira qu'une forme di�érentielle α est holomorphe si ∂̄α = 0. On vient de prouver
que, sur une surface de Riemann, il y a exactement g (1, 0)-formes holomorphes linéairement indépendantes,
et qu'en particulier, le nombre de formes holomorphes linéairement indépendantes est un invariant topologique
de la surface.

3 Représentations de groupes de surfaces et �brés de Higgs

On va maintenant aborder l'étude des représentations des groupes fondamentaux d'une surface de Rie-
mann, i.e. des morphismes π1(X) −→ GL(V ), où X est une surface de Riemann, et V un C-espace vectoriel
de dimension �nie. On verra que cette étude peut se ramener à un problème de recherche de connexions sur
un �bré vectoriel. En imposant une structure holomorphe sur ce �bré, on verra apparaître la notion de �bré
de Higgs, notion purement issue de la géométrie complexe, qui sera ainsi reliée au problème, algébrique, de
l'étude des représentations de π1(X).

Pour une présentation générale de la théorie des �brés de Higgs, et de leurs liens avec les connexions
plates et les représentations de groupes de surfaces, on pourra se référer à [25].
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3.1 Connexions et métriques

On rappelle ici la notion de connexion, qui consiste essentiellement en l'établissement d'une règle de
dérivation des sections d'un �bré vectoriel lisse donné. Pour commencer, on se placera sur une variété
complexe X de dimension n ≥ 1.

Dé�nition 3.1.1. Une connexion sur un �bré vectoriel lisse E −→ X est une application C-linéaire ∇ :
Ω0(E) −→ Ω1(E), satisfaisant la règle de Leibniz suivante, pour toutes sections f ∈ C∞(X), s ∈ E :

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇s. (14)

La règle de Leibniz permet de dé�nir, à partir d'une connexion donnée, des applications Ωp ⊗ E −→
Ωp+1 ⊗ E, que l'on notera aussi ∇.

Proposition 3.1.1. L'application F∇ = ∇2 : E −→ Ω2⊗E est une section de Ω2⊗EndE, appelée courbure
de la connexion ∇.

On a alors la propriété suivante, qui détermine un invariant fondamental des �brés lisses sur une surface
de Riemann.

Proposition 3.1.2. Soit ∇ une connexion sur un �bré. La classe de cohomologie de la forme i
2π TrF∇ ∈

Ω2(X) ne dépend pas de la connexion ∇. On l'appelle première classe de Chern du �bré E. Sur une surface
de Riemann, sa donnée est équivalente à celle de l'intégrale

∫
X

i
2π TrF∇, qui appartient nécessairement à Z.

À rang �xé, la première classe de Chern détermine uniquement et est uniquement déterminée par la classe
d'isomorphisme lisse du �bré E. On la note c1(E).

Dé�nition 3.1.2. On appelera degré du �bré lisse E le nombre entier degE =
∫
X
c1(E).

Dé�nition 3.1.3. Unemétrique hermitienne h sur un �bré lisse est la donnée d'un produit scalaire hermitien
〈, 〉p sur chaque �bré Ep, telle que pour toutes sections lisses η, ξ de E, la fonction 〈η, ξ〉 soit lisse.

Une métrique permet de dé�nir des applications sesquilinéaires Ωp(E) ⊗ Ωq(E) −→ Ωp,q, en dé�nissant
localement, pour toute p-forme ω, q-forme η, et pour toutes sections s1, s2 de E :

〈ω ⊗ s1, η ⊗ s2〉 = 〈s1, s2〉ω ∧ η̄.

Dé�nition 3.1.4. Soit E un �bré lisse. On dit qu'une connexion ∇ est compatible avec une métrique h sur
ce �bré si pour toutes sections η, ξ de E, on a

d 〈η, ξ〉 = 〈∇η, ξ〉+ 〈η,∇ξ〉 . (15)

On dira aussi que la connexion est unitaire pour la métrique h, ou simplement unitaire s'il n'y a pas
d'ambiguité possible.

On a maintenant la proposition fondamentale suivante, qui rend équivalentes, une métrique h étant
donnée, la donnée d'une structure de �bré holomorphe sur un �bré lisse E et la donnée d'une connexion
unitaire.

Proposition 3.1.3. Soit E un �bré holomorphe sur X, muni d'une métrique h. Il existe une unique
connexion unitaire d(∂̄E ,h) sur E, appelée connexion de Chern de (∂̄E , h), telle que ∇0,1 = ∂̄E , i.e. telle
que pour toute section s du �bré lisse sous-jacent à E, on ait[

d(∂̄E ,h)s
]0,1

= ∂̄Es.

Pour démontrer cette proposition, il su�t d'écrire, dans une trivilisation locale σ de E, ∇ σ
= d + A, où

d est la dérivée extérieure usuelle, et A est une matrice de 1-formes à valeurs dans E. En exprimant les
conditions recherchées sur ∇, on obtient des équations déterminant uniquement la matrice A, ce qui prouve
le résultat.
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3.2 Représentations de groupes de surfaces et connexions plates

On s'intéresse maintenant au lien entre connexions et représentations de groupes de surfaces. À partir de
ce point X désignera une surface de Riemann, i.e. une variété complexe de dimension 1.

On considère un �bré vectoriel lisse E de rang n sur X, que l'on suppose trivial, i.e. isomorphe à Cn. Une
connexion ∇ sur E est dite plate si sa courbure F∇ est nulle. Soit ∇ une telle connexion. Fixons un point
p de X, et soit γ un lacet basé en p. Alors pour tout vecteur v ∈ Ep, on peut transporter parallèlement v
par rapport à ∇ le long de γ, i.e. résoudre en s l'équation ∇(s(t)) · γ̇(t) = 0 avec condition initiale s(0) = v,
pour obtenir un vecteur s(1) ∈ Ep. La platitude de ∇ implique que s(1) ne varie pas si l'on remplace γ par
un lacet lui étant homotope. À une classe d'homotopie [γ] ∈ π1(X, p), on a ainsi associé un endomorphisme
hol∇(γ) de Ep, dont on véri�e aisément qu'il s'agit d'un isomorphisme d'espaces vectoriels. Par ailleurs, on
a la règle de composition hol∇(γ · ζ) = hol∇(γ) ◦hol∇(ζ). Si l'on �xe une base de Ep, on peut considérer que
hol∇ est à valeurs dans GLn(C).

En résumé, à une connexion plate ∇ sur le �bré E, on a associé une représentation de groupes hol(∇) :
π1(X, p) −→ GLn(C), à un choix de base de Ep près. Voyons maintenant ce qu'il en est de la réciproque.

Soit ρ : π1(X, p) −→ GLn(C) une représentation de groupes. Pour déterminer un antécédant (E,∇) de ρ
pour l'application hol, raisonnons par condition nécessaire et supposons que l'on ait trouvé un �bré vectoriel
E trivial lisse muni d'une connexion plate ∇ telle que hol∇ = ρ, une base de Ep convenable étant �xée. Soit
X̃ → X le revêtement universel de X, et soit p̃ un point de X̃ au-dessus de p. La connexion ∇ étant plate,
on peut tirer en arrière les sections plates (i.e. les sections satisfaisant ∇(s) = 0), sur X̃, pour former un
�bré trivial Cn −→ X̃, dont les sections ei du repère naturel sont plates, et telles que (ei(p̃)) soit égal à la
base de Ep que l'on s'est �xé initialement.

On remarque alors que si γ est un lacet basé en p, et si v ∈ Ep̃, la section de Cn −→ X̃ identiquement
égale à v représente une section plate, donc le vecteur v ∈ Ep̃ doit être identi�é avec v · ρ(γ) ∈ Ep̃·γ . Ceci
indique que E ' X̃ × Cn

/
≡ , où ≡ est la relation d'équivalence dé�nie par (x, vρ(γ)) ≡ (x·γ, v). Ceci fournit

la réciproque de l'application hol : étant donnée une représentation ρ de π1(X, p), on construit E comme
précédemment, et on dé�nit les sections plates de ∇ comme étant les passages au quotient des sections
localement constantes de X̃ (il est facile de véri�er que la donnée d'une connexion plate est équivalente à
celle de ses sections plates). Là encore, ∇ est dé�nie à un choix de base de Ep près. En outre on véri�e que
le �bré E ainsi obtenu est trivial en tant que �bré lisse.

Notons CplatE l'espace des connexions plates sur le �bré E. On a une relation d'équivalence naturelle sur
CplatE , donnée par

∇ ∼ ∇′ s'il existe g ∈ GL(E) avec g(p) = IEp
et ∇ = g∇′g−1.

Les deux applications que l'on vient de détailler passent au quotient de CplatE par ∼, et sont alors réciproques
l'une de l'autre, ce qui fournit la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. On a un homéomorphisme

hol : C
plat
E

/
∼ −→ Hom(π1(X, p),GLn(C)). (16)

3.3 Fibrés de Higgs

On a réussi à convertir la donnée d'une représentation du groupe π1(X, p) en celle d'une connexion
plate sur le �bré E. Notre objectif, à présent, va être de déterminer cette connexion à partir de concepts
exprimables uniquement dans le langage de la géométrie complexe.

Pour cela, �xons une métrique hermitienne h sur le �bré lisse trivial E. On remarque alors que pour
toute connexion plate ∇, il existe une unique décomposition ∇ = dA + Ψ, où dA est une connexion unitaire
pour h, et Ψ ∈ Ω1(X,Herm(E)) est une 1-forme à valeurs dans les endomorphismes hermitiens de E. Par la
proposition 3.1.3, on sait que, h étant �xée, la donnée de dA est équivalente à celle d'une structure holomorphe
sur le �bré E. En outre, on a une décomposition unique Ψ = Φ + Φ∗, où Φ ∈ Ω1,0(X,End(E)).

La connexion ∇ nous donne ainsi, par le biais de cette décomposition, accès à une structure complexe ∂̄E
sur E et à une section Φ ∈ Ω1,0(X,End(E)), tels que ∇ = d(∂̄E ,h) + Φ + Φ∗. On va voir plus tard que dans
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la plupart des cas intéressants, on peut choisir h pour imposer une condition d'holomorphicie sur Φ, ce qui
nous conduit à la dé�nition suivante.

Dé�nition 3.3.1. Un �bré de Higgs sur X est la donnée d'un couple (E ,Φ), où E est un �bré holomorphe,
et Φ ∈ Ω1,0(X,End(E)) est une (1, 0)-forme holomorphe (i.e. telle que ∂̄EΦ = 0) à valeurs dans les endomor-
phismes du �bré E . On appelle Φ le champ de Higgs de (E ,Φ).

On va voir qu'on peut établir une correspondance entre certains �brés de Higgs (E ,Φ) et certaines
connexions plates ∇. La principale question va être de déterminer à quelle condition sur ∇ il sera possible de
trouver une métrique h telle que le couple (E ,Φ) obtenu par la décomposition précédente satisfasse ∂̄EΦ = 0.
Pour l'autre sens de la correspondance, étant donné un �bré de Higgs, il va falloir déterminer à quelle condition
sur (E ,Φ) il est possible de trouver une métrique h pour reconstruire une connexion ∇ = d(∂̄E ,Φ) + Φ + Φ∗

plate.

3.4 Obtention de ∇ à partir de (E ,Φ). Théorème de Hitchin-Simpson

On voit que pour établir la correspondance évoquée précedemment, il faut déterminer dans les deux cas
une condition pour trouver une métrique h convenable sur un �bré donné.

Commençons par établir comment reconstruire ∇ à partir de (E ,Φ). On se place sur un �bré lisse trivial
E, que l'on munit d'une structure de �bré de Higgs (E ,Φ). Soit h une métrique hermitienne sur E , et notons
A = (∂̄E , h), FA = d2

A la courbure de la connexion de Chern de (E , h). Alors ∇ = dA + Φ + Φ∗ est plate si et
seulement si

FA + [Φ,Φ∗] = 0, (17)

où [Φ,Φ∗] = Φ ∧ Φ∗ + Φ∗ ∧ Φ.
On peut exprimer l'équation (17) dans une plus grande généralité si on ne suppose plus que le �bré lisse

sous-jacent à E est trivial.

Dé�nition 3.4.1. Soit (E ,Φ) un �bré de Higgs, tel que deg E = d. On dit qu'une métrique hermitienne h
sur E satisfait l'équation de Hitchin si

√
−1(FA + [Φ,Φ∗]) =

deg E
rgE

IEω,

où ω est une (1, 1)−forme associée à une métrique kählerienne sur X par la proposition 2.4.1, et normalisée
de sorte à avoir

∫
X
ω = 2π.

Le critère d'existence d'une métrique satisfaisant les équations d'Hitchin-Simpson est connu : il s'agit de
la polystabilité.

Dé�nition 3.4.2. On dit qu'un �bré de Higgs (E ,Φ) est stable si et seulement si pour tout sous-�bré
holomorphe 0 ( V ( E tel que Φ(V) ⊂ V ⊗ Ω1,0, on a

deg V

rg V
<

degE

rgE
.

On dit qu'un �bré de Higgs est polystable s'il s'écrit comme somme directe (E ,Φ) =
⊕

i(Ei,Φi), tel que
(Ei,Φi) soit stable pour tout i, avec

degEi
rgEi

=
degE

rgE
.

On a alors le théorème suivant, qui fournit un sens de la correspondance recherchée.

Théorème 3 (Hitchin [14], Simpson [19]). Un �bré de Higgs (E ,Φ) admet une métrique h satisfaisant les
équations de Hitchin si et seulement s'il est polystable.
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Ce théorème a été démontré pour la première fois par Hitchin dans [14] dans le cas des surfaces de
Riemann, avec un �bré de Higgs de rang 2. Une démonstration générale est fournie par Simpson ([19]) pour
une classe de variétés kähleriennes de dimension quelconque, incluant notamment les variétés compactes, et
avec un �bré de rang quelconque. Il est relativement aisé de montrer le sens direct du théorème. L'idée de
base, pour prouver la réciproque, est de choisir une suite de métriques minimisant la fonctionnelle YMH(H) =∫
X
|FA + [Φ,Φ∗]|2, puis d'utiliser l'hypothèse de polystabilité pour montrer la convergence de cette suite vers

une métrique limite, satisfaisant les équations de Hitchin.

3.5 Obtention de (E ,Φ). Théorème de Corlette-Donaldson

3.6 Obtention de (E ,Φ). Théorème de Corlette-Donaldson

Nous allons maintenant étudier la réciproque de la correspondance introduite à la section 3.3, en détermi-
nant pour quelles connexions ∇ plates, il est possible de trouver une métrique hermitienne h leur associant
une structure (E ,Φ) avec ∂̄EΦ = 0.

Dé�nition 3.6.1. On dit qu'une métrique hermitienne h sur un �bré trivial avec connexion plate (E,∇)
est harmonique, si la structure (E ,Φ) associée est une structure de �bré de Higgs, i.e. si on a ∂̄EΦ = 0.

La réponse à notre problème est fournie par le théorème de Corlette-Donaldson, que nous allons mainte-
nant énoncer. On rappelle qu'une représentation de groupes G

ρ−→ GL(V ) est dite semi-simple si elle s'écrit
comme somme directe de représentations irréductibles.

Théorème 4 (Corlette [4], Donaldson [8]). Une connexion ∇ plate sur un �bré lisse E admet une métrique
harmonique si et seulement si la représentation du groupe π1(X, p) associée est semi-simple.

L'argument de base pour prouver ce résultat est de commencer par prouver qu'une métrique est harmo-
nique si et seulement si elle minimise une certaine fonctionnelle Eρ, appelée fonctionnelle d'énergie. On peut
alors montrer que cette fonctionnelle admet une suite minimisante de métriques. L'hypothèse selon laquelle
la représentation de groupe est semi-simple permet ensuite d'obtenir un module de Lipschitz uniforme sur
la suite de métriques, ce qui autorise à appliquer le théorème d'Ascoli pour obtenir une limite uniforme à
la suite de métriques. Pour terminer la preuve du théorème, il reste à écrire la condition d'harmonicité sous
la forme d'une équation aux dérivées partielles, à laquelle on applique une méthode de bootstrapping pour
montrer que la métrique limite en est bien solution.

3.7 Espaces modulaires

Les théorèmes de Hitchin-Simpson et Corlette-Donaldson permettent d'établir une correspondance entre
�brés de Higgs polystables de degré 0 (i.e. de �bré lisse sous-jacent trivial) et �brés lisses triviaux avec
connexions plates dé�nissant une représentation semi-simple.

(E ,Φ) polystable de degré 0
∃H−→

Hitchin-Simpson
(E ,Φ, H)
FA+[Φ,Φ∗]=0

l
(E,∇) avec ρ semi-simple

∃H−→
Corlette-Donaldson

(E,∇, H)
d
(0,1)
A Ψ(1,0)=0

, (18)

où l'on a utilisé ∇ = dA + Ψ avec dA unitaire, et Ψ = Φ + Φ∗.
On peut exprimer cette correspondance sous la forme d'un isomorphisme d'espaces modulaires. Ces es-

paces modulaires sont construits à partir des classes d'isomorphismes des structures considérées (en l'oc-
curence, des �brés de Higgs, et des représentations de groupes de surfaces). Cependant, pour éviter des
problèmes de séparation des espaces modulaires, il faut considérer une relation d'équivalence un peu plus
large que la relation d'isomorphisme pour construire ces espaces. La construction de tels espaces modulaires
est l'objet de la Théorie des Invariants Géométriques (GIT), introduite par Mumford ([17]). Pour nos ob-
jectifs, il su�ra de comprendre ces espaces comme les classes d'isomorphismes des �brés polystables ou des
représentations semi-simples que nous avons considérées.
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Soit E un �bré lisse trivial. On dé�nit l'espace modulaire de Dolbeault associé au �bré E par

MD(E) = {stuctures de �brés de Higgs polystables surE}
/
GL(E) ,

où l'on pose que (∂̄E1 ,Φ1) ≡ (∂̄E1 ,Φ2) sous l'action de GL(E) s'il existe g ∈ GL(E) tel que ∂̄E1 = g−1∂̄E2g
et Φ1 = g−1Φ2g.

La correspondance établie précédemment va nous donner un isomorphisme entre cet espace et l'espace des
classes d'isomorphismes des représentations semi-simples de π1(X, p), à savoir l'espace modulaire de Betti,
dé�ni par

Mn
B = {représentations semi-simples π1(X, p) −→ GLn(C)}

/
GLn(C) ,

où GLn(C) agit sur les représentations semi-simples par conjugaison.
On a alors l'isomorphisme annoncé.

Théorème 5. On a un homéomorphisme

MD(E) 'Mn
B ,

où n = rgE.

On a ainsi obtenu une manière di�érente de considérer l'espace modulaire des représentations de groupes,
sous la forme d'objets appartenant au domaine de la géométrie complexe. Cette correspondance forme une
source importante d'idées pour aborder des problèmes concernant l'un ou l'autre de ces domaines, puisqu'elle
incite à considérer ces problèmes en les voyant de l'autre point de vue.

Ainsi, une classe particulière de représentations de groupes étant donnée, on peut tenter de détermi-
ner à quels �brés de Higgs elles correspondent. On sait par exemple que les représentations unitaires
π1(X) −→ U(n) semisimples sont associées, par le théorème de Narasimhan-Seshadri (voir [18, 7]), aux
�brés holomorphes polystables. Les �brés de Higgs correspondants sont donc simplement ceux pour lesquels
le champ de Higgs Φ est nul. On a déterminé la structure des �brés de Higgs associés aux représentations de
la forme π1(X) −→ G pour un certain nombre de sous-groupes de GLn(C) � on citera notamment le cas du
sous-groupe U(p, q) (voir [3], ou l'appendice de [24] pour un résumé des résultats fondamentaux).

De même, on peut chercher à transcrire une notion ayant trait aux �brés de Higgs sous la forme d'une
question reliée aux représentations de groupes. Par exemple, on peut considérer l'action suivante de C∗ sur
les �brés de Higgs polystables :

pour tout λ ∈ C∗, (E ,Φ) 7→ (E , λΦ). (19)

On peut maintenant tenter de déterminer l'action équivalente de C∗ sur les représentations semi-simples de
π1(X). On peut retrouver une étude de cette action, et notamment la recherche de points �xes via la notion
de variation de structure de Hodge, dans l'article [21] de Simpson.
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