Thibault MANNEVILLE

Ecole Normale Supérieure de Paris
Département de Mathématiques et Applications
Année Universitaire 2012-2013

Introduction au Domaine de Recherche

GENERALISATIONS GEOMETRIQUES ET
COMBINATOIRES DE L ASSOCIAEDRE

Thibault Manneville

Eléve & PEcole Normale Supérieure de Paris



Thibault MANNEVILLE

Introduction

Les associaedres sont des polytopes dont I’étude méle la géométrie et la combinatoire.
Leurs sommets correspondent notamment aux triangulations d’un n-gone convexe. Le treilli
de l'associaedre est de fait isomorphe a ceux des dissections d’un n-gone. L’étude de ces
polytopes a motivé de nombreux travaux, dans le but de pouvoir « voir » les propriétés com-
binatoires des objets concernés de facon géométrique. Et éventuellement de pouvoir prouver
simplement grace a la géométrie des résultats qui pourraient étre moins évidents sans cela.

L’étude des associaedres est un champ de recherche assez étendu, eu égard aux nombreuses
méthodes de construction et généralisations que l'on peut en donner. Ces deux points mo-
tivent bien siir toujours en grande partie la recherche sur les associaedres. Notamment les
objets auxquels on peut associer ces polytopes dépassent a présent largement les simples
triangulations de polygones.

Nous allons donc présenter un petit historique des résultats déja connus a leur sujet, et
donnerons par la suite quelques pistes de recherche actuelles.

1 Définitions et notions de base

Dans cette section, nous abordons des notions de géométrie discrete de base ainsi que
quelques propriétés des triangulations. Pour plus d’approfondissements dans ce domaine, on
pourra aller voir dans [I7] ou [9 chapitre 5].

Avant cela, nous rappelons qu'un complexe simplicial abstrait C sur un ensemble F est
un ensemble de parties de E clos par le bas. Les éléments de C sont appelés ses faces.
Les complexes simpliciaux sont particulierement intéressants lorsqu’ils ont des réalisation
géométriques, c’est-a-dire lorsque ’on peut trouver un objet géométrique auquel correspond
une triangulation au sens de la topologie algébrique.

1.1 Les polytopes

Un polytope est un objet géométrique dont on peut donner deux définitions équivalentes.
L’équivalence de ces définitions, appelées V-représentation et H-représentation, est un résultat
fondamental de la théorie des polytopes.

Définition 1. Un polytope est une partie P de R™ qui vérifie l'une des propriétés équivalentes
suivantes :

V-représentation P est I'enveloppe convexe d’un ensemble fini de points de R";
H-représentation P est l'intersection bornée d’un nombre fini de demi-espaces.

Ot T'on appelle demi-espace les ensembles Ht = {x € R*|\(z) > a}, olt « est un réel et A
une forme linéaire sur R™.

On se donne un polytope P pour la suite. Dans la définition, on ne donne pas plus de
précision sur entier n car il n’est pas unique. Un polytope peut en effet étre vu comme
plongé dans son enveloppe affine, de dimension minimale, mais aussi dans n’importe quel
espace de dimension supérieure.

Un résultat classique est qu’il existe un unique ensemble minimal V' de points dont P est
I’enveloppe convexe. Les points de cet ensemble sont appelés les sommets de P. Comme on le
voit dans la définition, les bords des demi-espaces sont des hyperplans affines. Un hyperplan
affine est dit tangent & P s’il est le bord d’un demi-espace qui contient P et si son intersection
avec P est non vide.

L’intersection d’un hyperplan tangent avec P est appelé une face de P, ou k-face, k
étant la dimension de ’enveloppe affine de la face. Par convention, on considére P lui-méme
et 'ensemble vide comme des faces de dimension respectives dim(Aff(P)) et —1. Les faces
différentes de P et de dimension maximale sont appelées les facettes de P, les faces de
dimension 1 sont appelées les arétes de P. On a également que les 0-face de P sont exactement
ses sommets. Le graphe de P est le graphe qui a pour sommets les sommets de P et pour
arétes les arétes de P. Pour visualiser ces notions, cf figure[I}

Les faces de P présentent une pléthore de propriétés tres intuitives mais laborieuses a
montrer. Par exemple, une face de P est elle-méme un polytope ; 'intersection de deux faces
est une face; les sommets d’une face de P sont les sommets de P qui appartiennent a cette
face; si une face F' de P contient une face I/ de P, alors F’ est aussi une face de F'.
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une facette, ici 2-face

un sommet ou 0-face

une aréte ou 1-face

FiGUrE 1 — Un 3-polytope.

Les faces de P sont naturellement ordonnées par inclusion. On constate que tout ensemble
de faces de P a une borne inférieure dans P, a savoir 'intersection de ces faces. Comme il y
a un nombre fini de faces, on sait alors que 'ordre partiel défini sur les faces est un treillis.
On rappelle qu’un treillis est un ordre partiel dans lequel toute paire d’éléments a une borne
sup et une borne inf.

Donnons finalement deux notions que nous utiliserons dans la suite, celles de céne normal
et d’éventail normal de P.

Définition 2. — Un cone convexe dans R™ est une partie stable par addition et multi-
plication par des scalaires positifs ;
— Le cone normal & P en la face F' est le cone polyhedral

{J;ER”VyeF,<a:,y>=max<a:,t>},
teP

ol < .,. > dénote le produit scalaire sur R";

— L’éventail normal de P est I'ensemble des cones normaux des faces de P. Il est ordonné
par l'inclusion et est un treillis pour cet ordre. Il est isomorphe comme treillis au dual
du treillis des faces de P, c’est-a-dire ordonné par l’inclusion inverse.

1.2 Les triangulations

Etant donné un n-gone G, dans le plan ayant une aréte horizontale au-dessus de toutes
les autresﬂ n > 3, on appelle dissection de GG,, un ensemble de diagonales de GG,, d’intérieurs
disjoints. Une dissection D raffine une dissection D’ si D’ est contenue dans D. Une triangu-
lation de G, est une dissection maximale de GG,, au sens de l'inclusion. A toute triangulation,
on peut associer un arbre binaire enraciné appelé arbre dual, dont les sommets dont les tri-
angles de la triangulation, et les arétes les diagonales communes a deux triangles; sa racine
est le triangle contenant I’aréte horizontale supérieure de G,,. L’arbre dual est également
naturellement orienté : si deux triangles ont une aréte commune, I'un est au-dessus de cette
aréte, et l'autre est en dessous. On peut également le voir comme arbre binaire enraciné
complet en ajoutant des feuilles sortant de GG,, par ses arétes, la racine étant alors la feuille
qui sort par ’aréte horizontale supérieure. Ces définitions et propriétés sont illustrées sur Gg
dans la figure [2|

Un résultat classique d’énumération est que les triangulations de G, 42 sont comptées

1 2n

par le nombre de Catalan Cat,, = -5

. On voit que les dissections sont naturellement
ordonnées par le raffinement. Leur ensemble est le treillis des faces d’un complexe simplicial

abstrait.

On a également une opération sur les triangulations : le flip. Soit T une triangulation
et 0 une diagonale de T'. Il existe une unique autre triangulation que T, qu’on notera T",

1. On fait ce choix pour des raisons techniques, notamment pour avoir une racine de l’arbre dual.
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une dissection D de Gg une triangulation 7" de Gg P’arbre dual de T'
qui raffine D

FI1GURE 2 — Notions de base liées aux triangulations illustrées sur Gg.

qui raffine T'\ {¢6}. On dit que l'on flippe  quand on « passe » de T' a4 T”. On peut définir
un dernier treillis, seulement sur les triangulations cette fois. Il s’agit du graphe des flips
orienté dans le sens des pentes croissantes, c’est-a-dire que si T et T sont reliées par un
flip entre deux diagonales § € T et ' € T, Daréte {T, T’} est orientée vers la triangulation
dont la diagonale a la pente la plus forte. Le treillis obtenu est appelé treillis de Tamari. Cet
objet a une grande importance en combinatoire, et on peut trouver ses propriétés principales
dans [10].

2 L’exemple fondateur : le permutaedre

Le permutaedre est I'exemple fondateur de polytope qui a par la suite motivé 1’étude
des associaedres. Le permutaedre de dimension n, noté P, est le polytope défini comme
Penveloppe convexe des points M (o) = (o(1),0(2),..,0(n+ 1)) pour o parcourant le groupe
symétrique S,,11. Comme pour toute permutation o € Gy41, on a {o(1),...,0(n+ 1)} =
[n + 1], tous les M (o) sont contenus dans un méme hyperplan affine

H: Y x=<”;2>

1<i<n+1

Le polytope défini de la sorte a donc au plus dimension n. Et les points représentant
((1,4));eq2,nt17 €t la permutation ((n 4 1)12345...n) sont affinement indépendants. On a
donc bien que P, est de dimension n. La figure |3 montre comment on obtient P, a partir de
cette construction.

FIGURE 3 — Py et son plongement dans R3.

Rassemblons en une proposition les propriétés les plus classiques du permutaedre :

Proposition 3. V-représentation Les sommets de P,, sont exactement les M (o) pour o
parcourant Syp41 ;
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H-représentation Pour toute partie ) # J C [n+ 1], on pose
J+1
WS > ( h )
ieJ

Pour tout entier n, la description de P, comme intersection de demi-espaces fermés
est
Po=Hn () H:

JCIn+1]

Combinatoire des k-faces Pour k € [0,n], les k-faces de P,, sont indexées par les surjec-
tions de [n+ 1] dans [n — k + 1].

Tot+a3=3

FIGURE 4 — P vue dans H.

Remarque 4. Les deux premiers résultats sont a voir comme des cas particuliers géométriques
du troisiéme. En effet les sommets de P,, sont indexés par des permutations de [n+1], que 'on
peut voir comme des surjections de [n+1] dans lui-méme, et ses facettes sont indexées par
des parties non vides propres de [n+ 1], que 'on peut voir comme des applications surjectives
de [n + 1] dans {1, 2}.

On remarque aussi que deux sommets de P, sont adjacents si et seulement si la per-
mutation représentée par I'un est la multiplication de celle représentée par ’autre par une
transposition adjacente. Pour voir cela, il suffit de reprendre la description des k-faces du
permutaedre avec ici k = 2. De fait, deux points adjacents s’obtiennent 1'un par rapport a
l'autre par une réflexion dans R™*! qui échange les coordonnées des valeurs adjacentes. En
particulier, partant de l'identité, les permutations, lues comme les coordonnées des points,
s’obtiennent de proche en proche en suivant ’ordre faible gauche, car on permute des valeurs
et non des indices adjacents.

La figure [f] résume pour P ce qui a été mentionné précédemment.

3 Définition des associaedres et réalisations géométriques

3.1 Définition et une premiere réalisation

On prendra comme notation Asso, pour les associaédres n-dimensionnels. Mais comme
nous allons le voir, il n’y en a pas qu’un, Asso, désigne donc la classe des polytopes qui
vérifient la définition suivante :

Définition 5. Un associaédre de dimension n est un polytope de dimension n dont le treillis
des faces est isomorphe au dual du treillis des dissections de G4 3.
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En particulier les triangulations de G,,43 correspondent aux sommets de Asso,, ses dia-
gonales aux facettes et les arétes aux flips entre deux triangulations. Et de maniére générale,
les k-faces correspondent aux k-dissections.

La premiere réalisation géométrique de I’associaedre que nous présentons est due a Lo-
day [8], bien que ce ne soit pas la construction la plus ancienne. Celui-ci se base sur les arbres
duaux des triangulations du n-gone, avec une aréte supérieure horizontale. En numérotant
les sommets de la gauche vers la droite de 0 & n + 2, il peut donner des étiquettes aux
sommets de 'arbre dual, qui sont des triangles (i, j, k) avec i < j < k. L’étiquette d’un tel
triangle est j. De plus l'arbre a une racine et est binaire. A chaque sommet de I’arbre, on
peut donc associer un sous-arbre gauche et un sous-arbre droit. Le poids de ce sommet vaut
alors le produit du nombre de feuilles de son sous-arbre gauche par le nombre de feuilles de
son sous-arbre droit. Par exemple, sur la figure [5| si ’on note w la fonction de poids, on a :
w(l) =1L, w(?2) =8w(3) =3,wd) =2et w5 = 1.

04 ﬁf .6

FIGURE 5 — Une triangulation de G et son arbre dual étiqueté.

Les coordonnées d’une triangulation sont alors les poids des sommets de son arbre dual

(figure [6)).

—p ordre faible droit

{(1,2):(1,3); (2.3)}
W (3,2,1) - P2

— Assoy

@ éventail normal de P»

{(1,2):(1,3)} ..... éventail normal de Assoy

{(2,3); (1,3)} ((2.3)} inversions do '
p a1 ¢ 2,3)} inversions de l'inverse
i (3,1,2) de la permutation
correspondant au
point considéré

cube

(1,4,1)

(1,3,2)

{(2.3)} {(1.2)} Wo=(1,0.1)

FIGURE 6 — Réalisation de Assos de Loday et interprétations géométriques.

La méme figure [6] illustre la propriété trés importante de l'associaédre de Loday :

Proposition 6. L’associaédre de Loday est obtenu d partir du permutaédre en supprimant
certaines inégalités qui le définissent. L’éventail normal du permutaédre raffine celui de l’as-
sociaédre de Loday, c’est-a-dire que les cones du second sont des unions de cones du premier.

En particulier, on voit que I'inclusion des cones des sommets définit une surjection de
G,,4+1 dans les triangulations. En fait, ’associaedre de Loday est lui-méme contenu dans
un cube. Et son éventail normal est un raffinement de ce cube, ce qui donne également
une surjection des triangulations dans {+, —}". On remarque que la composée de ces deux
surjections n’est autre que ’application qui & une permutation associe le n-uplet des reculsﬂ

2. C’est-a-dire les descentes de sa permutation inverse.
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Observons également que l'ordre faible gauche se lit sur le permutaedre en suivant la
direction particuliere Wy = (n + 1,n,..,1) — (1,2,..,n + 1). Une propriété remarquable de
I’associaedre de Loday est que la méme direction fait retrouver le treillis de Tamari.

Les résultats de la proposition et les observations qui précedent sont également illustrées
sur la figure [6] On voit bien ici la multitude de faits purement combinatoires transcrits de
maniere géométrique par la construction de Loday. Ce qui a donc motivé particulierement la
recherche d’autres réalisations, traduisant peut-étre d’autres propriétés.

3.2 Beaucoup d’autres réalisations différentes

Apres que Loday a proposé sa réalisation, de nombreuses constructions alternatives ont
été trouvées.

On a vu que l'associaedre de Loday avait un éventail normal inclus dans celui du per-
mutaedre. En lien avec cette propriété, on dit que deux polytopes sont géométriquement
équivalents s’il existe un isomorphisme linéaire de R™ qui envoie I’éventail normal de I'un sur
I’éventail normal de I'autre.

Dans leur article [6], Hohlweg et Lange reprennent I'idée de Loday, mais en autorisant les
points [1,n + 1] de G435 & étre au-dessus de I'axe défini par (0,7 + 2). L’arbre dual d’une
triangulation n’a alors plus de racine naturelle et il faut un procédé légerement différent pour
définir les poids sur ses sommets. Cette construction, réexpliquée dans l’article de Lange
et Pilaud [7] avec une autre approche, produit de fait 2”1 réalisations, qui s’avérent étre
géométriqguement non équivalentesﬂ [1]. La figure m montre 'associaedre tridimensionnel de
Loday comme cas particulier de la construction de Hohlweg et Lange ainsi qu’un exemple
plus générique de cette construction.

FIGURE 7 — A gauche le 3-associa¢dre de Loday, & droite un autre 3-associaédre obtenu par
la construction de Hohlweg et Lange. Illustration tirée de [6].

Une derniere grosse source de réalisations provient d’un article de Ceballos, Santos et
Ziegler [3], ol les constructions précédentes sont rappelées, et surtout ol une construction
de Santos, jusqu’alors non publiée, est expliquée. Celui-ci choisit d’abord une triangulation
particuliere de G, 43 et construit sur cette base un éventail simplicial complet qui s’avere par
la suite étre I’éventail normal d’un associaedre. Tous les associaédres obtenus de la sorte sont
différents a symétrie de la triangulation choisie pres. Ainsi la méthode de Santos fournit un
nombre d’exemples dont I'asymptotique est celle des nombres de Catalan.

Dans leur article, Ceballos, Santos et Ziegler montrent également qu’une seule réalisation
de I’associaedre est commune aux constructions de Santos et de Hohlweg et Lange au sens de
I’équivalence définie précédemment. Ils concluent également qu’aucune de ces constructions
n’est canonique si 'on s’en tient aux propriétés combinatoires. Cependant, celle de Loday est
actuellement la mieux comprise et a motivé de nombreuses généralisations des associaedres,
dont nous parlerons dans la suite. Il parait donc raisonnable de la choisir comme point de
départ, au moins historique, pour une étude concernant les associacdres.

3. A symétrie pres en fait, ce qui ne change pas grand chose & "asymptotique.
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4 Généralisations connues des associaédres

Dans cette section, nous présentons quelques généralisations des associaedres que nous
évoquions précédemment.

4.1 Les graphe-associaedres et les nestoedres

Une premiére extension de la notion d’associaédre est due & Carr et Devadoss [2]. Elle
consiste a voir les associaedres comme des polytopes associés a des complexes sur des chemins,
et a étendre cette définition des associaedres a tous les graphes. Les polytopes obtenus sont
appelés graphe-associaédres. Une étape de plus de cette généralisation a été franchie par
Postnikov [I3], la nouvelle classe de polytopes étant & son tour appelée classe des nestoédres.
Nous donnons ici la facon d’obtenir I’associaedre de Loday Asso, & partir d’un chemin sur
n + 1 sommets.

On counsideére le (n + 3)-gone G,,+3, dans la configuration de Loday, c’est-a-dire avec une
aréte horizontale supérieure et avec des sommets étiquetés de 0 a n + 2 de la gauche vers
la droite. On choisit également une diagonale § de G, 43. Cette diagonale a deux extrémités
étiquetées i et j, avec 0 < i < j+1 < n+2 car § est une diagonale. Et les points situés sous d
sont exactement les points de [i + 1, j — 1]. Réciproquement, si 'on se donne un intervalle de
points [k,1] avec 1 < k <1 < mn+1, on peut définir 'unique diagonale ayant pour extrémités
k—1 et I+ 1. Les intervalles de [1,n+ 1] sont donc en bijection avec les diagonales de G, 3,
appelons tube I'intervalle ainsi associé a une diagonale. On observe que ces intervalles sont
exactement les sous-graphes connexes induits par un chemin sur n 4+ 1 sommets.

Etant donné deux diagonales & et ¢’ de G143, on observe qu’elles ne se croisent pas si et
seulement si leurs tubes respectifs sont dans I'une des configurations suivantes :

— I'un des deux tubes contient 'autre;

— le sous-graphe induit par la réunion des deux tubes n’est pas connexe.

Si deux tubes vérifient I'une de ces propriétés, ils sont dits compatibles. Une dissection de
Gp+3 est donc un ensemble de tubes deux a deux compatibles du chemin sur n + 1 sommets.
On appelle tubage un tel ensemble de tubes (voir figure . Les triangulations correspondent
aux tubages maximaux pour l'inclusion.

FIGURE 8 — Une dissection de Gy et le tubage associé sur un chemin a 7 sommets.

L’ensemble des tubages forme un complexe simplicial abstrait qui s’avere donc avoir une
réalisation polytopale dans le cas d’un chemin. Toutes ces notions s’étendent de fagon na-
turelle aux graphes généraux, le résultat de Carr et Devadoss est que ce procédé fournit a
nouveau des polytopes, qui sont donc des généralisations des associa¢dres. La figure [J] montre
le graphe-associaedre obtenu a partir d’un chemin de longueur 4 et du graphe appelé tripode.

« L’étape supérieure » dans cette voie est la découverte et I’étude déja quelque peu avancée
des nestoédres [4, [16], [13].
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FIGURE 9 — Le graphe associaédre du tripode. Illustration tirée de [11].

4.2 Les k-triangulations

Présentons a présent une autre fagon de généraliser les associaedres. On a vu qu’'un
associaedre peut étre vu comme un polytope réalisant le complexe simplicial des dissections
de G, 43, une dissection étant définie comme un ensemble de diagonales de G, 3 ne se croisant
pas deux a deux. On peut étendre cette définition de la maniere suivante :

Définition 7. Soit k un entier, une k-dissection (multi-dissection si k n’est pas précisé) D
de G,,+3 est un ensemble de diagonales de G, 13 tel que pour toute partie A de D de cardinal
supérieur ou égal a k + 1, il existe deux diagonales de A ne se croisant pas.

De manieére équivalente, une k-dissection est un ensemble A de diagonales de G, 3 dont
le graphe de croisement n’a pas de (k + 1)-clique.

A partir de cette définition, on définit une k-triangulation (multi-triangulations si k
n’est pas précisé) comme étant une k-dissection maximale pour 'inclusion, ’ensemble des
k-dissections de G, +3 est alors, comme pour les triangulations simples, le treillis des faces
d’un complexe simplicial. Pilaud et Santos ont décrit dans [I2] des propriétés éclairantes de ce
complexe, que 1’on sait étre une sphere simpliciale, et dont la réalisation par un polytope est
donc la prochaine étape, toujours ouverte a ce jour. Pilaud et Santos s’intéressent plus particu-
lierement dans l'article a ce que deviennent les flips dans le cas des multi-triangulations. Leur
description nécessite une analyse de la structure des k-triangulations et serait trop longue a
détailler ici. L’essentiel est que cette approche fournit une autre piste de généralisation que
celle présentée dans la partie précédente.

5 Pistes envisagées

Nous avons vu une partie des travaux consécutifs a la construction de Loday dans la
section précédente. Loin d’avoir clos le sujet, ils ont ouvert la voie & de nombreuses questions.
Nous allons en présenter quelques unes dans ce qui suit.

5.1 Construction alternative des graphe-associaédres et nestoedres

Nous avons vu que la construction de Loday est la base des généralisations dont nous avons
parlé. La premiere piste de recherche serait de viser des résultats similaires, en utilisant des
constructions alternatives.

Notamment, la construction de Santos reste encore assez obscure, mais semble promet-
teuse. Pour mémoire, il s’agit de définir un polytope en donnant son éventail normal, puis
en vérifiant quelques propriétés techniques de géométrie discrete permettant de conclure que
cet éventail est bien celui d’un polytope.

Dans le cas des multi-triangulations, il semble naturel de commencer par s’en fixer une
et de voir comment la construction de Santos supporte la généralisation. Pour ce qui est des
graphe-associaedres, 'interprétation en terme de triangulation a été remplacée par celle en
termes de tubages. Il s’agit donc de comprendre l'effet de la construction de Santos sur les
tubages d’un chemin avant de regarder la encore si la généralisation est possible.
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Outre la recherche de constructions alternatives, on peut également chercher a généraliser
davantage ce que nous avons évoqué.

5.2 k-complexes emboités

La correspondance que nous avons donnée entre les triangulations et les tubages d’un
chemin est assez éclairante si ’on cherche a étendre les résultats de Pilaud et Santos sur les
multi-triangulations. En effet nous avons vu qu’une triangulation correspond & un tubage
avec des tubes deux a deux compatibles pour une notion de compatibilité correspondant a
la non-intersection des diagonales. Il semble donc naturel de définir des multi-tubages d’un
graphe général G de fagon analogue aux multi-triangulations, a savoir comme des ensembles
de tubes sans sous-ensemble de k + 1 tubes deux & deux non compatibles. Malheureusement,
avec cette définition, on peut trouver assez facilement des exemples pour lesquels le complexe
simplicial s’avere de facon assez triviale ne pas pouvoir avoir de réalisation par un polytope.
Une autre définition & partir de sous-chemins, mais valable uniquement pour des arbres est
a I’étude, sans que nous soyons encore en mesure ne serait-ce que de dire s’il s’agit de « la
bonne » définition.

5.3 Propriétés des graphes des nestoedres

Présentons maintenant un autre axe de recherche de nature plus combinatoire. Certains
travaux ont permis de déterminer le diamétre des associaédres [I5] [14]. Les polytopes obtenus
par les différentes généralisations que nous avons citées ont bien entendu également leur
propre graphe, dont le diameétre n’a pas encore été étudié a notre connaisance.

Les graphes des associaédres sont de plus hamiltoniens. La encore, la question n’a pas été
trop creusée jusqu’a présent pour les graphe-associaedres ni pour les nestoedres et pourrait
motiver de futurs travaux.

5.4 Extension aux groupes de Coxeter

La derniére piste que nous présentons est probablement celle qui motivera le plus les
recherches & venir sur les associaedres. On peut définir des premutaédres généralisés a partir
des groupes de Coxeter finis [5]. Pour ce faire, on utilise le fait que ces groupes peuvent étre
décrits comme groupes engendrés par des réflexions dans un espace euclidien. L’action des
différents élémens du groupe sur un point bien choisi produit les sommets des permutaedres
généralisés. Partant de ces polytopes, on peut également définir des associaédres généralisés
en prenant les demi-espaces définissant les permutaedres généralisés et en ne gardant que
certains d’entre eux.

Les permutaédres généralisés possedent beaucoup de propriétés combinatoires intéres-
santes, en particulier si 'on s’intéresse a leur treillis des faces, qu’on appelle les treillis cam-
briens. Le groupe symétrique étant un groupe de Coxeter fini, le treillis de Tamari est un cas
particulier de treillis cambrien.

Le treillis des associaedres généralisés possede également de bonnes propriétés, en lien di-
rect avec les algebres amassées, dont I’étude est un sujet particulierement riche actuellement.
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