Partiel du cours d’intégration-probabilités

Le 25 Novembre 2013
Durée: 3 heures. Aucun document n’'est autorisé.

Question de cours. Citer le lemme de Fatou et théoréme de convergence dominée.
Prouver le théoréme de convergence dominée a partir du lemme de Fatou.

Exercice I. Les questions suivantes sont indépendantes.

1) Etudier la limite éventuelle de la suite (Wn)nen, donnée par

sin(mz)
Wy = /IR+ m dzx .

2) Soient a,b €]0, o[ Justifier I'égalité suivante:
re % 1
———dr =) —
/]O,oo[ 1 — etz ; (a + bn)?

3) Soient a,b < ]0, 00[ tels que a < b. Justifier existence de Iintégrale
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Représenter cette intégrale comme une intégrale double et la calculer explicitement en
fonction de a et de b (justifier soigneusement sa réponse).

Exercice II. On note ¢ la mesure de Lebesgue sur R. Soit h € .Z(R, %(R),{). On
rappelle que pour tout € > 0, il existe Y : R — R qui est C* & support compact telle
que [, |h —|dl < e

1) Soit fe LY R, B(R),0). Soit (¥n)nen, une suite réelle bornée et soit (Wn)nen, une
suite réelle telle que lim,, w,, = co. Montrer que

lim f(z) cos(wnz + ¢n,) £(dz) = 0.
R
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2) Soient (an)nen et (bp)npen, deux suites réelles. Pour tout z € R et tout n € N, on
pose fy(z) = a, sin(2wnz) + b, cos(2mnz). On fait I’hypothése suivante:

JA€ ZR) : (A)>0 et VreA, lim falz)=0.

On pose p, = /a2 +2, n € N. Montrer quil existe @, € [0,27], tel que f,(z) =
Pn cos(2mnz + ¢y,), pour tout z € R.



3) On pose g = sup, | f,|. Pour tout peN, on pose A, = [~p, p]NAN {9 < p}. Montrer
qu'il existe py > 1tel que 0< #(A, )< oco. En déduire que lim, [, f2dl = 0.
o

4) Montrer que lim,, pr (1+ cos(4mnz + 20n)) db(z) = ¢(A,,).

5) On rappelle que cos(20) = 2cos?(0) — 1. Déduire du 3) ct du 4) que lim,, ,0, p2 =0
et donc que lim, a,, = lim,, b,, = 0.

Exercice III. Soit (E,d), un espace métrique séparable. On note %(E) la tribu
Borélienne. Pour tout z € E et tout réel r > 0, on note B(z,r) = {yeE : d(z,y) <r}
la boule ouverte de centre z et de rayon 7. Une mesure positive 1 : B(E) — [0, co] est
dite uniformément répartie si elle satisfait la condition suivante:

Vr,y € E, Vr>0, 0< u(B(a;, 7‘)) = ,u(B(y, r)) < 00 .

On fixe p et v, deux mesures uniformément réparties. Pour tout 7 > 0, on pose
9(r) = p(B(z, r)) et h(r) = v(B(z, r)). Dans ce qui suit U désigne un ouvert non-vide
de F.
1) Montrer que {(z,y) €U x E : d(z,y) < 1} € B(E)QB(E). Expliquer pourquoi
r€Ew— v(Un Bz, r)) est B(E)-mesurable.
2) Montrer [, v(U N B(z,r)) u(dz) = Sy (U N B(y, 7)) v(dy). Indication: on peut
montrer que ces intégrales valent (1 ® v(V'), pour un certain sous-ensemble V de ExXFE,
différent de celui du 1).
3) On suppose que v(U) < co. Montrer que n(U)= [, (lim, o, }—l(lr—)u(UﬂB(a:, 7)) pu(dz).
A Taide du 2), en déduire que

< (g 20

4) Montrer qu’il existe un réel ¢> 0 tel que u = cv.

5) On munit R™ de la norme Euclidienne canonique [[-||. On note la sphére unité par
S ={z€eR": ||z]| = 1}. On note 2(S3) la tribu Borélienne de S. Sojt p: B(S) — Ry,
une mesure positive finie telle que pour toute matrice orthogonale M et tout Borélien
B de S, on ait u(B) = u(M(B)). Montrer que p est un multiple de la mesure de
surface de S.

Exercice IV. Soit u : B(R) — [0, 1], une mesure de probabilité, c’est-a-dire que
#(R) = 1. On rote [ sa transformée de Fourier: pour tout u€R, fi(u) = [, e yu(dz).
On suppose qu’il existe v 0 tel que [fi(v)| = 1. Montrer qu’il existe a,be R tels que
H(R\A) =0, ot A = {ak +b; keZ}.

Exercice V. On note ||-|| la norme Euclidienne canonique de R” et £, la mesure de
Lebesgue.

1) On pose D={z€R" : ||z|| >1}. Pour quels «€R, a-t-on Ipllzll =@ €, (dz) < oo ?
2) Pour quels 3 € R, a-t-on 1P+ )P <0



