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Partie 1

Intégration






Chapitre 1

Espaces mesurés

L’idée de départ de la théorie de la mesure est d’assigner un nombre réel positif (la mesure
de ce sous-ensemble) a chaque sous-ensemble d’un ensemble donné, de maniere a satisfaire
certaines propriétés naturelles d’additivité (la mesure d’une réunion disjointe doit étre la
somme des mesures). Pour des raisons profondes, il n’est pas possible en général de définir
la mesure de n’importe quel sous-ensemble, et on doit se restreindre a une certaine classe
(tribu) de sous-ensembles, appelés les sous-ensembles mesurables : un ensemble muni d’une
tribu est appelé espace mesurable. Ce chapitre introduit les notions fondamentales de tribu
(= famille des ensembles mesurables), de mesure sur un espace mesurable, et de fonctions
mesurables, qui sont les fonctions dont on saura plus tard définir I'intégrale. Le dernier
paragraphe énonce une forme du lemme de classe monotone, qui joue un role tres important
a la fois en théorie de la mesure et en théorie des probabilités.

1.1 Ensembles mesurables

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble quelconque. Une tribu (ou o-algébre) sur E est une
famille A de parties de E telle que:

(i) E€A;
(i) Ac A= A€ A ;

(111) St A, € A pour tout n € N, on a aussi U A, € A

neN

Les éléments de A sont appelés parties mesurables, ou parfois A-mesurables s’il y a ambiguité.
On dit que (E, A) est un espace mesurable.

Enoncons quelques conséquences de la définition :
(1H)oeA

(2) Si A,, € A pour tout n € N, on a aussi ﬂ A, € A

neN
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(3) Puisqu’on peut toujours prendre A,, = & pour n assez grand, la propriété (iii) entraine
que A est stable par réunions finies (et de méme par intersection finies).

Exemples.
e A=P(FE);
e A= {3, E} est la tribu triviale ;

e l'ensemble des parties de E qui sont (au plus) dénombrables ou dont le complémentaire
est (au plus) dénombrable forme une tribu sur FE.

Pour donner des exemples plus intéressants, on remarque qu'une intersection quelconque
de tribus est encore une tribu. Ceci conduit a la définition suivante.

Définition 1.1.2 Soit C un sous-ensemble de P(E). Il existe alors une plus petite tribu sur
E qui contienne C. Cette tribu notée o(C) peut étre définie par

sC)= () A

A tribu,CC A

o(C) est appelée la tribu engendrée par C.

Tribu borélienne. Pour donner un premier exemple de l'intérét de la notion de tribu
engendrée, considérons le cas ol F est un espace topologique.

Définition 1.1.3 Supposons que E est un espace topologique, et soit O la classe des ouverts
de E. La tribu o(O) est appelée tribu borélienne et notée B(E).

La tribu borélienne est donc la plus petite tribu qui contienne tous les ouverts de F. Les
éléments de B(E) sont appelés boréliens de E.

Dans la suite, a chaque fois que 'on considérera un espace topologique, par exemple R
ou R?, on supposera sauf indication du contraire qu’il est muni de sa tribu borélienne.

Exercice. Vérifier que la tribu B(IR) est aussi engendrée par les intervalles |a, b[, a, b € R,
a < b, ou par les intervalles | — 00, a[, a € R, ou encore les intervalles | — 00, al, a € Q (on
peut aussi remplacer intervalles ouverts par intervalles fermés).

Tribu-produit. Un deuxieme exemple important de la notion de tribu engendrée est la
tribu-produit.

Définition 1.1.4 Soient (E1, A;) et (Ey, Ag) deux espaces mesurables. La tribu-produit est
la tribu sur Ey x Ey définie par

A1®A2:O'(A1 XAQ; Al GAl,AQ EAQ}.

Exercice. Vérifier que
B(R?*) = B(R) ® B(R).

10



1.2 Mesures positives
Soit (E,.A) un espace mesurable.

Définition 1.2.1 Une mesure positive sur (E,A) est une application p : A — [0, 00| qui
vérifie les propriétés suivantes:

(i) n(2) =0 ;
(ii) Pour toute famille (A, )nen de parties mesurables disjointes,

u( U An) = (A,

neN neN

Remarquons qu’il est important d’autoriser la valeur +o0o. La propriété (ii) est appelée
o-additivité. Elle contient évidemment le cas particulier ou les A,, sont vides a partir d'un
certain rang, ce qui donne la propriété d’additivité finie.

Propriétés.
(1) Si A C B, u(A) < u(B) et si de plus p(A) < oo,

pu(B\A) = u(B) — u(A);

(2) Si A,B € A,
p(A) + pu(B) = p(AU B) + (AN B);

(3) Si A, € At Ay C Apsy,

N(U Ap) = lim T p(A,);

n—oo
neN

(4) Si B, € Aet B,y1 C B, et si u(By) < oo,

p(() Bn) = lim | u(B);

neN e
(5) Si A, € A,
N(U A,) < Z,U(An)'
neN neN

Démontrons seulement (3),(4) et (5). Pour (3), on pose Cy = Ay et pour tout n > 1,
Cn = An\Anfl
de sorte que UA,, = UC,,. Puisque les C), sont disjoints,

n(J A =l €)= D u(Co) = Jim 13 u(Co) = lim 1 p(Aw).

neN neN neN

11



Pour (4), on pose A,, = By\B, pour tout n, de sorte que la suite (A,) est croissante.
Alors

#(Bo) = u((7) Ba) = u(Bo\ [ Bu) = ul({J 4u) = lim T u(A,) = lim 1 (u(Bo) — pl(Bn))-

neN neN neN

La condition p(By) < oo est utilisée notamment pour écrire p(A,) = u(By) — pu(By).
Enfin, pour (5), on pose Cy = Aq puis pour tout n > 1,

n—1
Co = A\ | Ar
k=0

Les ensembles €, sont disjoints et donc

N(U A,) = ,U(U Chn) = ZN(Cn) < Z,U(An)'

neN neN neN neN
Exemples.
(1) Si £ =N, et A ="P(N), la mesure de comptage est définie par

p(A) = Card(A).

(On peut définir plus généralement la mesure de comptage sur (E,P(F)) lorsque E est
quelconque.) Cet exemple permet de voir que la condition p(By) < oo est nécessaire dans
la propriété (4) ci-dessus : en prenant

B,={n,n+1,n+2,...}

on a u(B,) = oo alors que NB,, = & et donc u(NB,) = 0.
(2) Soit (E,.A) quelconque et soit x € E. La mesure §, définie par

) =L ={ 304

est appelée mesure de Dirac au point x. Plus généralement, si x,,, n € N sont des points de
E et a;, € [0,00] on peut considérer la mesure » | «,d,, définie par

O~ e )(A) = b, (A) =D anla(zn).

(3) Mesure de Lebesgue. Il existe une unique mesure positive sur (R, B(R)), notée A, telle
que pour tout intervalle ouvert ]a, b[ de R on ait A(Ja,b]) = b — a. L’existence et I'unicité de
cette mesure seront établies plus loin.

Définitions.

e 1 est dite finie si u(F) < oo (la quantité u(E) est la masse totale de p).

e 1 est une mesure de probabilité si u(E) = 1.

e 1, est dite o-finie s’il existe une suite croissante de parties mesurables F), telles que
E = U E, et u(E,) < oo pour tout n.

neN
e v € E est un atome de p si u({x}) > 0 (on suppose que {z} € A).

e La mesure p est dite diffuse si elle n’a pas d’atomes.

12



1.3 Fonctions mesurables

Définition 1.3.1 Soient (E, A) et (F,B) deux espaces mesurables. Une application f :
E — F est dite mesurable si

VBeB, fU(B)c A

Lorsque E et F sont des espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes, on dit ausst
que [ est borélienne.

Proposition 1.3.1 La composition de deux applications mesurables est encore mesurable.
C’est immédiat en écrivant (go f)~1(C) = f~H g 1(O)).

Proposition 1.3.2 Pour que f soit mesurable, il suffit qu’il existe une sous-classe C de B
telle que o(C) = B et telle que la propriété f~1(B) € A soit vraie pour tout B € C.

Preuve. Soit

G={BeB:f'(B)ec A}

Alors il est facile de vérifier que G est une tribu. Par hypothese C C G. Il en découle que G
contient o(C) = B, d’ou le résultat recherché. O

Exemples. (1) Dans le cas ou (F, B) = (R, B(R)), il suffit pour montrer que f est mesurable
d’établir que les ensembles f~!(]a,b[), ou méme les f~!(] — 0o, a[) sont mesurables.

(2) Dans le cas ou E et I sont des espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes,
toute application continue est aussi mesurable (prendre pour C la classe des ouverts de F').

Opérations sur les fonctions mesurables.

Lemme 1.3.3 Soient f, : (E, A) — (F1,By) et fo: (E, A) — (Fy, Bs) deux applications
mesurables. Alors lapplication produit f : (E, A) — (F\ X Fy, B1 ® By) définie par f(z) =
(f1(x), f2(x)) est aussi mesurable.

Preuve. On applique la derniere proposition en prenant
C= {Bl X BQ, Bl € Bl,BQ € BQ}

Puisque f~3(B; x By) = f{'(B1) N f3'(Bz) € A on obtient immédiatement le résultat. [J

Remarque. La réciproque de la proposition (si f est mesurable, fi et fs le sont aussi) est
vraie et aussi facile.

Corollaire 1.3.4 Si f,g: (F,A) — (R, B(R)) sont mesurables, alors les fonctions f + g,
fg,inf(f,g), [T =sup(f,0), f~ =sup(—f,0) sont mesurables.
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La démonstration est facile : par exemple f + g est la composée des deux applications
xr — (f(x),g(x)) et (a,b) — a + b qui sont mesurables, la seconde parce que continue.

Rappelons que si (a,) est une suite d’éléments de R = R U {—o0, +00}, on définit

limsupa, = lim | (sup ak.) , liminfa, = lim 7 <inf ak.>,

n—oo k>n n—00 k>n

les limites existant dans R. Alors, lim sup a,, et lim inf a,, sont respectivement la plus grande
et la plus petite valeur d’adhérence de la suite (a,).

Proposition 1.3.5 Si f, est une suite de fonctions mesurables de E dans R, alors
sup f, , inf f, , limsup f, , liminf f,
n n

sont aussi mesurables. En particulier si la suite f, converge simplement, sa limite lim f,, est
mesurable. En général, 'ensemble {x € E : lim f,(x) existe} est mesurable.

Preuve. Soit f(z) = inf f,(x). Il suffit de montrer que pour tout a € R, f~([~o00,a[) € A.
Or

fH([=o00,a]) = {z :inf fo(z) <a} = J{z: ful2) < a}

d’ott le résultat. On traite de méme le cas de sup f,,.
Il en découle que

lim inf f,, = sup ( 1I>1£ fk>

n>0 \k2

est mesurable.
Pour la derniere assertion, on écrit

{z € E:lim f,(z) existe} = {z € E : liminf f,(z) = limsup f,(z)} = G1(A)

si G est 'application mesurable G(z) = (liminf f,(z), limsup f,(z)) et A désigne la diagonale
de R2, qui est mesurable parce que fermée. O

Notion de mesure-image.

Définition 1.3.2 Soit f : (E, A) — (F, B) une application mesurable, et soit p une mesure
positive sur (E, A). La mesure-image de u par f, notée f(u) est la mesure positive sur (F, B)
définie par

Il est facile de voir que la derniére formule définit bien une mesure sur (F, B). Les mesures
wet f(u) ont méme masse totale, mais il peut arriver que p soit o-finie sans que f(u) le soit.

14



1.4 Classe monotone

Définition 1.4.1 Un sous-ensemble M de P(E) est appelé classe monotone si
(i) E€ M ;
(ii)) Si A,B € M et AC B, alors B\Ae M ;

(iii) St A, € M et A, C Apy1, alors UA" e M.

Toute tribu est aussi une classe monotone. Comme dans le cas des tribus, on voit
immédiatement que toute intersection de classes monotones est encore une classe monotone.
Si C est une partie quelconque de P(E), on peut donc définir la classe monotone engendrée
par C, notée M(C), en posant

M(C) = N M.

M classe monotone, CCM

Théoréme 1.4.1 (Lemme de classe monotone) Si C C P(FE) est stable par intersec-
tions finies, alors M(C) = o(C).

Preuve. Puisque toute tribu est une classe monotone, il est clair qu'on a M(C) C o(C).
Pour établir l'inclusion inverse, il suffit de montrer que M(C) est une tribu. Or une classe
monotone est une tribu si et seulement si elle est stable par intersections finies (en effet,
par passage au complémentaire, elle sera alors stable par réunion finies, puis par passage
a la limite croissant par réunion dénombrable). Montrons donc que M(C) est stable par
intersections finies.

Soit A € C fixé. Posons

M, ={BeM(C): AnB e M(C)}.

Puisque C est stable par intersections finies, il est clair que C C M. Vérifions ensuite que
M est une classe monotone:

e £ € M est immédiat.

e Si BB € Myet BC B,onaAN(B\B) = (AnB)\(ANB) € M(C) et donc
B/\BEMl .

e Si B, € M pour tout n et la suite B, croit, on a AN (UB,) = U(AN B,) € M(C) et
donc UB,, € M.

Puisque M est une classe monotone qui contient C, M;j contient aussi M(C). On a donc
montré

VAeC, VB e M(C), AnB e M(C).

15



Ce n’est pas encore le résultat recherché, mais on peut appliquer la méme idée une seconde
fois. Précisément, on fixe maintenant B € M(C), et on pose

My={AeM(C): AnB e M(C)}.

D’apres la premiere étape de la preuve, C C Ms,. En reprenant exactement les mémes
arguments que dans la premiere étape, on montre que M est une classe monotone. Il en
découle que M(C) C Ma, ce qui montre bien que M(C) est stable par intersections finies et
termine la preuve. O

Corollaire 1.4.2 Soient p et v deux mesures sur (E, A). Supposons qu’il existe une classe
C C A stable par intersections finies, telle que o(C) = A et u(A) = v(A) pour tout A € C.
(1) Si w(E) =v(E) < oo, onap=uv.
(2) S’il existe une suite croissante de parties E,, € C telles que E = UE,, et u(FE,) =
v(E,) <00, onap=uv.

Preuve. (1) Soit G = {A € A: u(A) = v(A)}. Par hypothese, C C G. Par ailleurs, on
vérifie aisément que G est une classe monotone : par exemple, si A,B € Get A C B, on a
w(B\A) = u(B) — u(A) = v(B) —v(A) = v(B\A), et donc B\A € E (noter qu’on utilise ici
le fait que u et v sont finies).

On conclut que G contient M(C) = o(C) = A (la premiere égalité d’apres le théoreme
de classe monotone, la seconde par hypothese). Donc G = A, c’est-a-dire pu = v.
(2) Notons, pour tout n, u, la restriction de p a FE, et v, la restriction de v & FE,, :

VAe A, pun(A) =u(ANE,), v,(A) =v(ANE,).

On peut appliquer la partie (1) & p, et v,, et on trouve p, = v,. Finalement, en utilisant
les propriétés de limite croissante des mesures, pour tout A € A,

uw(A) =lim T u(ANE,) =lim T v(ANE,) =v(A).

Conséquence. Unicité de la mesure de Lebesgue. Il existe au plus une mesure A\ sur
(R, B(R)) telle que pour tout intervalle ouvert non vide |a, b[, on ait A(Ja,b[) = b —a. En
effet, si \ est une seconde mesure ayant la méme propriété, on peut appliquer a A et A la
partie (2) du corollaire précédent, en prenant pour C la classe des intervalles ouverts (dont
on sait qu’elle engendre la tribu borélienne) et E,, =] — n,n[ pour tout n.

De la méme facon, on déduit du corollaire précédent quune mesure finie pu sur R est
caractérisée par les valeurs de u(] — oo, a]) pour tout a € R.
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Chapitre 2

Intégration par rapport a une mesure

Le premier objectif de ce chapitre est de construire I'intégrale de fonctions mesurables. La
définition est facile pour les fonctions dites étagées, qui ne prennent qu'un nombre fini de
valeurs. Ensuite I'intégrale d’une fonction mesurable positive est définie comme le supremum
des intégrales des fonctions étagées qui la minorent. Pour les fonctions de signe quelconque,
on raisonne par linéarité en se limitant aux fonctions dites intégrables, dont la valeur absolue
est d’intégrale finie. Une fois construite 'intégrale, on établit les trois grands théoremes de
convergence de la théorie, a savoir le théoreme de convergence monotone, le lemme de Fatou
et le théoreme de convergence dominée. Ces trois énoncés visent a donner des conditions
assurant que l'intégrale de la limite d'une suite de fonctions est la limite des intégrales de
ces fonctions. Le dernier paragraphe donne des applications importantes a la continuité ou
la dérivabilité d’intégrales dépendant d’un parametre.

2.1 Intégration de fonctions positives

On se donne un espace mesuré, c¢’est-a-dire un espace mesurable (E,.4) muni d’une mesure

1.
Fonctions étagées. Une fonction mesurable f a valeurs dans R est dite étagée si elle ne
prend qu'un nombre fini de valeurs. Si aq, s, ..., q, sont les valeurs prises par f, qu'on

peut supposer rangées par ordre croissant oy < ap < - -+ < @y, on a alors
n
f(l’) = Zoﬁ 1Ai(x)
i=1

ol, pour chaque i € {1,...,n}, A; = f'({a;}) € A. L’écriture précédente sera appelée
I’écriture canonique de f.

Définition 2.1.1 Supposons f a valeurs dans R,. L’intégrale de f par rapport a i est alors

définie par
[ Fan=>"ain(a)
i=1

avec la convention 0.00 = 0 dans le cas ot o; = 0 et pu(A;) = oo.
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On a a priori [ fdu € [0, 00].
Supposons qu’on ait une autre écriture de f sous la forme

f= Zﬂj g,
=1

les ensembles mesurables B; formant toujours une partition de £ mais les nombres 3; n’étant
plus nécessairement distincts. Alors il est facile de vérifier qu’on a aussi

[ ran=3"5u(5,).

En effet, pour chaque ¢ € {1,...,n}, A; doit étre la réunion disjointe des ensembles B; pour
les indices j tels que B; = . Il suffit alors d’utiliser la propriété d’additivité de la mesure
pour écrire

{7:Bj=cu}
ce qui conduit au résultat annoncé.

Propriétés. Soient f et g deux fonctions étagées positives.

(1) Pour tous a,b > 0,
/(af—l—bg)du = a/fdu+b/gdu.

[ tin< [ gdn

F=Y aila .g=> aply
=1 k=1

les écritures canoniques de f et g. En écrivant chaque A; comme la réunion disjointe des
ensembles A; N A}, k€ {1,...,m}, et de méme pour chaque Aj, on voit qu’'on peut écrire

p p
fZZ@'lB]- ; QZZleBj
= =1

avec les mémes ensembles mesurables disjoints B; (mais les nombres ;, resp. -;, non
nécessairement distincts). D’apres la remarque suivant la définition, on a

/fdM226jﬂ(Bj)a /gduz'z:%u(Bj)'

et de méme [(af +bg)dp = Y0 (af; + by;) p(B;), d’ott le résultat voulu.

(2) Sif<y,

Preuve. (1) Soient
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(2) On applique (1) en écrivant

[Jodu= [ sau+ [to- nau= [ ran

Notons &, I'espace des fonctions étagées positives.

Définition 2.1.2 Soit f : E — [0, 00] une fonction mesurable. On pose

/fdu: sup /hd,u.
he&q h<f

La propriété (2) ci-dessus montre que cette définition est cohérente avec la précédente
quand f est étagée.
On notera indifféremment

[ tin= [ f@uto) = [ s@utas)

et on trouve parfois la notation (u, f) ou méme p(f).

Propriétés.
(1) Si f <g, [ fdu < [ gdu (évident sur la définition)
(2) Sip({z € E: f(x) > 0}) =0, alors [ fdu=0. (en effet il suffit de le vérifier lorsque

f est étagée, mais alors c’est évident sur la définition)

Théoréme 2.1.1 (Théoréme de convergence monotone) Soit (f,) une suite croissante
de fonctions mesurables positives (a valeurs dans [0,00]), et soit f =lm T f,. Alors

[ fdn=tim 1 [ e
Preuve. D’apres la propriété (1) ci-dessus, on a
[ gz tim 1 [ fadn

et il suffit donc d’établir I’autre inégalité. Pour cela, choisissons une fonction étagée positive

h = ZO(Z 1Ai
i=1
avec h < f. Soit a € [0,1], et
E,={x € E:ah(x) < f.(z)}.

Alors E,, est mesurable. De plus en utilisant le fait que f,, croit vers f, et la condition a < 1,
on voit que F est la réunion croissante des ensembles F,,.
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Ensuite on remarque qu’on a l'inégalité f,, > alg h, d’'ou

/fnd,uz/alEnhdu:aZaiu(AiﬁEn).

=1

Puisque E, T Eona A;,NE, T A; et u(A;NE,) T u(A;) quand n — oo, d’apres les propriétés
élémentaires des mesures. En passant a la limite croissante il vient

lim T/fndu > aZai,u(Ai) :a/hdu.
i=1

En faisant tendre a vers 1, on trouve
lim T [ fodpu > /hd,u.
n—odo

Comme [ fdpu est définie par le supremum des quantités de droite lorsque h décrit I'ensemble
des fonctions étagées positives majorées par f, on obtient bien I'inégalité recherchée. O

Dans toute la suite “fonction mesurable positive” signifie fonction mesurable a valeurs
dans [0, oo].

Proposition 2.1.2 (1) Soit f une fonction mesurable positive. Il existe une suite croissante

(fn) de fonctions étagées positives telle que f, T f.
(2) Si f et g sont mesurables positives et a,b € R,

/(af+bg)du:a/fdu+b/gdu.

(3) Si (fn) est une suite quelconque de fonctions mesurables positives,

Preuve. (1) Pour tout n > 1 et tout ¢ € {0,1,...,n2" — 1}, posons

A, ={zx € E: f(x)>n}
Bhi={reFE:i27" < f(z) < (i+1)27"}.

Soit ensuite f, la fonction étagée

On vérifie aisément que f,(z) T f(x) pour tout z € E.
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(2) On construit deux suites de fonctions étagées positives (f,), (gn) avec fu T f, g0 T -
Alors on a aussi af, + bg, T af + bg, et en utilisant le théoreme de convergence monotone
et les propriétés de I'intégrale des fonctions étagées,

/(af+bg)d,u:1imT/(afn+bgn)du:1imT (a/fndu+b/gndu):a/fdu+b/gdu.

(3) Cette assertion découle de (2) (cas d'une somme finie) et du théoreme de convergence
monotone. O

Remarque. Considérons le cas particulier ou £ = N et u est la mesure de comptage. Alors

il est facile de voir que
[ ran=3 st

keN

et (3) redonne la propriété bien connue énongant que pour toute suite double (a, ) de réels
positifs,

> (X ane) =22 (X ani).

keN  neN neN  keN

Corollaire 2.1.3 Soit f mesurable positive, et pour tout A € A, soit

() = [ 1afdp /A .

Alors v est une mesure positive sur (E,A), appelée mesure de densité f par rapport a u, et
notée v = f - pu.

Preuve. Il est immédiat que v(&) = 0. Par ailleurs, si (A4,) est une suite d’ensembles
mesurables disjoints,

V<UAn):/ZlAfd,U Z/lAfdu v(A,)

en utilisant la propriété (3) ci-dessus. O
Remarque. On a u(A) =0 = v(A) = [1afdu=0.
On dit qu’une propriété est vraie u presque partout, ou g p.p. ou meéme simplement

p-p- s’il n’y a pas ambiguité, si elle est vraie en dehors d'un ensemble de mesure nulle. Par
exemple si f et g sont deux fonctions mesurables, f = g p.p. signifie

p{z e B f(x) # g(x)}) = 0.

Proposition 2.1.4 Soit f une fonction mesurable positive.
(1) Pour tout a > 0,

Wz €E: fla) > a}) < /fdu
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(2) On a

/fdu<oo:>f<oo D.p.
(3) On a

/fd,u=0<:>f:O D.p.

(4) Si g est une autre fonction mesurable positive,

f=y p.p.é/fduz/gdu'
Preuve. (1) Posons A, = {x € E': f(z) > a}. Alors f > aly, et donc

/fdu > /CLlAa dp = ap(Aq).

(2) Pour tout n > 1, soit A, = {z € E: f(z) > n} et soit A, = {x € E: f(x) = o0}.
Alors, en utilisant (1),

1
:,u<mAn> = lim | p(A,) < lim —/fdu:O.
n>1 n—oo n—oo M,
(3) L’'implication < a déja été vue. Pour =, soit, pour tout n > 1, B, = {z € E :
f(z) >n~1}. Alors, d’apres (1),
n(By) < n/fdu =0

et donc p(B,) = 0 ce qui entraine pu({z: f(x) > 0}) = < U B >
n>1
(4) Utilisons la notation fV g = sup(f,g) et f Ag=inf(f,g). Alors fVg= f Agp.p.,
d’ou

/(ng)duz/(ng)du+/(ng—ng)du:/(ng)du,

puisque fVg— fAg=0p.p. Puisque fAg < f < fVg, et de méme pour g, il en découle

N /fdu = /(f\/g)du = /gdu-

Théoréme 2.1.5 (Lemme de Fatou) Soit (f,) une suite quelconque de fonctions mesura-
bles positives. Alors,

/(lim inf f,,)dp < lim inf/fnd,u.
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Preuve. On a

liminf f,, = lim | (iggg fn)

— 00

et donc d’apres le théoreme de convergence monotone,

/(hmmf fo)dp = hm T/ mf fn
Par ailleurs, pour tout entier p > k,

inf f, < f,

n>k

f Gt )< [ s

En passant a la limite croissante quand k T oo, il vient

ce qui entraine

k—o0

klim T/ 1nf fn dp < lim Tmf/fpd,u— hmlnf/fndu,

ce qui termine la preuve. 0

2.2 Fonctions intégrables

Définition 2.2.1 Soit f : E — R une fonction mesurable. On dit que f est intégrable par
rapport a p (ou p-intégrable) si

[ 171du < .

[ran=[rran [ £ a

ot f =sup(f,0), resp. f~ =sup(—f,0) est la partie positive, resp. négative, de f. (Noter
que fT et f~ sont mesurables et que f = ft— f~et|fl=fT+[f".)

Dans ce cas on pose

Remarque. On a [ ffdu < [|f|du < oo et de méme [ f~du < oo, ce qui montre que la
définition de [ fdp a bien un sens. Dans le cas ol f est positive, cette définition coincide
bien stur avec la précédente.

On note L}(E, A, i) 'espace des fonctions p-intégrables. On utilisera parfois la notation
LL(E, A, p) pour les fonctions p-intégrables & valeurs positives.

Propriétés.

a) | [ fdp| < [|fldp pour f e LYE, A, p).

(b) LY(E, A, p) est un espace vectoriel et 'application f — [ fdu est une forme linéaire
sur cet espace vectoriel.

(c) Sif,ge LYE, A p)et f<g, alors [ fdu < [ gdpu.
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(d) Si f,g € LYE, A, u) et f =g pp.p.,alors [ fdu= [ gdp.

Preuve. (a) On écrit

| [ra =1 [ sran= [ gaur <) [ rran ) [l = [ iflan

(b) Soit f € LY(E, A, p). Pour a € R,

[ 1afldi=tal [ 1f1d < o

Janan= [@nran- [erydu=a [ sau
et sia <0,

Jenan= [aryan= [y dn=-a) [ fdusa [ fran=a [ san

De plus, si f,g € LYE, A, u), inégalité |f + g| < |f| + |g| entraine que f + g € £!. En
outre,

Sia>0,

[+t =(f+g9) =f+9=f"—f"+9"—g
entraine
fH+a) "+ +9g =+g9 +f +g"

En utilisant I'additivité de I'intégrale pour les fonctions positives,

/(f+g)+du+/fdu+/gdu= /(f+9)du+/f+du+/g+du,

d’on1, puisque toutes les intégrales sont finies,

/(f+g)+du—/(f+g)du= /f*du—/fdu+/g+du—/gdu,

ce qui donne bien [(f + g)du= [ fdp+ [ gdp.

(c) Il suffit d’écrire [ gdp= [ fdu+ [(g — f)du.

(d) L'égalité f = g p.p. entraine ft = g et f~ = ¢~ p.p. Il suffit alors d’utiliser les
résultats vus dans le cas des fonctions positives. O
Remarque. On combine facilement (c) et (d) pour obtenir que, si f,g € LY(E, A, ) et
f<gpp.,alors [ fdu < [ gdp.

Extension au cas complexe. Soit f : E — C une fonction mesurable (cela équivaut a
dire que Re(f) et Im(f) sont toutes deux mesurables). On dit que f est intégrable et on

note f € L&(E, A, i) si
[ 151dn < .
2
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On pose alors
/fd,u: /Re(f)du+i/1m(f)du.

Les propriétés (a),(b) et (d) ci-dessus restent vraies si L' (E, A, 1) est remplacé par LE(E, A, i)
(pour montrer (a), remarquer que

[ raul= sw a- [ ray
a€C,la|=1

olt a - z désigne le produit scalaire dans C identifié & R?).

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de convergence dominée) Soit (f,) une suite de fonc-
tions dans L'(E, A, p) (resp. dans LE(E, A, 1)). On suppose:
(1) Il eziste une fonction f mesurable a valeurs dans R (resp. dans C) telle que

falz) — f(z)  popp.
(2) Il existe une fonction g : E — R, mesurable telle que fgdu < oo et pour tout n,
il <9 npp

Alors f € LYE, A, u) (resp. [ € LLE(E, A, u)), et on a

lim [ fody = / fdu

lim /\fn—f\duzo.

Preuve. On suppose d’abord que les hypotheses suivantes plus fortes sont vérifiées:
(1)’ Pour tout =z € E,

fu(@) — [f(x)

, . . : .
(2)’ 1l existe une fonction g : £ — R, mesurable telle que f gdp < oo et pour tout n
et tout x € I/

[fn(@)| < g(2).

La propriété f € L' est alors claire puisque |f| < g et [gdp < oco. Ensuite, puisque
|f — ful <2g et |f— fu] — 0, on peut appliquer le lemme de Fatou pour trouver

liminf/(Zg— |f = fal) dp > /liminf(2g— |f—fn\)du=2/gdu-

Par linéarité de I'intégrale, il vient
2/gdu—limsup/\f—fn|du > 2/gdu,
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iimsup [ 17 = foldn =0,

et donc [|f — fu|du — 0. Finalement il suffit d’écrire

[ an= [ gn < [ 15 = falan

Dans le cas général ot on suppose seulement (1) et (2), on pose
A={z € E: f,(r) — f(x) et pour tout n, |f.(x)] < g(x)}.
Alors p(A€) = 0, et on peut appliquer la premiere partie de la preuve aux fonctions
Falx) = La@) fulx) ,  flx) = La(2)f(2).

Ona f=fpp, fo=fopp. et donc [ fodu= [ fudpu, [ fdu= [ fduet [|fn— fldu=
[ 1fn — fldp. Les résultats recherchés découlent du cas ot (1)” et (2)’ sont vérifiés. O

2.3 Intégrales dépendant d’un parametre

On se donne un espace métrique (U, d) qui correspond a l'espace des parametres. Soit une
application f: U x E — R (ou C).

Théoreme 2.3.1 Soit ug € E. Supposons
(i) pour tout u € U, Uapplication v — f(u,x) est mesurable;
(i) p(dz) p.p. Uapplication uw — f(u,x) est continue en wug;
(iil) 4 existe une fonction g € LL(E, A, p) telle que pour tout u € U,

|f(u,2)] <g(x)  p(dx) p.p.

Alors la fonction F(u) = [ f(u,x)u(dz) est bien définie en tout point u € U et elle est
continue en u.

Preuve. L’hypothese (iii) entraine que la fonction x — f(u, ) est intégrable et donc F'(u)
est bien définie. Ensuite, soit (u,),>1 une suite convergeant vers uy. L’hypothese (ii) assure
que

f(umx) 7:0 f(uowr) y PP

Grace a l'hypothese de domination (iii), on peut appliquer le théoreme de convergence
dominée, qui donne

i [ (i, z) p(d) = / £ (o, 2) pldz).

n—oo
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Exemples. (a) Soit x4 une mesure diffuse sur (R, B(R)). Si ¢ € LY(R, B(R), u1), la fonction
P = [ ewua) = [ 1ot n

est continue. Pour le voir, il suffit d’appliquer le théoreme a f(u,z) = 1j—s0y(x)p(x), en
prenant g = |p| et en observant que pour ug € R fixé, la fonction u — f(u, z) est continue
en g pour tout z € R\{uo}.

(b) Transformée de Fourier. Si ¢ € L(R, B(R), \), la fonction

bl = [ e o) M)

est continue sur R.

(c) Convolution. Soit ¢ € LY(R,B(R),\), et soit i une fonction continue bornée de R
dans R. Alors la fonction A * ¢ définie sur R par

o () = / h(u — ) p(x) A(dx)

est continue (et bornée).

Nous passons maintenant a un théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale, et pour

cela nous supposons que U = I est un intervalle ouvert de R. Soit a nouveau une application
f:UxE— R (ouC).

Théoreme 2.3.2 Soit ug € I. Supposons que
(i) pour tout u € I, lapplication v — f(u,z) est dans LY(E, A, u);

(i) p(dz) p.p. Uapplication w — f(u,x) est dérivable en ug de dérivée notée

a—f(uo,yc) :

ou
(iii) 4l existe une fonction g € LY (E, A, p) telle que pour tout u € I,
|f(u, 2) = f(uo, 2)| < g(a)|u—uo|  pldz) p.p.

Alors la fonction F(u) = [ f(u,z)p(dx) est dérivable en ug, de dérivée
0
F(un) = [ 5 (o) ).

Remarque. A priori la dérivée %(uo,x) n’est définie (par (ii)) que pour x appartenant
au complémentaire d'un ensemble de mesure nulle. On peut la prolonger a E tout entier

de maniere arbitraire (par exemple par la valeur 0), de fagon a définir I'intégrale qui donne
F,(UO).
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Preuve. Soit (u,),>1 une suite dans I'\{ug} convergeant vers uy, et soit

f(una [L’) B f(u0>x> )

Up — Ug

Pn(T) =
Grace a (ii), pn(z) converge vers af ~(uo, z), p(dr) p.p. De plus I'hypothese (iii) permet
d’appliquer le théoreme de convergence dominée et d’obtenir

i 20 = F ) o ) ) = / %(uo,x),u(dx).

n—00 Uy, — Ug n—00

O

Remarque. Dans de nombreuses applications, les hypotheses (ii) et (iii) sont remplacées
par les hypotheses plus fortes

(ii)" pu(dx) p.p. Papplication u — f(u, ) est dérivable sur I;

(iil)’ il existe une fonction g € L1 (E, A, u) telle que p(dz) p.p.,

Vuel, ’%(u a:)’ < g(x).

(Noter que (iii)’=-(iii) grace au théoreme des accroissements finis.) Sous ces hypotheses, la

fonction F' est dérivable sur I. L’exercice ci-dessous montre cependant que la forme plus
précise de ’énoncé du théoreme est parfois nécessaire.

Exemples. (a) Soit ¢ € L}(R, B(R), \) telle que
/\w(x)\ Mdz) < 0o,

Alors la transformée de Fourier ¢(u) est dérivable sur R, et

P(u) = i/xeiw o(x) M(dx).

(b) Soit p € LR, B(R), \), et soit h une fonction de R — R une fonction de classe C,
bornée ainsi que sa dérivée. Alors la convolution h x ¢ est dérivable sur R, et

(hx @) =h'*p.
On peut bien str itérer. Par exemple si h est de classe C'*™ a support compact, h * ¢ est
aussi de classe C'*°.

Exercice. Soit ;1 une mesure diffuse sur (R, B(R)) et soit ¢ € LR, B(R), 1) telle que

/Ifw )| pu(d)

Fu) = / (u— 2)* p(a) u(de).

Montrer que F' est dérivable sur R, de dérivée

Fi(u) = /} ola) ).

Pour tout v € R, on pose
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Chapitre 3

Construction de mesures

Le chapitre précédent partait de la donnée d’une mesure sur un espace mesurable. Nous
montrons maintenant comment on construit des mesures intéressantes, et particulierement
la mesure de Lebesgue. Le premier paragraphe introduit la notion de mesure extérieure,
vérifiant des propriétés des propriétés plus faibles que celles d’'une mesure, et montre com-
ment a partir d’'une mesure extérieure on peut construire une (vraie) mesure sur une tribu
convenable. Cette approche, qui est celle qu’avait utilisée Lebesgue, permet assez facilement
de construire la mesure de Lebesgue sur R ou sur R?. Nous discutons aussi diverses pro-
priétés de la mesure de Lebesgue, ainsi que ses liens avec 'intégrale de Riemann. Une autre
application est l'intégrale de Stieltjes, qui correspond a l'intégrale par rapport a une mesure
finie arbitraire sur la droite réelle.

3.1 Mesures extérieures

Définition 3.1.1 Soit E un ensemble quelconque. Une application p* : P(E) — [0, 00| est
appelée mesure extérieure si

(i) p*(2) = 0;
(i) u* est croissante : A C B = p*(A) < p*(B);

(iii) u* est o-sous-additive : pour toute suite Ay, k € N d’éléments de P(E),

w(J A <D (A

keN keN

Les propriétés d’une mesure extérieure sont moins contraignantes que celles d’'une mesure.
Remarquons cependant qu'une mesure extérieure est définie sur l’ensemble de toutes les
parties de E et non pas seulement sur une tribu.

Nous verrons plus loin sur des exemples comment on construit des mesures extérieures.
Notre objectif dans ce paragraphe est de montrer comment & partir d’'une mesure extérieure
w* on construit une mesure sur une tribu M(u*) qui dépend de p*. Dans la suite de cette
partie, on fixe une mesure extérieure p*.
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Définition 3.1.2 Une partie B de E est dite p*-mesurable si pour toute partie A de F,
p(A) = p (AN B) + p (AN B°).
On note M(u*) U'ensemble des parties p*-mesurables.

Remarque. L’inégalité u*(A) < p*(AN B) + p*(A N B¢) est toujours vérifiée par o-sous-
additivité. Pour vérifier que B est p*-mesurable, c’est donc I'inégalité inverse qu’il importe
de vérifier.

éoréme 3.1.1 (1) M(u*) est une tribu, qui contient toutes les parties B de E telles que
w(B) = 0.
(2) La restriction de p* a M(u*) est une mesure.

Preuve. (1) Notons M = M(u*) pour simplifier. Si p*(B) = 0, I'inégalité
pr(A) > p (AN B = p (AN B) + p* (AN B°)

montre aussitot que B € M.

Ensuite on voit immédiatement que & € M et que M est stable par passage au complé-
mentaire. Pour terminer la preuve de la partie (1), il reste & montrer que M est stable par
réunion dénombrable. On commence par établir que M est stable par réunion finie. Soient
By, By € M. Alors, pour toute A € P(F), I'hypothese B; € M montre que

W (AN(B1UBs)) = p* (AN(B1UBy )NBy )+ (AN(B1UB2)NBY) = p* (ANBy )+p* (ANB.NBY).
Donc en utilisant successivement les propriétés B € M et B; € M,

P (AN (B UDBsy)) 4+ 1" (AN (B U By)°)
= (AN By) + p (AN B{N By) + p* (AN By N By) = p" (AN By) + p* (AN BY) = p*(A),

ce qui montre bien que B; U By € M. Etant stable par passage au complémentaire et
par réunion finie, M est stable par intersection finie. En conséquence, si B, B’ € M,
B\B = B'N B e M.

Compte-tenu de cette derniere remarque, il suffit pour compléter la preuve de montrer
que si les ensembles B, € M, k € N sont deux a deux disjoints on a | J By € M. Pour cela
on montre par récurrence que pour tout entier m € N et toute partie A de F,

pH(A) = (AN By + (A0 () Br))- (3.1)

k=0 k=0

Pour m = 0, c’est la définition de By € M. Pour passer de 'étape m a I'étape m + 1, il
suffit d’écrire

u*(AFW(ﬁ)Bi)) — u*(Am(ﬁ)Bz)mBmH)w*(Am(ﬁBz))
— (AN Bus) + w7 (AN (Wﬁle)>
k=0
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en utilisant le fait que les By sont disjoints. On déduit de (3.1) que

m [ee]
> (AN By) + m(ﬂB;;))
k=0 k=0

et en faisant tendre m vers oo,

pi(A) > N 1 (AN By) 4 u* Aﬂ(ﬂBk)

k=0 =0

(AN (UBk)> + (AN (ﬂBz)>,

v

par o-sous-additivité. Cela suffit pour conclure que U By € M.

k=0
(2) Notons p la restriction de p* a M. On sait déja que pu(2) = 0. Soient By, k € M
des élements disjoints de M. La preuve de (1) montre que pour toute partie A de E,

pH(A) 2 S (AN B + (A0 ([ Bp))

k=0 k=0

et donc en prenant A = U B,
k=0

(B =D w(By).
k=0 k=0

Comme l'inégalité inverse est aussi vraie par o-sous-additivité, cela termine la preuve. [

3.2 La mesure de Lebesgue

Pour toute partie A de R, on définit

=inf{> (b —a;): AC | J]ai bs[}
iEN ieN
L’infimum porte sur tous les recouvrements dénombrables de A par des intervalles ouverts

lai, b, a; < b; (évidemment il existe toujours de tels recouvrements).

Théoréme 3.2.1 (i) \* est une mesure extérieure sur R.
(ii) La tribu M(X*) contient B(R).
(iii) Pour tous a < b, X*([a,b]) = X (Ja,b]) =b— a.
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La restriction de \* a B(R) (ou a M(\*)) est la mesure de Lebesgue sur R, et sera
notée simplement A. En conséquence des résultats de la fin du Chapitre 1, c¢’est 'unique
mesure sur B(R) qui vérifie la propriété A(]a,b[) = b — a pour tout intervalle ]a, b].

Preuve. (i) Il est immédiat que A*(&) = 0 et que A* est croissante. Il reste a établir la
sous-additivité. Pour cela, on se donne une suite (A, ),en de parties de N. On peut supposer
A*(A,) < oo pour tout n (sinon il n’y a rien a montrer). Soit € > 0. Pour tout n € N, on

peut trouver une suite d’intervalles ]a(") b(")[, 1 € N tels que

()

A, < J1ad”, 6|
1€EN
et
>0 =) < A (A) + 5
ieN
Il suffit alors de remarquer que les intervalles ] 4 b(" [,n € N,i € N forment un recouvre-

ment dénombrable de la réunion des A,,, et donc

MU A <3300 —al™) <3N (AL) + 2,

neN neN €N neN

d’ou le résultat puisque € est arbitraire.

(ii) Puisque M(A*) est une tribu, il suffit de montrer qu’elle contient une famille qui
engendre la tribu borélienne, par exemple la famille des intervalles | — 0o, a], « € R. On
se donne donc o € R et on pose B =| — 00, a. Le probleme est de vérifier que pour toute
partie A de R,

A(A) > N(ANB)+ X(AN B°).

Soit (]ai, bi])ien un recouvrement de A, et ¢ > 0. Les intervalles ]Ja; A o, (b; A «) + €277
recouvrent AN B, et les intervalles |a; V a, b; V af recouvrent A N B¢. Donc

N(ANB) <) (b Aa) = (a; Aa)) + 2,

ieN
N(ANBY) < ((biVa)—(a;Va)).
ieN
En faisant la somme on trouve
N(ANB) + M (ANBY) <) (b — a;) + 2.

€N

Puisque ¢ était arbitraire, on a

N(ANB)+ N (ANBY) <> (b — ay),
ieN
et comme \*(A) est par définition I'infimum des sommes de droite sur tous les recouvrements

de A, I'inégalité recherchée en découle.
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(iii) 11 est immédiat par définition que
A (la, b)) < b—a.

Pour I'inégalité inverse, supposons que
[&, b] - U ]aia bz[
ieN
Par compacité, on peut trouver un entier NV assez grand tel que

N

[a,0] € [ J]as, bi.

=0

Un raisonnement élémentaire montre alors que

IA
NE
=
8
IA
WK
=
e

b—a

Cela donne 'autre inégalité b — a < A*([a,b]). Il est facile de voir enfin que A\*(Ja,b]) =
A*([a, b)) (par exemple en observant que A*({a}) = A*({b}) = 0). O

Extension en dimension d.

On appelle pavé ouvert (resp. fermé) un sous-ensemble P de R de la forme

d

d
P = H]aj,bj[ s (resp. P= H[aj,bj]).

j=1
Le volume de P est par définition

d

vol (P) = ] (b; — ;).

J=1

On définit alors pour toute partie A de R?
A (A) = inf{) “vol(P): Ac| P}
ieN ieN

ou I'infimum porte sur tous les recouvrements dénombrables de A par des pavés ouverts.
On a alors I’analogue suivant du théoreme précédent.

Théoréme 3.2.2 (i) \* est une mesure extérieure sur RZ.
(ii) La tribu M(X*) contient B(R?).
(#ii) Pour tous pavé (ouvert ou fermé) P, X*(P) = vol (P).
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La restriction de A* & B(R?) (ou & M(\*)) est la mesure de Lebesgue sur RY, et sera
notée simplement \.

Preuve. La preuve de (i) est exactement la méme que dans le cas d = 1. Pour (ii), il suffit
de montrer que si A est un ensemble de la forme

A=Rx--- xRx]—o00,a] x Rx--- xR,

ona A e M(X*) (il est facile de voir que les ensembles de cette forme engendrent la tribu
B(R%)). La démonstration est alors tout a fait semblable & celle du cas d = 1. Enfin pour
(iii), on se ramene & montrer que si P est un pavé fermé et si

o)
=1

ol les P; sont des pavés ouverts, on a

vol (P) < i vol (F;).

Cette assertion est laissée en exercice. O

Remarque. On verra plus tard (dans le Chapitre 5) une autre fagon de construire la mesure
de Lebesgue en dimension d a partir du cas de la dimension un.

On peut se demander si la tribu M(\*) est beaucoup plus grande que la tribu B(R).
Nous allons voir qu’en un certain sens ces deux tribus ne sont pas tres différentes. Nous
énoncons d’abord une proposition préliminaire.

Proposition 3.2.3 Soit (E, A, u) un espace mesuré. La classe des parties négligeables est
par définition
N={AeP(E):3Bc A, AC B et u(B) = 0}.

La tribu complétée de A (par rapport a p) est A =0(AUN). Il existe alors une unique
mesure sur (E, A) qui prolonge .

Preuve. On remarque d’abord que la tribu A peut étre obtenue de la maniere suivante : si
B={AeP(E):3B,B € A,BC AC B et n(B"\B) =0}

on a A = B. En effet on vérifie facilement que B est une tribu. Il est clair que A C B et
N C B, ce qui entraine que A C B. Enfin, si A € B, on choisit B et B’ comme dans la
définition et on remarque que A = BU(A\B), avec B € A et A\B € N. L’inclusion B C A
en découle.

Une fois acquise 1'égalité A = B, on construit le prolongement de ; & A de la maniere
suivante. Si A € A = B, et si B et B’ sont comme dans la définition de B ci-dessus,
on pose ((A) = u(B) = pu(B'). Cela ne dépend pas du choix de B et B’ : si B, B est

un autre choix, on a a la fois pu(B) < wu(B') et u(B') > wu(B) ce qui force les égalités

34



w(B) = u(B') = ((B) = p(B'). Enfin, il est facile de vérifier que le prolongement de j &
A est une mesure : si A,, n € N sont des éléments disjoints de A, on peut pour chaque n
choisir B,, € A, B,, C A, de maniere que A,\B,, soit négligeable, et on a

Z:U/(An) - Z M(Bn) = M(U Bn) = M(U An)7

la derniere égalité parce que |J,, A,\U,, Bn C U, (4,\B,) est négligeable. O

Proposition 3.2.4 La tribu M(\*) coincide avec la complétée B(RY) de B(R?) par rapport
a la mesure de Lebesque .

Preuve. L’inclusion B(RY) C M()\*) est immédiate : si A € P(RY) est tel que A C B,
ot B € B(RY) et \(B) = 0, alors \*(4) < A\*(B) = A\(B) = 0, et d’apres le théoreme du
paragraphe 1, on sait que cela entraine A € M(\*).

Inversement, soit A € M()\*). On veut montrer que A € B(R?). Sans perte de généralité,
on peut supposer A C]— K, K[? (sinon on écrit A comme la réunion croissante des ensembles
AN]—n,n[?). On a alors \*(A) < oo, et donc pour chaque n > 1 on peut trouver une famille
dénombrable (P[,i € N) de pavés ouverts contenus dans | — K, K[? tels que

Aclpr, D vol(Pr) < AT (A) + 1

n

Posons

B,=|JpP', B=()B.

Alors B € B(RY), A C B, et d’autre part pour chaque n,

1

A(B) < 1(P") < XN(A)+ —
()< vl (B) <X (4)+
ce qui implique A*(B) = A*(A). En remplacant A par | — K, K[*\ A, on construit de méme
B e BR?), B c] - K,K[* telle que | - K, K[\A C B et X(] — K,K["\A) = \*(B). Si
B' =] — K, K[\ B, on doit alors avoir B’ C A et \*(B’) = A\*(A). Finalement on a bien
trouvé deux boréliens B et B’ avec B’ C A C B et A(B\B') = 0. O

Théoréme 3.2.5 La mesure de Lebesque sur RY est invariante par translation, au sens o
pour tout A € B(RY) et tout x € R, on a Mz + A) = M\(A).

Inversement, si ju est une mesure sur (RY, B(R?)) finie sur les parties bornées et invari-
ante par translation, il existe une constante ¢ > 0 telle que = cA.

Preuve. Notons o, la translation o,(y) = y — x pour tout y € R%. La mesure-image o, (\)
est définie par
VA € B(RY),0,(\)(A) = Mo, (A)) = Az + A).

xT
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L’égalité o, (N\)(A) = A(A) est vraie pour tout pavé A (puisque A et 2+ A sont deux pavés de
méme volume). A l'aide du lemme de classe monotone du Chapitre 1, il en découle aussitot
que o,(A) = A, ce qui est la premiere assertion du théoréme.

Inversement, soit p une mesure sur B(R?) invariante par translation. Soit

— u([0, 1[%.

Comme [0, 1[¢ est la réunion disjointe de n? pavés qui sont des translatés de [0, %[d, il en
résulte que pour tout entier n > 1,

Soient ensuite ag,...,aqy > 0. En écrivant

[[1 U 0, a;[c o 7[naji+ g

j=1
(ou [z] désigne la partie entiere de z), on trouve
d d d d d

(i) 5 = (LT 20 = ([0 050 < [T ™20 = ([T + )5

j=1 J=1 J=1 J=1 j=1
En faisant tendre n vers oo, il vient

d n d
p([J10.0;0) = e ] T ay = ex(] J10. 5)
j=1 Jj=1 Jj=1

et en utilisant I'invariance par translation de p on trouve que les mesures u et cA coincident
sur tous les pavés de la forme

d
H[aj ) bj [
j=1
Comme dans la premiere partie de la preuve, cela suffit pour conclure que u = cA. 0

Proposition 3.2.6 La mesure de Lebesque sur R? est régquliére au sens ot pour tout A €

B(RY), on a

AMA) = if{\U):U ouvert ,AC U}
sup{\(F) : F' compact , F C A}.

Preuve. La quantité inf{\(U) : U ouvert , A C U} est toujours plus grande que A(A). Pour

lautre inégalité, on peut supposer A(A) < oo. Ensuite, par définition de A(A) = A\*(A), on

peut pour chaque € > 0 trouver un recouvrement de A par des pavés ouverts P; tels que

Y A(P) < A(A) + . Mais alors 'ouvert U défini comme la réunion des P; contient A et on
AU) <> AP) < A(A) + ¢, ce qui conduit a 'inégalité voulue.
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Pour la deuxieme égalité de la proposition, on peut supposer A contenu dans un compact
C (sinon on écrit A(A) = lim T A(A N [-n,n]?)). Pour chaque € > 0 on peut grace a la
premiere partie de la preuve trouver un ouvert U contenant C'\ A, tel que A(U) < A(C\A)+e.
Mais alors F' = C'\U est un compact contenu dans A, et

AE) 2 MC) = AMU) 2 MC) = (MC\A) +¢) = A(A) —¢,

ce qui donne la deuxieme égalité. 0

La proposition précédente peut étre étendue a un cadre beaucoup plus général. Nous
nous limitons au cas des mesures finies.

Proposition 3.2.7 Soit (E,d) un espace métrique, et soit p une mesure finie sur (E, B(E)).
Alors, pour tout A € B(E),

p(A) = inf{u(U):U ouvert ,AC U}
= sup{u(F): F fermé F C A}.

Preuve. Notons O la classe des ouverts de E, et soit C la classe des ensembles A € B(FE)
qui vérifient la propriété de la proposition. Puisque la tribu borélienne est par définition
engendrée par O, il suffit de montrer que O C C et que C est une tribu.

Si A € O, la premiere égalité est triviale. Pour la seconde, on remarque que pour tout
n > 1, 'ensemble

F,={ze€ E:d(z,A°) > -}

1
n
est fermé. Par ailleurs A = lim T F,, ce qui entraine

p(A) = lim T u(F,),

ce qui donne bien la seconde égalité et prouve que O C C.

Il reste a montrer que C est une tribu. On a @ € C et a cause de la symétrie entre ouverts
et fermés, on voit immédiatement que C est stable par passage au complémentaire. Soit
ensuite (A, )nen une suite dans C et soit € > 0. Pour chaque n, on peut trouver un ouvert
U, contenant A, tel que u(U,) < u(A,) +e27", d’ott

p(UUNU A) < 30U, — A, < 2

neN neN neN

Puisque U U, est ouvert cela donne la premiere des deux égalités recherchées pour UA"'
Ensuite, soit N un entier assez grand pour que

N(U An) = ,U(U Ap) — €.

neN

Pour chaque n € {0,1,..., N} on peut trouver un fermé F,, C A, tel que u(A,\F,) < e27".
Alors



est fermé et

p((J A\F) gz (A, — F,) < 2

d’ou

p((J An\F) < 3e.

On conclut que U A, € C, ce qui termine la preuve.

3.3 Liens avec l'intégrale de Riemann

Fixons un intervalle [a, b] non trivial de R. Une fonction A : [a,b] — R est dite en escalier,
et on note h € Esc, s'il existe une subdivision a = o < 1 < --- < xny = b et des réels

Y1, ..., YN tels que
Vie{l,...,N}, Vo €lz;_q1,z], f(z) =y

On pose alors

Zyz i — Tj— 1

Il est immédiat que I(h) = f[ 5 hdA.
Une fonction bornée f : [a,b] — R est dite Riemann-intégrable si

sup I(h)= inf I(h)

heEsc, h< f heEsc, h>f

et cette valeur commune est notée I(f).

Proposition 3.3.1 Soit f une fonction Riemann-intégrable sur la,b]. Alors f est mesurable
pour la tribu complétée B([a,b]), et

I(f) :/[b}fd)\.

Preuve. On peut trouver une suite (h,) de fonctions en escalier sur [a, b] telles que h,, > f
et I(hy) | I(f). Quitte a remplacer h,, par hy A hy A -+ A h,, on peut supposer la suite (h,,)
décroissante, ce qui permet de poser

he = lim | h,, > f.
De meéme, on peut trouver une suite croissante (fzn) de fonctions en escalier avec h, < f et
I(ha) 11(f), et poser

he =lim T h,, < f.
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Les fonctions he, et ho, sont boréliennes bornées. Par convergence dominée,

/ hoodA=T1im | [ hn,d\=1lim | I(h,) = I(f),

[a,b] [a,b]

/ hood\ = lim hpd\ = lim 1 I(hy,) = I(f).
[a,b] [a,b]

Donc,
/ (hoo — hoo)dX = 0.
[a’b}

Puisque Ao > heo, cela entraine b = hoo, A p.p. Comme Ao > f> heo, | coincide p.p.
avec une fonction borélienne, et il est facile d’en déduire que f est B([a, b])-mesurable. Enfin
puisque f = hoo p.p. ON a f[a’b] fdX = f[mb] hood\ = I(f). O

3.4 Un exemple d’ensemble non mesurable

Considérons 'espace R/Q des classes d’équivalence des réels modulo les rationnels. Pour
chaque a € R/Q, soit x, un représentant de a dans I'intervalle [0, 1]. On pose

F={x,; a € R/Q} C [0,1].

Alors F n’est pas borélien, ni méme mesurable par rapport & la tribu complétée B(R).

Pour le vérifier, supposons F' mesurable et montrons que cela conduit a une contradiction.
D’abord, on a par construction

R C U(q—l—F)
q€Q

et donc A(F') > 0, car sinon R serait contenu dans une réunion dénombrable d’ensembles de
mesure nulle.

Par ailleurs, les ensembles ¢+ F', ¢ € Q sont disjoints (si ¢+, = ¢ + 2y On a xr, — Ty =
¢ —q € Q et donc a = a’ puis ¢ = ¢'). De I'inclusion

U @+F)clo?
4€0no.1

on déduit donc

Z Mg+ F) <2

q€Qn[0,1]

d’out A(F') = 0 ce qui est la contradiction recherchée.

3.5 Intégrale de Stieltjes

Le théoreme suivant donne une description de toutes les mesures finies sur (R, B(R)). Le
résultat peut étre facilement étendu aux mesures de Radon.
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Théoréme 3.5.1 (i) Soit u une mesure finie sur (R, B(R)). Pour tout x € R, soit

Fu(e) = (] - o0, 2]).

La fonction F,, est croissante, bornée, continue a droite et F),(—oo0) = 0.

(ii) Inversement, soit F' : R — R, une fonction est croissante, bornée, continue a droite
et telle que F(—o0) = 0. Il existe alors une unique mesure finie p sur (R, B(R)) telle que
F=F,.

Remarque. Lorsque I’ = F},, on note souvent

[ t@ntda) = [ f@)aF@).

C’est l'intégrale de Stieltjes de f par rapport a F. On a en particulier

/] AP@) = F(0) ~ Fla)

/[ AF@) =l AF(z) = F(b) — Fla—),

=0 Jla—n—1,b]
ou F(a—) désigne la limite a gauche de F' en a.

Preuve. (i) La vérification des propriétés de F), est facile. Par exemple si z,, | z, les
intervalles | — oo, x,,| décroissent vers | — 0o, x|, et donc

Fyu(wn) = p(] — 00, 20]) | u(] — 00, 2]) = F(x).

De méme, si z,, | —o0, les intervalles | — oo, z,,] décroissent vers & et donc F),(xz,) | 0.

(ii) L'unicité de u est une conséquence du lemme de classe monotone (cf Chapitre 1) : la

classe C = {] — 00, z]; x € R} est stable par intersection finie et engendre la tribu B(R).
Pour montrer 'existence, on pose pour tout A C R:

p(A) = inf{d (F(b) = F(a:)) : A C | las, bil}-

1€EN 1€EN

(Noter qu’on recouvre A par des intervalles ouverts & droite et fermés a gauche, et non plus
des intervalles ouverts comme pour la mesure de Lebesgue.) Les mémes arguments que dans
le cas de la mesure de Lebesgue montrent que p* est une mesure extérieure. On vérifie par
la méme méthode que dans le cas de la mesure de Lebesgue que les intervalles | — oo, a] sont
dans M(X*) (en fait ¢’est méme plus facile ici). Il en découle que la tribu M (p*) contient la
tribu borélienne, et que la restriction, notée p, de pu* & M(u*) est une mesure sur (R, B(R)).

Pour terminer, il reste & montrer que u(] — 0o, x]) = F(x) pour tout x € R. 1l suffit pour
cela d’établir que p(]a,b]) = F(b) — F(a) pour tous a < b (ensuite faire tendre a vers —oo).
L’inégalité

pu(la, b)) < F(b) — F(a)
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est immédiate par construction de u*.

Dans l'autre sens, soit (]x;,y;|)ieny un recouvrement dénombrable de Ja,b]. Soit € €
10, — a[. Pour chaque i € N, on peut trouver y. > y; tel que F(y}) < F(y;) +€27*. Ensuite,
on remarque qu'on peut recouvrir l'intervalle compact [a + €,b] par une sous-famille finie
(Jzi Yi[)icto,1,...n.y de la famille des intervalles ouverts (]z;, y;[)ien. Un raisonnement simple
montre qu’alors

F(b) = Fla+e) < i(F(yi) — F(#)) < i(F(yi) — F(a)) < i(F(yi) — F(2:)) + 2.
=0 =0 i=0
En faisant tendre € vers 0 on trouve
)~ F(a) < 3 (Fly) - F(x)
=0
ce qui par définition de p* donne bien la minoration u(la, b)) > F(b) — F(a). O

Cas des mesures de Radon. La formule

B (]0, z]) six >0,
Flz) = { liu(]x,O]) stz <0,

donne une correspondance bijective entre mesures de Radon p sur R et fonctions F' : R — R
croissantes continues a droite et nulles en 0. Ce résultat découle facilement du cas des mesures
finies. On a encore 1'égalité u(]a,b]) = F(b) — F(a). Dans le cas particulier F(z) = z la
mesure p est la mesure de Lebesgue.

3.6 Le théoreme de représentation de Riesz

Soit X un espace métrique. On note C.(X) l'espace des fonctions continues a support
compact sur X. Une forme linéaire J sur C.(X) est dite positive si J(f) > 0 des que f > 0.
Si p est une mesure de Radon sur X, on définit une forme linéaire J sur C.(X) en posant

1= [ s

Noter que l'intégrale est bien définie puisque |f| < C'lg, ou K est un compact de X, et p
est finie sur les compacts. De plus J est positive.

Le théoreme de représentation de Riesz montre que sous des hypotheses convenables
toute forme linéaire positive sur C.(X) est de ce type.

Théoreme 3.6.1 Soit X un espace métrique localement compact séparable, et soit J une
forme linéaire positive sur C.(X). Il existe alors une unique mesure de Radon p sur

(X, B(X)) telle que
vf € CuX), I = [ Fau
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La mesure ju est réguliére au sens ot pour tout A € B(X),

AMA) = if{\U):U ouvert ,AC U}
= sup{\(F) : F compact ,F C A}.

De plus, pour tout ouvert U de X,
p(U) =sup{J(f): f € C(X), 0< f <1y}

Exemple. Si X =R, on peut prendre J(f) = I(f), ou I(f) est comme ci-dessus I'intégrale
de Riemann de la fonction f. On vérifie aisément que J est une forme linéaire positive sur
C.(R). La mesure associée est (bien sir) la mesure de Lebesgue. Cela fournit donc une autre
construction de la mesure de Lebesgue (en supposant construite l'intégrale de Riemann des
fonctions continues).

Nous ne donnons pas ici la preuve du Théoreme 3.6.1 : voir le Théoreme 10.1 de Briane
et Pages [2] ou le chapitre 2 de Rudin [7], qui donne un énoncé un peu plus précis.
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Chapitre 4

Espaces LF

Ce chapitre est consacré principalement a I’étude de I'espace LP des fonctions dont la valeur
absolue est de puissance p-ieme intégrable. Les inégalités fondamentales de Holder, de
Minkowski et de Jensen constituent un outil important pour cette étude. On étudie no-
tamment la structure d’espace de Banach de l'espace L”, et dans le cas particulier p = 2
la structure d’espace de Hilbert de L?. Les théorémes de densité montrant qu’on peut ap-
procher n’importe quelle fonction de LP par des fonctions plus “régulieres” jouent un role
important dans beaucoup d’applications en analyse. En application de la structure hilber-
tienne de L?, on établit le théoreme de Radon-Nikodym, qui étant donné une mesure de
référence permet de décomposer n’importe quelle autre mesure en la somme d’une mesure a
densité par rapport a la mesure de référence et d’une mesure “étrangere”.

4.1 Définition et inégalité de Holder

Dans tout ce chapitre on consideére un espace mesuré (F, A, ). Pour tout réel p > 1 on pose
LP(E, A, pu) ={f: E — R mesurable; / |fIPdu < oo}

et on définit aussi
LY E, A u)={f: F— R mesurable;3C € R, : |f| < C, pup.p.}.

On pourrait aussi considérer les espaces L et LF obtenus en considérant des fonctions a
valeurs complexes, mais dans ce chapitre nous nous intéresserons surtout au cas réel.
Pour chaque p € [1, 00|, on définit une relation d’équivalence sur L£P en posant

f~g si et seulement si f =g, u p.p.
Cela conduit a définir I'espace quotient
LP(E,A,p) = LY(E, A p)/ ~ .

Un élément de LP(E, A, 1) est donc une classe d’équivalence de fonctions égales p p.p. Dans
la suite on fera presque systématiquement 1’abus d’écriture consistant a identifier un élement
de LP(E, A, p) a l'un de ses représentants.
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Pour toute fonction f : E — R mesurable, on note pour p € [1, o],

11 = ( [ 1) ™

(avec la convention co!/? = c0) et

[fllec = inf{C € [0,00] : |f] < C, pp.p.}

de fagon que ||f|| < [|flles # P-p- €t que ||f]lc est le plus petit nombre dans [0, 00| avec
cette propriété.
Soient p, q € [1,00]. On dit que p et ¢ sont des exposants conjugués si
1 1

S4o =1
P g

En particulier, p = 1 et ¢ = 0o sont conjugués.

Théoréme 4.1.1 (Inégalité de Holder) Soient p et q des exposants conjugués. Alors, si
f et g sont deux fonctions mesurables de E dans R,

/ Faldn < [ f Il

En particulier, fg € L'(E, A, u) dés que f € LP(E, A, u) et g € LY(E, A, ).

Preuve. Si||f|, =0, ona f =0, g p.p., ce qui entraine [ |fgldu = 0, et Vinégalité est
triviale. On peut donc supposer ||f|l, > 0 et ||g||;, > 0. Sans perte de généralité on peut
aussi supposer [ € LP(E, A, u) et g € L1(E, A, ).

Le cas p =1, ¢ = 0o est facile : on a |fg] < ||glleo|f|, 1 P-p., d’00

/ Foldi < llglle / Fldp = gl 11

Supposons 1 < p < 0o (et donc 1 < ¢ < 00).
Soit a €]0,1[. On a pour tout z € R,

¢ —azr <1-—a.
En effet la fonction ¢, (z) = x* — az a pour dérivée sur |0, 00|, ¢.(z) = a(z*t — 1) qui

est positive sur ]0, 1] et négative sur |1, 00[. Donc ¢, est maximale en x = 1, ce qui donne

I'inégalité recherchée. En appliquant cette inégalité a x =+, ot w > 0 et v > 0, on trouve

u*v'™* < au+ (1 —a)v,

inégalité qui reste vraie si v = 0. On prend alors o = zlo (donc 1 —a = %) puis
p q
L@ o)
[nalit g2
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pour aboutir a
[f(@)g(2)| _ L1]f@)”  1lg(@)]*
I lpllglle — 2 (112 a llgllg

En intégrant cette derniere inégalité par rapport a pu, il vient

1

1 1
e [ feldp < -+ = =1
WMMM/ poq

O
Exercice. Lorsque 1 < p < oo, montrer qu’il y a égalité dans l'inégalité de Holder ssi il
existe deux réels positifs «, 5 non tous deux nuls, tels que a|f|P = 5|g|? p p-p.

Le cas particulier p = ¢ = 2 de I'inégalité de Holder est 'inégalité de Cauchy-Schwarz

[1satan< ([ 1ra) " ( [1aban)”

Considérons le cas particulier ou p est finie. En prenant ¢ = 1, on trouve

/ Fldu < w5\ £,

ce qui montre que LP C L' pour tout p €]1,00]. En remplagant |f| par |f|” (r > 1) et en
posant ' = pr, on trouve pour tous 1 <r <71’ < oo

1

£l < s(B)r = || £l

et donc L" C L" (toujours dans le cas ou p est finie). Lorsque u est une mesure de probabilité
ona ||f|l < fll~ pour tous 1 <r <7’ < oo.
Cette derniere inégalité peut étre vue comme un cas particulier de I'inégalité de Jensen.

Théoréme 4.1.2 (Inégalité de Jensen) Supposons que p est une mesure de probabilité,
et soit o : R — R, une fonction convexe. Alors, pour f € L'(E, A, ),

[eoranzo( [1an).

Remarque. L’intégrale [ @o f dyu est bien définie comme intégrale d’une fonction mesurable
positive.

Preuve. Soit
&, ={(a,b) € R*: Vz € R, p(z) > ax + b}.

Les propriétés bien connues des fonctions convexes assurent que

VeeR, ¢(x)= sup (azx+b).
(a,b)e€y
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En conséquence,

/sDOfdu > sup /(&f+b)

(a,b)€€y

= sup /fdu+b

(a,b)e€y
= ¢ /fdu

Exercice. Montrer que si u(E) < 0o on a

[flloo = lim || £l
p—00

4.2 L’espace de Banach LP(E, A, i)

Théoréme 4.2.1 (Inégalité de Minkowski) Soitp € [1,00], et soient f,g € LP(E, A, u).
Alors, f+g € LP(E, A, n) et

1+ gllp < [1Fllp+llgll»-

Preuve. Les cas p = 1 et p = oo sont faciles en utilisant simplement 'inégalité |f + g| <
|f| + |g|. Supposons donc 1 < p < co. En écrivant

|f +gl” <2071 + 1gl”)

on voit que [ |f + g[Pdp < oo et donc f + g € LP. Ensuite, en intégrant par rapport a p
I'inégalité

[f+ gl <IfIf+ g™+ gl 1f + g™
on trouve

/\f+g\”du§/If\|f+g|p‘1du+/\g|\f+g|p‘1du'

En appliquant 'inégalité de Holder aux réels conjugués p et ¢ = p/(p — 1), il vient

/|f+g\pdu< 11l /\f+g|pd,u) a2 + gl /|f+g|pdu)

Si [|f + g|Pdp = 0, I'inégalité du théoreme est triviale. Sinon on peut diviser chacun des
deux membres de l'inégalité précédente par ([ |f + g[Pdu)?~VD/P et on trouve le résultat
recherché. 0

Théoréme 4.2.2 (Riesz) Pour tout p € [1,00], lespace LP(E, A, ) muni de la norme
[ — |Ifll, est un espace de Banach (i.e. un espace vectoriel normé complet).
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Preuve. On se limite au cas 1 < p < oo (le cas p = oo est plus facile). Vérifions d’abord
que f — || f||, est une norme sur L?. On a

HprZO;‘/\f!”duz()éf=0up-p-

ce qui signifie que f = 0 dans L (f appartient a la classe d’équivalence de 0). La propriété
IAfll, = [AIIfll, pour A € R est immédiate, et I'inégalité de Minkowski donne 'inégalité
triangulaire.

Il reste a montrer que LP muni de cette norme est complet. Soit (f,)n,>1 une suite de
Cauchy dans LP. Alors on peut choisir une suite d’entiers (k,) strictement croissante de
fagon que pour tout n > 1,

Posons g, = fi, et remarquons en utilisant le théoreme de convergence monotone puis
I'inégalité de Minkowski que

/<g|gn+l_gn‘)pdﬂ = lm 7 (iwnﬂ—gn\)pdu

n=1
N p
foo n=1
o p
= (Z 1gn+1 — gnHP)
n=1
< 0o0.

On a donc

o
D lgni1 = gal <00, ppp.
n=1

et cela permet de poser

(e}
h = g1+ Z(gnJrl - gn)
n=1
la série convergeant absolument sauf sur un ensemble de mesure nulle sur lequel on peut
prendre une définition arbitraire de h (par exemple h = 0). La fonction h est alors mesurable.
Puisque gy converge vers h, i p.p., on a |h| = liminf |gy|, ¢ p.p. et le lemme de Fatou montre
immédiatement que

/|h\pd,u < liminf/ lgn[Pdp < sup/|gN|pdu < 00,
N>1

puisque la suite f, étant de Cauchy est bornée dans LP. Enfin, & nouveau grace au lemme
de Fatou, on a

1h — gnllb = / |h — gn|Pdp < lim inf/ lgn — gnlPdp = lim inf gy — ga|[) < (27t
N—oo N—oo
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en majorant pour N > n, [|gn —nllp < |gnt1—nllp+- -+ lgn —gn-1ll, < 27", L'inégalité
précédente montre que g, converge vers h dans LP. Cela entraine que f,, converge vers h et
termine la preuve. O

Exemple. Si F = N et u est la mesure de comptage, pour tout p € [1, 00[, 'espace LP est
'espace des suites a = (a,)nen de réels tels que

[ee]
Z |a,|P < oo
n=0

muni de la norme

> 1/p
lallp = (> laal?) ™

n=0

L’espace L™ est simplement l'espace des suites (a,)nen qui sont bornées, muni de la norme
lalloc = sup(a,). Remarquons que dans ce cas il n’y a pas d’ensemble non vide de mesure
nulle et donc L? coincide avec LP. Cet espace est en général noté /7 = (P(N). Il joue un role
important dans la théorie des espaces de Banach.

La derniere preuve fait apparaitre un résultat intermédiaire qui mérite d’étre énoncé.

Proposition 4.2.3 Soitp € [1,00] et soit (f,) une suite qui converge vers f dans LP(E, A, ).
Il existe alors une sous-suite (fy,) qui converge y p.p. vers f.

Remarque. Le résultat est aussi vrai pour p = 0o, mais dans ce cas 'extraction d’une sous-
suite n’est pas nécessaire puisque la convergence L*° équivaut a une convergence uniforme
sauf sur un ensemble de mesure nulle.

On peut se demander si inversement la convergence p p.p. entraine la convergence L”.
Cela n’est pas vrai, mais le théoreme de convergence dominée montre que si :

(i) fo — f, 1 p.p-
(ii) I existe une fonction g > 0 telle que [ |f|Pdpu < oo et Vn, |f.| < g, 1 p.p.

alors f,, — f dans L”.

Exercice. On suppose p(FE) < co. Soit p € [1, 00[. Montrer que les conditions
(i) fa — f, 1t p-p-
(ii) 11 existe r > p tel que sup/ | fn]"dp < 00

entrainent f, — f dans LP.

Le cas p = 2 du théoréme de Riesz est particulierement important puisque l'espace L? a
une structure d’espace de Hilbert.
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Théoréme 4.2.4 L’espace L*(E, A, 1) muni du produit scalaire

(1) = [ tgdn

est un espace de Hilbert (réel).

Preuve. L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que si f,g € L?, fg est intégrable et donc
(f,g) est bien défini. Ensuite il est clair que (f,g) — (f, g) définit une forme bilinéaire
symétrique définie positive, et que la norme associée est la norme || f||2. Le caractere complet
découle du théoreme de Riesz. Il

On peut donc appliquer & L?(E, A, 11) les résultats classiques sur les espaces de Hilbert.
En particulier, si ® : L*(E, A, u) — R est une forme linéaire continue, il existe un (unique)
élément g de L2(E, A, u) tel que Vf € L?, ®(f) = (f, g). Ce résultat nous sera utile dans la
suite de ce chapitre.

Remarque. Comme les résultats précédents, le théoreme ci-dessus s’étend au cas complexe.
L’espace L4(E, A, 1) est un espace de Hilbert complexe pour le produit scalaire

() = [ radn.

4.3 Théoremes de densité dans les espaces L”

Si (E, d) est un espace métrique, une mesure p sur (E, B(E)) est dite extérieurement réguliere
sl
VAe B(E), p(A)=inf{uU): U ouvert,AC U}.

Une fonction f : E — R est dite lipschitzienne s’il existe une constante K telle que
VZL‘,yEE, |f(I)—f(y)|§Kd(I,y)

Théoréme 4.3.1 Soit p € [1, 00|

(1) L’espace des fonctions étagées intégrables est dense dans LP(E, A, ).

(2) Si (E,d) est un espace métrique, et p une mesure extérieurement réquliére sur
(E,B(E)), lespace des fonctions lipschitziennes bornées qui sont dans LP est dense dans
LP(E,B(E), ).

(3) Si (E,d) est un espace métrique localement compact séparable, et pn une mesure de
Radon sur E, alors l’espace des fonctions lipschitziennes a support compact est dense dans

LP(E, B(E), jn).

Preuve. (1) En décomposant f = f* — f7, il suffit de montrer que si f € LP est positive,
alors f est limite dans L” d’une suite de fonctions étagées. On sait que

f=1lim T,
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olt pour chaque n, 0 < ¢, < f et ¢, est étagée. Alors, [|o,|Pdu < [|f|Pdp < co et donc
©, € LP (ce qui pour une fonction étagée équivaut a ¢, € L'). Puisque |f — p, [P < fP, le
théoreme de convergence dominée donne

lim /\f—gpn]pdu:().

(2) 1l suffit de montrer que toute fonction étagée intégrable est limite dans L? de fonctions
lipschitziennes bornées. On se rameéne aisément au cas f = 14, A € B(E), pu(A) < co. Soit
alors € > 0. On peut trouver un ouvert O contenant A tel que u(O\A) < (¢/2)?, et donc

13
1o — 14, < 3"

Ensuite, pour tout k£ > 1, on pose ¢i(z) = (kd(x,0°)) A1l. La fonction ¢y est lipschitzienne
et ¢ 1 1o quand k — co. Par convergence dominée, [|1o — ¢x[Pdp — 0 quand k — oo,
et donc on peut choisir k assez grand pour que

g

1o — wxlly < 9

Finalement,
114 = @ellp < 11a = Lollp + [[1o — wrlly <e.
(3) On utilise le lemme suivant, dont la preuve est repoussée a la fin de la démonstration.

Rappelons que si A est un sous-ensemble de E, A désigne l'intérieur de A.

Lemme 4.3.2 Soit E un espace métrique localement compact séparable. Alors il existe une
suite croissante de compacts (Ly)n>1 tels que, pour tout n, L, CLyyy et E = U L, = U L,.

n>1 n>1

Il est facile de déduire du lemme que toute mesure de Radon p sur E est extérieurement
réguliere (ce qui a déja été vu, sans démonstration, dans 1’énoncé du théoréme de représenta-
tion de Riesz). En effet, si A est un borélien de E, on peut en considérant la restriction de

i a Ly, (qui est une mesure finie) appliquer un résultat de régularité extérieure du chapitre

précédent et trouver pour chaque n un ouvert O,, C L,, tel que AN L,,C O, et

w(O\(AN L)) < 227"

Alors la réunion O des O,, est un ouvert de E et

p(O\A) <7 (O (AN Ly)) < =

n>1

Ensuite, puisque g est extérieurement réguliere, on peut appliquer la partie (2) du
théoreme. On est ainsi ramené a montrer que toute fonction f lipschitzienne bornée telle
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que [ |f[Pdp < oo est limite dans LP de fonctions lipschitziennes & support compact (noter
que celles-ci sont automatiquement dans LP). Par convergence dominée, on a

lim [ |f[Pdp =0,

n—~o0 (Ln)c

et donc || f — fli |, — 0. D’autre part, pour chaque n fixé, et pour tout k& > 1, soit

oni(z) = kd(z, (L)) AL

Alors ¢, € LP puisque ¢, 1 < 12 . De plus, par convergence dominée a nouveau, on voit
n
que pour chaque n fixé, ¢, ; converge vers 12 dans L quand k — oo. Finalement, en
n

écrivant

1f = Fourlly < IF = 15 I+ 171~ Fouslly < IF = £1; o+ 1 fll

119471 - Qpn,k‘HP

et en choisissant n puis k assez grands, on approche f dans L? par la fonction fe,, , qui est
lipschitzienne a support compact. 0

Preuve du lemme. On montre d’abord que F est réunion d’une suite croissante de com-
pacts (K,)n>1. Pour cela, soit (z,),>0 une suite dense dans E. Introduisons I'ensemble I de
couples d’entiers défini par

I={(p,k) € N?: B(x,,27%) est compact},

ot B(x,r) désigne la boule fermée de centre z et de rayon r. En utilisant le fait que F est
localement compact et la densité de la suite (z,) il est facile de voir que

E = B(x,,27%).
(p,k)el

Par ailleurs, I étant dénombrable, on peut trouver une suite croissante de sous-ensembles
finis I,,, n > 1 de I tels que I soit la réunion des I,,. Alors il suffit de poser

K, = U B(x,,27")

(p7k)eln

pour avoir les propriétés recherchées.

Ensuite, on construit la suite (L,) par récurrence sur n. On prend L; = K;. Sion a
construit L,, on recouvre le compact K, U L, par une réunion finie V; UV, U ... UV,
de voisinages ouverts d’adhérence compacte de points de K, 1 U L,, et on prend L, 1 =
ViuthU...UV,. O

Conséquences. Pour p € [1,00[, on a :

(i) L’espace C.(R?) des fonctions continues a support compact sur R? est dense dans
LP(RY, B(R?), \). On peut remplacer A par n’importe quelle mesure de Radon sur (R¢, B(R?)).

51



(ii) L’ensemble des fonctions en escalier (a support compact) est dense dans LP(R, B(R), A).
En effet il sufit de vérifier que toute fonction f € C.(R) est limite dans L de fonctions en
escalier. Cela se voit en écrivant

f=Jim (Y06

kEZ

S\R'
\_/

Application. Si f € L}(R, B(R), \),

~

[ — 0

|§]—o0

On se rameéne par densité au cas olt f est une fonction en escalier : si f est limite dans L!
d’une suite (¢,) de fonctions en escalier,

sup | F(€) — 2nl©)] =sup | [ fw)eide — [ pu()eds] < I = ol
EER £eR
qui tend vers 0 quand n — oo. Ensuite, si f est en escalier, f = Z Aj Naj a0, OD @
j=1
’L£$]+1 _ e’bf$]
EZA( ) 0
|€|—00

d’ou le résultat voulu.

4.4 Le théoreme de Radon-Nikodym

Définition 4.4.1 Soient pu et v deuz mesures sur (E, A). On dit que:

(i) v est absolument continue par rapport 4 p (notation v < ) si
VAe A, uw(A)=0=v(A)=0.
(i) v est étrangére a p (notation v L ) s’il existe N € A tel que p(N) =0 et v(N¢) = 0.

Exemple. Si f est mesurable positive , la mesure v = f - u définie par

z/Afdu

Théoréme 4.4.1 (Radon-Nikodym) Soient p et v deur mesures o-finies sur (E, A). Il
existe alors un unique couple (v,,vs) de mesures o-finies sur (E,A) telles que

est absolument continue par rapport a pu.
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(1) v=1v,+vs.
(2) vg < et vg L p.

De plus, il existe une fonction mesurable g : E — R, telle que

VACA va(A) = / gy
A
et la fonction g est unique a un ensemble de p-mesure nulle pres.
Preuve. On traite d’abord en détail le cas ol les deux mesures u et v sont finies. L’extension
au cas o-fini ne présentera pas de difficulté.
Cas ot > v. Dans un premier temps, on suppose v < p, c'est-a-dire [gdv < [ gdu

pour toute fonction mesurable positive g. Considérons alors application ® : L*(E, A, ) —
R définie par

o(f) = [ fav

Remarquons que l'intégrale a bien un sens puisque

[ 151w < [171an

et on sait que pour une mesure finie L?(u) C L'(u). De plus, ®(f) ne dépend pas du
représentant de f choisi pour calculer [ fdv :

f=Ff npp.=f=7F Vp-p-=>/de=/fdﬁ-
L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que
1/2 1/2
@(f)] < (/deu) v(E)"? < </f2du) U(E)? = v(B)?| £l 2.

Donc @ est une forme linéaire continue sur L*(E, A, i) et on sait alors qu'il existe une
fonction h € L*(E, A, i) telle que

Vf € DB A, 8() = () = [ fhdn
En particulier, en prenant f = 14,
VAe A, v(A) = /Ahdu.
On peut aussi remarquer que 0 < h < 1, u p.p. En effet, pour tout € > 0,

u({x s hiz) = 14e}) = vl{a: ha) 2 11e}) = /{ s = (Dt ) 2 L))

53



ce qui implique p({z : h(z) > 1+e}) = 0. On montre de méme que A > 0 x p.p. Remarquons
que quitte a remplacer h par (hV 0) A 1, on peut supposer 0 < h(z) < 1 pour tout x € F.

Cas général. On applique la premiere partie de la preuve aux mesures v et u+v. Il existe
donc une fonction mesurable h telle que 0 < h < 1 et, pour toute fonction f € L?(u + v),

/fdu:/fhd(,quu).

En particulier, pour toute fonction f mesurable bornée,

/fdy:/fhdqu/fhdy
/f(l—h)dz/:/fhdu.

En utilisant le théoreme de convergence monotone, on voit que cette derniere égalité est
vraie pour toute fonction f mesurable positive.

Posons N = {z € E : h(x) = 1}. Alors en prenant f = 1y, on voit que p(N) = 0. La
mesure

ve=1n-v (VAe A, vs(A) =v(ANN))

est donc étrangere a p. D’autre part, en remplagant f par 1yc(1 — h)~'f dans I'égalité
ci-dessus, on trouve que pour toute fonction f mesurable positive,

/chdy:/ frgdu= [ fadn

Valec'V:g'lu

oug= 1Np . En posant

on a bien les propriétés (1) et (2) du théoréme, et la représentation annoncée pour v,.
L’unicité du couple (v,, vs) est facile. Si (7,,7,) est un autre couple avec les propriétés
(1) et (2), on a
VAe A, v,(A) —1,(A) = vs(A) — s(A).

Mais comme v et Uy sont portées respectivement par des ensembles N et N de p-mesure
nulle, on a

V(A) = 7g(A) = vs(AN(NUN)) = 7,(AN(NUN)) = vo(AN(NUN)) = 7,(AN(NUN)) = 0

a cause de la propriété v, < i, v, < p. Enfin, pour obtenir I'unicité de g, on se donne une
autre fonction g avec la méme propriété, et on observe que

/ gdp=v.({g > g}) = / gdu,
{7>g} {g>g}

/ (G—9)du=0
{g>g}
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ce qui force g < g, i p.p. et par symétrie g = g, p p.p.

Il reste a s’affranchir de I’hypothese supplémentaire que p et v sont finies. Si p et v sont
seulement o-finies, on peut construire une partition mesurable dénombrable (E,),en de E
de maniere que u(E,) < oo et v(E,) < oo pour tout n. Notons p, la restriction de u a E,
et v, la restriction de v a E,. En appliquant le début de la preuve on peut écrire pour tout
n €N,

Up =V, + U

ou vy L wy, et v = g, pin, la fonction mesurable g,, étant nulle sur £ (puisque p,(ES) = 0,
il est clair qu’on peut imposer cette derniere condition). On obtient le résultat du théoreme

en posant
Va:ZVZ:; VSZZVQ> gzzgn

neN neN neN

(Dans la derniere somme, remarquer que pour chaque x € F il y a au plus une valeur de n
pour laquelle g, (z) > 0.) La vérification des propriétés d’unicité ne présente pas de difficulté.
O
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Chapitre 5

Mesures produits

Etant donné deux espaces mesurables munis chacun d’une mesure, on peut construire sur
leur produit cartésien une mesure appelée la mesure produit. De plus l'intégrale d'une
fonction définie sur I’espace produit peut étre calculée en intégrant d’abord par rapport a la
mesure sur le premier espace puis par rapport a la mesure sur le second, ou bien dans 1’ordre
inverse : c’est le fameux théoreme de Fubini. Outre ses applications importantes en analyse
(intégration par parties, convolution, etc.) ou en théorie des probabilités, le théoreme de
Fubini est un outil essentiel pour le calcul effectif des intégrales.

5.1 Généralités sur les espaces produits

Soient (E,.A) et (F,B) deux espaces mesurables. On peut alors munir le produit F x F' de
la tribu-produit
A®B=0(AxB; Ac A, B¢ B).

Les ensembles de la forme A x B sont appelés pavés mesurables. Il est facile de vérifier que
A®RDB est la plus petite tribu sur £ x F' qui rende mesurables les deux projections canoniques
m:ExXF—Fetm: FExF—F.

Soit (G,C) un troisieme espace mesurable, et soit f : G — E x F. Notons f(z) =
(fi(x), f(x)). On a vu dans le Chapitre 1 que f est mesurable (F x F' étant muni de la
tribu produit) ssi les deux applications f; et fs le sont.

On étend facilement la définition de la tribu produit au cas d’un nombre fini quelconque
d’espaces mesurables (Eq, A1), ..., (E,, A,) :

ARAR-- @A, =0(A; x---x A, A € Aj)
et on a les propriétés d’“associativité” attendues, a savoir par exemple pour n = 3,
(A 3A)A =410 (A0 A;) =410 A0 A; .
Proposition 5.1.1 Si E et F sont deux espaces métriques séparables, on a

B(E x F) = B(E) ® B(F).
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Preuve. L’inclusion B(E x F) D B(E) ® B(F) est vraie sans hypothese de séparabilité :
elle découle de ce que les projections m; et 7y sont continues donc mesurables pour la tribu
B(E x F).

Dans I'autre sens, on observe qu’on peut trouver un ensemble dénombrable d’ouverts
U = {U,,n > 1} de E tels que tout ouvert de E soit réunion d’une sous-famille de U (si
(x)) est une suite dense dans F, il suffit de prendre pour U les boules ouvertes de rayon
rationnel centrées en 1'un des xy). Soit V = {V,,,n > 1} une famille analogue pour F. Pour
tout ouvert O de E x F et tout z = (z,y) € O, on sait que O contient un ouvert de la
forme U x V, ou U, resp. V, est un ouvert de F, resp. de F, contenant x, resp. y. Il
en découle que O doit étre réunion (au plus dénombrable) d’une sous-famille de la famille
{Up X Viu;n,m > 1}. Donc tout ouvert de E x F' est mesurable pour B(E) ® B(F) et cela
entraine B(E x F') C B(E) @ B(F). O

On revient au cas ou (E,A) et (F,B) sont deux espaces mesurables quelconques. Si
C C E x F,on pose pour x € F

C,={yeF:(x,y) eC}

et pour y € F,
CV={x€E:(x,y) €C}.

Si f est une fonction définie sur F x I, on note pour x € F, f,(y) = f(z,y) et pour y € F,
fU(z) = f(z,y).

Théoréme 5.1.2 (i) Soit C € A® B. Alors, pour tout x € E, C, € B et pour tout y € F,
CveA.

(i) Soit f : Ex F' — G une application mesurable pour la tribu produit A® B. Alors, pour
tout x € E, [, est B-mesurable, et pour tout y € F, f¥ est A-mesurable.

Preuve. (i) Fixons z € E et posons
C={CeA®B:C, B}
Alors C contient les pavés mesurables (si C' = A x B, C, = B ou C, = & selon que x € A

oux ¢ A). Par ailleurs il est facile de vérifier que C est une tribu, et donc C = A ® B.
(ii) Pour toute partie mesurable D de G,

fo(D)y={yeF:(zy) e f(D)}=(f"(D)a

qui est dans B d’apres (i). O

5.2 Construction de la mesure-produit

Théoréme 5.2.1 Soient pu et v deur mesures o-finies respectivement sur (E,A) et sur
(F,B).
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(i) Il existe une unique mesure m sur (E x F, A® B) telle que
VAe A, VB € B, m(A x B) = u(A)v(B)

(avec la convention usuelle 0 - 0o = 0). Cette mesure est o-finie, et est notée m = puQ v.
(i) Pour tout C € A® B,

,U®I/(C):/

E

(C.) lda) = [ u(C?)wiay).

F
Preuve. Unicité. 1l existe une suite croissante A, € A, resp. B,, € B, telle que u(A,) < oo,
resp. u(B,) < oo, pour tout n, et E = UA,, resp. F' = UB,. Alors, si C,, = A, X B,, on a
aussi

ExF=|]JC,.
n
Soient m et m' deux mesures sur A ® B vérifiant la propriété énoncée en (i) du théoréme.
Alors,

e m et m’ coincident sur la classe des pavés mesurables, qui est stable par intersection finie
et engendre la tribu A ® B;

e pour tout n, m(C,,) = p(A,)v(B,) = m'(C,) < 0.

D’apres une conséquence du lemme de classe monotone vue dans le Chapitre 1, cela suffit
pour dire que m = m/’.
Existence. On pose pour tout C' € A ® B,

m(C) = /E v(C,) pu(de). (5.1)

Remarquons que v(C,,) est bien définie pour tout = € E d’apres le théoreme précédent. Pour
vérifier que la formule (5.1) a bien un sens il faut aussi montrer que 'application z — v(C;)
est A-mesurable.

Supposons d’abord v finie et posons

G={Ce A B:x— v(C,) est A-mesurable}.
Alors
e G contient les pavés mesurables : si C = A x B, v(C,) = 1a(x)v(B).

e G est une classe monotone : si C C C’, on a v((C\C"),) = v(C,) — v(C.) (parce que v
est finie !) et si C, est une suite croissante, v((UC,,),) = lim T v((Cy).).

D’apres le lemme de classe monotone, on a donc G = A ® B, ce qui donne la mesurabilité
recherchée pour l'application z — v(C,).

Dans le cas général ou v n’est pas finie mais seulement o-finie, on choisit la suite (B,,)
comme ci-dessus et on peut remplacer v par v,(B) = v(B N B,), pour obtenir que x —
v(C,) = lim T v, (C,) est mesurable pour tout C' € A® B.
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Il est ensuite facile de montrer que m est une mesure sur A® B : si (C,) est une famille
de parties disjointes dans A ® B, les (C,,), sont aussi disjoints pour tout x € F, et donc

m(Uc) = [ v(Ucn.) )
o / ZZ«%)M@
_ Z / (dz)

= Z (Cn)

n

I'interversion entre somme et intégrale étant justifiée par un résultat du Chapitre 2.
Il est immédiat que m vérifie la propriété

m(A x B) = u(A)v(B).

Par ailleurs, si on définit m’ par

! (C) = / H(CY) v(dy),

les mémes arguments montrent que m’ est une mesure sur AQB qui vérifie la méme propriété,
ce qui d’apres I'unicité entraine m = m’. On en déduit I'assertion (ii) du théoreme, ce qui
complete la preuve. O
Remarques. (i) L’hypothese de o-finitude est essentielle au moins pour la partie (ii). En

effet, si on prend (E, A) = (F B) = (R,B(R)), # = X et v la mesure de comptage, on
remarque que pour C' = {(z,z) : © € R},

so= [w(Cade) # [ e widy) = o

(ii) Si on a maintenant n mesures o-finies iy, . . ., fi,, on peut définir le produit p; ® - - - ® py,
en posant

@@ iy = 1 @ (2 @ (- @ fin))-

L’ordre des parentheses n’a en fait pas d’importance car la mesure 1 ®- - -®pu, est caractérisée
par ses valeurs sur les pavés

Exemple. Si (E, A) = (F,B) = (R,B(R)), et u = v = A, on vérifie facilement que A ® X est
la mesure de Lebesgue sur R? (observer que la mesure de Lebesgue sur R? est caractérisée
par ses valeurs sur les rectangles [a, b] X [, d], toujours d’apres le lemme de classe monotone).
Ceci se généralise en dimension supérieure et montre qu’il aurait suffi de construire la mesure
de Lebesgue en dimension un.
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5.3 Le théoreme de Fubini

On commence par donner I'énoncé qui concerne les fonctions positives. Comme dans le
paragraphe précédent, on considere deux espaces mesurables (E, A) et (F, B), et le produit
E x F est muni de la tribu A® B.

Théoréme 5.3.1 (Fubini-Tonnelli) Soient p et v deur mesures o-finies respectivement
sur (E,A) et sur (F,B), et soit f: E x F — [0, 00| une fonction mesurable.
(i) Les fonctions

T — /f(x,y) v(dy)
v— [ ey utds)

sont respectivement A-mesurable et B-mesurable.
(ii) On a

e’ BEY = /E ( /Ff (v,y) v(dy) ) nu(da) = / ( /E [, y) pldz) )v(dy).

Preuve. (i) Soit C € A®B. Si f = 1¢, on a déja vu que la fonction © — [ f(z, y)v(dy) =
v(C,) est A-mesurable, et de méme y — [ f(z,y)pu(dr) = p(CY) est B-mesurable. Par
linéarité, on en déduit que le résultat de (i) est vrai pour toute fonction étagée positive.
Enfin, si f est quelconque, on peut écrire f = lim T f,, ou les fonctions f,, sont étagées
positives, et on utilise le fait qu’alors

/ f(z,y) v(dy) = lim | / ful,y) v(dy)

et de méme pour [ f(z,y) p(dz).
(ii) Pour f = 1¢, I’égalité annoncée est

,U®I/(C):/

E

v(Cy) plde) = / H(C™) v(dy)

F

et a déja été vue dans le paragraphe précédent. On en déduit par linéarité le résultat voulu
quand f est étagée positive, puis par limite croissante pour f quelconque : on remarque par
exemple que si f =1lim T f,,

/E</Ff(x,y) V(d?/))“(dx):hmT/E(/an(x,y) V(dy)),u(dx)

par une double application du théoreme de convergence monotone. O

Nous passons maintenant au cas de fonctions de signe quelconque. On conserve les
hypotheses du théoreme précédent.
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Théoréme 5.3.2 (Fubini-Lebesgue) Soit f € LY(E x F,AQB,p®v) (ou f € LL(E %
FA®B,p®v)). Alors

(a) w(dz) p.p. la fonction y — f(x,y) est dans L' (F,B,v),
v(dy) p.p. la fonction x — f(x,y) est dans LY(E, A, ).

(b) Les fonctions x — [ f(z,y)v(dy) et y — [ f(z,y) p(dz), bien définies sauf sur un
ensemble mesurable de mesure nulle, sont respectivement dans L'(E, A, 1) et L*(F, B, v).

(c) On a

EXFfdﬂ®V=/ /fxy dy)) (dz) = //fwy da:)) (dy).

Preuve. (a) En appliquant le théoréme précédent a |f|,

/E<A|f(x,y)|V(dy)>u(dx) =/\f|d,u®y< ~.

cela entraine que p(dz) p.p.
[ 1t wlvtdy) < oc

F

et donc la fonction y — f(x,y), dont on sait déja qu’elle est mesurable, est dans L(F, B, v).
(b) En écrivant f = ft — f~ et en utilisant le théoreme précédent, on voit que

T — /f(x,y) v(dy) =/f+($,y) V(dy)—/f‘(x,y) v(dy)

est mesurable (pour étre précis, il faudrait donner une valeur arbitraire, par exemple 0, a
Vintégrale [ f(z,y)v(dy) pour les x tels que [ |f(x,y)|v(dy) = oo, qui forment un ensemble
de mesure nulle). De plus,

d d d dx) = d .
L1 [ 1@ < [ ([ 15@olvan)utin = [ifduey <o
(c) I suffit de faire la différence terme a terme dans les égalités
[ ([ rremsan)udn = [ raney
ENJF ExF

/E ( /F F Gy i) )utdn) = | fduow

O
Remarque. L’hypothese f € L'(u®v) est cruciale. Il peut arriver en effet que les propriétés
(a) et (b) soient toutes les deux satisfaites, et donc que les quantités

| ([ ramvtan)utay e [ ([ s udn)via
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soient bien définies, sans que ces quantités soient égales. Pour donner un exemple, con-
sidérons la fonction

flz,y) =22 — ™
définie pour (z,y) €]0,00[x]0,1]. Alors, pour tout y €]0, 1],

f(z,y)dx = 2/ e 2 Vdy — / e Wdr=0
]0,00[ 0 0

et pour tout x > 0,

e T — 672x

1 1
[z, y)dy =2 / ey — / e Wdy = ———
10,1] 0 0

T

On voit alors que
/ < f(z,y) dﬂﬁ)dy =0
10,1] N J10,00]

oo —x _ ,—2x
/ < f(z, y)dy)dx = / C T x>
10,00[ 10,1] 0 X

Evidemment dans cet exemple on a

/ |f(z,y)| drdy = oo.
10,00[x]0,1[

alors que

En pratique, il faut se souvenir que l'application du théoreme de Fubini est toujours
justifiée pour des fonctions mesurables positives, et que dans le cas de fonctions de signe
quelconque, il faut s’assurer que

/\f]du®u<oo

ce qui se fait le plus souvent en appliquant le cas des fonctions positives.

Notation. Lorsque 'application du théoreme de Fubini est justifiée (et seulement dans ce
cas), on omet souvent les parentheses et on écrit

[ ransy- /E / £ (2, y) n(d)(dy).

5.4 Applications

5.4.1 Intégration par parties

Soient f et g deux fonctions mesurables de R dans R localement intégrables (i.e. intégrables
sur tout compact pour la mesure de Lebesgue). On pose pour = € R,

_ ; . f[o,x} f(t) dt siz>0
Fle) - / £t) dt <_ { bt )
G(z) = /Oxg(t) dt.
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Alors, pour tous a < b,

FO)G(b) = / FOG@)d + / F(t)g(t)dt.

On voit facilement que cette égalité équivaut a

/ f)(G(t) — G(a)) dt = / (F(b) — F(t))g(t) dt.

Pour établir cette derniere égalité, on écrit

b b t
| oG -cayd = [ s ( [ gts)as)a
b b
= / ( / 1{s§t}f(t)g(3)ds>dt
oo
= [ ([ renswstsia)as
b b
= [ o)( [ re)as
b
= [ o) F®) ~ F(s)is.
Dans la troisieme égalité on a appliqué le théoreme de Fubini-Lebesgue a la fonction

QD(S, t) = 1{s§t}f(t)g(8)

en observant que, grace au théoreme de Fubini-Tonnelli,

/W (s, t)|dsdt < /W |f(®)|lg(s)|dsdt = (/w |f(t)|dt)</[a,b] |g(s)\ds) < o0.

5.4.2 Convolution

Si f et g sont deux fonctions mesurables sur R?, la convolution

frg(x) = » flx—y)g(y) dy

est bien définie a condition que

/|fx— y)|dy < oc.

Dans ce cas, I'invariance de la mesure de Lebesgue par translation et par la symétrie y — —y
entraine aussitot que g * f(x) est bien définie et g x f(z) = f * g(z).
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Proposition 5.4.1 Soient f,g € LY(R? B(R?),\). Alors, pour \ presque tout v € R?, la
convolution f x g(x) est bien définie. De plus, f+g e L*(\) et ||f = glli < [Ifll1llg]l:-

Remarque. Cela a bien un sens de dire qu'une fonction définie A presque partout est dans
L*(X\) : on peut choisir de maniere arbitraire le prolongement sur ’ensemble ou la fonction
n’est pas définie.

Preuve. D’apres le théoreme de Fubini-Tonnelli,

[ ([ =otooia)as = [ ([ 156 ollola)
= /1o /\fx—t\dx)dt
= (Rd|g Idt /Rdlf(x)|dx

A
g

ce qui montre que

[ 1re=olla®lit <o dopa.

et donne la premiere assertion. Pour la seconde, on utilise encore le calcul précédent pour
écrire

/Rd |f * g(z)|dz < /Rd (/Rd |f(x—t)||g(t)ydt>dx = Iflhllgll: < oo.

O

La proposition suivante donne un autre cadre dans lequel on peut considérer la convolu-
tion de f et g.

Proposition 5.4.2 Soit p € [1,00[, et soit q €]1,00] tels que %+% = 1. Soient f €

LP((RY, B(RY), \) et g € LYRY, B(RY), \). Alors, pour tout x € R, la convolution f x g(x)
est bien définie et f * g est uniformément continue et bornée sur RY.

Preuve. L’inégalité de Holder donne

1= wewldr< ([ 156 =Pas) "1l = 11l

Cela donne la premiere assertion et montre aussi que f * g est bornée par | f||,||g|l,;. Pour
I'uniforme continuité, on utilise le lemme suivant.

Lemme 5.4.3 Notons 0,(y) =y — x. Pour f € LP(R? B(RY),\), p € [1,00[, l'application
r — f oo, est uniformément continue de R? dans LP(R?, B(RY), \).
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Si on admet le lemme, il est facile de compléter la preuve de la proposition : pour
z, 2 € RY,

Frgle) — frg@)] < /|fx— 7@~ 9)llgw)| dy
< ol [ 176 —0) 1’ = p)Pay)

= lgllgllfooe—fooul,

et on utilise le lemme pour dire que ||foo_, — foo_.||, tend vers 0 quand x — 2’ tend vers

0.
Preuve du lemme. Supposons d’abord f € C,(R%). Alors,

[1roo=soapir= [IfG=2) = e =Piz = [ 17G) - 1~ - o)Pa:

qui tend vers 0 quand y — x — 0 par convergence dominée. Dans le cas général, on peut
trouver une suite f, € C.(R?) qui converge vers f dans LP(\) (cf Chapitre 4). Alors

HfO%—fOUpr < Hfoax_fno‘7$||p+ | frn 0 0% —fnoapr—l— anoay—fOOpr
= 2/f = fallp + | fa 000 = fuooyllp

Pour € > 0, on choisit d’abord n tel que ||f — fu|l, < £/4, puis § > 0 tel que || f, 00, — fn o
oyll, <e/2si |x—y| <. Les inégalités précédentes montrent alors que || foo, — foo,|, <€
si |z —y| <9. O

Approximations de la mesure de Dirac. On dit qu'une suite ¢, dans C,(R?) est une

approximation de dg si :
e Il existe un compact K tel que supp(p,) C K pour tout n.

e Pour tout n, ¢, > 0 et

/Rd on(x)de = 1.

e Pour tout > 0,

lim on(x) dx = 0.

"0 S {lal>8}

Il est facile de construire des approximations de dy. Si ¢ : RY — R, est une fonction
continue a support compact telle que f o(z)dx = 1, il suffit de poser

on(z) = np(nr), =cR%

On peut méme s’arranger pour que les fonctions ¢, soient de classe €™ : prendre par
exemple

Tr) = cex i e—r——— T s
2 p 1 — ‘x’Q {|z|<1}

la constante ¢ > 0 étant choisie pour que la condition f (x)dx = 1 soit satisfaite.
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Proposition 5.4.4 Soit (p,) une approximation de dg.

(i) Si f : R4 — R est continue, on a @, * f — [ quand n — oo, uniformément sur tout
compact.

(ii) Si f € LP(R? B(R?), \), avec p € [1,00[, on a @, * f — f dans LP.

Preuve. La partie (i) est facile a établir, en écrivant

on * (1) = [z —y)en(y)dy + flx —y)eny)dy

ly|<6 |ly[>6

et en utilisant la continuité de f. Pour la partie (ii), on observe que si f,g € LP(R%,\),
p
[1ens 5@ = purag@prae < [ ([ onte=plft) - gtlay) az

= /(/wn(x—y)lf(y)—g(y)\f’dy)dx
- /\f(y)—g(y)\p</%(m—y)dw)dy

= /\f(y)—g(y)\pdy

ou la deuxieme inégalité est une conséquence de I'inégalité de Jensen (observer que @, (z —
y)dy est une mesure de probabilité). Cette majoration permet de se ramener au cas ou
f € C.(RY), et alors le résultat découle de (i) et du théoréme de convergence dominée. [

Application. En dimension d = 1, on peut prendre
() = el —2%)" 1<y

ou la constante ¢, est choisie pour que [ ¢, (z)dx = 1. Soit alors [a, b] un intervalle contenu
dans |0, 1], et soit f une fonction continue sur [a,b]. On peut facilement prolonger f en une
fonction continue sur R et a support compact contenu dans [0, 1] (prendre par exemple f
affine sur les intervalles [0, a] et [b, 1]. Alors,

Pn * f(x) =Cn /(1 - (:B - y)Q)nl{\w—y\Sl}f(y)dy — f(x)

uniformément sur [a, b]. Pour = € [a, b], on peut clairement enlever I'indicatrice 1,y <1y, et
on voit que f est limite uniforme sur [a,b] de polynomes (théoreme de Stone-Weierstrass).

5.4.3 Calcul du volume de la boule unité

On note ici B, la boule unité fermée de R?, et \; la mesure de Lebesgue sur R, En vue de
calculer 74 = \y(By) on observe d’abord que pour tout a > 0, 'image de \; par 'application
T — ax est a~%)\g : pour tout A € B(R?),

Aa(a™tA) = a9\ (A)
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(il suffit de le vérifier lorsque A est un pavé, et alors c’est évident). En particulier,
/\d(CLBd) = ad/\d(Bd).

Ensuite on écrit en utilisant le théoreme de Fubini, si d > 2,
Vg = / lg,(z)dx = / Lia2gqaz<iydan - . dag
R4 R4

1
—1 Rd-1
1
= / )\d—l (\/ 1-— I‘?le_1> dl‘d

1

1
= / (1= 22)D/2 gy

1
= Ya—1la—1

a condition de poser pour tout entier n > 0,

1
I, = / (1 —a2)2dz.

1

Une intégration par parties simple montre que pour n > 2,

n

I, =——
" n+1

I, .

En utilisant les cas particuliers Iy = 2, I} = 7/2, on en déduit par récurrence que pour tout

d> 2,
2T

Iy 1lqgo = e

En conséquence, pour d > 3,

2
Ya = la-1la-—27a—2 = 7 2
A partir des cas particuliers v, = 2, 75 = 111 = 7, on en déduit

¥ ¥

Yok = 77 ’sz+1:(k+%)(k_l)...§.l

ce qu’on peut regrouper dans la formule

/2

Ty
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Chapitre 6

Mesures signées

A la différence des chapitres précédents, on considere ici des mesures signées, pouvant prendre
aussi bien des valeurs négatives que des valeurs positives. Le résultat principal de ce chapitre
est la décomposition de Jordan, qui fournit une écriture minimale d’une telle mesure signée
comme la différence de deux mesures positives portées par des ensembles mesurables disjoints.
A titre d’application, on établit un théoreme important d’analyse fonctionnelle, qui affirme
que pour deux exposants p et ¢ conjugués (110 + % = 1) 'espace L7 est le dual topologique de
LP.

6.1 Définition et variation totale

Définition 6.1.1 Soit (E, A) un espace mesurable. Une mesure signée y sur (E, A) est une
application u : A — R telle que (&) = 0 et que pour toute famille (Ap)nen d’éléments
disjoints de A, la série

> (An)

neN

u( U An> = u(Ay).

neN neN

converge absolument, et

Théoréme 6.1.1 Soit u une mesure signée sur (E, A). Pour tout A € A, posons
](A) = sup (Z (A A= An, A, dz’sjoz’nts)
neN neN

ot le supremum porte sur toutes les écritures de A comme réunion d’une famille dénombrable
(An)nen de parties mesurables disjointes. Alors |u| est une mesure positive finie sur (E,A),
et pour tout A € A, |u(A)| < |pl(A).

Preuve. On montre d’abord que |u| est une mesure positive. Soit (B;);eny une famille de
parties mesurables disjointes, et B = |J,.y B;. Par définition, si ¢; € [0, [u|(B;)[ (ou t; = 0
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dans le cas |p|(B;) = 0), on peut trouver une partition' mesurable B; = J, oy An.i, de fagon

que
Z |:U'(An,z)| > 1.

neN

Alors (A,,;)nien est une partition dénombrable de B, et donc

l(B) =Y > [p(Ani = >t

€N neN €N

Puisque les t; peuvent étre choisis arbitrairement proches des |u|(B;), il en découle que

ul(B) =) |ul(B

€N

Pour obtenir I'inégalité inverse, soit (A, ),en une partition de B. Alors

S A = YOI u(A. N B

neN neN €N

neN €N

= 33 InA.nB)

€N neN

> |ul(B

1€N

IN

la derniere inégalité découlant du fait que les A, N B;, n € N forment une partition de B;,
et de la définition de |u|(B;). En prenant le supremum sur les partitions (A, ),eny de B, on

trouve
ul(B) <) |ul(B

€N

ce qui achéve de montrer que |u| est une mesure positive.
Comme U'inégalité |pu(A)| < |u|(A) est immédiate, il reste a établir que |u| est une mesure
finie.

Lemme 6.1.2 Si A € A est tel que |u|(A) = oo, alors il eziste deuz parties mesurables
disjointes B et C telles que A= BUC et |u(B)| > 1, |u|(C) = .

Preuve du lemme. Puisque |pu|(A) = oo, on peut trouver une partition mesurable A =
Unen An de A de facon que

D (A > 21+ [p(A)).

neN

LOn fait un abus de langage puisque dans la définition usuelle d’une partition les éléments de la partition
sont tous non vides, ce qui n’est pas forcément le cas ici.
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On a alors par exemple

ST (AT > 1 [u(A)]

neN

(le cas symétrique Y p(An)” > 1+ |p(A)| se traite de la méme maniere). On pose alors

B:UAn

{n:pu(An)>0}

de facon que

p(B) = 3" u(A)" > 1+ |u(A).

neN

De plus, si C' = A\B,

1(O)] = |p(A) — p(B)| = [u(B)| — |u(A)] > 1.

Par ailleurs, puisque A = B U C et que |u| est une mesure on doit avoir |u|(B) = oo ou
|u(C)| = oo, ce qui donne le résultat du lemme quitte a échanger les roles de B et C si
nécessaire. O

Nous pouvons maintenant compléter la preuve du théoreme. On suppose que |u|(F) =
oo. Alors, on peut trouver des parties mesurables disjointes By et Cy avec |u(By)| > 1 et
|1t|(Cy) = oo. En appliquant de méme le lemme a Cj on trouve B; et C disjoints tels que
Co = By UCY, |p(B1)] > 1 et |u|(Cy) = oo. Par récurrence, on construit ainsi une suite de
parties mesurables disjointes (B,,)nen, telle que |u(B,)| > 1 pour tout n. Cela contredit le

fait que la série
> u(B,)

neN

doit converger absolument, d’apres la définition d’une mesure signée. On conclut que
Hl(E) < oc. 0

Exemple. Soit v une mesure positive sur (E, A), et soit g € L'(E, A,v). Alors la formule

V(A) = /Agdy

définit une mesure signée. En effet, si A est la réunion disjointe d’une suite (A,,) de parties
mesurables, 1'égalité

u(A) = nl(A)

neN

est obtenue en observant que

gla=limgly _ a, dans L',
k—o0 =

d’apres le théoreme de convergence dominée. Nous verrons plus loin que dans ce cas |u| =
9] - v.
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6.2 La décomposition de Jordan

Soit 4 une mesure signée sur (F,.A). Alors, on vérifie immédiatement que les formules

1

pt= §(u+ 1)),

_ 1
po = S(lul = p),
définissent deux mesures positives finies sur (F,.A). De plus, = put —pu~ et |u| = p™ +pu.

Théoréme 6.2.1 Soit u une mesure signée sur (E, A). Il existe une partie mesurable B de
E, unique a un ensemble de |p|-mesure nulle pres, telle que p* = 1p - |u] et p= = 1pge - |p|
(de maniére équivalente, u™, resp. p~, est la restriction de |u| a B, resp. a B¢). De plus,
on a pour tout A € A,

p(A)=p"(ANB) =pu(ANB), p (A)=p (ANB*) = —pu(AN B°).
En conséquence,

u(A) =p"(ANB) — p (AN BY),
|ul(A) = p" (AN B) + p (AN BY).

Preuve. On vérifie immédiatement que pu™ < |u] et p= < |u|, et donc les mesures ™ et
p~ sont absolument continues par rapport a |u|. D’apreés le théoreme de Radon-Nikodym,
il existe deux fonctions mesurables positives (finies) hy et hy telles que pu™ = hy - |ul| et
= = ho - |p|. Puisque pt < |u| et p= < |p|, on sait que 0 < hy < Tet0<hy <1.

Si h = hy — hs, on a alors, pour tout A € A,

(A = 1 (A) = () = [ (b = o)l

Il est facile de déduire de cette égalité que |hy — ho| = 1, || p.p. En effet, soit r < 1, et soit
(An)nen une partition mesurable de E, = {z € E : |hy(z) — ho(z)| < r}. Alors

Slutal = 3 [ = o]
< 3 [t s

neN

< Y rlul(Al)

neN

= 7 ul(Er).

De la définition de |u/|, il découle alors que |u|(E,) < r|u|(E,), et donc |u|(E,) = 0. Comme
cela est vrai pour tout » < 1, on a |hy — he| > 1 pu p.p. et l'inégalité inverse est triviale.
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Les propriétés 0 < h; < 1,0 < hy <1 et |hy — hy| =1 |u| p.p. entrainent que

|pe|(dx) p.p. ou bien hy(z) =1 et hao(x) =0,
ou bien hy(z) =0 et hy(xz) =0.
On pose alors B = {x € E : hy(x) = 1}. D’apres ce qui précede on a h; = 1g et
hy = 1pe, |u| p.p. Cela donne les égalités u* = 15 - |u| et = = 1ge - |p]. L'unicité de B est

une conséquence de I'unicité de la densité dans le théoreme de Radon-Nikodym. Les autres
propriétés de I’énoncé sont ensuite facilement établies. O

Remarque. Si p = p; — po est une autre décomposition de p comme différence de deux
mesures positives finies, on a nécessairement p; > put et py > p~. En effet,

i (A) > m(ANB) > p(ANB) = p* (AN B) = " (A).

Intégration par rapport a une mesure signée.
Si f e LYE, A, |ul|), on définit

[ raw= [ st = [ gaw = [ 505 - 150l

Il est alors immédiat que
‘/fdu) S/If\du'

Proposition 6.2.2 Soit v une mesure positive sur (E, A), soit g € L*(E, A,v), et soit u la
mesure signée définie par
p() = | ga
A

Alors |u| = |g| - v. De plus, pour toute fonction f € L'(E, A, |u|), on a fg € LYE,A,v)),

et
/fduz/fgdu

Preuve. Avec les notations du théoreme précédent, on a pour tout A € A :

Iu\(A)Zu(AﬁB)—u(AﬂBC)Z/ gdu—/AmBgdu:/Aghdu,

en posant h = 1p — 1gc. En prenant A = {z € F : g(x)h(z) < 0}, on déduit facilement de
cette égalité que gh > 0, v p.p. Donc gh = |gh| = |g|, v p.p., d’on

l(A) = / lgldv.

[ 14l = [ 15119l
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et donc f € LY(|u]) = fg € L1(v). Légalité

/fduz/fgdv

est vraie par définition si f est étagée. Dans le cas, général, on utilise le fait qu’on peut
écrire f = lim f,,, ou les fonctions f, sont étagées et dominées en valeur absolue par |f|. Le
théoreme de convergence dominée appliqué a ut, = et v donne le résultat voulu. O

Le théoréeme de Radon-Nikodym pour les mesures signées.

Soit v une mesure positive, et soit p une mesure signée. On dit que p est absolument
continue par rapport a v (notation : p < v) si

VAe A, v(A)=0= pu(A)=0.

Théoreme 6.2.3 Soit u une mesure signée et soit v une mesure positive o-finie. Les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) p<r.
(il) Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

VAe A, v(A) <= |u|(A) <e.
(iii) 1l existe g € LY(E, A, v) telle que :

VAe A, u(A) = / gdv.

A

Preuve. (ii)=-(i) est évident. Montrons (i)=-(iii). Si u < v, on aussi p* K vet u~ K v, et
donc le théoreme de Radon-Nikodym pour les mesures positives permet d’écrire ut = g1 - v
et = = go-v avec gi,g92 > 0, [qrdv = pt(E) < o0 et [ godv = p~ (E) < 0o. On obtient
ainsi (iil) avec g = g1 — ¢o.

Il reste a montrer (iii)=-(ii). D’apres la proposition précédente, on a |u| = |g| - v. De
plus, le théoreme de convergence dominée entraine que

lim lg|dv = 0.

"0 J{lgl=n}

Dong, si € > 0 est fixé, on peut choisir N assez grand de fagon que

Alors, en prenant 6 =¢/(2N), on a, pour tout A € A tel que v(A) < 6,

19 13
() = [lav< [ gl | glav<S4N =~
A {lgI>N} An{|g|<N}
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6.3 La dualité LP — 4

Soit v une mesure positive sur (F,.A). Soit p € [1,00] et soit ¢ I'exposant conjugué de p.
Alors, si on fixe g € LY(E, A, v), la formule

v(0) = [ foav

définit une forme linéaire continue sur LP(E, A,v). En effet, I'inégalité de Holder montre
d’une part que ®,(f) est bien définie, d’autre part que

D4 (S)] < Co ll.f 1l

avec C; = ||gl4- On voit aussi que la norme opérateur de ®,, définie par

HCDQHZ sup ‘q)g(f)|>
I fllp<1

vérifie ||y < lglq-

La question est alors de savoir si I'on obtient ainsi toutes les formes linéaires continues
sur LP(E, A, v) (dans le cas p = ¢ = 2, la théorie des espaces de Hilbert nous dit déja que la
réponse est oui). Le théoreme suivant donne la réponse lorsque p < oo.

Théoréme 6.3.1 Soit v une mesure o-finie sur (E,A), soit p € [1,00][ et soit q I'exposant
conjugué de p. Alors, si ® est une forme linéaire continue sur LP(E, A,v), il exriste une
unique g € L1(E, A,v) tel que, pour toute f € LP(FE, A,v),

O(f) = / fgdv.
De plus la norme opérateur de ® est

121 = [lgll,-

Aves les notations précédant le théoreme, on voit que l'application ¢ — &, permet
d’identifier L9(v) au dual topologique de LP(v) (c’est a-dire a 'espace vectoriel des formes
linéaires continues sur LP(v), muni de la norme opérateur). Nous verrons en remarque que
cette propriété ne subsiste pas dans le cas p = occ.

Preuve. Supposons d’abord v(F) < co. Alors, pour tout A € A, posons

p(A) = ®(1a),

ce qui a bien un sens puisque 14 € LP(r). On commence par vérifier que p est une mesure
signée sur (F,.A). Soit (A, )nen une famille dénombrable de parties mesurables disjointes.
Si A désigne la réunion des A, on a

14 =1l 1
a=fm D 1,

n<k

75



dans LP(v) (par convergence dominée, facilement justifiée puisque la fonction 1 est dans
LP(v)). En utilisant la continuité de ®, on obtient ainsi

= (1) = i St

n<k n<k

La convergence absolue de la série Y u(A,) est une conséquence : en notant A/, = A, si
p(A,) >0 et A) = & sinon, et A’ la réunion des A/, on a

Z,u( Z,uA' —hmz,uA' (A" < oo,

n<k

et de méme pour les termes négatifs de la suite (u(A4,)). Une fois acquise la convergence
absolue de la série, 'égalité p(A) = >, 1(A,) découle de ce qui précede.

SiAe Aetv(A) =0,onaly=0dans LP(E, A, v) et donc u(A) = &(14) = 0. Donc
p < v et le théoreme précédent montre qu’il existe une fonction g € L'(E, A, v) telle que

VAe A, q)(lA):u(A):/gdy.

Z/MW

est vraie par linéarité lorsque f est étagée, puis lorsque f est seulement mesurable bornée
puisqu’une telle fonction est limite uniforme (donc dans LP(v) parce que v est finie) de
fonctions étagées.

Montrons maintenant que g € L%(v).

L’égalité

e Si p =1, alors pour tout A € A,
| [ o] = 1000 < 100 14l = 2] 1)

ce qui entraine facilement que |g| < ||®||, v p.p. (pour le voir considérer A = {g >
|} + e} ou A= {g < —[[®]] = ¢}), et donc [|g[loc < [|®].

e Sip €]1,00[, on pose E, = {z € E : |g(x)| < n}, puis f, = 1g,|g|7 'signe(g). Comme f,
est bornée, on a

[ tattiv= [ v =) < oy isl, =190 [ lapar)”,

n

[ ot < o

n

En faisant tendre n vers oo, on trouve par convergence monotone que |/g||, < ||®]].
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Dans les deux cas, on a obtenu que g € L%(v) et ||g|l; < [[®]|. Vus comme fonctions de
[ € LP(v), les deux membres de ’égalité

o(f) = [ fgdv

sont des fonctions continues sur LP(v) qui coincident lorsque f appartient au sous-ensemble
dense des fonctions mesurables bornées. Elles coincident donc partout.

Par ailleurs, comme expliqué avant 1’énoncé de théoreme, I'inégalité de Holder entraine
que || @] < |lgll4, et comme I'inégalité inverse a été obtenue ci-dessus, on a ||®|| = ||g||,-

Enfin, l'application qui & ¢ € L9(v) associe la forme linéaire f — [ fgdv est une
isométrie de L9(v) sur le dual topologique de LP(v) (i.e. 'espace des formes linéaires contin-
ues sur LP(v)) et est donc nécessairement injective. Cela donne 'unicité de g dans 1’énoncé
du théoreme.

Il reste a traiter le cas v(FE) = co. Dans ce cas, on peut écrire 2 comme la réunion d’une
famille dénombrable disjointe (E,),en de parties mesurables telles que v(E,,) < oo pour tout
n. Notons v, la restriction de v a E,. Alors 'application f — f1p, induit une isométrie
de LP(v,) sur un sous-espace de LP(v). En remplagant v par v, on peut donc appliquer la
premiére partie de la preuve a la forme linéaire continue ®,, définie sur L?(v,,) par

D, (f) = @(f1g,).

Il existe donc une fonction g, € L(v,) telle que, pour toute fonction f € LP(v,),

QQuitte a remplacer g, par g,1g, on peut supposer que g, = 0 sur Ef, et réécrire le résultat
précédent sous la forme

®(/15,) = [ fauiv
pour toute fonction f € LP(v).
Si feLP(v), on a
f=1lm Y flp,  dans L”(v),

k—oo
n<k

ce qui entraine

O(f) = lim f<Zgn) dv.

k—oo
n<k

Par ailleurs, de I'inégalité

[ an)dr =03 18) < )11,
n<k n<k
on déduit grace aux mémes arguments que dans le cas ou v(E) < 0o que, pour tout entier

k>,
1Y gnlly < 2.

n<k
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Posons maintenant pour tout x € F,

g(@) =Y gule)

neN

(il y a eu plus un terme non nul dans la somme pour chaque x). Si ¢ = oo, l'inégalité
précédente montre que ||g|l < ||®||. Si g < oo, la méme inégalité donne

sl =3 [l = tim 3~ [ lgapiav < ]
Oongk

neN

Dans les deux cas on a g € L(v). Enfin,

o(f) = fin [ (X 9.)dv= [ foav

n<k

ou dans la deuxieme égalité I'application du théoreme de convergence dominée est justifiée
par la majoration | > _. gn| < |g|.

L’égalité | ®|| = ||g||, et 'unicité de g sont maintenant obtenues par les mémes arguments
que dans le cas ou v(F) < oo. O

Remarque. Lorsque p = oo, le résultat du théoreme est faux en général : il existe des
formes linéaires continues sur L*(F, A, v) qui ne peuvent pas se représenter sous la forme
®(f) = [ fgdv avec une fonction g € L'(E, A, v). Considérons le cas de £>°, qui est I'espace
des suites bornées a = (ax)ren de réels, muni de la norme ||a|l = supag. Soit H le sous-
espace (fermé) de ¢ défini par

H = {a € (> : lim a; existe},
k—o00

et définissons ® : H — R par
®(a) = lim a.

k—oo

Evidemment |®(a)| < ||a|l. Le théoréeme de Hahn-Banach permet alors de prolonger ® a
une forme linéaire sur ¢, de fagon que la propriété |®(a)| < ||a|| reste vraie pour tout
a € (. 1l est facile de voir qu’on ne peut pas représenter ® sous la forme

(I)(CL) = Z akbk

keN

avec un élément b = (by)ren de . En effet, si tel était le cas, en considérant pour tout

n € N I'élément o™ de ¢ défini par a."”

= l{x—n}, On trouverait, pour tout n € N,
b, = ®(a™) =0,

ce qui est absurde.
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6.4 Le théoreme de représentation de Riesz

Dans tout ce paragraphe, nous supposons que E est un espace métrique localement compact
séparable. On note Cy(FE) I'espace des fonctions continues sur E qui tendent vers 0 a U'infini :
f € Co(E) si et seulement si f est continue et si pour tout € > 0 il existe un compact K de
E tel que |f(z)| < € pour tout x € E\K. L'espace Cy(FE) est un espace de Banach pour la
norme

/[l = sup [f(z)].
el

Si p est une mesure signée sur (E, B(E)), I'application

¢U%iéﬁw,f€%@%

définit une forme linéaire continue sur Cy(E). De plus, cette forme linéaire est continue
puisque

B(f)| < /E Fldlu] < 1l(E) |I£].

Cette inégalité montre méme que ||| < |u|(E).

Théoréme 6.4.1 Soit & une forme linéaire continue sur Co(E). Il existe alors une unique
mesure signée u sur (E,B(E)) telle que

Vf e ColE) | Mﬂzéfw.

Nous renvoyons au chapitre 6 de Rudin [7] pour une preuve qui traite en fait le cadre
complexe plus général.

Remarque. L’espace M(FE) des mesures signées sur E est un espace vectoriel, et il est facile
de vérifier que 'application p — |p|(F) définit une norme sur cet espace vectoriel. De plus,
M(E) est complet pour cette norme. Le théoreme précédent peut étre alors reformulé en
disant que M(FE) est le dual topologique de Cy(E).

Lorsque E est compact, 'espace Cy(F) coincide avec 'espace Cy(E) des fonctions con-
tinues bornées sur E, et donc M(FE) est le dual de Cy(F). Cette assertion devient fausse
lorsque E n’est pas compact, par exemple lorsque E = R. Dans ce cas, il existe des formes
linéaires continues sur Cy(E) qui ne se représentent pas par des mesures signées (on peut en
construire en adaptant 'exemple de la fin de la partie précédente).
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Chapitre 7

Formule de changement de variables
et compléments

La formule de changement de variables identifie I'image par un difféomorphisme de la mesure
de Lebesgue sur un ouvert de RY. Apres le théoréme de Fubini, c’est le deuxiéme outil
fondamental de calcul des intégrales. Comme application particulierement importante, on
donne ici la formule d’intégration en coordonnées polaires dans R?, ce qui conduit aussi &
introduire la mesure de Lebesgue sur la sphere unité.

7.1 La formule de changement de variables

Nous commencons par traiter le cas particulier important d'une application affine.

Proposition 7.1.1 Soit b € R? et soit M une matrice d x d a coefficients réels inversible.
Définissons f : R? — RY par f(x) = Mz +b. Alors, pour tout borélien A de R,

A(f(A)) = |det(M)| A(A).

Remarque. Si M n’est pas inversible, f(A) C f(R?) est contenu dans un hyperplan, qui
est de mesure de Lebesgue nulle (exercice !).

Preuve. Remarquons d’abord que f(A4) = (f~1)71(A) € B(RY) si A € B(R?). Grace a
I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue, on se ramene au cas b = 0. Dans ce
cas, on a pour tous a € R% et A € B(R?),

A(f(a+ A)) = A(f(a) + [(A)) = A(f(A)),

ce qui montre que la mesure A — A\(f(A)) (mesure-image de A\ par f~!) est invariante par
translation. Donc il existe une constante c telle que, pour tout A € B(R?),

A(f(A)) = cA(A).
Il reste a montrer que ¢ = |det(M)].
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Si M est une matrice orthogonale, et B, désigne la boule unité fermée de R? on a
f(Bg) = By, d’ott il découle aussitot que ¢ = 1 = |det(M)| dans ce cas.

Si M est une matrice symétrique définie positive, alors on peut trouver une matrice or-
thogonale P telle que ' P M P soit diagonale avec coefficients diagonaux o;; > 0,7 € {1,...,d}.
Alors,

fGﬂQWD={Mwa€WJW:%P%yGIHQm%

et donc, en utilisant le cas orthogonal,

d d

e = e AP0, 1) = MA(P(0.1) = A({Py:y € TT0.a)}) = A(TTl0.]) = [T e

i=1 =1

Dans ce cas on trouve encore ¢ = |det(M)|.

Enfin, dans le cas général, on remarque qu’on peut écrire M = PS, ou P est orthogonale
et S est symétrique définie positive (prendre S = V! MM et P = MS™'). En utilisant les
deux cas particuliers ci-dessus, on trouve aussitot :

¢ = |det(P)| |det(S)] = |det(M)].

O

Soient U et D deux ouverts de R%. On dit qu'une application ¢ : U — D est un
difféomorphisme de classe C! si ¢ est bijective et de classe C! sur U et si ¢! est aussi de
classe C! sur D. On sait qu’alors la dérivée ¢'(u) est inversible, pour tout u € U.

Théoréme 7.1.2 Soit ¢ : U — D un difféomorphisme de classe C1. Alors pour toute
fonction borélienne f: D — R,

[ @iz = [ 5oy 1) du,

ot J,(u) = det(¢'(u)) est le Jacobien de ¢ en u.
Preuve. Par les arguments habituels (passage a la limite croissant) on se raméne au cas ol

f est étagée positive, puis au cas f = 14, A étant un borélien de D. Dans ce cas, ’égalité
du théoreme s’écrit :

A = [ ) du

©=1(A)

Quitte & remplacer A par ¢ '(A), il suffit de montrer que, pour tout borélien A de U,
M) = [ 1] du. ()

(Remarquer que p(A) = (¢7')71(A) est borélien.)
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Lemme 7.1.3 Soit K un compact de U et soit € > 0. Alors on peut choisir 6 > 0 assez
petit de maniere que, pour tout cube C' de faces paralléles aux axes, de centre ug € K et de
coté de longueur inférieure a 9,

(1 = &)[Jo(u0) | MC) < Ap(C)) < (1 +€)[Jp(uo)| A(C).

Preuve du lemme. En utilisant la continuité de ¢’, on voit qu’on peut choisir § > 0 assez
petit pour que d’'une part § < édist(K, U¢) et d’autre part, pour tout ug € K et tout u € R?
tel que |u — ug| < d9,
lp(u) — @(ug) — @' (ug) - (u — uo)| < efu — ugl.
Notons f(v) = ¢(ug) + ¢'(ug) - v pour v € RE On voit que, si |u — uo| < dd,
p(u) = f(u—uo) + h(u, uo),

avec |h(u,up)| < e€|u — up|. En prenant g(u,up) = ¢'(ug) ™! - h(u,ug), on trouve que

p(u) = f(u—uo+ g(u, uo)),

ot [g(u, uo)| < aclu — ugl, avee a = sup{[l¢/(v) | v € K} < co.
Soit maintenant C' un cube centré en ug et de coté r < 9. Il découle de ce qui précede
que

p(C) C f((1+ dag)C),

ot C est le cube translaté de C' centré en 0. Grace a la proposition ci-dessus, il vient alors
A(C)) £ M (L + dae)C)) = |det ' (uo)| A((1 + dae)C) = (1 + dag)”|J,(uo)| A(O),

ce qui donne la majoration souhaitée. La preuve de la minoration est analogue : on montre
que pour une constante ¢’ bien choisie, on a

e (f((1=de)C) C C,

d’ou
F(1=d2)C) C 9(C)

et on conclut de la méme maniere. O

On revient a la preuve du théoreme. Soit n > 1 un entier. On appelle cube élémentaire
d’ordre n tout cube de la forme

d
C=]]lk2" (kj+1)27", k€L

j=1

On note C,, 'ensemble des cubes élémentaires d’ordre n.

Soit Cy un cube élémentaire d’ordre ny fixé, tel que Cy C U, et soit € > 0. Fixons n > ny
assez grand pour que d’une part la conclusion du lemme soit vraie pour K = Cj et § = 27",
et d’autre part, pour tous u,v € K tels que |u — v| < dé,

(1 =e)[Jp(w)] < [Jp(v)] < (1 + )| Jp(u)]- (7.2)
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Alors, en notant z¢ le centre d'un cube C,

Me(Co)) = D Mel)

CECn
CcCy
< (142) Y [a(ze)| MC)
CECn
CcCy
< e Y [ awlde
cec, YC
CcCy
= (14¢)? | Jy ()| du.
Co

On a utilisé le lemme dans la premiere inégalité, et (7.2) dans la seconde. On obtient de
meme la minoration

Me(Co)) = (1 —¢)? ; | Jo(u)| du.

Comme ¢ était arbitraire, on conclut que

AMp(Co)) = i | J(w)] du.

On a donc obtenu (7.1) lorsque A est un cube élémentaire d’adhérence contenue dans A.
Le cas général découle maintenant d’arguments de classe monotone. Notons p la mesure-
image de la mesure de Lebesgue sur D par ¢! :

pour tout borélien A de U. Soit aussi

i(4) = [ 17,0 du

On a obtenu que p(C) = u(C) pour tout cube élémentaire C' d’adhérence contenue dans U.
D’autre part, si U,, désigne la réunion (disjointe) des cubes élémentaires d’ordre n d’adhérence
contenue dans U N{u : |u| <n}, onaU, T U quand n — oo et u(U,) = n(U,) < oo pour
tout n. Comme la classe des cubes élémentaires d’adhérence contenue dans U est stable par
intersection finie et engendre la tribu borélienne B(U), on peut appliquer le dernier corollaire
du Chapitre 1 pour conclure que p = i, ce qui était le résultat recherché. O

Application a l’intégrale en coordonnées polaires.
On prend d = 2, U =]0, c0[x] — 7, 7| et D = R*\{(z,0); 2 < 0}. Alors 'application

o(r,0) = (rcos 0,rsin ) , (r,0) e U
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est un difféomorphisme de classe C! de U sur D. On calcule facilement

2 (r,0) = ( cos § —rsin 6 )

sin 6 rcos 0
et donc Jy(r,0) = 7.

Il découle du théoréme que, pour toute fonction borélienne f : R? — R,

/ f(z,y) dedy = / f(rcos 0,rsin 0)rdrdd = / / f(rcos 0,rsin 0) rdrdd.
D U 0o Jox

Comme la demi-droite négative est de mesure de Lebesgue nulle dans R?, on a aussi
f(z,y) dedy = / / f(rcos 0,rsin 0)rdrdd.
R2 0 -7

Exemple. Pour f(z,y) = exp(—z? — y?), le théoréeme de Fubini-Tonnelli donne d’une part

/]R2 P dxdy = </+00 e dx)2

—0o0

et d’autre part

/ / f(rcos 0, rsin 9)7"d7"d9:27r/ e_’“2rdr:7r,
0 —T 0
ce qui donne la valeur

+o0 )
/ e " dr = /7.

[e.o]

7.2 Mesure de Lebesgue sur la sphere unité

Dans cette partie on note )y la mesure de Lebesgue sur R%. Soit S9! la sphere unité de R? :
St ={r e R: |z| = 1}.
Si A € B(S%1), on note I'(A) le borélien de R? défini par
['(A) ={rz;r€[0,1] et x € A}.

Théoréme 7.2.1 Pour tout A € B(S?™1), on pose
wa(A) = d X g(T(A)).

Alors wy est une mesure positive finie sur S, qui est invariante par les isométries vecto-
rielles. De plus, pour toute fonction borélienne f : R — R,

» f(z)dx = /000 " flrz)rvtdr wg(dz). (7.3)

Enfin la masse totale de wy (volume de la sphére unité) est

27Td/2

<5 = Ty
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Remarque. On peut aussi montrer que toute mesure finie sur S9! invariante par les
isométries vectorielles est proportionnelle a wy.

Preuve. Il est immédiat que w, est une mesure positive finie sur S ! : on peut la voir
comme l'image de la restriction de d Ay a la boule unité By par I'application x — % Le
fait que A4 soit invariante par les isométries vectorielles de R? (proposition de la partie 1)

entraine facilement que w, l'est aussi. En effet, si ¢ est une telle isométrie,

AT (97 (A))) = A~ H(T(A))) = Aa(T(A)).
La masse totale de wy est
7.‘.d/2 B 27Td/2

wd(sdfl) = d)\d(Bd) = dr(g n 1) = F(g) .

Il reste & établir (7.3). Il suffit de traiter le cas f = 1p, ot B est un borélien de R4\{0}.
La formule

w(B) = /000 /Sdl 1(rz) r* dr wy(dz)

définit une mesure p sur R4\{0} et le probleme est de montrer que u = A\g. Considérons
d’abord le cas ou B est de la forme

X

B={z e RN{0}; a<|z|<bet € A},

|z
oll A est un borélien de S et 0 < a < b. Alors,

b d _ 4d
w(B) = wd(A)/ ritdr = b y wq(A).

Pour calculer A\4(B), notons a = ¢ €]0, 1], et pour tout entier n > 0 posons
[ (A)={y=rr; a" <r<a"etzec A}

Alors, M\g(T,(A)) = a™@)\4(To(A)) et par ailleurs

Aa(T(A) = > Aa(Tn(A))
Il en découle aussitot que
MalTo(4)) = (1 ) M(T(4)) = (),
et puisque B = bT'y(A),
bd _ &d
Mi(B) = b"Aa(To(A)) = wa(A) = pu(B)
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Finalement, la classe des ensembles B de la forme ci-dessus est stable par intersections
finies, et on voit facilement qu’elle engendre la tribu borélienne sur R%\{0}. Les arguments
de classe monotone habituels montrent alors que pu = A;. 0

Si f:R?Y — R, est une fonction radiale, au sens ou f(x) = f(|z|), le théoréme montre
que

dr=cqy [ “d
[ r@de=c [ 160t

avec ¢g = wq(ST1).
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Partie 11

Probabilités

39






Chapitre 8

Fondements de la théorie des
probabilités

Ce chapitre introduit les notions fondamentales de la théorie des probabilités : variables
aléatoires, espérance, loi, moments de variables aléatoires, fonctions caractéristiques, etc.
Puisque un espace de probabilité n’est rien d’autre qu'un espace mesurable muni d’une
mesure de masse totale 1, beaucoup de ces notions correspondent a ce qui a déja été vu dans
le cadre de la théorie de 'intégration. Par exemple une variable aléatoire n’est rien d’autre
qu'une fonction mesurable, et la notion d’espérance coincide avec l'intégrale. Cependant, le
point de vue de la théorie des probabilités, qui est expliqué ci-dessous, est bien différent,
et une difficulté importante est de comprendre ce point de vue. Ainsi, la notion de loi, qui
est un cas particulier de la notion de mesure-image, devient-elle maintenant fondamentale
car elle permet d’évaluer la probabilité qu'une variable aléatoire “tombe” dans un ensemble
donné.

8.1 Définitions générales

8.1.1 Espaces de probabilité

Soit (€2,.A) un espace mesurable, et soit P une mesure de probabilité sur (€2,.4). On dit
alors que (£2,.A) est un espace de probabilité.

Un espace de probabilité est donc un cas particulier d’espace mesuré, pour lequel la masse
totale de la mesure est égale a 1. En fait, le point de vue differe de la théorie de I'intégration :
dans le cadre de la théorie des probabilités, on cherche a fournir un modele mathématique
pour une “expérience aléatoire”.

e () représente l'ensemble de toutes les éventualités possibles, toutes les déterminations du
hasard dans I’expérience considérée.

o A est 'ensemble des “événements”, qui sont les parties de 2 dont on peut évaluer la
probabilité. II faut voir un événement A € A comme un sous-ensemble de €2 contenant
toutes les éventualités w pour lesquelles une certaine propriété est vérifiée.
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e Pour A € A, P(A) représente la probabilité d’occurrence de 1'événement A. Dans les
premiers traités de théorie des probabilités, longtemps avant I'introduction de la théorie
de la mesure, la probabilité P(A) était définie de la maniere suivante : on imagine
qu’on répete I'expérience aléatoire un nombre N de fois, et on note N4 le nombre
de répétitions pour lesquelles I'événement A est réalisé; alors, la proportion N4/N
converge quand N — oo vers la probabilité P(A). Nous verrons plus loin le lien entre
cette définition “historique” et 'approche moderne.

Exemples. (1) On lance un dé deux fois :

_ Card(A)

O=1{1,2,....6)2, A=P(Q), P(A) 36

Le choix de la probabilité correspond a I'idée que tous les résultats possibles pour les deux
tirages sont équiprobables.

(2) On lance le dé jusqu’a obtenir un 6. Ici le choix de Q est déja moins évident. Comme
le nombre de lancers nécessaires n’est a priori pas borné, le bon choix est d’imaginer qu’on
fait une infinité de lancers :

Q=1{1,2,...,6}"

de sorte qu'un élément de 2 est une suite w = (wy,ws, ...) qui donne les résultats des tirages
successifs. La tribu A sur 2 est la tribu-produit définie comme la plus petite tribu rendant
mesurables tous les ensembles de la forme

{w:w) =i, wy =g, ..., w, =iy}

onn > 1etiy...,i, €{1,2,...,6} (A coincide aussi avec la tribu borélienne pour la
topologie produit sur €2). Enfin P est I'unique mesure de probabilité sur 2 telle que, pour
tout choix de n et de iy, ..., %,

PHw:wi =i, wy =dg,...,wy = in}) = (6) :

L’unicité de P est une conséquence simple du lemme de classe monotone. L’existence est
un cas particulier de la construction de mesures sur des produits infinis. On peut aussi
construire P facilement partir de la mesure de Lebesgue sur [0, 1] : si a tout réel z € [0, 1]
on associe la suite (g )ren+ € Q telle que z = 77 (e, — 1) 67 (cette suite est unique pour
presque tout x), la probabilité P est obtenue comme mesure-image de la mesure de Lebesgue
sur [0, 1] par 'application x — (&g )gen+-

(3) On s’intéresse au déplacement dans ’espace d’une particule ponctuelle soumise a des
perturbations aléatoires. Si on se limite a U'intervalle de temps [0, 1], I'espace de probabilité
naturel est C([0, 1], R?) : un élément de ©, une trajectoire possible, est une fonction continue
w :[0,1] — R3. La tribu sur Q est alors la plus petite tribu qui rende mesurables toutes
les applications coordonnées w — w(t) pour ¢t € R,. Cette tribu coincide avec la tribu
borélienne pour la topologie de la convergence uniforme sur 2. Il resterait a construire la
probabilité P, pour laquelle de multiples choix sont possibles. L’exemple le plus important,
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a la fois du point de vue théorique et pour les applications, est la mesure de Wiener, qui est
la loi du mouvement brownien.

Remarque importante. Tres souvent dans la suite, on ne spécifiera pas le choix de ’espace
de probabilité. Les données importantes seront les propriétés des fonctions définies sur cet
espace, les variables aléatoires.

8.1.2 Variables aléatoires

Définition 8.1.1 Soit (E, &) un espace mesurable. Une application mesurable X : Q@ — E
est appelée variable aléatoire (v.a. en abrégé) a valeurs dans E.

Exemples. En reprenant les trois exemples ci-dessus :
(1) X((i,7)) =i + j définit une variable aléatoire a valeurs dans {1,2,...,12}.

) X(w) = inf{j : w; = 6}, avec la convention inf @ = oo, définit une v.a. a valeurs dans

(2
N = NU {oo}. Pour vérifier la mesurabilité, on observe que, pour tout k > 1,

X T{k}) ={weQ:w #6,wy #6,...,wp1 # 6,wp = 6}.

(3) Pour ¢ € [0,1] fixé, X(w) = w(t) est une v.a. & valeurs dans R*. (Remarquons que nous
n’avons pas construit P dans cet exemple, mais cela n’intervient pas pour les questions de
mesurabilité.)

Définition 8.1.2 La loi de la variable aléatoire X est la mesure-image de P par X. C’est
donc la mesure de probabilité sur (E,E), notée Py, définie par

Px(B) = P(X YB)), VB e E.
En pratique on écrit plutot :
Px(B)=P(X €B) (=PH{we: X(w)e B})).

La loi Px permet de calculer la probabilité des événements qui “dépendent” de la v.a. X. Il
faut comprendre qu’a chaque w € € on a associé un “point aléatoire” X (w) dans E, et que
Px(B) est la probabilité que ce point aléatoire tombe dans B.

Remarque. Si ;1 est une mesure de probabilité sur R?, ou sur un espace plus général, il
existe une maniere canonique de construire une variable aléatoire dont la loi est p. Il suffit
de prendre Q = R? A = B(RY), P = p, puis de poser X(w) = w. La loi de X est u, de
maniere évidente.

Cas particuliers.

e Variables aléatoires discretes. C’est le cas ou E est dénombrable (et € est 'ensemble
des parties de F). La loi de X est alors

PX:ZP$6$

zelE
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ou p, = P(X =) et §, désigne la la mesure de Dirac en z. En effet,

Pe(B) = P(X € B) = P((|J{X =a}) =Y P(X =2) = Y p.0u(B)

z€EB reB zeE

En pratique, trouver la loi d’une v.a. discrete, c’est donc calculer toutes les probabilités
P(X =x) pour x € E.

Exemple. Revenons a 'exemple (2) ci-dessus, avec X (w) = inf{j : w; = 6}. Alors, pour
tout k > 1,

1
P(X =k) = P(l U 7&6{@1 i Wt = Wk = 6}) =51 () = 2
P1yeenip—1

Remarquons que Y >, P(X = k) =1 et donc P(X = 00) =1 — P(X € N) = 0. Observons
que 'ensemble {X = oo} est loin d’étre vide puisqu’il contient toutes les suites (i, i, . ..)
qui ne prennent pas la valeur 6.

e Variables aléatoires & densité. Une variable aléatoire X & valeurs dans (R¢, B(R?)) est
dite a densité si Py est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue \.

Dans ce cas, le théoreme de Radon-Nikodym montre qu’il existe une fonction borélienne
p:R? — R, telle que

P(B) = /B p(x) de.

On a en particulier [,, p(x)dz = P(X € R?) = 1. La fonction p, qui est unique & en ensemble
de mesure de Lebesgue nulle pres, est appelée la densité de (la loi de) X.
Si d =1, on a en particulier, pour tous a < 3,

B
P(ozSXSB):/ p(z) dx.

8.1.3 Espérance mathématique

Définition 8.1.3 Soit X wune variable aléatoire réelle (i.e. a valeurs dans R). On note

alors
= / X(w) P(dw
Q

qui est bien définie dans les deux cas suivants :

- 51 X >0 (alors E[X] € [0, 0]),

- s1 X est de signe quelconque et E[|X|] = [ |X]dP < .
On étend cette définition au cas ou X = (X1,...,Xy) est une variable aléatoire a valeurs
dans RY en prenant alors E[X] = (E[X4],.. .,E[Xd]), pourvu bien sir que chacune des
espérances E|X;] soit bien définie.

Remarque. Si X = 15, E[X| = P(B). En général, E[X] s’interprete comme la moyenne

de la v.a. X. Dans le cas particulier ou €2 est fini et P attribue la méme valeur a chaque
singleton, E[X]| est bien la moyenne au sens usuel des valeurs prises par X.
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Proposition 8.1.1 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E, E). Pour toute fonction
mesurable f : E — [0,00], on a

EU@ﬂzéﬂ@&Mﬂ

Preuve. C’est évidemment une propriété générale des mesures-images déja rencontrée dans
le cours d’intégration. On remarque que le résultat est vrai par définition pour f = 1 puis
par linéarité pour toute fonction étagée positive. Dans le cas général, on utilise le théoreme
de convergence monotone et le fait que toute fonction mesurable positive est limite croissante
d’une suite de fonctions étagées positives. (Il

Si f est de signe quelconque, la formule de la proposition reste vraie a condition que les
intégrales soient bien définies, ce qui revient a E[|f(X)|] < oc.

La donnée de Px permet donc de calculer la valeur moyenne de variables aléatoires de
la forme f(X). Inversement, on utilise souvent la proposition pour calculer la loi d'une v.a.
X : si on arrive a écrire

ﬂﬂXﬂ=/fw

pour toute fonction f “suffisamment” générale, alors on peut identifier v a la loi de X.
Donnons un exemple simple de ce principe.

Proposition 8.1.2 Soit X = (X1,...,Xy) une v.a. & valeurs dans R%. Supposons que la
loi de X a une densité p(z1,...,xq). Alors, pour tout j € {1,...,d}, la loi de X; a une
densité donnée par

pi(x) = / P(T1, e Tjo1, T, T gy o Bg) ATy .. dxj_ydxjyy .. dayg
Rd-1

(par exemple, si d = 2,
pi(z) Z/p(fv,y) dy , pa(y) = /p(w,y) dx).
R R

Preuve. Soit 7; la projection mj(x1,...,zq4) = z;. En utilisant le théoreme de Fubini, on
écrit, pour toute fonction borélienne f: R — R,

E[f(X;)] = E[f(m(X))] = g flaj)p(as, ... wg) day .. dag
= g f(z) < /Rdl p(x1, ..., xq)dry .. drj_qdxjg .. .dxd> dx;
= /R f(@)pi(x;) dzj,
ce qui donne le résultat voulu. 0
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Remarque. Si X = (Xy,..., Xy) est une v.a. & valeurs dans R?, les lois Py, qu’on appelle
souvent les lois marginales de X, sont déterminées par la loi de X, simplement parce que
Px, = mj(Px), avec la notation ci-dessous. Il est important d’observer que :

la réciproque est fausse !

Pour un exemple, considérons une densité de probabilité g sur R, et observons que la fonction
p(x1,9) = q(r1)q(x2) est alors aussi une densité de probabilité sur R?. D’apres une remarque
ci-dessus on peut construire une v.a. X = (X, X5) a valeurs dans R? dont la loi est la
mesure de densité p par rapport a la mesure de Lebesgue. Mais alors les deux v.a. X et
X" = (X1, X1) ont mémes lois marginales (la proposition ci-dessus montre que Py, (dz) =
Px,(dx) = q(z)dz) alors que les lois Py et Px: sont tres différentes, simplement parce que
Py est portée par la diagonale de R?, qui est de mesure de Lebesgue nulle.

8.1.4 Exemple : le paradoxe de Bertrand

Pour illustrer les notions introduites dans les paragraphes précédents, considérons le probleme
suivant. On s’intéresse a la probabilité qu’'une corde choisie au hasard sur un cercle ait une
longueur plus grande que le coté du triangle équilatéral inscrit. Sans perte de généralité on
peut supposer que le cercle est le cercle unité. Bertrand proposait deux méthodes de calcul :

(a) On choisit les deux extrémités de la corde au hasard sur le cercle. La premiere étant
choisie, la longueur de la corde sera plus grande que le coté du triangle équilatéral inscrit
si et seulement si la seconde extrémité est dans un secteur angulaire d’ouverture 27 /3.

S1i4 2 2r/3 _ 1

La probabilité est donc 5= = 3.
(b) On choisit le centre de la corde au hasard sur le disque unité. La probabilité désirée
est la probabilité que le centre tombe dans le disque de rayon 1/2 centré a 'origine.
Comme l'aire de ce disque est un quart de l'aire du disque unité, on trouve comme

probabilité 1.

On obtient donc un résultat différent dans les deux cas. L’explication tient dans le fait
que les deux méthodes correspondent a des expériences aléatoires différentes, représentées
par des choix différents de I’espace de probabilité. Il n’y a donc aucune raison pour que la
loi de la variable aléatoire que 'on considere (la longueur de la corde) soit la méme dans les
deux cas. Pour nous en convaincre, explicitons les choix des espaces de probabilité.

(a) Dans ce cas,

1
472

Q=10,2r*, A=B(0,27]), P(dw)=-—dbd¥,

ot on note w = (#,0") pour w € €. La longueur de la corde est

0—¢

X (w) = 2| sin( )]
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On calcule facilement la loi de X :

E[f(X)] = / F(X(w)) P(dw)
1 2

T 2 /

= = 7(2]sin(

472

0 0
_ %/0 F(2sin( %)) du

1 [? 1
;/0 f(x)i\/@da:

Donc X est une v.a. réelle a densité : Px(dz) = p(x)dzx, avec

1 1

p(r) = = ———=1p ().
T 22
VI—T

En particulier, la probabilité recherchée est

)|) dode’

2

POY2VE) = [ pla)de =
V3 3
(b) Maintenant,
Q={w=(y,2) eR*: ¢y +22 <1}, A=B(Q), P(dw)= ! lo(y, 2) dydz.
7r

La longueur de la corde est
X(w)=2y/1—y%—22

et pour calculer sa loi on écrit

1
B = [ 1T =) sy duds

= 2/01f(2m)rdr

_ %/:f(a:)a:dx.

Donc Px(dz) = p(x)dz, avec
1
p(z) = 3 Lo (x) @ dx.
On peut remarquer que la densité obtenue est tres différente de celle du cas (a). En parti-

culier,
2 1
P(X > /3) :/ p(x)de = —.
V3 4
Exercice. Traiter le cas de la troisieme méthode proposée par Bertrand : on choisit au
hasard la direction du rayon orthogonal a la corde, puis le centre de la corde uniformément

sur ce rayorn.
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8.1.5 Lois classiques
On donne dans ce paragraphe quelques exemples importants de lois.
Lois discretes.

(a) Loi uniforme. Si E est un ensemble fini, Card(E) = n, une v.a. X est de loi uniforme
sur [ si

1
P(X=2z)=-, VzeE.
n

(b) Loi de Bernoulli de parameétre p € [0,1]. C’est la loi d'une v.a. X a valeurs dans {0, 1}
telle que
PX=1)=p, P(X=0)=1-p.

On interprete X comme le résultat du lancer d’une piece truquée qui tombe sur pile
avec probabilité p.

(c) Loi binémiale B(n,p) (n € N*, p € [0,1]). C’est la loi d'une v.a. X & valeurs dans
{1,...,n} telle que
P(X =k)=Cpp*(1—p)" "

On interprete X comme le nombre de piles obtenus en n lancers avec la piece précédente.

(d) Lot géométrique de paramétre p €]0,1[. C’est la loi d'une v.a. X a valeurs dans N, telle
que
P(X =k)=(1-p)p".

X est le nombre de piles obtenus avant le premier face.

(e) Loi de Poisson de paramétre A > 0. X est une v.a. a valeurs dans N, et

/\k
P(X:k)Zye—A , VkeN.
On calcule facilement F[X]| = A. La loi de Poisson est tres importante aussi bien

du point de vue théorique que dans les applications. Intuitivement, elle correspond
au nombre d’événements rares qui se sont produits durant une période longue. La
traduction mathématique de cette intuition est I’approzrimation binomiale de la loi de
Poisson : si pour tout n > 1, X, suit une loi binomiale B(n, p,) et si np, — A\ quand
n — 00, alors pour tout entier k € N,

: Ay
lim P(X, =k) .

=—e
n—o0 k!

Lois continues. Dans les trois exemples qui suivent, X est une v.a. a valeurs dans R, a
densité p(x).

(a) Loi uniforme sur [a,b] (a < b).



(b) Loi exponentielle de paramétre \ > 0.
p(x) =Ae Mg, (2).
Les lois exponentielles possedent la propriété caractéristique suivante : si a,b > 0,
P(X >a+b)=P(X >a)P(X >b),

ce qu’on interprete en disant que la probabilité que X — a > b sachant que X > a
coincide avec la probabilité que X > b. C’est la propriété d’absence de mémoire de
la loi exponentielle, qui explique qu’elle soit utilisée par exemple pour modéliser les
temps de vie de machine sans usure.

(¢) Loi gaussienne, ou normale, N'(m,o?%) (m € R, 0 > 0).

2

@—M).

202

1

o\ 21

p(r) = eXp<-—

Avec la loi de Poisson, c’est la loi la plus importante en théorie des probabilités. Sa
densité est la fameuse courbe en cloche. Les parametres m et ¢ s’interpretent comme

m=FE[X], o*=FE[(X—-m)?.

On remarque aussi que X — m suit la loi A'(0,0%). La loi gaussienne jouera un role
important dans le Chapitre 10.

Par convention on dira qu’'une v.a. constante égale a m suit la loi gaussienne N (m,0).
Si X suit la loi N'(m, 0?), pour tous \, u € R, AX + p suit la loi N'(Am + p, \20?).

8.1.6 Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle

Si X est une v.a. réelle, la fonction de répartition de X est la fonction Fy : R — [0, 1]
définie par
Fx(t) = P(X <t)= Px(]—o0,t]), VteR.

La fonction Fx est croissante, continue a droite et a pour limite 0 en —oo et 1 en +oc.
Inversement, si on se donne une fonction F' ayant ces propriétés, on a vu dans le cours
d’intégration qu’il existe une (unique) mesure de probabilité u telle que u(] — oo, t]) = F(t)
pour tout t € R. Cela montre qu’on peut interpréter I’ comme la fonction de répartition
d’une v.a. réelle.
Il découle des résultats du cours d’intégration que F'x caractérise la loi Px de X. On a
en particulier

Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a—) sia<b,
Pla < X <b) = Fx(b—) — Fx(a) sia <b,

et les sauts de F'x correspondent aux atomes de Py.
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8.1.7 Tribu engendrée par une variable aléatoire

Soit X une v.a. a valeurs dans un espace mesurable quelconque (E,&). La tribu engendrée
par X, notée o(X), est par définition la plus petite tribu sur Q qui rende X mesurable :

o(X)={A=X"1'B):Bcé&)}.

Remarque. On peut généraliser cette définition a une famille quelconque (X;);er de v.a.,
X; étant a valeurs dans (F;, &;). Dans ce cas,

o(X)=o(X; (B : Bi € &,i€1).

Proposition 8.1.3 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E,E), et soit Y une v.a.
réelle. Il y a équivalence entre :

(1) Y est o(X)-mesurable.
(i) 1l existe une fonction mesurable f de (E,E) dans (R, B(R)) telle que Y = f(X).

Preuve. L’implication (ii)=(i) est facile puisqu'une composée de fonctions mesurables est
mesurable.
Dans 'autre sens, supposons que Y est o(X)-mesurable. Traitons d’abord le cas o Y

est étagée :
n
Y =) Ny,
i=1

ou \; € Ret A; € o(X), pour tout @ € {1,...,n}. Alors, pour chaque i € {1,...,n}, on
peut trouver B; € £ tel que A; = X~ 1(B;), et on a

Y:i)\llAZ:i)\lleoX:foX>
=1 1=1

ou f =731, \1p, est E-mesurable.

Dans le cas général, on sait que Y est limite simple d’une suite de v.a. Y, étagées et
o(X)-mesurables. D’apres la premiere étape, on peut écrire, pour tout n, ¥, = f,(X), ou la
fonction f,, : E — R est mesurable. On pose alors pour tout x € E :

lim f,(xz)  sila limite existe,
0 sSinom.

On sait que la fonction f ainsi définie est mesurable. Par ailleurs, pour tout w €
X (w) appartient a I'ensemble des x pour lesquels lim f,(z) existe (puisque lim f,(X (w)) =
limY,(w) =Y (w)), et de plus

f(X(w)) = lim f(X (w)) = Y ()

ce qui donne la représentation recherchée Y = f(X). O
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8.2 Moments de variables aléatoires

8.2.1 Moments d’ordre p et variance

Soit X une v.a. réelle et soit p > 1 un entier. Le moment d’ordre p de X est par définition
la quantité E[X?], qui n’est définie que si E[|X|P] < oo, ou si X > 0. La quantité E[|X|?]
est appelée moment absolu d’ordre p. En particulier le moment d’ordre 1 est simplement
I'espérance de X. On dit que la v.a. réelle X est centrée si elle est intégrable et si E[X]| = 0.

L’espérance mathématique est un cas particulier d’intégrale par rapport a une mesure
positive, et on peut donc lui appliquer les théoremes généraux vus dans ce cadre. En parti-
culier, les théoremes de convergence sont d’'un usage fréquent :

Convergence monotone : X, >0, X,, 1 X = E[X,] T E[X].
Lemme de Fatou . X, >0, = Elliminf X,,] <liminf E[X,,].
Convergence dominée : |X,| < Z E[Z] < o0, X, — X p.p. = E[X,| — E[X].

En théorie des probabilités on utilise ’expression presque surement (p.s. en abrégé) plutot
que le presque partout (p.p.) de la théorie de la mesure.

Les espaces LP(Q2, A, P) sont définis pour tout p € [1, 0o] comme dans le cours d’intégration.
L’inégalité de Holder s’écrit

E[|IXY|) < B[ XP)? E[lY]]9,
pourvu que % + % = 1. En prenant Y = 1 on trouve || X|; < ||X]||,, ce qui se généralise
aussitot a ||.X ||, < || X]|, st r < p. En particulier LP(2, A, P) C L"(Q, A, P) si r < p.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

E[|XY]] < E[X*)'? E[Y?]'?

et le cas particulier ou Y =1
Bl X[]* < B[X7]

est tres souvent utile.
Définition 8.2.1 Soit X € L*(Q, A, P). La variance de X est
var(X) = E[(X — E[X])?]

et ’écart-type de X est

ox = +/var(X).

De maniere informelle, var(X) mesure la dispersion de X autour de sa moyenne E[X].
Remarquons que var(X) = 0 si et seulement si X est constante p.s.
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Proposition 8.2.1 On a aussi var(X) = E[X?] — (E[X])?, et pour tout a € R,
E[(X — a)?] = var(X) + (E[X] — a)*.
En conséquence,
var(X) = inf E[(X — a)?].

a€R

Preuve. On a
E[(X —a)?] = E[X?] = 2a E[X] + a* = E[X?] — (E[X))? + (E[X] — a)*.

Les deux premiéres assertions en découlent aussitot, en prenant a = E[X]| pour la premiere.

O
Inégalité de Markov. (cf cours d’intégration) Si X > 0 et a > 0,

—_

P(X >a) < . [X].
Inégalité de Bienaymé-Tchebicheff. Si X € L?(Q2, A, P) et a > 0,
P(|X — F[X]| > a) < = var(X).
Cette inégalité découle de I'inégalité de Markov appliquée a la variable positive (X — E[X])2.
Définition 8.2.2 Soient X,Y € L*(Q, A, P). La covariance de X etY est
cov(X,Y)=FE[(X — E[X])(Y — E[Y])| = E[X(Y — E[Y])] = E[XY]| — E[X]E[Y].

Si X = (X1,...,Xq) est une variable aléatoire a valeurs dans R dont toutes les composantes
sont dans L*(Q, A, P) (ce qui équivaut a E[|X|?] < oo), la matrice de covariance de X est

Ky = (cov(Xi,Xj))

Syl > >

De maniere informelle, la covariance de X et Y mesure la corrélation existant entre X
et Y. Remarquons que cov(X, X) = var(X) et que, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

lcov(X,Y)| < v/var(X) /var(Y).

L’application (X,Y) — cov(X,Y) est une forme bilinéaire sur L?(Q, A, P).
Dans le cas vectoriel X = (Xj,...,Xy), la matrice Kx est symétrique positive : pour
tous Ai,..., \g € R%,

d d
> s Kxli, ) = var( 3o AX) > 0.
=1

1,j=1

Exercice. Si A est une matrice (déterministe) nxd et Y = AX, vérifier que Ky = A Kx 'A.
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8.2.2 La régression linéaire

Soient X,Y7,...,Y, des variables aléatoires dans L?*(f2, A, P). On cherche a trouver la
meilleure approximation de X comme fonction affine de Y7, ...,Y,,. Précisément, on cherche
a minimiser

E[(X = (Bo+ BiY1+ -+ BuYa))?]
sur tous les choix possibles du (n + 1)-uplet de réels (S, ..., ().
Proposition 8.2.2 On a

inf E[(X_ (ﬂO‘i‘ﬁlYl‘i""“‘ﬂnYn))Q] :E[(X_Z)2]>
ot .
X+ 3" ay(v; - B[, 1)
=1
les coefficients o étant (n’importe quelle) ;olution du systeme

Zaj cov(Y;,Yp) = cov(X,Yy), 1<k<n.

j=1
En particulier, si Ky est non-dégénérée, on a o = cov(X,Y) K;l en notation matricielle.
Preuve. Soit H le sous-espace vectoriel de L?(Q, A, P) engendré par 1,Yy,...,Y,. Alors,

on sait que la variable aléatoire Z qui minimise || X — Ul|s pour U € H est la projection
orthogonale de X sur H. On peut écrire Z sous la forme

Z = a0+ Y a;(Y; — E[Y;)).
j=1
Par définition de la projection orthogonale, X — Z est orthogonal a H. On doit donc avoir
E(X = 2Z)-1] =0,
d’ott a9 = E[X]. De méme, pour tout k € {1,...,n},
E[(X - 2Z) (Y — EY3])] =0,

ce qui équivaut a cov(Z,Yy) = cov(X,Y}), ou encore a
Zaj cov(Y;,Yy) = cov(X, Yy).

Inversement, si les coefﬁcients o vérifient ce systéme d’équations, il est immédiat que la
variable Z définie par le membre de droite de (1) est un élément de H tel que X — Z soit
orthogonal a H, donc doit coincider avec la projection orthogonale de X sur H. 0

Remarque. Si n = 1 et si on suppose que Y n’est pas constante p.s., on trouve que la

meilleure (au sens L?) approximation de X par une fonction affine de Y est

cov(X,Y)
var(Y')

C’est ce qu’on appelle parfois la droite de régression de X en Y.

Z = E[X] + (Y — E[Y]).
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8.2.3 Fonctions caractéristiques

Définition 8.2.3 Si X est une variable aléatoire a valeurs dans R?, la fonction caractéristique
de X est la fonction ®x : R — C définie par

Ox(€) = Elexp(i€ - X)], £ €R™

On peut aussi écrire
Bx(¢) = [ ¢ P(an

ce qui permet de voir @y comme la transformée de Fourier de la loi de X. On écrit parfois
Oy () = Px(£). Le théoreme de convergence dominée montre que ®x est continue (et
bornée) sur R%.

Notre objectif est de montrer que la fonction caractéristique caractérise la loi de X. Nous
commencons par un calcul important dans un cas particulier.

Lemme 8.2.3 Soit X une variable aléatoire de loi gaussienne N (0,0?). Alors,

0.252

Dx (&) = exp(— 5

),  §eR

Preuve. On a )
dx(§) = / /)i gy
21

On se ramene facilement au cas ¢ = 1. Ensuite, un argument de parité montre que la partie
imaginaire de ®x (§) est nulle. Il reste a calculer

\/ﬂ /2 cos(éx) dx

En dérivant sous le signe intégrale, on a

/Exe 212 gin(¢x) da

(la justification est facile puisque |z sin(éz)e /2| < |z|e /2 qui est intégrable). En
intégrant par parties, il vient

e 2 ¢ cos(Ex) dr = — .
/m € cos(€x) do = =€ f(¢)

La fonction f est donc solution de I'équation différentielle f/(§) = —£f(§), avec condition
initiale f(0) = 1. 1l en découle que f(&) = exp(—&2/2). O

Théoréme 8.2.4 La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X a valeurs dans R?

caractérise la loi de cette variable aléatoire. Autrement dit, la transformée de Fourier définie
sur l’espace des mesures de probabilité sur R? est injective.
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Preuve. On traite d’abord le cas d = 1. Pour tout ¢ > 0, soit g, la densité de la loi

gaussienne N (0, 0?) :
1 z?

Xp(—@

Si p est une mesure de probabilité sur R, on pose

9o(T) = ), r € R.

e
oV 2T

fola) = [ anle =)t = g, ta).
po(dz) = fo(z) dx.
Pour montrer le résultat du théoreme, il suffit d’établir que
1. o est déterminée par .
2. Pour toute fonction ¢ € Cy(R), [ p(z)po(dx) — [ ¢(x)p(dx) quand o — 0.
Pour établir le point 1, on utilise le lemme pour écrire, pour tout =z € R,

1.2

a\/%ga(x) = eXp(—Tﬂ) = [Reiéxgl/a(ﬁ) dg.

II vient alors

fola) = [ anta=)utdy) = (@vam) [ ([ 5 g0 d6)utan)

= Ve [ @ @) [ e utan))ae
R R
= VI [ ¢ gp© A
R
Dans 'avant-derniere égalité, on a utilisé le théoreme de Fubini-Lebesgue, dont la justifica-
tion est facile puisque p est une mesure de probabilité et que la fonction g;/, est intégrable

pour la mesure de Lebesgue.
Pour le point 2, on écrit d’abord, pour toute fonction ¢ continue et bornée sur R,

/w(%)ua(dw) = /cﬂ(x)(/ga(y—x)u(dy))dw = /ga * o(y)u(dy),

avec la meéme justification pour appliquer le théoreme de Fubini-Lebesgue. Ensuite, on utilise

les propriétés
/ go(z)dr =1,

lim go(z)dr =10, Ve > 0,
770 J{jz|>e}

pour obtenir que, pour tout y € R,
lim g, ¢(y) = ¢(y)
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(cf les résultats du cours d’intégration concernant les approximations de la mesure de Dirac
do). Par convergence dominée, facile a justifier puisque |g, * ¢| < sup |¢|, on obtient

iy [ p(ohadn) = [ (@(do)

o—0

ce qui termine la preuve dans le cas d = 1.
La preuve dans le cas d quelconque est similaire. On utilise les fonctions

d
gc(rd)(xlu cee 7xd) - Hga(xj)
j=1
en remarquant que pour ¢ € R,

d
/]Rd 9D (z) e dx = H/gc,(xj) i dx; = (27?0)d/29§c/l37(§).
=1

O
Proposition 8.2.5 Soit X = (X1,..., Xy) une v.a. avaleurs dans R? et de carré intégrable.
Alors ®x est de classe C? et
d 1 d
Ox(€) =1+i ) GEIXj) =5 > &&EXX] +o(i¢l)
j=1 =1 k=1
quand § = (&1, ..., &) tend vers 0.
Preuve. En dérivant sous le signe intégrale, on trouve
§) =i B[X e,
S (€)= i B
la justification étant facile puisque [iX;e*X| = |X;| et X; € L? C L'. De méme, puisque

E[|X;X,|] < E[X}'?E[X}]"/? < 00, on peut dériver une seconde fois et trouver que

Py
O&; 08k

(&) = = E[X; X ],

De plus le théoreme de continuité sous le signe intégrale assure que 66; q(;?k (&) est fonction
continue de &.

Enfin la derniere assertion est simplement le développement de Taylor de ®x a 'ordre 2
a origine. 0
Remarque. Si on suppose que X est de puissance p-ieme intégrable (p > 1 entier) le méme
raisonnement montre que ®x est de classe CP. C’est cependant le cas p = 2 qui sera le plus

utile dans la suite.
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8.2.4 Fonction génératrice

Dans le cas de variables aléatoires a valeurs dans N, on utilise les fonctions génératrices
plutot que les fonctions caractéristiques.

Définition 8.2.4 Soit X une v.a. a valeurs dans N. La fonction génératrice de X est la
fonction gx définie sur l'intervalle [0,1] par

La fonction gx est continue sur [0, 1] (cela découle par exemple du théoréme de conver-
gence dominée), et on a gx(0) = P(X = 0) et gx(1) = 1. Le rayon de convergence de la série
entiere qui apparait dans la définition est donc supérieur ou égal a un. Cela montre que la
fonction génératrice gy caractérise la loi de X, puisque les nombres P(X = n) apparaissent
comme les coefficients du développement de Taylor de gx en 0.

On voit facilement que gx a toujours une dérivée a gauche en 1, éventuellement infinie,
et que
gx(1) = EIX].

Plus généralement, pour tout entier p > 1,

lim g’ (r) = EIX(X = 1)+ (X = p+1)]

ce qui montre comment retrouver tous les moments de X a partir de la connaissance de la
fonction génératrice.
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Chapitre 9

Indépendance

Le concept d’indépendance est sans doute la premiere notion importante ou la théorie
des probabilités se différencie nettement de 'intégration. S’il est plus facile de compren-
dre intuitivement la définition de I'indépendance de deux événements ou de deux variables
aléatoires, la notion la plus fondamentale est celle de I'indépendance de deux (ou plusieurs)
sous-tribus. Un résultat-clé de ce chapitre relie I'indépendance de deux variables aléatoires au
fait que la loi du couple formé par ces deux variables est la mesure-produit des lois individu-
elles. Avec le théoreme de Fubini, cela permet des reformulations souvent utiles de la notion
d’indépendance. A titre d’application, on établit le célebre lemme de Borel-Cantelli (dont
une application amusante donne des propriétés surprenantes du développement dyadique
d’un nombre réel choisi au hasard) et une premiere forme de la loi des grands nombres, qui
suffit a établir le lien entre notre approche axiomatique des probabilités et la définition “his-
torique” (probabilité d'un événement = fréquence d’apparition de cet événement lorsqu’on
répete un grand nombre de fois la méme expérience aléatoire).

9.1 Evénements indépendants

Dans tout ce chapitre on se place sur un espace de probabilité (2,4, P). Si A, B € A sont
deux événements, on dit que A et B sont indépendants si

P(ANB) = P(A)P(B).

Au moins lorsque P(B) > 0, on peut interpreter cette définition en disant que la probabilité
conditionnelle

P(A|B)' L;‘(;)B)

coincide avec P(A) : le fait de savoir que B est réalisé ne donne pas d’information sur la
réalisation ou non de I'événement A (et on peut intervertir les roles de A et B).

Exemples. (i) Lancer de deuz dés: Q = {1,2,...,6}* P({w}) = 1/36 pour tout w € €.
Les événements A = {6} x {1,2,...,6} et B = {1,2,...,6} x {6} sont indépendants. En
fait la probabilité P a été construite précisément pour qu'un événement relatif au résultat
du premier lancer soit indépendant d’un événement relatif au résultat du second.

109



(i) Lancer d’un seul dé: Q = {1,2,...,6}, P({w}) = 1/6 pour tout w € Q. Les événements
A={1,2} et B={1,3,5} sont indépendants.

Définition 9.1.1 On dit que n événements Ay, ..., A, sont indépendants si, pour tout sous-
ensemble non vide {j1,...,7,} de {1,...,n}, on a

P(Ajl ﬂ Aj2 ﬂ N ﬂ Ajp) — P(Ajl) P(Ajz) e P(A]p)
Remarques. Il ne suffit pas que l'on ait
P(AiNAyN...NA,) =P(A) P(As)...P(A,).

Il ne suffit pas non plus que, pour chaque paire {4, j} C {1,...,n}, les événements A; et A;
soient indépendants. Pour donner un exemple, considérons ’espace correspondant a deux
lancers de pile ou face (piece non truquée) et prenons

A = {pile au premier lancer}
B = {pile au second lancer}

C = {méme résultat aux deux lancers}.

Les événements A, B, C sont indépendants deux a deux mais non indépendants.

Proposition 9.1.1 Les n événements A+, ..., A, sont indépendants si et seulement si on a
P(BiNn...NB,)=P(By)...P(B,)
des que B; € 0(A;) = {2, A;, A5, Q} pour tout i € {1,...,n}.

Preuve. Il est clair que la condition donnée est plus forte que celle de la définition : prendre
B, = A;sii € {j,...,5} et B; = Q sinon. Inversement, supposons que Ay,..., A, sont
indépendants. Pour vérifier la propriété de la proposition, on peut supposer B; # @ pour
tout ¢ € {1,...,n}. Ensuite, si {j1,...,J,} = {i: B; # 2}, on est ramené a montrer que

P(BJIQBJQQmB]p):P(B])P(B])P(B]p),

des que B;, = Aj ou Af. Finalement, il suffit de montrer que si Cy,Cy,...,C), sont
indépendants, Cf,Cy,...,C, le sont aussi. Mais cela est facile puisque, pour tout sous-
ensemble {i1,...,4,} de {2,...,p},

PCIiNnCyN---NC;,) = PCyN---NC;)—PCiNC;,N---NCy)
P(Cy,)...P(C;,) — P(Cy)P(Cy,) ... P(Cy,)
= P(CY)P(Cy). .. P(C)
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9.2 Variables aléatoires et tribus indépendantes

La notion la plus générale est celle de tribus indépendantes.

Définition 9.2.1 Soient By, ..., B, n sous-tribus de A. On dit que By, . .., B, sont indépen-
dantes si et seulement si

VA, € By,....YA, € B,,  P(AiNAN...NA,)=P(A)P(A)...P(A,).

Soient Xy, ..., X, n variables aléatoires a valeurs respectivement dans (E1,&1), ..., (En, En)-
On dit que les variables X1, . .., X,, sont indépendantes si les tribus o(X1),...,0(X,) le sont.
Cela équivaut encore a dire que

VFyeé&,....VE, €&, P{XieFi}n..n{X,€F,})=P(Xy€F)...P(X, €F,)

(9.1)
(en effet on sait que o(X;) = {X;'(F): F € &}).

De maniere intuitive, les v.a. Xi,..., X, sont indépendantes si la connaissance de cer-
taines d’entre elles ne donne pas d’information sur les autres.

Remarques. (i) Si By,...,B, sont n sous-tribus indépendantes, et si, pour tout i €
{1,...,n}, X; est une v.a. B;-mesurable, alors Xi, ..., X, sont indépendantes.

(ii) Les n événements Ay, ..., A, sont indépendants si et seulement si les tribus o(A4;), ...,
o(A,) le sont (cf proposition précédente).

Si Xiq,...,X, sont des variables aléatoires a valeurs dans (E4, &), ..., (E,,&,) respec-
tivement, le n-uplet (X1,...,X,,) est une v.a. a valeurs dans l'espace £} X --- X F,, muni de
la tribu produit & ® --- ® &,.

Théoreme 9.2.1 Les n variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement

si la loi du n-uplet (X1,...,X,) est le produit des lois de X1,...,X,, :

7777

De plus, on a alors . .
B\ T #x)] =TT Elh(x)
i=1 i=1
des que f; est une fonction mesurable positive sur (E;, E;), pour tout i € {1,...,n}.
Preuve. Soit F; € &;, pour tout ¢ € {1,...,n}. On a d’une part
Pix,..x)(Fi x - x F)=P{X; e i} n...Nn{X, € F.})

et d’autre part

n n

Py, ®---® Px,(Fy x --- x F,) = [[ Px.(F) = [[ P(X: € F)).

i=1 =1
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En comparant avec (9.1), on voit que X7, ..., X, sont indépendantes si et seulement si les
deux mesures de probabilité Prx, . x,) et Px, ® --- ® Px, prennent les mémes valeurs sur
les pavés F} X --- x F,,. Mais comme on sait (lemme de classe monotone) qu’une mesure de
probabilité sur un espace-produit est caractérisée par ses valeurs sur les pavés, cela équivaut
encore a dire que Px, . x, = Px, ®---® Px,.

La deuxieme assertion est ensuite une conséquence du théoreme de Fubini-Tonnelli :

n n

B[] 5] = [E - [] @) Pxu(de)... Py, (d)
= 11 [ e Pt

= HE[fz(Xz)]

O

Le théoreme ci-dessus montre aussi comment construire des v.a. indépendantes. Con-

sidérons le cas de v.a. réelles, et soient uq, ..., u, des mesures de probabilité sur R”. Alors,

comme on ’a observé dans le Chapitre 8, on peut construire une v.a. Y = (v7,...,Y,) a

valeurs dans R” dont la loi est p4; ® - - - ® p,,. D’apres le théoreme précédent, les composantes
Yy,...Y, de Y sont des v.a. réelles indépendantes de lois respectives fiq, .. ., fi-

Remarques. Si les fonctions f; sont de signe quelconque, 1’égalité

n

E[ﬁfZ(Xl)} = HE[fz(Xz)]

i=1
reste vraie a condition que E|f;(X;)|] < oo pour tout i € {1,...,n}, et on a alors aussi
B TT 1] = TT EIAX)] < o0

=1 =1

ce qui justifie I'existence du terme de gauche dans la formule précédente.
En particulier, si Xi,..., X, sont n v.a. réelles indépendantes et dans L', on a aussi
XX, €L et

Remarquons qu’en général le produit de v.a. dans L' n’est pas dans L' (I'indépendance est
une propriété tres particuliere).

Corollaire 9.2.2 Si X, X5 sont deux variables aléatoires réelles indépendantes et dans L?,
on a cov(Xy, Xo) = 0.

Cela découle de ce qui précede puisque cov(Xy, Xo) = E[X;Xs] — E[X;|E[Xs).
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La réciproque du corollaire est fausse. La propriété de covariance nulle (pour deux v.a.
dans L?) est beaucoup plus faible que I'indépendance. Pour donner un exemple, partons
d’une v.a. réelle X; dont la loi a une densité notée p(x) symétrique (p(x) = p(—z)) et telle
que [ 2?p(x)dz < co (de sorte que X; € L?). On peut par exemple choisir pour X; une v.a.
de loi N'(0,0?). Soit ensuite ¢ une deuxiéme v.a. & valeurs dans {—1,1}, indépendante de
X et telle que P(e = 1) = P(e = —1) = 1. Alors, si X, = £Xj, on voit immédiatement
que cov (X7, X5) = 0 alors que X; et X5 ne sont pas indépendantes. En effet, si X; et X5
I'étaient, |X;| serait indépendante de |X3| = |X;|. Or si une v.a. réelle est indépendante
d’elle-méme, elle doit étre constante p.s. (exercice !) et donc sa loi est une mesure de Dirac.
C’est une contradiction puisque la loi de | X;| a une densité donnée par 2 p(x)lg, ().

Corollaire 9.2.3 Soient X1,..., X, n variables aléatoires réelles.
(i) Supposons d’abord que, pour tout i € {1,...,n}, la loi de X; a une densité notée p;, et
que les variables aléatoires Xy, ..., X, sont indépendantes. Alors, la loi de (Xq,...,X,) a

une densité donnée par
p(T1,. .., xn) = sz(xl)
i=1

(i) Inversement, supposons que la loi de (X1,...,X,) a une densité de la forme

n

p(T1, ... @) = H%(%),

i=1
ou les fonctions q; sont boréliennes positives sur R. Alors les variables aléatoires X1, ..., X,

sont indépendantes et pour chaque i € {1,...,n}, la loi de X; a une densité p; qui s’écrit
pi = Ciq;, ou C; > 0 est une constante.

Preuve. La premiere partie est une conséquence immédiate du théoreme ci-dessus, puisque
si Px,(dz;) = pi(x;)dz;, le théoreme de Fubini-Tonnelli montre que

=1

Pour la partie (ii), on remarque d’abord que, toujours a l'aide du théoreme de Fubini-

Tonnelli, on a
H </qz(a:)dx> = / p(ry, ..., xp)dey .. de, =1,

i=1
et en particulier K; := [ ¢(x €]0, oo pour tout @ € {1,...,n}. Ensuite, d’apres un
résultat du Chapitre 8, la densﬂ:e de X est

1
pi(z;) = /Rn_lp(arl,...,a:n)dxl...da:i_ldxiﬂ.. (1_[K)qZ (x;) = Kz qi(x;).

JFi

Cela permet de réécrire la densité de (Xi,..., X, ) sous la forme

n n

p($1, e ,xn) = H%(%) = sz(xz)

i=1 =1
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et on voit que Prx,, . x,) = Px, ® -+ ® Px, d’ou I'indépendance. 0J

Exemple. Soit U une variable de loi exponentielle de parametre 1 et soit V' une variable
uniforme sur l'intervalle [0,1]. On suppose que U et V sont indépendantes. Alors, si on
définit

VU cos(2rV), Y = VU sin(27V/),

les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes. Pour le voir calculons la loi du
couple (X,Y). Pour toute fonction ¢ mesurable positive sur R?,

Elp(X,Y)] = / / Vucos(2mv), Vusin(2mv)) e dudv
2m

/ (rcosf,rsinf)re" drdd

plz,y)e

) e Y dady.

7
-2/

On obtient que la loi du couple (X,Y) a pour densité 7! exp(—z? — y?) qui a une forme
produit comme dans la partie (i) de la proposition. Donc X et Y sont indépendantes (on
voit aussi que X et Y ont la méme densité

1 2
p(r) = NG exp(—z7)

et donc X et Y suivent chacune la loi N'(0,1/2)).

Remarque. Si X,..., X, sont n variables aléatoires réelles, il y a équivalence entre :
(i) Xq,...,X, sont indépendantes.
(ii) Pour tous ai,...,a, € R, P(X; <ay,..., X, <a,) =], P(X; < a).

(iii) Si f1,..., fn sont continues a support compact de R dans R,

B[T1H%)] - f[E[foiﬂ-

i=1

(iv) La fonction caractéristique de X est

fl?"'agn HQ)X fz

(pour montrer (iv)=-(i), utiliser I'injectivité de la transformée de Fourier, cf Chapitre 8).

Nous passons maintenant a un résultat technique tres utile.
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Proposition 9.2.4 Soient By, ..., B, des sous-tribus de A. Pour tout i € {1,...,n}, soit
Ci C B; une classe stable par intersections finies, contenant Q et telle que o(C;) = B;.
Supposons que

VC, € Cy,...,YC, € C,, P(CinCyn...NC,) = P(Cy) P(Cy) ... P(Cy).
Alors, les tribus By, ..., B, sont indépendantes.

Preuve. Fixons d’abord Cy € Co,...,C,, € C,, et posons
M = {Bl 681 : P(BlﬁC'gﬁ...ﬂCn) :P(Bl)P(Cg)P(Cn)}

Alors C; C M par hypothese, et d’autre part on voit facilement que M; est une classe
monotone. Le lemme de classe monotone entraine que M; contient o(C;) = By, et on a
montré

VB, EBl,VCQ GCQ,...,VOTZ GCn, P(BlﬁC’gﬂ...ﬂC’n) :P(Bl)P(OQ)P(Cn)
Pour continuer, on fixe By € By,C5 € C3,...,C, € C, et on pose

A nouveau, M, est une classe monotone qui contient Cy et donc aussi 0(Cy) = By. En
raisonnant par récurrence, on arrive facilement au résultat voulu. 0

Conséquence. Regroupement par paquets. Soient By, ..., B, des tribus indépendantes,
et soient ng =0 < ny; < --- <n, =n. Alors les tribus

(not)

DlzBl\/"'\/Bnl == O'(Bl,...,Bnl)
Dy = Boypr V-V By,

D,=B,, 1V VB,

sont indépendantes. Pour le voir, il suffit d’appliquer la proposition ci-dessus en prenant
pour C; la classe des parties de la forme

By, 141N ---N By,

ou B; € B; pour tout ¢ € {n;_; +1,...,n;}.
En particulier, si X, ..., X, sont indépendantes, les v.a.

Yi= (X1, X))y oo Yy = (X i1s 5 X))

sont indépendantes.

Exemple. Si Xy,..., X, sont des v.a. réelles indépendantes, les v.a.

Zy = X1 X3, Z2:X:23+X4
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sont indépendantes.

Indépendance d’une famille infinie. Soit (B;);c; une famille quelconque de sous-tribus
de A. On dit que cette famille est indépendante si pour tout sous-ensemble fini {i;,...,4,}
de I, les tribus B;,, ..., B;, sont indépendantes.

Si (X;)ies est une famille quelconque de variables aléatoires, cette famille est dite indépen-
dante si la famille de tribus (o(X;));es Pest.

Proposition 9.2.5 Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes. Alors,
pour tout entier p € N, les deux tribus

Blzg(Xo,...,Xp) 5 BQZO'(Xerl,XerQ,...)
sont indépendantes.

Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition précédente en prenant

Cle'(Xo,...,Xp):Bl

oo

C, = U 0 (Xpt1, Xpg2, .., Xi) C By

k=p+1

et en remarquant que I’hypothese est satisfaite grace au principe du regroupement par pa-
quets. [

9.3 Le lemme de Borel-Cantelli

Si (A,)nen est une suite d’événements on note

limsup A,, = ﬁ < [j Ak)

n=0 k=n

et

lim inf A, = D ( ﬁ Ak>

n=0 k=n
Lemme 9.3.1 Soit (A, )nen une suite d’événements.

(i) 81 ) ,en P(An) < 00, alors
P(limsup A,) =0

ou de maniere équivalente,

P.S. {neN:weA,} est fini
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(ii) Si Y ,en P(An) = 00 et si les événements A, sont indépendants, alors
P(limsup 4,) =1
ou de maniére équivalente,

P.S. {neN:weA,} est infini.

Remarque. L’hypothese d’indépendance (ou une autre hypotheése convenable) est nécessaire
dans (ii), comme le montre I’exemple trivial ou A,, = A pour tout n € N, avec 0 < P(A) < 1.
Preuve. (i) Si ),y P(A,) < 0o, alors

E[Zun] =3 P(4,) < o0

neN neN

et donc ), 14, < 00 pas.

(i) Fixons d’abord ng € N, et observons que si n > ny,

() 45) = TI Peas) = L - Plaw).

k=ngo k=ngo k=ng

La divergence de la série Y P(Ay) entraine alors que

P 4) =0

k=ng
Comme cela est vrai pour tout ng € N, on a aussi
(o) (e}
P(U(N4)) =0
n():O k:no

et, en passant au complémentaire,

ce qui est le résultat voulu. 0

Deux applications. (1) Il n’existe pas de mesure de probabilité sur N telle que la probabilité
de I’ensemble des multiples de n soit égale & 1/n pour tout entier n > 1. En effet, supposons
qu’il existe une telle probabilité, notée P. Soit P I’ensemble des nombres premiers et pour
tout p € P, notons A, = pN I'ensemble des multiples de p. Alors, il est facile de voir que les
Ay, p € P, sont indépendants. En effet, si py,...,pr sont des nombres premiers distincts,

1

k
P(A, N...NA,) =P NN...0pN) = P((p,...pp)N) = = [P,
. i

p1-
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Par ailleurs, on sait que

S P4) =Y =

peEP peEP p

On peut donc appliquer la partie (ii) du lemme de Borel-Cantelli pour obtenir que presque
tout (au sens de la probabilité P) entier n appartient a une infinité d’ensembles A,, et donc
est multiple d’'une infinité de nombres premiers distincts. C’est évidemment absurde.

(2) Considérons le cas ou

(Q, A, P)=([0,1], B([0, 1]), A).

Pour tout n > 1, on pose
Vw € [0,1], X,(w)=[2"w]—2[2"" '],

ou [z] désigne la partie entiere d’'un nombre réel x. Alors X, (w) € {0,1} et on vérifie
aisément par récurrence sur n que, pour tout w € [0, 1],

n
0<w—) Xp(w)2 <2,
k=1
ce qui montre que

Les nombres X (w) sont donc les coefficients du développement dyadique (propre) de w. En
explicitant ’ensemble {X,, = 1} on montre facilement que pour tout n > 1,

Enfin, on observe que la suite (X,,),>1 est indépendante. En effet, il suffit ici de vérifier que,
pour tous i1, ...,4, € {0,1}, on a

. 17 .
P(Xy =1, Xy =ip) = o = [P =1).
j=1
Or, on voit immédiatement que
{(Xi =iy, Xy =i} =) ;270> ;277 +277],
j=1 j=1

d’ou le résultat voulu.

Soit p > 1 un entier quelconque, et soient i1, ...,7, € {0,1}. Alors, le lemme de Borel-
Cantelli permet de voir que

p.s. Card{k > 0: Xy11 =i1,..., Xgtp =i} = 00. (9.2)
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Cela montre qu'une suite finie donnée de 0 et de 1 apparait une infinité de fois dans
le développement dyadique de presque tout (au sens de la mesure de Lebesgue) réel de
I'intervalle [0, 1[. Pour établir (9.2), il suffit de poser, pour tout entier n € N,

Y, = (an+1> an+2a s >an+p)'

Le principe du regroupement par paquets montre que la suite (Y},)nen est indépendante, et
le résultat recherché découle d’une application du lemme de Borel-Cantelli a la suite des
événements

A, ={Y, = (i1,...,1)}

qui sont indépendants et tous de probabilité 277,
Puisqu’'une réunion dénombrable d’ensembles de probabilité nulle est encore de proba-
bilité nulle, on peut renforcer (9.2) sous la forme

ps. Vp>1, Vi, ... i,€{0,1}, Card{k >0: Xpp1 =i,..., Xpyp =i,} = 0.

Autrement dit, pour presque tout réel x de [0, 1], n'importe quelle suite finie de 0 et de 1
apparait une infinité de fois dans le développement dyadique de x.

9.4 Sommes de variables aléatoires indépendantes.

Les sommes de variables aléatoires indépendantes jouent un role important en théorie des
probabilités, et seront étudiées dans le chapitre suivant. Nous regroupons d’abord quelques
propriétés importantes sous la forme d’une proposition. Si g et v sont deux mesures de
probabilité sur RY, on note % v la mesure-image de p @ v par I'application (z,y) — z -+ :
pour toute fonction mesurable positive ¢ sur R,

[ erusvtan= [ [ ote+)utpia)

Proposition 9.4.1 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans
R?.

(i) La loi de X +Y est Px x Py. En particulier, si X a une densité notée px et Y a une
densité notée py, X +Y a pour densité px * py.

(i) La fonction caractéristique de X+Y est Px 1y () = Px(§)Py (§). (De maniére équivalente,
si ju et v sont deuz mesures de probabilité sur R, v = ji0.)

(i) Si X et Y sont de carré intégrable, Kx.y = Kx + Ky; En particulier, si d = 1,
var(X +Y) = var(X) + var(Y).

Preuve. (i) Si X et Y sont indépendantes, on sait que Pryy) = Px ® Py, et donc, pour
toute fonction mesurable positive ¢ sur R,

Elp(X1Y)] = / o(a-y) Py (dady) = / / o(aty) Px(de)Py(dy) = / (=) PyxPy (d2)

119



par définition de Px x Py-. Si de plus X et Y ont une densité,

BloX + V) = [ [ oo+ vty oty = [ ol2)( [ px@pr(z - a)de)d

ce qui montre bien que X + Y a pour densité px * py (remarquer que py * py est ici bien
définie presque partout comme convolution de deux fonctions de L!(R9, \)).
(ii) Il suffit d’écrire

Py (§) = Ble" eV] = E[e*] E[e] = ©x(£) Dy (¢).

(iii) Si X = (Xy,...,Xq) et Y = (Y3,...,Yy), l'indépendance de X et Y entraine que
cov(X;,Y;) = 0 pour tous 4,5 € {1,...,d}. En conséquence, par bilinéarité,

cov(X; + Vi, X; + Y;) = cov(X;, X;) + cov(Y;, Y;)
ce qui donne bien Ky.y = Kx + Ky. O

Théoréme 9.4.2 (Loi faible des grands nombres) Soit (X,,),>1 une suite de variables
aléatoires réelles indépendantes et de méme loi. St E[X}] < oo, on a

1 2
(X1 4o+ X)) S B,
Preuve. Par linéarité,
1

B[(X+ -+ X,)] = BLX]

En conséquence,

n

E[(l (Xi+--+X,) - E[Xl])Q] = nivar(Xl +-+ X, = % ivar(Xj) = %var(Xl)

qui tend vers 0 quand n — oo. 0

Remarque. La preuve montre que le résultat reste vrai sous des hypotheses bien plus faibles.
Au lieu de supposer que les v.a. X,, ont méme loi, il suffit de demander que E[X,,] = E[X}]
pour tout n et que la suite F[X?] soit bornée. Au lieu de I'indépendance, il suffit qu’on ait
cov(X,, X;n) = 0 dés que n # m, ce qui est beaucoup plus faible.

Le mot “faible” dans la loi faible des grands nombres renvoie au fait que la convergence
du théoréme a lieu dans L2, alors que d’un point de vue probabiliste il est plus significatif
d’avoir une convergence presque sire, c’est-a-dire une convergence simple en dehors d'un
ensemble de probabilité nulle (on parle alors de loi forte). Nous donnons un premier énoncé
allant dans ce sens, qui sera considérablement amélioré dans le chapitre suivant.

Proposition 9.4.3 Reprenons les hypothéses du théoréme précédent, et supposons de plus
que E[X{]] < oco. Alors on a presque sirement

1
E(Xl +--+ X,) — E[Xy].

n—oo
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Preuve. Quitte a remplacer X,, par X,, — E[X,], on peut supposer que E[X,]| = 0. Alors,

4
i1,..,94€{1,...,n}

BG4+ X)) =0 S BN XXX

n

En utilisantl'indépendance et la propriété E[Xj] = 0, on voit que les seuls termes non nuls
de la somme sont ceux pour lesquels chaque valeur prise par une composante du quadruplet
(11,19, 13,14) apparait au moins deux fois dans ce quadruplet. En utilisant le fait que les X},

ont méme loi, on trouve

E[(%(Xl +o+ X)) = % <nE[Xf] + 3n(n — 1)E[X12X22]) <

pour une certaine constante C' < oco. Il en découle que

o0

3 E[(%(Xl bt X)) < oo

n=1

En intervertissant somme et espérance, on obtient

E[i(%(Xl o4 X)) < oo,

d’ou
o0

n=1

ce qui entraine l'assertion de la proposition.

Z(%(Xl + X)) <00, Dps.

C
n?

O

Corollaire 9.4.4 Si (A,)n>1 est une suite d’événements indépendants de méme probabilité,

on a

Ce corollaire fait le lien entre notre approche axiomatique moderne et la définition his-
torique de la probabilité comme fréquence d’apparition d’un événement quand on répete un

grand nombre de fois une expérience aléatoire.

Revenons a la deuxieme application du lemme de Borel-Cantelli donnée ci-dessus, qui

concernait le développement dyadique

d'un réel w € [0,1[. Sip > 1 est fixé, on a vu que les vaa. Y7 = (Xy,...
(Xps1s .-, Xop), ... sont indépendantes et de méme loi. On déduit alors du corollaire que,

pour tous i1, ...,1, € {0,1},

1
dw p.s. —Card{j <n:Yj(w) = (i1,...,i)} —
n
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Pour chaque ¢ € {1,...,p}, le méme argument appliqué aux v.a. (X;, Xop1,..., Xpro—1),
(XIH_@, Xp+g+1, e ,X2p+g_1), ... conduit a

1

1 . )
dw p.s. - Card{j <n: Xjpie(w) =1,..., X(jrpre—1(w) = ip} — o
En combinant ces résultats on trouve

1

n—oo 2p

1
dw p.s. - Card{k <n: Xjp1(w) =1i1,..., Xpppw) =ip} —

Comme une réunion dénombrable d’ensembles de probabilité nulle est encore de probabilité
nulle, on a aussi, pour tout w € [0, 1] sauf sur un ensemble de mesure nulle :

1
Vp > 1,Viy,...,4, € {0,1}, ECard{k <n:Xpn(w)=1i1,..., Xppw) =1,} — —.

Autrement dit, pour presque tout réel w de [0, 1], la fréquence d’apparition de n’importe
quel bloc de longueur finie de 0 et de 1 dans le développement dyadique de w existe et est
égale a 277 si p est la longueur du bloc. Remarquons qu’il n’est pas facile d’exhiber un réel
w pour lequel la propriété (9.3) soit vraie. En fait, le moyen le plus rapide pour prouver
que de tels réels existent est tres certainement le raisonnement qui précede. Ceci est typique
de T'application des probabilités a des problemes d’existence : pour établir I'existence d'un
objet ayant certaines propriétés, on montre qu'un objet pris au hasard (selon une loi de
probabilité bien choisie) vérifie les propriétés en question.

Semigroupes de convolution
Soit ] =Noul =R,.

Définition 9.4.1 Soit (jus)ier une famille de mesures de probabilité sur R (ou sur R%). On
dit que (pu)er est un semigroupe de convolution si pg = do et si

fe % pp = peyy , VT €L

L’interprétation probabiliste est que si X a pour loi u;, Y a pour loi uy et si X et Y sont
indépendantes, alors X + Y a pour loi uy4y (cf la premiere proposition de cette partie).

Lemme 9.4.5 Pour que (u)ier soit un semigroupe de convolution, il suffit qu’il existe une
fonction p : R — C telle que :

o sil =N, () =p(&), Vtel;
o si I =R, (&) = exp(—tp()), Vt € I.

La preuve est immédiate puisque si fi; a la forme donnée, on a immédiatement

—

e = [ fur = fLe * [l

et l'injectivité de la transformée de Fourier donne piyy = iy * iy
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Exemples.

(1) I = N et, pour tout n € N*, p,, est la loi bindémiale B(n,p) (on a fixé p € [0,1]).
La propriété p,im = pn * [y est immédiate a partir de l'interprétation probabiliste de
la loi binémiale. Alternativement on peut utiliser le lemme en remarquant que fi,(§) =
(pe’® +1—p)".

(2) I =R, et, pour tout t € R, py est la loi de Poisson de parametre t. Dans ce cas,

k
() = 3 1 et = exp(—t(1 — ),

(3) I =R, et, pour tout t > 0, p est la loi Gaussienne N(0,¢). On a déja calculé dans

le Chapitre 8
t&?

fiul€) = exp(—5).

Conséquence importante. Si X et Y sont deux v.a. réelles indépendantes et

e si X suit la loi de Poisson de parametre A et X’ la loi de Poisson de parametre X', alors
X + X' suit la loi de Poisson de parametre A + \';

e si X suit la loi gaussienne A (m, %) et X’ suit la loi gaussienne N (m’, ¢?), alors X + X’
suit la loi gaussienne N'(m + m’, 0 + ¢?). (On se ramene au cas m = m’ = 0 en
considérant X —m et X' —m/'.)

Plus généralement toute combinaison linéaire de variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes est encore gaussienne.
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Chapitre 10

Convergence de variables aléatoires

La premiere partie de ce chapitre présente les différentes notions de convergence de variables
aléatoires, et les liens existant entre ces notions. On établit ensuite la loi forte des grands
nombres, qui est I'un des deux théoremes limites fondamentaux de la théorie des probabilités.
Le troisieme paragraphe présente la convergence en loi des variables aléatoires : ce type de
convergence est sans doute le plus délicat a comprendre, en partie parce qu’il s’agit d’une
convergence de mesures (ce sont les lois des variables aléatoires qui convergent et non les
variables elle-mémes). La notion de convergence en loi, et le théoréme important reliant
cette convergence a celle des fonctions caractéristiques, permettent d’arriver au deuxieme
théoreme limite fondamental qui est le théoreme central limite.

10.1 Les différentes notions de convergence

Soient (X, )n>1, X des variables aléatoires & valeurs dans R, définies sur un espace de
probabilité (€2, A4, P). On a déja rencontré plusieurs notions de convergence de la suite (X,)
vers X. En particulier
X, 2 X si PHwe: X(w) = lim X,(w)}) =1,
et, pour p € [1, 00|,
X, 2 X si lim E[X, — X[?] =0.
n—oo n—oo

Définition 10.1.1 On dit que la suite (X,,) converge en probabilité vers X, et on note

@, x

n—~o0

Xy,

st pour tout € > 0,

JLIEOP(‘X” —X|>¢e)=0.
Proposition 10.1.1 Soit E%d(Q,A, P) Uespace de toutes les variables aléatoires a valeurs
dans R?, et soit L]%d(Q,A, P) son quotient par la relation d’équivalence X ~Y ssi X =Y
p.s. Alors, la formule

d(X,Y)=FE[|X -Y|A1]
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définit une distance sur L%d (Q, A, P) qui est compatible avec la convergence en probabilité,
au sens ot une suite (X,) converge en probabilité vers X ssi d(X,,, X) tend vers 0. De plus,
Vespace L3,(Q, A, P) est complet pour la distance d.

Preuve. 1l est facile de vérifier que d est une distance. De plus, si la suite (X,,) converge
en probabilité vers X, on a pour tout € > 0,

E[| X0~ XA < Bl X0~ X Lyx, —xiea)+ B X0~ XIAD L, _xpse)) < e+ P(I X, X] > ).

D’apres la définition de la convergence en probabilité, cela entraine lim sup d(X,,, X) < ¢, et
puisque ¢ était arbitraire on a d(X,,, X) — 0. Inversement, si d(X,, X) — 0, alors, pour
tout ¢ €0, 1],

P(| X, — X| > ) < e 'E[X, — X| A1l = 'd(X,, X) — 0.

n—oo

Il reste & voir que L° est complet pour la distance d. Soit donc (X,,) une suite de Cauchy
pour la distance d. On peut trouver une sous-suite Y; = X,,, telle que, pour tout k£ > 1,

d(Yy, Vi) < 27F

Alors
ED (Ve =Y AD] =D d(Yy, Vi) < oo,
k=1 k=1

ce qui entraine Y ;- (|Yiy1 — Yi| A1) < 0o p.s., et donc aussi Y oo |[Viy1 — Y| < 00 ps.
(p.s. il ne peut y avoir qu'un nombre fini de valeurs de k pour lesquelles |Yj 11 — Yi| > 1).
On définit ensuite une v.a. X dans L en posant

X=Yi+) (Ve —Yi).
k=1

Par construction, la suite (Y) converge p.s. vers X, et cela entraine

d(Yi, X) = E[[Y; = X| A 1] — 0,

par convergence dominée. Donc la suite (Y}) converge en probabilité vers X, et cela est aussi
vrai pour la suite de départ (X,,). O

La preuve précédente montre en particulier que de toute suite qui converge en probabilité
on peut extraire une sous-suite qui converge p.s. (vers la méme limite). Nous reprenons cette
propriété dans 1’énoncé suivant.

Proposition 10.1.2 Si la suite (X,,) converge p.s., ou dans LP, vers X, elle converge aussi
en probabilité vers X . Inversement, si la suite (X,,) converge en probabilité vers X, il existe
une sous-suite (X,,) qui converge p.s. vers X.
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Preuve. La deuxieme assertion a déja été vue. Pour la premiere, si X,, converge p.s. vers
X,
d(Xn, X) =FE[| X, — X|N1] — 0,

n—oo
par convergence dominée. Si X,, converge dans LP vers X,

d(Xn, X) < [|Xn = X1 < [[ X0 = Xlp — 0.

— 00

O

En résumé la convergence en probabilité est plus faible a la fois que la convergence p.s. et
que la convergence dans L” pour n'importe quel p € [1,00[ (et a fortiori pour p = 00). Dans
I’autre sens, la convergence en probabilité entraine la convergence p.s. pour une sous-suite,
et la proposition ci-dessous donne des conditions qui permettent de déduire la convergence
LP? de la convergence en probabilité.

Proposition 10.1.3 Soit (X,,) une suite de v.a. convergeant en probabilité vers X. Sup-
posons qu’il existe v €]1,00| tel que la suite (X,) soit bornée dans L". Alors, pour tout
p € [1,7], la suite (X,,) converge vers X dans LP.

Preuve. Par hypothese, il existe une constante C' telle que F[|X,|"] < C pour tout n. Le
lemme de Fatou entraine alors F[|X|"] < C et donc X € L". Ensuite, en utilisant I'inégalité
de Hélder, on a pour tout p € [1,7] et tout € > 0,

B[ X, = XP] = E[|X, - X[P1x,—x<e}) + E[| X0 — X[P1gx,—x|>2}]
< P4 B[ X, — X[ P(|X, — X| > )t/
< 4+ 2°CP" P(|X, — X| > )t P

En utilisant ’hypothese de convergence en probabilité, il vient

limsup E[|X,, — X|P] < &P

n—~o0

d’ou le résultat annoncé puisque € est arbitraire. 0

10.2 La loi forte des grands nombres

Notre objectif est de montrer que si (X,,) est une suite de v.a. indépendantes et de méme loi,
dans L', alors les moyennes %(Xl + -+ X,,) convergent p.s. vers F[X;]. Nous avons déja
obtenu ce résultat sous ’hypotheése supplémentaire que E[|X;|!] < oo, mais nous cherchons
maintenant a 1’établir sous des hypotheses optimales. Nous commencons par un résultat
préliminaire important.

Théoréme 10.2.1 (Loi du tout ou rien) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes, a valeurs dans des espaces mesurables quelconques. Pour tout n > 1 soit B,
la tribu

B, =0(Xg; k>n).
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Alors la tribu asymptotique Bo, définie par

Boo = ﬁ B,
n=1

est grossiere, au sens ot P(B) =0 ou 1 pour tout B € B.

Preuve. Posons

On a observé dans le Chapitre 9 que pour tout n, D, est indépendante de B, .1, donc a
fortiori de B,,. Ainsi,

VAe| D, . VBeBs, P(ANB)=P(AP(B).

n=1

Puisque la classe | J7, D,, est stable par intersections finies, un autre résultat du Chapitre
9 permet alors de conclure que B, est indépendante de

U(DDn) =o0(X,;n>1).

En particulier, B, est indépendante d’elle-méme, et pour tout B € B,,, P(B) = P(BNB) =
P(B)?, ce qui n’est possible que si P(B) =0 ou 1. O

On vérifie aisément qu’une v.a. réelle mesurable par rapport a une tribu grossiere est
constante p.s. (sa fonction de répartition ne peut prendre que les deux valeurs 0 ou 1). On
peut appliquer le théoréme précédent a toute suite (X,,),>1 de v.a. réelles indépendantes. Il
est facile de voir que la v.a.

lim sup l(X1 +---+ X))
n—oo T

est mesurable par rapport a B., et cela entraine que cette variable (a valeurs dans [—o0, 00])
est constante p.s. En particulier, si on sait que la suite %(Xl + .-+ X,,) converge p.s. la
limite est constante (p.s.).

Avant d’utiliser la loi du tout ou rien pour établir la loi forte des grands nombres, nous
donnons d’abord une application plus facile au jeu de pile ou face.

Proposition 10.2.2 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes , de méme

loi donnée par P(X,, =1) = P(X, = —1) = 5. Pour tout n > 1, posons
Alors,

D.S. sup S, = +oo et inf S, = —o0.
n>1 n>1

En particulier, il existe p.s. des entiers n arbitrairement grands tels que S,, = 0.
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En d’autres termes si on imagine un jeu ou a chaque instant entier le joueur gagne ou
perd un Euro avec probabilité 1/2, S, représente le gain (positif ou négatif) accumulé apres
n instants. La proposition montre que quand n — oo, .S,, prend tantot des valeurs positives
tantot des valeurs négatives, de plus en plus grandes en valeur absolue.

Preuve. On commence par montrer que, pour tout entier p > 1,

P(—p <inf S, <sup S, <p)=0.

Pour cela on fixe un entier k£ > 2p, et on remarque que
o0
U{Xijrl =Xjpr2="=Xpu=1 C({-p< inf 5, < sup Sy, < p})".
=0 "

Or une application du lemme de Borel-Cantelli (cf le Chapitre 9 pour des raisonnements
analogues) montre que I'ensemble de gauche a probabilité 1, ce qui donne le résultat annoncé.
En faisant tendre p vers oo, on trouve

P({inf S,, > —oco} N {sup S,, < >0}) =0,
d’ou
P({inf S,, = —c0} U {sup S,, = o0}) = 1,

et en particulier

P({inf S,, = —o0}) + P({sup S,, = o0}) > 1.
Un argument de symétrie montre que

P({inf 5, = —oo}) = P({Slip Sp = 00})

et d’apres ce qui précede ces deux probabilités sont strictement positives. Pour conclure, on
remarque que
{sup S,, = >} € B.
n

En effet, pour tout entier £ > 1,

{Sup Sn = OO} = {Sup(Xk + Xk+1 + -+ Xn) = OO} € Bk
n n>k

et donc I'événement {sup,, S,, = oo} est mesurable par rapport a U'intersection des tribus By,
c’est-a-dire B.,. La loi du tout ou rien montre alors que P({sup,, S, = oco}) = 1. O

Nous passons maintenant au résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 10.2.3 (Loi forte des grands nombres) Soit (X,,),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes, de méme loi, dans L*. Alors,

1
(X1 + -+ X)) 25 E[X).

n n—o00
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Remarques. (i) L’hypothese d’intégrabilité est optimale dans le sens ou elle est nécessaire
pour que la limite E[X;] soit bien définie (et finie). Dans le cas ot les v.a. X, sont positives
et F[X;] = oo, on montre facilement que

1
—(Xi 4+ X)) 22 +o0

n—od
en appliquant le théoreme aux v.a. X, A K.

(ii) On peut montrer que la convergence du théoréme a aussi lieu dans L*. Nous ne donnerons
pas la preuve ici (elle sera donnée & la fin du chapitre 12 en application de la théorie des
martingales). Du point de vue probabiliste, c’est la convergence presque stre qui a le plus
de signification.

Preuve. Pour alléger les notations on pose S, = X; +---+ X,,, So = 0. Soit a > F[X}], et

M = sup(S,, — na)

neN

qui est une v.a. a valeurs dans [0, 00]. Nous allons montrer que
M <oo, ps. (10.1)

Puisque l'inégalité S,, < na + M est vraie pour tout n, il en découle aussitot que

1
limsup—S5, <a, p.s.

n—oo n

En considérant une suite de valeurs de a qui décroit vers E[X;], on trouve alors

1
limsup —S, < F[X3], p.s.
n

n—~o0

En remplacant X,, par —X,,, on obtient I'inégalité inverse

1
liminf —S,, > F[Xi], p.s.
n—oo M,
et I’énoncé du théoreme découle de ces deux dernieres inégalités.
Il reste & montrer (10.1). On remarque d’abord que, avec les notations de la loi du tout

ou rien, I'événement {M < oo} est dans la tribu By,. En effet, il suffit d’écrire pour tout
entier £ > 0,

{M < 0} = {ilelg(sn —na) < oo} = {sup(S, — Sk — (n — k)a) < oo}

n>k

et de remarquer que le dernier événement est mesurable pour la tribu o(Xyy1, Xgio, .. .).
Pour conclure il suffira donc de montrer que P(M < oo) > 0, ou de maniere équivalente que
P(M = o0) < 1, ce que nous ferons en raisonnant par I’absurde.
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Commencons par quelques notations. Pour tout entier £ € N, posons
My, = sup (S, — na),
0<n<k
M, = sup (Sp41 —S1 — na).

0<n<k

Alors Mj, et M}, ont méme loi : en effet d’une part les vecteurs (Xi, ..., Xy) et (Xo, ..., Xpy1)
ont méme loi et d’autre part on peut écrire My, = Fi(Xy, ..., Xy) et M, = Fi(Xo, ..., Xpt1)
avec la méme fonction (déterministe) Fj : R¥ — R. Il en découle que

M= lim T M,

k—o0

et
M’ = lim 1 M
ont aussi méme loi (écrire P(M’ < z) =lim | P(M] < z)=1lim | P(M, <z) = P(M < x)).

Par ailleurs, il découle des définitions que pour tout k > 1,

M1 = sup <0, sup (S, — na)) = sup(0, M}, + X; — a),

1<n<k+1

ce qu’on peut encore réécrire sous la forme
M1 = Mj, —inf(a — X1, M}).
Puisque M, a méme loi que M, (et que ces deux v.a. sont clairement dans L'), on trouve
Efinf(a — Xy, M})] = BM{] — E[Mys] = BIM] — E[Mys] <0

grace a l'inégalité triviale M) < M. On peut maintenant appliquer le théoreme de
convergence dominée a la suite des v.a. inf(a— Xy, M), qui sont dominées en valeur absolue
par |a — Xi| (rappelons que M} > 0). Il vient alors
Elinf(a — X1, M")] = klim Elinf(a — X1, M})] < 0.
—00

Sion avait P(M = oo) = 1, on aurait aussi P(M' = oco) = 1, puisque les v.a. M et M’ ont
méme loi, et donc inf(a — X7, M) = a — X; p.s. Mais alors 'inégalité précédente donnerait
Ela— X;] <0, ce qui est absurde puisqu’on a choisi a > E[X]. Cette contradiction termine
la preuve. O

10.3 La convergence en loi

Rappelons que Cy(R?) désigne I'espace des fonctions continues bornées de R? dans R, qu’on
munit de la norme sup

o]l = sup | ().
z€R4
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Définition 10.3.1 Une suite (u,) de mesures de probabilité sur R? converge étroitement

vers une mesure de probabilité u sur RY (on note pu, L), w) si

Vi € Cy(RY) /s@dun — /s@du-

Une suite (X,,) de v.a. & valeurs dans R? converge en loi vers une v.a. X d valeurs dans R?

loi
(on note X, (o) X ) si la suite (Px,) converge étroitement vers Px. Cela équivaut encore

Vo € GRY),  Elp(Xn)] — Elp(X)).

Remarques. (i) Il y a un abus de langage a dire que la suite de v.a. (X,,) converge en loi vers
X, car la v.a. limite X n’est pas définie de maniére unique : seule sa loi Py ’est (pour cette
raison on écrira parfois qu’'une suite de v.a. (X,,) converge en loi vers y mesure de probabilité
sur RY, et il faudra évidemment comprendre que la suite (Py,) converge étroitement vers ).
Notons aussi qu’on peut considérer la convergence en loi de v.a. définies sur des espaces de
probabilité différents (ici nous supposerons toujours implicitement qu’elles sont définies sur
le méme espace de probabilité), ce qui rend la convergence en loi tres différente des autres
convergences discutées ci-dessus.

(ii) L’espace des mesures de probabilité sur R? peut étre vu comme un sous-ensemble du
dual Cy(R%)*. La convergence étroite correspond alors a la topologie faible * sur le dual
(topologie de la convergence simple, les éléments du dual étant vus comme des fonctions sur
Cy(RY)).

Exemples. (a) Siles v.a. X, et X sont a valeurs dans Z?, alors X,, converge en loi vers X

si et seulement si
vreZ', P(X,=1z) — P(X=2)

n—oo
('implication < demande un petit raisonnement : 'argument est facile si on sait, ce qui sera
établi plus tard, qu'on peut remplacer Cy(R?) par C,(R?) dans la définition de la convergence
étroite).
(b) Siles X, sont des v.a. a densité, Py, (dx) = p,(z)dz, si on suppose

pn(z) — p(x) , dx p.p.

et 8'il existe une fonction ¢ > 0 telle que [, q(z)dz < oo et

Vn ., pa(z) <q(x), dzp.p.
alors p est une densité de probabilité sur R?, et X,, converge en loi vers la loi p(z)dz. Cela
découle du théoreme de convergence dominée.

(c) Si X, est de loi uniforme sur {5+, =, . .., 5 }, alors X, converge en loi vers la loi uniforme
sur [0,1]. Ce résultat découle de I'approximation de l'intégrale d’une fonction continue par
ses sommes de Riemann.

(d) Si X, est de loi gaussienne N'(0,02) et si 0, — 0, alors X,, converge en loi vers la v.a.
constante égale a 0.
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Proposition 10.3.1 Si la suite (X,) converge en probabilité vers X alors la suite (X,,)
converge en loi vers X.

Preuve. Supposons d’abord que X, converge p.s. vers X. Alors, pour toute fonction
o € Cp(RY), o(X,) converge p.s. vers ¢(X) et donc le théoreme de convergence dominée
entraine E[p(X,,)] — E[p(X)], d’ou la convergence en loi recherchée.

Dans le cas général, raisonnons par 1’absurde en supposant que X,, ne converge pas en loi
vers X, donc qu'il existe une fonction ¢ € Cy(R?) telle que E[p(X,,)] ne converge pas vers
E[p(X)]. On peut trouver une sous-suite (ny) et € > 0 tels que |E[p(X,, )] — E[p(X)]| > €
pour tout k. Mais, d’apres un résultat de la partie 1, il existe une sous-sous-suite (ny,)
telle que (Xnkz) converge p.s. vers X. La premiere partie de la preuve donne alors une
contradiction. 0

Remarque. Il existe un cas ou la réciproque de la proposition est vraie. C’est le cas ou la
v.a. limite X est constante (p.s.). En effet, si X,, converge en loi vers a € R, il découle de
la propriété (ii) de la proposition qui suit que pour tout € > 0,

liminf Py, (B(a,e)) > 1

ou B(a,¢) est la boule ouverte de centre a et de rayon €. C’est exactement dire que X,
converge en probabilité vers a.

Si (X,,) est une suite de v.a. convergeant en loi vers X, il n’est pas toujours vrai qu’on
ait
P(X, € B) — P(X € B)

pour tout borélien B de R? (prendre B = {0} dans I'exemple (d) ci-dessus). On a cependant
le résultat suivant.

Proposition 10.3.2 Soient (u,), i des mesures de probabilité sur R%. Les quatre assertions
suivantes sont équivalentes.

(1) La suite (u,) converge étroitement vers pi.

(ii) Pour tout ouvert G de RY,
lim inf 0, (G) > p(G).

(iii) Pour tout fermé F de R,
lim sup g, (F) < p(F).

(iv) Pour tout borélien B de R tel que u(0B) =0,

lim 1, (B) = p(B).

Preuve. Commencons par montrer (i)=-(ii). Si G est un ouvert de R¢, on peut trouver une
suite (y,) de fonctions continues bornées telles que 0 < ¢, < 1g et ¢, T 1¢ (par exemple
p(x) = pdist(z, G°) A 1). Alors,

liminf 4, (G) > sup (hm inf/cppdun) = sup </gppdu) = u(G).

n—oo p n—oo p
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L’équivalence (ii)<>(iil) est immédiate par passage au complémentaire.
Montrons que (ii) et (iii) entrainent (iv). Si B € B(RY),

o

lim sup p1,, (B) < limsup 11,,(B) < pu(B)
liminf p,,(B) > liminf pu, (B) :

> u(B).

Si u(0B) =0 on a u(B) = u(B) = p(B) et on obtient (iv).

Il reste & montrer I'implication (iv)=-(i). Soit ¢ € Cy(R%). Quitte & décomposer ¢ =
ot — ™ on peut supposer ¢ > 0. Soit K > 0 tel que 0 < ¢ < K. Alors le théoréme de
Fubini montre que

[ et = [ ([ tcnat)utan = [ pispar

ot Ef = {x € R?: o(x) > t}. De méme, pour tout n,

[ et = [ ey

Remarquons que OFf C {x € R?: p(z) = t}, et qu'il existe au plus une infinité dénombrable
de valeurs de t telles que

p{z e R p(z) =1}) > 0
(en effet il y a au plus & valeurs distinctes de t telles que u({z € R? : p(z) = t}) > 1). Donc
(iv) entraine
pn(Ef) — p(EY) ,  dt p.p.
n—oo
et par convergence dominée on obtient

K

[ ctwmian = [ e — [ o= [ o

n—~o0 0

O
Conséquence. Une suite (X,,) de v.a. réelles converge en loi vers une v.a. X si et seulement
si les fonctions de répartition F, (z) convergent vers Fx(z) en tout point x ou Fx est
continue. L’implication = découle immédiatement de la propriété (iv) ci-dessus. Dans
'autre sens, on observe que sous la condition de convergence des fonctions de répartition (en
tout point ou Flx est continue), on a pour tout x € R,

liminf Fx (z—) > Fx(z—),

limsup Fy, (z) < Fx(z).
Il découle de cette observation que la condition (ii) de la proposition est satisfaite pour
in = Px, et @ = Px lorsque G est un intervalle ouvert. Il suffit ensuite d’écrire un ou-

vert quelconque comme réunion dénombrable disjointe d’intervalles ouverts pour aboutir au
résultat désiré.

Rappelons la notation C.(R?) pour I'espace des fonctions continues & support compact
sur RY.
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Proposition 10.3.3 Soient (u,,) et p des mesures de probabilité sur R%. Soit H un sous-
ensemble de Cy(R?) dont ’adhérence (pour la norme sup) contient C.(R?). Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) La suite (u,) converge étroitement vers .
(ii) On a
Vo € C.(RY) /s@dun — /s@du-
n—oo
(iii) On a
Yo e H /god,un—>/god,u.
Preuve. Il est évident que (i)=-(ii) et (i)=-(iii). Supposons ensuite que (ii) est satisfaite.

Soit ¢ € Cy(RY) et soit (fy) une suite de fonctions dans C.(R?) telles que 0 < f, < 1 et
fe T1 quand k — oo. Alors pour tout k, o fp € C.(R?) et donc

Par ailleurs,

/ o fr dunygo / @ frdp.
< (sup|90 1 —/fkdun

‘ / edpiy, — / © fr dpin
zeR
’/s@du—/s@fkdu) < sug\s@ 1_/fkd,U
xre

Donc, pour tout k,

limsup)/sodun—/wdu) < (sup\w(ﬁ)l) lim sup 1—/fkdun 1—/fkdu

n— oo z€eR n— 00

= 2(swple(@)) (1~ [ fidw).
z€R

Il suffit maintenant de faire tendre k vers oo pour trouver que [ @du, converge vers [ pdpu,
et on a établi (i).

Il reste & montrer (iii)=-(ii). On suppose donc que la propriété (iii) est satisfaite. Ensuite,
si o € C.(RY), on peut pour chaque entier k¥ > 1 trouver une fonction ¢, € H telle que
|l — k|l < 1/k. Mais alors, pour tout k > 1,

limsup| [ pdu, — / edp)

. 2
< lim sup (I/s@dun—/s@kdun\ +\/sokdun—/sokdu\ +|/¢kdu—/s@du\> T
Comme k est arbitraire cela donne [ pdu, — [ @dp, d’ott la propriété (ii). 0
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Théoréme 10.3.4 (Lévy) Une suite (j1,,) de mesures de probabilité sur R? converge étroite-
ment vers une mesure de probabilité u sur R? si et seulement si
VEER, (&) — Al€).
n—~o0
De maniére équivalente, une suite (X,,) de variables aléatoires a valeurs dans RY converge
en loi vers X si et seulement st
VEER!, ®x,(¢) — Ox(6).

Preuve. Il suffit de montrer la premieére assertion. D’abord, si on suppose que la suite (i)
converge étroitement vers pu, la définition méme de cette convergence assure que

n—oo

VEERY, fin(€) = / T (dr) — [ eSp(da) = A(©).

Supposons inversement que i, (£) — 7i(€) pour tout & € R? et montrons qu’alors la suite
(in,) converge étroitement vers p. Pour alléger Iécriture on traite seulement le cas d = 1.
Soit f € C.(R) et pour tout ¢ > 0 soit

1 x?
gg(x) = ov/om eXp(—QT‘Q)

Alors on a déja observé a la fin du Chapitre 8 que g, * f converge simplement vers f quand
o — 0. En fait on vérifie aisément que cette convergence est uniforme sur R.

Par ailleurs, si v est une mesure de probabilité sur R, on a vu dans la preuve du théoreme
d’injectivité de la transformée de Fourier (fin du Chapitre 8) que

Jostav= [ 1@ s vi@rts = [ 1@)(@0vER? [ on(ep(-e)de)do.

Puisque i,(§) — 1(§) pour tout £ € R, le théoreme de convergence dominée entraine que

/ € 9170 () in(—€)dE — / G170 ()A(=E)dE,

et puisque ces quantités sont bornées en module par 1, on peut utiliser la formule précédente
et a nouveau le théoreme de convergence dominée pour obtenir que

/ga*fdunTH—og/gU*fdﬂ

Finalement, soit H le sous-espace de Cy(R?) défini par
H={p=g,xf:0>0cet fcC,(RY}.

Alors I'adhérence de H dans Cy(R?) contient C,.(R?) (on a remarqué que si f € C.(RY),
lgo * f — f|| tend vers 0 quand o — 0) et on vient de montrer que [ pdu, — [ pdu
pour toute fonction ¢ € H. D’apres la proposition précédente, cela suffit pour donner la
convergence étroite de la suite () vers p. O
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10.4 Deux applications

10.4.1 La convergence des mesures empiriques

Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires & valeurs dans R?, indépendantes et de méme
loi. Ces variables peuvent représenter les résultats successifs d’'une méme expérience aléatoire
répétée de maniere indépendante. Un probleme statistique fondamental est d’estimer la loi
de X a partir de la donnée de X;(w), Xa(w), ..., X, (w) pour une seule valeur de w.

Exemple : théorie des sondages. Imaginons qu'on a une population de N individus
numérotés 1,2,..., N . L’entier N est supposé “tres grand” (on peut penser a la population
francaise). A l'individu i est attaché un parametre a(i) € R? (par exemple, I'age de I'individu,
son intention de vote, son revenu mensuel, etc.). Si A € B(R?), on s’intéresse alors a la
quantité

p(A) = 33 Laali)

qui est la proportion d’individus dans la population dont le parametre est dans A (par
exemple la proportion d’individus de plus de cinquante ans qui ont l'intention de voter
Chirac et ont un revenu mensuel supérieur a 2000 Euros).

Comme N est tres grand, il est hors de question de calculer exactement p(A). Le principe
d’un sondage est alors de choisir un échantillon de la population, c¢’est-a-dire de prendre au
hasard n individus (n grand mais petit devant N) en espérant que la proportion d’individus
choisis dans cet échantillon pour lesquels le parametre est dans A sera proche de la méme pro-
portion calculée pour la population totale. Pour rendre ceci précis en termes mathématiques,

on se donne une famille Y7,...,Y,, de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur {1,..., N} (ce sont les individus de notre échantillon). La valeur du parametre pour
Iindividu Y; est X; = a(Y;). Les via. Xj,..., X, sont évidemment indépendantes et de

méme loi. De plus, cette loi est
Px,(A) = P(a(Y1) € A) = = > Ta(a(i)) = p(A).
Par ailleurs, la proportion calculée sur les individus de 1’échantillon est
1 1
- D 1a(Xj(w)) = " D 0x,0)(A)
i=1 j=1

Finalement, la question de savoir si la proportion calculée sur I’échantillon est proche de
la proportion réelle (A) se ramene a vérifier que la mesure, dite “mesure empirique”,

1 n
n Z 5Xj (w)
j=1
est proche de Py, quand n — oco. Le théoreme suivant apporte une réponse a cette question.
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Théoréme 10.4.1 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi, a valeurs dans R%. Pour tout w € Q et tout n > 1, soit pi,., la mesure de probabilité sur

R? définie par
1 n
Mnw = ﬁ ‘El 6Xi(w)‘

Alors, p.s.,

,un,w ﬁ} PXl-
n—o00

Remarque. D’un point de vue pratique, le théoreme précédent n’a aucun intérét si on n’a
pas d’estimation de la vitesse de convergence. En revenant a I’exemple donné avant 1’énoncé
du théoreme, il faut que la mesure empirique p,,, soit “suffissmment proche” de Py, pour
des valeurs de n grandes mais petites devant la taille N de la population (en pratique, N est
de l'ordre de 107 et n seulement de ordre de 10%).

Preuve. Soit H un sous-ensemble dénombrable dense de C,(R?). Si ¢ € H, la loi forte des
grands nombres appliquée aux v.a. ¢(X;) assure que

37X 25 Blp(xa)l

On peut réécrire cela sous la forme

/gpd,unw RSN /gdeXl.

Puisque H est dénombrable, quitte a écarter une réunion dénombrable d’ensembles de prob-
abilité nulle, on obtient

p-s. Vo € H, /cpduw —> /dexl‘

D’apres une proposition du paragraphe précédent, cela suffit pour dire que p.s. p, , converge
étroitement vers Py, . 0J

10.4.2 Le théoréme central limite

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, dans L.
La loi forte des grands nombres montre que

1
~(Xi -+ Xa) 22 BIX].

n—oo

On cherche alors a savoir a quelle vitesse cette convergence a lieu, c’est-a-dire quel est 'ordre
de grandeur de la différence

%(X1+"-+Xn)—E[X1]
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quand n est grand.
Sous I’hypothése supplémentaire que les variables X; sont dans L?, on devine la réponse
en calculant, comme dans la preuve de la loi faible des grands nombres,

E[(Xi+-+ X, —nE[X1])?] =var(X; + -+ X,,) = nvar(X)).

Ce calcul indique que la valeur moyenne de (X; + -+ + X,, — n F[X;])? croit linéairement
avec n, donc suggere fortement que l'ordre de grandeur de X; + - - -+ X, — n E[X7] est \/n,
ou encore que lordre de grandeur de = (X7 + -+ + X,,) — E[X1] est 1/y/n. Le théoréme

central limite rend ceci plus précis.

Théoréme 10.4.2 (Théoréme central limite) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes et de méme loi, dans L*. Soit 0® = var(X,). Alors,

%(X1 oo+ X —n BXG) 22 N0, 0%)

ot N(0, 0 ) désigne la loi gaussienne centrée de variance o*. De maniére équivalente, pour
tous a,b € R avec a < b,

lim P(X X, EX EX b
nl_)filo ( 1+t E[n [ 1]+CL\/E7”L [ 1]+ \/_ o'\/_ 202

Preuve. La deuxieme partie de I’énoncé est une conséquence de la premiere, compte-tenu
de la formulation de la convergence en loi en termes des fonctions de répartition (noter ici
que la fonction de répartition de la variable limite est continue). Pour montrer la premiere
partie de I’énoncé, on remarque d’abord qu’on peut supposer F[X;] = 0, quitte a remplacer
X, par X,, — E[X,]. Posons alors

)da:

Z, = T(Xl + -+ X))

La fonction caractéristique de Z,, est

@7, () = B exp (16 +ﬁ+ )] = e (z%xl)} = <1>X1(%>”,

ou, dans la seconde égalité, on a utilisé le fait que les v.a. X, sont indépendantes et de méme
loi. D’apres un résultat du Chapitre 8, on a

262
2

By, (6) = 1+ i€BX)] — ZEBIX]] +o(€) = 1 - T2 4 0(€?)

quand & — 0. Pour £ € R fixé, on a donc aussi

&
NG

262

)
x 2n

)=1-
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quand n — oco. En combinant avec ce qui précede, on a pour tout £ € R,

0.22

lim @z, (&) = lim (1 — o’ + o ! )" = exp(—

n—00 n—00 n n

) = Py (E).

si U suit la loi N(0,0?). Le théoreme de Lévy permet maintenant de conclure que Z,
converge en loi vers U, ce qui est le résultat du théoreme. O

Cas particulier : Théoreme de de Moivre. On suppose que les X, sont des variables

de Bernoulli de parameétre 3 (ie. P(X, = 1) = P(X,, = 0) = 3) indépendantes. Alors

Sp = X1 + -+ 4 X, suit une loi binémiale B(n, 3) :
P(S,=k)=CF2.
Comme o2 = 1/4 dans ce cas particulier, le théoréme entraine que, pour tous a < b,
9—n Z Ck 2 ’ 72x2d
n 7:0 ; € ZI.
2 tay/n<k<Z+by/n @

Cette derniére convergence peut étre vérifiée directement (avec certains efforts) a 'aide de
la formule de Stirling. On montre en fait un résultat plus précis de la forme

V2™ G = \/g eXp(—%(k - 2)2) +o(1)

avec un reste o(1) uniforme quand k varie dans {0, 1,...,n}.

10.4.3 Extension au cas vectoriel

Supposons maintenant que (X,),>; est une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi & valeurs dans R? et intégrables. Alors, on peut appliquer la loi forte des grands
nombres coordonnée par coordonnée pour obtenir

1 5.
— (Xt X) = BX],
ot la limite E[X;] s’interpréte évidemment comme le vecteur (E[X{],..., E[X{]) si on a

éerit X = (X],...,X%). Supposons de plus que les v.a. X, sont de carré intégrable. Il
n’est pas aussi facile d’obtenir une version multidimensionnelle du théoreme central limite :
contrairement a ce qui se passe pour la convergence presque sture, il ne suffit pas pour
obtenir la convergence en loi d’'une suite de v.a. a valeurs dans R¢ de savoir que chaque
suite coordonnée converge en loi (on peut aussi remarquer que la loi de la limite n’est pas
déterminée par la connaissance de chacune de ses marginales).

Pour étendre le théoreme central limite au cas de v.a. a valeurs dans R¢, nous devons
commencer par généraliser la notion de loi gaussienne.
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Définition 10.4.1 Soit C' une matrice d x d a coefficients réels, symétrique positive. Une
v.a. X a valeurs dans R?, de carré intégrable, est appelée vecteur gaussien centré de covari-
ance C' si

, 1
VEERT,  Ox() = B[] = exp(—5'¢CY).
On dit aussi que X suit la loi N'(0,C).

Remarque. Soit a € R%. On dit plus généralement que X suit la loi N'(a,C) si X — a suit
la loi NV (0, C).

On a vu dans le Chapitre 8 que si X = (X!,..., X?) est une v.a. & valeurs dans R? et
de carré intégrable, on a le développement limité

d d
Bx() = 1413 6B - L33 e BLOX +ofl€l)

j=1 =1 k=1

quand £ — 0. On en déduit immédiatement que si X suit la loi N'(0,C) on a E[X] =0 et
Kx =C.

Proposition 10.4.3 Soit C' une matrice symétrique positive. Il existe un vecteur gaussien
centré de covariance C'.

Preuve. Rappelons d’abord (voir la fin du Chapitre 9) qu’une combinaison linéaire de v.a.
gaussiennes indépendantes est encore gaussienne.

On pose A = +/C de sorte que A est une matrice symétrique positive et A2 = C. Soient
ensuite Y1, ... Y% d v.a. réelles indépendantes de loi N'(0,1). Soit Y la v.a. & valeurs dans
R? dont les coordonnées sont Y1, ... Y4 Alors, X = AY suit la loi N'(0,C). Pour le voir,
considérons ¢ € R? et observons que £ - X est une combinaison linéaire des v.a. Y, ..., Y
et est donc une v.a. gaussienne centrée. Précisément, & - X suit la loi (0, 0?) avec

0% = E[(§- X)*]| = B[€AY - 'Y A{] = "CAE[Y'Y] Ag = '€A%¢ = "¢CK,

en calculant de maniere matricielle, et en utilisant le fait que E[Y 'Y] = Id puisque les
coordonnées de Y sont des v.a. de loi N(0, 1) indépendantes. Finalement, grace a la formule
pour la fonction caractéristique d'une v.a. de loi N'(0,0?), on a pour tout u > 0,

o?u?

) u2
EleX) = exp(- 1) = exp(— 2 '€C¥)

et en prenant v = 1 on a le résultat voulu. 0
Remarques. (i) Avec les notations de la preuve ci-dessus, Y suit la loi N(0, Id).

(i) Une v.a. X a valeurs dans R? est un vecteur gaussien centré si et seulement si toute
combinaison linéaire de ses composantes est gaussienne centrée : en effet on a alors E[e®X] =
exp(—3 E[(€ - X)?]) = exp(—3 "€ Kx¢).

Exercice. Soit X un vecteur gaussien centré. Montrer que X a une densité si et seulement
si Kx est non dégénérée, et calculer alors la densité de X.
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Théoréme 10.4.4 (Théoréme central limite vectoriel) Soit (X,,),>1 est une suite de
variables aléatoires indépendantes de méme loi a valeurs dans R?, de carré intégrable. Alors,

1 oi

\/ﬁ n—00

Preuve. C’est la méme que dans le cas réel. On peut supposer F[X;| = 0. Ensuite, pour
tout & € R,

E[eXp <z’§-(X1+"'+X”))]

D’autre part, on sait que

On conclut que

X+
NLD

d’ou le résultat grace au théoreme de Lévy. O

lim E[exp (zf - ( i Xn))} = exp(—% " Kx,¢€),

n—oo
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Chapitre 11

Conditionnement

Ce chapitre est consacré a la construction et aux propriétés de I'espérance conditionnelle.
Intuitivement, 1’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire réelle donnée par rapport
a une sous-tribu est la variable aléatoire mesurable pour cette sous-tribu qui est la “plus
proche” de la variable aléatoire donnée. Pour de nombreux problemes concrets (prédiction,
observation incomplete, etc.) il est important de pouvoir estimer une variable aléatoire sur
laquelle on n’a qu’une information partielle, et 'on comprend des lors 'importance de la
notion d’espérance conditionnelle. La définition axiomatique de cette notion (dans laquelle
la “propriété caractéristique” joue un role essentiel) est motivée par le cas discret traité dans
le premier paragraphe. Le calcul explicite des espérances conditionnelles, qui est en général
un probleme difficile, est illustré sur plusieurs cas, dont le cas gaussien particulierement
important pour les applications. La notion de loi conditionnelle, utile dans ce cours d'un
point de vue conceptuel surtout, est introduite a la fin du chapitre.

11.1 Conditionnement discret

Comme dans les chapitres précédents on se place sur un espace de probabilité (2, A, P). Soit
B € A un événement tel que P(B) > 0. On peut définir une nouvelle probabilité sur (€2, .4),
appelée probabilité conditionnelle sachant B, en posant pour tout A € A,

P(ANB)
P(A|B) = ————=
De méme, pour toute v.a. X > 0, ou pour X € L'(Q, A, P), I'espérance conditionnelle de

X sachant B est définie par
EFX1
E[X|B] = M'
P(B)
Cette quantité est aussi 'espérance de X sous la probabilité P(- | B), et elle s’interpréte
comme la valeur moyenne de X quand B est réalisé.

Nous cherchons ensuite a définir I’espérance conditionnelle sachant une variable aléatoire
(et non plus sachant un événement). Considérons une v.a. Y a valeurs dans un espace £
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dénombrable. Soit £ = {y € E : P(Y = y) > 0}. Pour tout y € E’, et pour toute v.a.
X € L'(Q, A, P), on peut définir, comme cas particulier de ce qui précede,

EIX 1iy—y]

EIXY =y) = 5288

Définition 11.1.1 Soit X € L'(, A, P). L’espérance conditionnelle de X sachant Y est
la variable aléatoire réelle définie par

EX[Y] = oY),
ot la fonction p : E — R est donnée par

[ EX|Y =y] siye L,
oly) = { 0 siye E\E.

Remarque. Le choix de la valeur de ¢ sur E\E’ est arbitraire : de toute fagon ce choix
n’influence la définition de E[X | Y] que sur un ensemble de probabilité nulle, puisque

P(Y € E\E')= Y P =y)=0.

yeE\E'

On pourrait changer la définition de ¢ sur E\E’ et cela donnerait la méme v.a. E[X |Y] a
un ensemble de mesure nulle pres. Dans les situations plus générales que nous rencontrerons
plus tard, les espérances conditionnelles (sachant une v.a. ou une tribu) seront toujours
définies a un ensemble de probabilité nulle pres.

En comparant avec le conditionnement par rapport a un événement, on observe que
I'espérance conditionnelle E[X | Y] est maintenant une variable aléatoire : c’est la v.a. qui
donne la valeur moyenne de X quand on connait Y : p.s.,

EX|Y](w)=E[X|Y =1y, siY(w)=y.

Remarquons aussi que F[X |Y] est une fonction de Y donc une v.a. o(Y)-mesurable. Dans
un sens qui sera précisé plus loin, c’est la meilleure approximation de X par une fonction de

Y.

Exemple. Lancer d’un dé. On prend Q = {1,2,...,6} et P({w}) = & pour tout w € Q.

Soient
1 si w est impair
Y = . .
() { 0 si w est pair,

et X(w)=w. Alors,
3 siwe{1,3,5),

px={] IoEhie

Proposition 11.1.1 On a E[|E[X |Y]|] < E[|X]|]. En particulier, E[X |Y] € L'(Q, A, P).
De plus, pour toute v.a. Z o(Y')-mesurable bornée,

E[ZX] = E[Z E[X|Y]).
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Preuve. D’apres la définition de I'espérance conditionnelle E[X |Y], on a

‘E[Xl{Y y} _
E(EX|Y]]=> P WSZEHXH{Y:M]—EHXH'

yeE’ yeE

Pour la derniére assertion, on utilise le fait qu’on peut écrire Z = ¢ (Y'), avec une fonction
1 bornée. Alors,

Ep(Y)EX|Y] =Y ¢(y) EX ly—y] = D E(Y)X Lyy=y] = E[p(Y)X].

yer yeR
Conséquence. Si Y’ est une autre v.a. discrete telle que o(Y) = o(Y’), on a

E[X|Y]=E[X|Y] ps

En effet, en appliquant la proposition avec Z = 1g[x|y)>E[x|y’]}, qui est bien mesurable pour
o(Y)=o(Y’) puisque E[X |Y] et E[X |Y’] le sont, on trouve

Ellipxysexyn(BEX Y] = E[X[Y'])] =0

d'ou EF[X |Y] < E[X |Y] p.s., et on obtient de méme I'autre inégalité. Cela montre aussi que
la derniere propriété de la proposition caractérise F[X |Y] parmi les v.a. (Y )-mesurables
et intégrables.

L’observation précédente conduit a dire que la “bonne” notion de conditionnement est
la notion de conditionnement par rapport a une tribu. C’est cette notion que nous allons
développer dans les paragraphes suivants en nous basant sur la propriété de la proposition
ci-dessus.

11.2 La définition de I’espérance conditionnelle

11.2.1 Cas des variables intégrables

Théoréme et définition 11.2.1 Soit B une sous-tribu de A, et soit X € L'(Q, A, P). 1l
existe alors une unique variable aléatoire dans L*(Q, B, P), notée E[X | B|, telle que

VB el , E[X 1g] = E[E[X |B] 1p]. (11.1)
On a plus généralement, pour toute variable aléatoire Z B-mesurable bornée
E[X Z]| = E[E[X|B] Z]. (11.2)
Si X >0 on aaussi E[X|B] >0

Le point crucial est le fait que E[X | B] est mesurable pour la tribu B. L’une ou l'autre
des propriétés (11.1) et (11.2) caractérise I'espérance conditionnelle F[X | B] dans la classe
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des v.a. de L'(Q, B, P). Dans la suite nous ferons référence a 'une ou lautre comme a la
propriété caractéristique de I'espérance conditionnelle.

Dans le cas particulier ou la tribu B est engendrée par une variable aléatoire Y, on écrira
indifféremment

E[X|B] = E[X|o(Y)] = E[X|Y].

Cette notation est cohérente avec le cas discret traité dans la partie précédente : comparer
(11.2) et la proposition ci-dessus.

Preuve. Commencons par I'unicité. Soient X’ et X” deux v.a. dans L*(€, B, P) telles que
VB e B, E[X'1p] = E[X 18] = E[X" 15].
En prenant B = {X’ > X"} (qui est bien B-mesurable puisque X’ et X” le sont), on trouve
EI(X' = X)) = 0

dou X' < X" p.s., et de méme X' > X" p.s.
Pour l'existence, supposons d’abord X > 0, et soit @) la mesure finie sur (€2, B) définie

par
VBeB, Q(B)=E[X 1]

Alors, si on voit aussi P comme une mesure de probabilité sur (€2, B), il est immédiat qu’on
a Q < P. Le théoreme de Radon-Nikodym, appliqué sur ’espace mesurable (2, B), assure
donc l'existence d’'une v.a. X B-mesurable positive telle que

VBeB, E[X1p =Q(B)=E[X15]
En prenant B = €, on voit que E[)?] = F[X] < oo, donc X € LY(Q, B, P). Finalement,
E[X|B] = X vérifie la propriété de 1'énoncé. Lorsque X est de signe quelconque, il suffit de
prendre
E[X|B]=E[X"|B] - E[X|B].

Enfin, le passage de (11.1) & (11.2) se fait en utilisant ’approximation usuelle des fonctions
mesurables par des fonctions étagées. O

Exemple. Prenons Q =]0,1], A = B(]0,1]) et P(dw) = dw. Soit B la tribu engendrée par
les intervalles ]%, %], i€{l,...,n},oun > 1est fixé. Un élément f de L'(Q, A, P) est une
fonction mesurable f :]0,1] — R telle que fol |f(w)|dw < co. Alors on vérifie tres facilement
que

BN

n

E[f|Bl = filji-i s,
i=1

ou fi=n é/_nl)/n (w)dw est la moyenne de f sur ==+, £].
Propriétés de ’espérance conditionnelle.

(a) Si X est B-mesurable, E[X |B] = X.

(b) L’application X — E[X | B] est linéaire.
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(c) E[E[X|B]] = E[X].
(d) |E[X |B]| < E[|X]||B] p-s., et en conséquence E[|E[X|B]|] < E[|X]].
() X > X' = E[X|B] > E[X'|B] ps.

Preuve. (a) découle immédiatement de l'unicité dans le théoreme ci-dessus. Il en va de
méme pour (b) en observant que, si X, X’ € L'(, A, P) et a, o’ € R, la v.a.

aE[X|B]+ 'E[X'|B]

satisfait la propriété caractéristique (11.1) pour aX + o/X’. La propriété (c) est le cas
particulier B = 2 dans (11.1). Pour (d), rappelons que si X > 0 on a E[X |B] > 0. Cela
entraine

|E[X|B]| = |E[X"|B] — E[X™|B]| < E[X"|B|| + E[X™|B] = E[|X||B].

Enfin, (e) est immédiat par linéarité. O

11.2.2 Cas des variables positives

Théoréme 11.2.2 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, 00]. La formule
E[X|B] = lim T EF[X An|B| D.S.

définit une variable aléatoire a valeurs dans [0,00], qui est caractérisée (a un ensemble de
probabilité nulle prés) par la propriété suivante : pour toute variable aléatoire Z B-mesurable
positive,

E[XZ] = E[E[X|B]Z]. (11.3)

Dans le cas ou X est aussi intégrable, en comparant la derniere propriété du théoreme
avec (11.1), on voit immédiatement que 'on retrouve la méme définition de F[X | B] que
dans le paragraphe ci-dessus. De méme que dans le cas des variables intégrables, la propriété
(11.3) sera appelée propriété caractéristique de I'espérance conditionnelle.

Preuve. La croissance de la limite dans la définition de E[X | B] découle de la propriété
(e) ci-dessus. Ensuite, si Z est B-mesurable positive, le théoreme de convergence monotone
entraine que

E[E[X|B)Z] = lim E[E[X An|B|(Z An)| = lim E[(X An)(Z An)] = E[XZ].

n—oo n—oo

Il reste a établir l'unicité. Soient donc X’ et X” deux variables aléatoires B-mesurables a

valeurs dans [0, oo telles que
E[X'Z] = E[X"Z]

pour toute v.a. Z B-mesurable positive. Prenons
Z — 1{X’§a<b§X”}
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ouon a fixé a,b € Qy, avec a < b. Il vient
aP(X' <a<b< X" >bP(X' <a<b< X"

ce qui n’est possible que si P(X’' < a < b < X”)=0. On a donc

P( g {X'§a<b§X”}>:0

a,beQy
a<b

ce qui entraine X’ > X" p.s. Par un raisonnement symétrique on a aussi X” > X’ p.s. 0O

Remarque. On peut avoir X < oo p.s. et simultanément P(E[X | B] = o0) > 0. Par
exemple, si B = {@&,Q}, on vérifie aisément que E[X | B] = E[X], qui peut bien stur étre
infini pour des v.a. X finies p.s. Pour donner un exemple moins trivial, reprenons le cas ou
0=10,1], B=0o(]=4, ;i € {1,...,n}) et P(dw) = dw. Alors, si X(w) =<, on a

n ’'n

1

EX|Bl =00l + Y n log(+——) L=t 5.
=2

Propriétés.
(a) Si X et X’ sont des v.a. positives et a,b > 0,
ElaX +bX'|B] = a B[X | B] + bE[X'| B].
(b) Si X est B-mesurable, E[X |B] = X.
(c) Si (X,,) est une suite croissante de v.a. positives, et X = lim T X,

E[X|B] = lim T E[X,|B5], p.s.

(d) Si (X,) est une suite de v.a. positives,

Elliminf X, | B] < liminf F[X,,|B] , p.s.

(e) Soit (X,,) une suite de v.a. intégrables convergeant p.s. vers X. Supposons qu'il existe
une v.a. positive Z telle que | X,,| < Z p.s. pour tout n, et E[Z] < co. Alors,

E[X|B] = lim E[X,|B],  ps. etdans L.

n—oo

(f) Si f est convexe positive, et si X € L!,

E[f(X)|B] = f(E[X|B]).

148



Remarque. La mention “p.s.” devrait figurer dans chaque énoncé impliquant une espérance
conditionnelle, puisque celle-ci n’est définie qu’a un ensemble de probabilité nulle pres. Le
plus souvent cependant, cette mention est sous-entendue, comme dans (a),(b) et (f) ci-dessus.
Preuve. (a) et (b) sont faciles en utilisant la caractérisation de F[X | B] donnée dans le
théoreme.

(c) Il découle de (a) que si X1 > Xy > 0on a E[X;|B] > E[Xs|B]. Sous les hypotheses
de (c), on peut donc poser X’ = lim T EF[X,,|B], qui est une v.a. B-mesurable & valeurs dans
[0, 00]. On a alors, pour toute v.a. Z B-mesurable positive,

E[ZX'] =lim | E|Z E[X,|B]] =lim T E[Z X,,] = E[ZX]

ce qui d’apres la caractérisation du théoreme entraine X’ = E[X | B].
(d) On écrit, en utilisant (c),

Elliminf X, |B] = [hmT (mf Xn> )B]

kToo n>k

= llclTIorcl)TE[lann

d
< 1im<1nfEX |B)
kToo \ n>k
= liminf E[X,, |B].
(e) 11 suffit d’appliquer (d) deux fois :
Elliminf(Z — X,,)| B]
Elliminf(Z + X,,) | B]

< E[Z|B] — limsup E[X,, | B]
< E[Z|B] + liminf E[X,, | B]

ce qui conduit a
E[X|B] <liminf F[X,,|B] < limsup F[X,, | B] < E[X|B],

d’otr la convergence p.s. recherchée. La convergence L' est maintenant une conséquence
du théoreme de convergence dominée, puisque |E[X, | B]| < E[|X,|| B] < E[Z | B] et
E[E[Z|B]]| = E|Z] < .
(f) Notons
E; ={(a,b) e R* :Vx € R, f(z) > ax + b}.

Alors, il est facile de vérifier que

Vo € R? | f(z)= sup (ax+b)= sup (ax+Db).
(a,b)eEf (a,b)e ENQ2

En utilisant le fait que Q? est dénombrable, on en déduit que p.s.

E[f(X)|B] = [ sup  (aX +0b) ’B} >  sup  FElaX +0b|B] = f(E[X]|B]).
(a,b)e ENQ? (a,b)e ENQ2

0
Remarque. Par analogie avec la formule P(A) = E[1,4], on écrira souvent pour A € A,

P(A|B) = E[14|8.

Prendre garde cependant que P(A|B) ainsi définie est une variable aléatoire.
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11.2.3 Le cas particulier des variables de carré intégrable

Dans le cas ou X est de carré intégrable, il existe une autre interprétation remarquable de
E[X | B]. Avant d’énoncer le résultat, observons que L?*({, B, P) s’identifie & un sous-espace
fermé de L*(9), A, P), & savoir 'espace des éléments de L?(Q2, A, P) dont un représentant au
moins est B-mesurable.

Théoréme 11.2.3 Si X € L*(Q, A, P), alors E[X | B] est la projection orthogonale de X
sur L*(Q, B, P).

Preuve. La propriété (f) ci-dessus montre que E[X | B]* < E[X?|B] p.s. Cela entraine que
E[E[X|B)*] < E[X?] < o0, et donc la v.a. E[X|B] est dans L*(Q, B, P).
Par ailleurs, pour toute v.a. Z B-mesurable bornée,

E[Z(X - E[X|B) = E[ZX] - E[ZE[X|B]] =0,

toujours d’apres la propriété caractéristique de F[X | B]. Donc X — E[X | B] est orthogonal
a toutes les v.a. bornées B-mesurables, et par un argument de densité, X — E[X | B] est
orthogonal & L?(2, B, P). Le résultat annoncé en découle. O

On peut utiliser le théoreme précédent pour donner une autre construction de I'espérance
conditionnelle, évitant le recours au théoreme de Radon-Nikodym, en commencant par le
cas des v.a. de carré intégrable. Observons aussi que ce théoreme donne une interprétation
intéressante de l'espérance conditionnelle : si X est de carré intégrable, E[X | B] est la
meilleure (au sens de la norme L?) approximation de X par une v.a. B-mesurable.

11.3 Propriétés spécifiques de D’espérance condition-
nelle
Les propriétés établies ci-dessus sont analogues aux propriétés de I’espérance (ou de 'intégrale

de fonctions mesurables). Nous établissons dans ce paragraphe des propriétés plus parti-
culieres a I'espérance conditionnelle.

Proposition 11.3.1 Soit X une variable aléatoire réelle, et soit Y une variable aléatoire
B-mesurable. Alors,
E[YX|Bl =Y E[X|B]

des que les espérances conditionnelles sont bien définies, c’est-a-dire si X et'Y sont positives,
ousi X etYX €L

Preuve. Supposons X >0 et Y > 0. Alors, pour toute v.a. Z B-mesurable positive,
E[Z(YFE[X|B])] = E[(ZY)E[X |B]| = E[ZY X].

Puisque Y E[X | B] est une v.a. B-mesurable positive, cette égalité suffit pour conclure que
YE[X|B] = E[YX|B].

Dans le cas ou X et Y.X sont intégrables, on obtient le résultat en décomposant X =
Xt—XetY=Y"-Y". O
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Proposition 11.3.2 Soient B; et By deux sous-tribus de A telles que By C By. Alors, pour
toute variable aléatoire X positive ou intégrable,

EE[X|B,]|Bi] = E[X | Bi].

Remarque. On a aussi F[E[X |By]|By] = E[X | By] sous les mémes hypotheses, mais cela
est évident puisque E[X |B;] est By-mesurable.

Preuve. Traitons le cas ou X > 0. Soit Z une v.a. Bj-mesurable positive. Alors, puisque
7 est aussi By-mesurable,

E[Z E[EIX|Bo]|Bi]] = E[Z E[X | B,]] = E[ZX].
Cela suffit pour établir 1’égalité annoncée. 0

Théoreme 11.3.3 Deux sous-tribus By et By sont indépendantes si et seulement si, pour
toute v.a. X By-mesurable positive (ou pour toute v.a. X € LY (Q, By, P), ou bien pour toute
v.a. X de la forme X =14, avec A € Bs), on a

E[X|B)] = E[X].

Preuve. Supposons d’abord que B; et By sont indépendantes. Alors, si X est une v.a.
Bo>-mesurable positive, on a pour toute v.a. Z Bi-mesurable positive,

E[ZX] = E[Z)E[X] = E[Z E[X]],

et donc la v.a. constante E[X] satisfait la propriété caractéristique de ’espérance condition-
nelle E[X | By]. Dans le cas ou X est intégrable, il suffit d’utiliser la linéarité de 'espérance
conditionnelle.

Supposons inversement que

VA e B, , E[14|B;] = E[14] = P(A).
Alors, pour tout B € By,
P(ANB) = E[lslp]| = E[E[14|By] 15| = E[P(A) 1] = P(A)P(B)

ce qui montre que les tribus B; et By sont indépendantes. O

Remarque. Soient X et Y deux v.a. réelles. Puisque les v.a. mesurables par rapport
a la tribu o(X) sont les fonctions de X, le théoreme précédent montre que X et Y sont
indépendantes si et seulement si

En(X) Y] = E[h(X)]

pour toute fonction borélienne h telle que E[|h(X)|] < oo (rappelons que E[h(X) |Y] =
E[R(X)|o(Y)]). Si X est intégrable on a donc en particulier

E[X|Y] = E[X].
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Cependant cette derniere propriété seule ne suffit pas pour donner I'indépendance de X et
Y. Pour s’en convaincre, il suffit de traiter le cas ott X suit une loi N'(0,1), et Y = |X].
Alors, toute v.a. Z o(Y)-mesurable bornée s’écrit Z = g(Y'), avec une fonction g bornée, et
donc

PIZX] = Bla(X)X] = <= [~ dye P gllyy =0,

ce qui montre que E[X |Y] = 0 = E[X], alors que X et Y ne sont bien sur pas indépendantes.
Nous énoncons maintenant un autre théoreme reliant espérance conditionnelle et indépen-
dance, qui est tres souvent utile pour les calculs explicites d’espérance conditionnelle.

Théoreme 11.3.4 Soient X et'Y deuxr variables aléatoires a valeurs respectivement dans
les espaces mesurables E et F. Supposons que X est indépendante de B et que Y est B-
mesurable. Alors, pour toute fonction mesurable g : E X F' — R,

Elg(X.Y) | B] = / o(e.Y) Px(dz),

ou Px désigne la loi de X . Le terme de droite est la composée de la variable aléatoire Y par
Uapplication @ : y — [ g(x,y) Px(dz) (@ est mesurable grace au théoréme de Fubini).

Remarque. De maniere informelle on peut expliquer le théoréeme de la maniere suivante.
Si on conditionne par rapport a la sous-tribu B, la v.a. Y, qui est B-mesurable, se comporte
comme une constante et comme par ailleurs la connaissance de B ne donne aucune infor-
mation sur X la meilleure approximation de g(X,Y) est obtenue en intégrant g(-,Y’) par
rapport a la loi de X.

Preuve. Il suffit de montrer que pour toute v.a. Z B-mesurable positive,
Elg(X,Y)Z] = E[®(Y)Z].

Notons P(xy,z la loi du triplet (X,Y, Z), qui est une mesure de probabilité sur £'x F' xR,
Comme X est indépendante de (Y, Z), on a

Pxy,z) = Px @ Py,z

et donc, en utilisant le théoreme de Fubini,
Elg(X,Y)Z] = / 9(x,9)z Pixy,z)(dvdydz)

— /g(;y,y)zPX(dx)P(y,Z)(dde)

— /FXR z</Eg(x,y)Px(dw))P(Y,Z)(d?/dz)

— /FR 2®(y) Pry,z)(dydz)
= E[®(Y)Z]

ce qui était le résultat recherché. O
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11.4 Calculs d’espérance conditionnelle

11.4.1 Conditionnement discret

Soit Y une v.a. & valeurs dans un espace dénombrable E, et soit X € L'(Q, A, P). Alors on
a déja vu que
EX[Y] = ¢(Y)

ou
EIX 1iy—y]

oly) = P =)

pour tout y € E tel que P(Y = y) > 0 (et ¢(y) peut étre choisie de maniere arbitraire
lorsque P(Y =y) =0).

11.4.2 Cas des variables a densité

Soient X et Y deux v.a. a valeurs respectivement dans R™ et dans R"™. Supposons que le
couple (X,Y) a pour densité p(x,y) : pour toute fonction borélienne f : R™ x R* — R,

E[f(X,Y)] = / f(z,y) p(z,y) dedy.

R™ xR™

Alors la densité de Y est la fonction
qly) = / p(z,y)dx

(en toute rigueur il faut prendre ¢(y) = 0 pour les valeurs de y telles que [ p(z,y)dr = o,
qui forment un ensemble de mesure nulle; nous négligerons cependant ce point de détail dans
les calculs qui suivent).

Soit maintenant h : R — R une fonction mesurable. Alors on calcule E[h(X)|Y] de
la facon suivante. Pour toute fonction g : R* — R, borélienne, on a

PIX)90)) = [ hia)glo) ple.y) dody

= / (/m h(z) p(z,y) d:v)g(y) dy

B / (meh(x)p(:v,y)dx

q(y)
= / ) o) 9(y) a(y) Lig)>0y dy
= Elp(Y)g(Y)],

)g(y) q(y) Liq)>0y Ay

ou on a posé

1 .
o(y) =< aly) /m h(x) p(z, y) dz si q(y) >0,
") si g(y) =0
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(la valeur de p(y) lorsque q(y) = 0 est arbitraire : le choix de la valeur h(0) sera commode
dans ’énoncé qui suit). Dans le calcul qui précede, on a utilisé implicitement le fait que si
q(y) =0on ap(z,y) =0 dz p.p., et donc [ h(z)p(z,y)dx = 0.

Il découle du calcul ci-dessus et de la caractérisation de ’espérance conditionnelle que

ER(X) Y] = ¢(Y).
Nous réénongons ce résultat sous une forme un peu différente.

Proposition 11.4.1 Pour touty € R", soit v(y, dx) la mesure de probabilité sur R™ définie

par
1 .
v(y,dx) = @p(x, y) dx si q(y) >0,

Alors, pour toute fonction h : R™ — R, borélienne,
Elh(X)|Y] = / (Y. dz) h(z).

On écrit souvent, de maniere un peu abusive, pour tout y € R,

1
q(y)

BB |Y =] = [ vl.do)hie) = — [ ba)plasy) da

et on dit que v(y, dx) est la loi conditionnelle de X sachant que Y = y. La fonction

est appelée densité conditionnelle de X sachant que Y = y.

Exercice. Sous les hypotheses précédentes, montrer plus généralement que, pour toute
fonction borélienne h : R™ x R* — R, , on a

E[h(X,Y)|Y] = / Wz, Y) (Y, dz).

11.4.3 Conditionnement gaussien

Soient X,Y7,...,Y, p+1 variables aléatoires réelles dans L?(2, A, P). Comme cela a été vu
dans le paragraphe 2.3 ci-dessus, I'espérance conditionnelle

EIX|Yy,....Y,)

est la projection orthogonale de X sur l'espace L*(Q,0(Y1,...,Y,), P) qui est de dimen-
sion infinie sauf dans des cas triviaux. Cette projection orthogonale est aussi la meilleure
approximation de X, au sens de la norme L? par une v.a. de la forme o(Y7,...,Y,).
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Par ailleurs, nous avons aussi étudié, dans le Chapitre 8, la meilleure approximation de
X par une fonction affine de Y3,...,Y), qui est la projection orthogonale de X sur I'espace
vectoriel (de dimension finie) engendré par 1,7, ...,Y,. En général cette derniere projection
est tres différente de 'espérance conditionnelle E[X | Y7, .. .,Y,] qui fournit une bien meilleure
approximation de X. Nous allons cependant étudier une situation ou les deux coincident, ce
qui a I’énorme avantage de ramener les calculs d’espérance conditionnelle a des projections
en dimension finie.

Nous avons vu dans le Chapitre 10 qu'une v.a. Z = (Zy, ..., Z;) a valeurs dans R¥ est un
vecteur gaussien centré si toute combinaison linéaire de Z1, ..., Z est gaussienne centrée, ce
qui équivaut encore a

Ve e RY | Elexp(i€-Z)] = exp(—% LK 4€).

C’est par exemple le cas si les composantes 71, . . ., Z; sont des v.a. gaussiennes indépendantes.
Proposition 11.4.2 Soit (X1,..., X, Y1,...,Y,) un vecteur gaussien centré. Alors les
vecteurs (Xq,..., Xm) et (Y1,...,Y,) sont indépendants si et seulement si

cov(X;,Y;) =0, Vie{l,...,m}, je{l,...,n}. (11.4)

Preuve. Il suffit de montrer que, sous la condition (11.4), (X7,..., X,,) est indépendant de
(Y1,...,Y,) (Vinverse est toujours vrai). Or, pour & = (91,...,0m, (1, .-, (y) € R*T™,

. 1
E[exp(lé' : (X17 s 7Xm7 )/17 DRI Yn))] - eXp(_é th(Xl,...,Xm,Yl,...,Yn)g)
et, sous la condition (11.4),
KX X YY) = Z nimkcov (X, Xg) + Z CiCr cov(Yj, V).
jk=1 jk=1

Cela entralne
E[exp(zf ’ (Xb oy Xy Y, ?Yn))] = E[exp(z Z nJX])] E[exp(Z Z C]Y;)]?
j=1 j=1

soit encore

~

P(Xl,...,Xm,Y1,...,Yn)(771a ceos Nimy,y Cl? R Cn) = P(Xl ..... Xm) (7717 cee 777m) P(Yl,...,Yn)(Cb ) Cn)
En utilisant I'injectivité de la transformée de Fourier, on a donc
Pixy, X1, ) = Pixaxm) @ P,y

ce qui est I'indépendance recherchée. O

Conséquence. Soit (X7,...,X,) un vecteur gaussien centré tel que cov(X;, X;) = 0 si
j # k. Alors, les v.a. Xi,..., X, sont indépendantes. En effet, la proposition précédente
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entraine d’abord que X, est indépendant de (X7, ..., X, 1), puis que X,,_; est indépendant

de (X1,..., X, 2), etc., ce qui permet de conclure.
Plus généralement, si la matrice de covariance de (Xi,..., X,) est diagonale par blocs
de tailles respectives iy,...,4, (avec iy + --- + i, = n) les sous-vecteurs (Xi,..., X, ),

(Xi1-|—17 BN 7Xi1+i2)7 “ vy (Xi1+"'+i15—1+17 S 7Xn) sont indépendants.

Théoréme 11.4.3 Soit (Y1,...,Y,, X) un vecteur gaussien centré. Alors, E[X|Y1,...,Y,]
coincide avec la projection orthogonale de X sur [’espace vectoriel engendré par Yi,...,Y,
1l existe donc des réels A1, ..., \, tels que

EX|Y1,....Y.] =) N
j=1

De plus, pour toute fonction borélienne h : R — R,

Eh(X)|Y1,...,Y,] = / W) asn, ayy, 02 (@) da,
R

o = B(X =AY

et pour tout m € R,

o (7) = s =

est la densité de la loi N'(m,c?).

Remarque. Le cas o = 0 se produit si et seulement si X = > 7 | \;Yj, et alors X est

mesurable par rapport a o(Y1,...,Y,), de sorte que la deuxieéme formule du théoreme doit
s'interpréter comme E[h(X)|Y,...,Y,] = h(X). Nous écartons ce cas trivial dans la preuve
qui suit.

Preuve. Soit X = 2?21 A;Y; la projection orthogonale de X sur I'espace vectoriel engendré
par Yi,...,Y,. Alors, pour tout j € {1,...,n},

~ A~

cov(X — X,Y;) = E[(X = X)Y;] =0

par définition de la projection orthogonale. Puisque le vecteur (Y7,...,Y,, X — X ) est
gaussien centré (toute combinaison linéaire de ses composantes est une combinaison linéaire
de Yy, ..., Y,, X), la proposition précédente montre que X — X est indépendant de Y7, ...,Y,,.
Donc,

E[X|Yy,...,Y, | =BX - X|Yy,....Y, ]+ X = E[X - X]+ X = X.

On a utilisé le fait que X est mesurable par rapport a o(Y1,...,Y,), puis 'indépendance de
de X — X et de (Y1,...,Y,) qui entraine E[X — X |Y7,...,Y,] = E[X — X] =0.
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Pour la derniere assertion, notons Z = X — X , de sorte que Z est indépendante de
(Y1,...,Y,) et suit la loi N(0,02) (Z est gaussienne centrée et par définition o = E[Z?]).
On utilise alors le théoreme 11.3.4 qui montre que

EW(X) Vi Y] = BB A, 1 2) V... Y] = /h(i MY + 2) Py(de).

En écrivant P;(dz) = g »2(2)dz et en faisant un changement de variables évident, on aboutit
a la formule de 1’énoncé. O

11.5 Probabilités de transition et lois conditionnelles

Les calculs précédents d’espérance conditionnelle peuvent étre réénoncés de maniere plus
agréable a 1’aide de la notion de probabilité de transition.

Définition 11.5.1 Soient (E,E) et (F,F) deuzr espaces mesurables. On appelle probabilité
de transition (ou parfois noyau de transition) de E dans F une application

v:ExF—[0,1]
qui vérifie les deux propriétés suivantes :
(i) pour tout x € E, v(x,-) est une mesure de probabilité sur (F,F);

(i) pour tout A € F, Uapplication v — v(x, A) est E-mesurable.

De maniere intuitive, a chaque fois que I'on fixe un point x du premier espace F, la
mesure de probabilité v(z, ) donne le moyen de choisir de maniere aléatoire un point y du
deuxieme espace F'. Dans la théorie des chaines de Markov, sur laquelle nous reviendrons,
on étudie I'évolution au cours du temps d’un phénomene aléatoire dans lequel 1'état y a
I'instant n + 1 dépend de I'état x a I'instant n, et d’autres parametres aléatoires non connus
a l'instant n : la loi de I’état a 'instant n+ 1 connaissant 1’état a I'instant n est alors fournie
par une probabilité de transition v(x, dy).

Exemple. Soit A une mesure positive o-finie sur (F,F), et soit f : E x FF — R, une
application mesurable telle que

/Ff(w,y)/\(dy)zl , Ve € E.

Alors
v(z, A) = / F (2. 9) A(dy)

définit une probabilité de transition de E dans F. La propriété (ii) de la définition découle
en particulier du théoreme de Fubini.
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Proposition 11.5.1 (i) Si h est une fonction mesurable positive (ou bornée) sur (F,F),
alors

o(x) == /V(a:,dy) h(y), € E

est une fonction mesurable positive (ou bornée) sur E.
(i) Si A est une mesure de probabilité sur (E,E), alors

H(A) = /)\(dx) Wz, A), AcF

est une mesure de probabilité sur (F,F).

La vérification de ces propriétés est facile. Dans (i), on suppose d’abord h étagée, puis
on utilise un passage a la limite croissant.

Nous en venons maintenant au lien entre la notion de probabilité de transition et I’espérance
conditionnelle.

Définition 11.5.2 Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs respectivement dans
(E,E) et dans (F,F). On appelle loi conditionnelle de Y sachant X toute probabilité de
transition v de E dans F telle que, pour toute fonction h mesurable positive sur (F,F), on
ait

EIH(Y)|X] = [ v(X.dy) o).
Remarque. La v.a. [v(X,dy)h(y) est obtenue en composant X et application  —

[ v(z,dy) h(y), qui est mesurable d’aprés la proposition précédente. C’est donc bien une
fonction de X, comme doit I'étre 'espérance conditionnelle E[h(Y) | X].

Par définition, si v est une loi conditionnelle de Y sachant X, on a pour tout A € F,
PY e AlX)=v(X,A), ps.
Il est tentant de remplacer cette égalité de variables aléatoires par 1’égalité de nombres réels
P(Y e A|X =z) =v(z, A),

pour tout z € E. Bien qu’expliquant I'intuition de la notion de loi conditionnelle, cette
derniére égalité n’a en général pas de sens (sauf si X est une v.a. discrete) puisque qu’on
aura souvent P(X = z) = 0 pour tout x, ce qui interdit de définir P(Y € A| X = z). La
seule formulation correcte est donc la premiere égalité P(Y € A| X) = v(X, A).

Discutons maintenant 'unicité de la loi conditionnelle de Y sachant X. Si v et v/ sont
deux lois conditionnelles, on aura, pour tout A € F,

v(X,A)=P(Y € A|X)=V(X,A), ps.
ce qui équivaut encore a dire que, pour tout A € F,

v(z,A) =1 (z,A), Px(dx) ps.
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Supposons que 'espace mesurable (F,F) soit tel qu'une mesure de probabilité sur (F,F)
soit caractérisée par ses valeurs sur une famille dénombrable d’ensembles mesurables (c’est le
cas pour (R%, B(R?)), en considérant les pavés a coordonnées rationnelles). Alors on conclut
que

v(z,") =1v'(x,-), Px(dr) ps.

Il y a donc unicité en ce sens (et clairement on ne peut pas espérer mieux). Par abus de
langage on parlera cependant souvent de la loi conditionnelle de Y sachant X.
Considérons maintenant le probleme de 'existence de lois conditionnelles.

Théoréme 11.5.2 Supposons que (E,E) et (F,F) soient des espaces métriques complets
séparables munis de leur tribu borélienne. Alors il existe toujours une loi conditionnelle de
Y sachant X.

Nous ne démontrerons pas ce théoreme qui est un résultat assez difficile de théorie de la
mesure. Dans la suite de ce cours, nous n’aurons de toute facon pas besoin du Théoreme
11.5.2, car une construction directe permet d’éviter le recours au théoreme d’existence. Pour
illustrer cela reprenons les exemples traités dans la partie précédente (attention les roles de
X et Y sont intervertis).

(1) Si X est une v.a. discréte, ¢’est-a-dire si E est dénombrable, alors on peut définir v(x, A)

par
viz,A)=P(Y € A| X =2) size B :={ac E:P(X=a)>0)

v(z,A) = d,,(A4) sixz ¢ B
ol ¥y est un point fixé de F', dont le choix est arbitraire.

(2) Supposons que X et Y sont a valeurs respectivement dans R™ et dans R"™ et que le couple
(X,Y) a pour densité p(x,y), (z,y) € R™ x R". La densité de X est alors

q(z) = /np(ﬂc, y) dy.

La Proposition 11.4.1 montre qu’on peut définir la loi conditionnelle de Y sachant X par

1
vz, A) = —/ dyp(x,y) siq(xz) >0
() Ja
v(z, A) = §o(A) si q(z) = 0.
(3) Supposons enfin que (X7, ..., X,,Y) soit un vecteur gaussien centré, et notons
2%,
j=1
la projection orthogonale de Y sur 'espace vectoriel engendré par Xy, ..., X,,. Notons aussi

o’ = E[(Y — Z X))
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Le Théoreme 11.4.3 montre que la loi conditionnelle de Y sachant X = (X3,...,X,,) est

I/(:Bl,...,xn;A):/qZ?1)\j$j,a2(y)dy
A

oll ¢ o2 est la densité de la loi gaussienne N (m,o?). De maniere légérement abusive on dit
que conditionnellement & (X, ..., X,), Y suit la loi N(3°7_; \; X, 07).
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Partie 111

Processus aléatoires
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Chapitre 12

Théorie des martingales
a temps discret

12.1 Définitions et exemples

On se place sur un espace de probabilité (Q, F, P). Par définition un processus aléatoire est
une suite (X, ),en de variables aléatoires définies sur (€2, F, P). Dans ce chapitre, tous les
processus aléatoires seront a valeurs réelles.

Définition 12.1.1 Une filtration de (2, F, P) est une suite croissante (Fp)nen de sous-
tribus de F. On a donc

FoCFHCFC---CF

On dit aussi que (2, F, (Fn)nen, P) est un espace de probabilité filtré.

On interprete souvent le parametre n comme un temps. La tribu F,, correspond alors a
I'information acquise au temps n.

Exemples. (a) Si (X,,),en est une suite quelconque de v.a. définies sur (2, F, P), on définit
FX comme étant la plus petite tribu rendant mesurables les v.a. X, Xo, ..., X, :

FX =0(Xo, X1,..., Xn).

Alors (F:X),en est une filtration appelée filtration canonique du processus aléatoire (X, ),en-
(b) Supposons que © = [0,1], F est la tribu borélienne sur [0, 1], et P est la mesure de
Lebesgue. Posons

1—1 1
on T on
Alors (F,, )nen est une filtration appelée filtration dyadique de [0, 1].

Fo=0( [i=1,2,...,2").

Définition 12.1.2 Un processus (X, )nen est dit adapté a la filtration (F,)nen st pour tout
n € N, X,, est mesurable par rapport a la tribu F,.

163



La filtration canonique est par construction la plus petite filtration qui rende le processus
adapté.

Dans toute la suite du chapitre (a I'exception de la partie 6), on fixe un espace de
probabilité filtré (Q, F, (F,)nen, P), dont le choix sera parfois précisé dans les exemples. Les
notions qui suivent sont bien entendu relatives a cet espace.

Définition 12.1.3 Soit (X, )nen un processus adapté, tel que E[| X, || < oo pour tout n € N.
On dit que le processus (X, )nen est:

e une martingale si, pour tout n € N,

E[Xn—I—l |'7:n] = Xn;

e une surmartingale si, pour tout n € N,

E[XnJrl‘fn] < Xy

e une sous-martingale si, pour tout n € N,

EXu1 | Fu] > X,

Une conséquence immédiate de la définition d’'une martingale est la propriété apparem-
ment plus forte : pour tous 0 < n < m,

E[Xm | Fal = X (12.1)

Cela est facile a vérifier par récurrence sur la valeur de m — n : si m = n, la propriété est
triviale, si m = n + 1, c’est la définition, et si m — n > 2, une propriété bien connue des
espérance conditionnelles donne

E[Xm ‘ fn] = E[E[Xm ‘ fmfl] ‘ }—n] = E[mel ’}—n]

Remarquons que (12.1) entraine E[X,,| = E[X,] = E[X).
De méme, si (X,,)nen) est une surmartingale (resp. une sous-martingale), on a pour tous
0<n<m,
ElX, | Fa] < X (resp. E[Xom | Ful = X),

et donc E[X,,] < E[X,] (resp. E[X,,] > E[X,)]).

Il est souvent utile d’interpréter une martingale comme un jeu équitable : la variable X,
correspond a 'avoir du joueur a l'instant n, et F,, est I'information dont dispose le joueur
a cet instant (en particulier les résultats des jeux précédents). La propriété de martingale
E[Xni1 | Fo] = X, traduit donc le fait que la valeur moyenne de l'avoir a U'instant n + 1,
lorsqu’on connait le passé jusqu’a l'instant n, est I'avoir a l'instant n (en moyenne le joueur
ne perd ni ne gagne). De la méme fagon, une surmartingale correspond & un jeu défavorable.

Il est évident que si (X,,)nen est une surmartingale, (—X,,)nen est une sous-martingale.
Pour cette raison, la plupart des résultats qui suivent et sont énoncés seulement pour des
surmartingales ont un analogue immédiat pour des sous-martingales (ou bien inversement).
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Exemples. (i) Si X € L'(Q, F, P) on pose
X, =E[X | F.)
Alors (X,,)nen est une martingale :
E[Xpi1 | Fol = E[E[X | Fo] | Fo] = EIX | Fa] = X

Une martingale de ce type est dite fermée.

(i) Si (X, )nen est une suite décroissante et adaptée de v.a. intégrables, alors (X,,)nen est
une surmartingale :

E[Xpi1 | Fo] € E[X,, | F] = X

(iii) Marche aléatoire sur R. Soit x € R et soit (Y;,),>1 une suite de v.a. réelles indépendantes
et de méme loi pu, telle que E[|Y1]] < co. On pose

Xo=z et X, =2+Y1+Yo+...4Y,sin>1.
On définit aussi la filtration (F,)nen par
Fo={2,0} et F,=0(Y1,....,Y,)sin>1
(c’est en fait la filtration canonique de (X, )nen). Alors (X,,)nen est
e une martingale si E[Y;] = 0;
e une surmartingale si E[Y;] < 0;
e une sous-martingale si E[Y;] > 0.

En effet, par exemple dans le cas F[Y;] =0, on a
E[Xn—i—l | .7:71] - E[Xn + Yn+1 ‘ Fn] — Xn + E[Yn—i—l] = Xn,

puisque par construction Y,,.; est indépendant de F,,.
Le processus (X, )nen est appelé marche aléatoire sur R de loi de saut p, issue de x.

(iv) Reprenons 'exemple (b) d’espace de probabilité filtré donné ci-dessus. Soit p une mesure
finie sur [0, 1[, et rappelons que P = X est la mesure de Lebesgue sur [0, 1[. Pour tout entier
n € N, posons

dp

fn = Iy

d\ |7,
qui désigne la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport a A, lorsque p et A sont vues
comme des mesures sur la tribu F, (sur la tribu F,, toutes les mesures sont absolument
continues par rapport a A). Il est facile de vérifier que

) = 3 B i)
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Alors (f)nen est une martingale : si A € F,,,

E[Lafun] = / 1) fopr (@) dow = a(A) = / 14(@) folw) dw = E[1af,),

ce qui suffit pour obtenir f, = E[f,+1 | Fnl-
Dans le cas particulier ol 1 est absolument continue par rapport a A (sur F), la martingale
(fn)nen est du type considéré en (i) ci-dessus : on vérifie aisément que

ou f est la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport a .

Deux transformations de martingales.

Proposition 12.1.1 Soit ¢ : R — R, une fonction conveze, et soit (X, )nen un processus
adapté, tel que E[p(X,,)] < oo pour tout n € N.

(i) Si (X,) est une martingale, (p(X,)) est une sous-martingale.

(i) Si (X,) est une sous-martingale et si @ est croissante, (¢(X,,)) est une sous-martingale.

En particulier, si X,, est une martingale, | X,,| est une sous-martingale (ainsi que X? si
FE[X?2] < oo pour tout n) et si X,, est une sous-martingale, X, est encore une sous-martingale.

Preuve. (i) D’apres l'inégalité de Jensen pour les espérances conditionnelles,
Elo(Xni1) | Fol = (B[ X1 | Ful) = 0(X5)-
(il) De méme, puisque X,, < E[X,11 | F,] et ¢ est croissante,

Elo(Xnt1) [ Fal Z @(E[Xnp1 [ Fo]) 2 ¢(Xn).

Définition 12.1.4 Une famille (H,),>1 de v.a. réelles est dite prévisible si, pour toutn > 1,
H,, est bornée et F,,_1-mesurable.

Proposition 12.1.2 Soit (X,,)nen un processus adapté, et (Hy,)n,>1 une famille prévisible.
On pose (H - X)o = 0 et pour tout entier n > 1,

(H-X)p = Hi(X1 — Xo) + Hy(Xo — X1) + -+ + Hp (X — Xpn1).
Alors,
(i) Si (X,) est une martingale, ((H - X),) est aussi une martingale.

(i) Si (X,) est une surmartingale (resp. une sous-martingale), et si H, > 0 pour tout
n>1, ((H-X),) est une surmartingale (resp. une sous-martingale).
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Preuve. (i) Puisque les v.a. H, sont bornées, il est facile de vérifier que les v.a. (H - X),
sont intégrables. De plus le processus ((H - X),) est adapté par construction. Il suffit ensuite
de vérifier que, pour tout n € N,

E[(H - X)py1 — (H-X), | F.] =0.
Or (H -X)py1— (H-X),, = Hy1(Xyi1 — X)) et puisque H,, 41 est F,-mesurable, on a
E[Hn+1(Xn+1 — Xn) | .7'—71] — Hn+1 E[Xn+1 - Xn ‘ '7:77,] — 0

La preuve de (ii) est analogue. O

Si on interprete (dans le cas d’une martingale) X,, comme 'avoir du joueur a I'instant n,
la différence X, ;1 — X, s'interprete comme le gain réalisé entre les instants n et n + 1. On
peut imaginer que le joueur a l'instant n modifie sa mise en la multipliant par H,, . (qui doit
étre F,-mesurable). Le jeu reste équitable, mais le nouveau gain réalisé entre les instants

netn+1est Hyp1(Xnp1 — Xp). Ceci fournit une explication intuitive de la définition de

12.2 Temps d’arrét

Définition 12.2.1 Une v.a. T : Q@ — N = N U {+o0} est appelée temps d’arrét (de la
filtration (F,)) si pour tout entier n € N, on a

{T'=n} € F,.

Il est tres facile de voir que cela est équivalent a imposer que pour tout n € N on a
{T < n} € F,. Dans la suite nous utiliserons indifféremment 1'une ou l'autre définition.
Il est important de noter que la valeur +o0o est autorisée. En écrivant

{T =400} =\ | J{T =n}

neN

on voit que {T' = +o0} € Fo, ou

Fo=\ Fa=o( 7).

neN neN

En revenant a linterprétation en termes de jeu, les temps d’arrét sont les instants
aléatoires auxquels on peut décider de s’arréter : le point-clé est que pour décider de s’arréter
a I'instant n, on n’a a sa disposition que 'information acquise a cet instant, c’est-a-dire les
événements de F,,. Pour prendre une image tirée de la Bourse, il est impossible de décider
de vendre ses actions au moment ou elles vont étre a leur cours maximum de l'année (cela
demanderait de connaitre le futur a cet instant !).

Exemples. (i) Si k € N, le temps constant 7' = k est évidemment un temps d’arrét.
(ii) Si (Yn)nen est un processus adapté, et si A est un borélien de R,

Ty:=inf{neN:Y, € A}
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est un temps d’arrét, appelé temps d’entrée dans A. En effet, pour tout entier n > 0,
{Ta=n}=M¢AYI¢A .. Y, 1¢AY,€A}ecF,.

Remarquons que, dans la définition de T4, on fait la convention inf @ = +o00. Cette conven-
tion sera constamment utilisée dans la suite.
(iii) En revanche, si on fixe N > 0 et on pose

Ly:=sup{n < N:Y, €A} (sup@ =0 par convention)
L4 n’est en général pas un temps d’arrét. En effet, pour n € {1,..., N — 1},
{La=n}={Y, €AY, 11 ¢ A .., Yy¢& A}
n’est a priori pas dans F,.

Proposition 12.2.1 (i) Si S et T sont deux temps d’arrét, SV T et S AT sont aussi des
temps d’arrét.

(ii) Si (Ty)ren est une suite de temps d’arrét, alorsinf(Ty), sup(Ty), lim sup(Ty) et lim inf(7})
sont aussi des temps d’arrét.

Preuve. (i) On écrit {SAT < n} ={S <n}U{T <n}et {SVT <n}={S <n}n{T < n}.
(ii) De méme, {inf(7;) < n} = U{T; < n} et, par exemple,

o0

{liminf(7}) < n} = ﬂ < [j {T, < n})

m=0 k=m

Définition 12.2.2 Soit T' un temps d’arrét. La tribu du passé jusqu’a l'instant T est
Fr={AecF:Vne N AN{T =n} € F,}.
On vérifie aisément que Fr est une tribu et que Fr = F, si T = n.
Proposition 12.2.2 Soient S et T deux temps d’arrét avec S < T. Alors, Fs C Fr.

Preuve. Soit A € Fg. Alors, pour tout n € N,

Am{T:n}:O(Aﬂ{Szk})ﬂ{T:n}e}"n.

k=0

Proposition 12.2.3 Soit (Y,,)nen un processus adapté, et soit T un temps d’arrét. Alors la
v.a. e} Y7 définie par

1 7oy Vr(w) = { é/n(w) g ;EZ; —ne N

est Fpr-mesurable.
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Preuve. Soit B un borélien de R. Alors, pour tout n € N,
{LrcoarYr € B} N{T =n} ={Y, € B} n{T =n} € F,,

ce qui montre que {lircs}Yr € B} € Fp. Si 0 € B, il suffit d’écrire {1yrco}Yr € B} =
{1{T<00}YT S BC}C. O

Lorsque le temps d’arrét T' est fini p.s. on écrira bien str simplement Yr au lieu de
1i7<o0yYr. En particulier, si T" est un temps d’arrét quelconque, n AT" est aussi un temps
d’arrét (lemme 12.2.1) et on déduit de la proposition que Y, 1 est F, r-mesurable donc
aussi F,-mesurable d’apres la proposition 12.2.2.

Théoréme 12.2.4 (Théoréme d’arrét) Soit (X,,),en une martingale (resp. une surmartin-
gale) et soit T un temps d’arrét. Alors (Xpar)nen est aussi une martingale (resp. une
surmartingale). En particulier, si le temps d’arrét T est borné, on a Xr € L', et

E[Xr] = BIXo]  (resp. E[Xr] < E[Xo).
Preuve. Pour tout n > 1, posons
Hy = Lirony = 1 = Lipcnay-
Alors la famille (H,),>; est prévisible. Puisque
Xoar = Xo+ (H - X)n

la premiere partie du théoreme découle de la proposition 12.1.2. Ensuite, si le temps d’arrét
est borné par N, on a E[Xy| = E[Xyar] = E[Xo] (resp. < E[X,] dans le cas d'une
surmartingale). O

L’hypothese que T est borné est nécessaire comme le montre I'exemple simple suivant.
Considérons la marche aléatoire X,, =Y; +---+Y,, issue de 0 et de loi de saut P(Y; =1) =
P(Y; = —1) = 1/2 (c’est ce qu’on appelle la marche aléatoire simple sur Z, ou encore pile ou
face). Alors il découle d’un exemple précédent que (X,,),en est une martingale. Cependant,
s1 on pose

T=inf{n>0:X,=1}

onaT < oo p.s. (cf Proposition 10.2.2 — une autre démonstration sera donnée dans la partie
suivante) mais

1 = B[X;] # E[Xo] = 0.

Bien stir le temps d’arrét T' n’est pas borné, et il n’y a pas de contradiction avec le théoreme.

12.3 Convergence presque sire des martingales

Nous allons maintenant étudier la convergence presque sture d’une martingale ou d’une sous-
martingale quand n — oo. Considérons d’abord une suite numérique o = (v, )nen. Pour
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tous les réels a < b on introduit deux suites de temps Si(a) et Tj(a) appartenant a N, qui
sont définies de la maniere suivante : on pose

Si(a) =inf{n >0:a, < a}
Ti(a) = inf{n > Si(a) : o, > b}
puis, par récurrence,
Sk+1(a) = inf{n > T(a) : o, < a}
Tis1(a) = inf{n > Siy1(a) : o, > b}

Bien entendu, on utilise toujours la convention inf @ = +oo dans ces définitions. On pose
ensuite pour tout entier n,

Z ]-{T,y€ )<n}s

k=1

La quantité N ([a,b], &) est le nombre de montées effectuées le long de 'intervalle [a, b] par
la suite (ay,)nen. Nous utiliserons le lemme simple d’analyse suivant.

Lemme 12.3.1 La suite (o, )nen converge dans R ssi pour tout choir des rationnels a et b
tels que a < b, on a Ny ([a,b], a) < c0.

Considérons maintenant un processus adapté (X, )nen. Alors les quantités Si(X), Tj.(X)
deviennent des v.a. a valeurs dans N, et plus précisément il est facile de vérifier que ce sont
des temps d’arrét. En effet, on a par exemple

{Ti(X) <n} = U (X, <0, Xy, 20, Xy, < a, X, >0},
0<m1<n;<---<mgp<ng<n
ce qui montre que {T(X) < n} € F,.

Il en découle en particulier que N, ([a, b], X') est F,-mesurable.

Lemme 12.3.2 (Inégalité des nombres de montées de Doob) Supposons que (X,,)nen
est une sous-martingale. Alors, pour tous les réels a < b et pour tout n € N,

(b= a) E[Ny([a, 0], X)] < E[(X, — a)" = (Xo — a)"].

Preuve. On pose Y, = (X,, — a)t. D’apres la proposition 12.1.1, (Y},),en est encore une
sous-martingale.

Pour alléger les notations posons N, = N,([a,b], X), et écrivons Sk, T} au lieu de
Sk(X), T (X). Définissons alors une famille prévisible (H,,),>1 en posant

Hn = Z 1{Sk<n§Tk} <1
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(observer que I'événement {S, < n < Ty} = {S, < n — 1}\{Tx < n — 1} est dans F,_q,
parce que Sy et Tj sont des temps d’arrét). Alors, on vérifie facilement que

Nn, Nn
(H : Y)ﬂ = Z(YTk - YSk) + 1{5Nn+1<n} (Yn - YSNn+1) > Z(YTk - YSk) > Nn(b - a)'
k=1 k=1

La premiere inégalité est vraie parce que Yy, . = 0 sur 'ensemble {Sy,+1 < 0o}, et ¥, > 0.
On a donc en particulier

Par ailleurs, si K,, = 1— H,,, (K,)nen est une famille prévisible positive, et la proposition
12.1.2 montre que (K -Y') est une sous-martingale, d’on E[(K -Y),] > E[(K.Y )] = 0.
On observe ensuite que

(K-Y)+(H-Y),=(K+H)-Y),=Y,— Yo,
et donc
(b—a) EIN,] < E[(H -Y),] < E[(K - V), + (H-Y),] = E[Y, - Y;]
ce qui est I'inégalité du lemme. 0

Théoréme 12.3.3 Soit (X,,)nen une sous-martingale telle que

sup F[(X,)"] < . (12.2)

neN

Alors la suite X, converge p.s. quand n — oo. De plus sa limite X, vérifie E[| X|] < co.

Remarque. En écrivant E[X,] = E[(X,)"] — F[(X,)"], et en rappelant qu'une sous-
martingale vérifie E[X,,| > E[X,], on voit que, pour tout k& > 0,

B(X)7] < (sup B[(X,)*]) — B[X)].

neN

L’hypothese (12.2) est donc équivalente & imposer que

sup E[| X,|] < o0
neN

c’est-a-dire que la suite (X,,) est bornée dans L.

Preuve. Soient a,b € Q tels que a < b. D’apres le lemme 12.3.2, on a pour tout n > 1,

(b—a) E[Ny([a,0], X)] < E[(X, — a)"] < [a| + E[(X,)"] < |a] + sup E[(X)"].

keN

En faisant tendre vers +o00, et en utilisant (12.2), on trouve
(b o (Z) E[Noo([a> b]>X)] < o0
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et donc No([a,b], X) < oo p.s. Quitte & écarter une réunion dénombrable d’ensembles de
probabilité nulle, on obtient ainsi que p.s., pour tous les rationnels a < b, N ([a, b], X) < 0.

D’apres le lemme 12.3.1, cela suffit pour affirmer que p.s. la suite X,, converge dans R.
Ensuite, a I'aide du lemme de Fatou, et de la remarque suivant 1’énoncé, on a

E[|X~|] < liminf E[|X,|] <sup E[|X,|] < oo

neN

et en particulier | X | < oo p.s. O

Corollaire 12.3.4 Soit (X,)nen une surmartingale positive. Alors X, converge p.s. Sa
limite Xo, est dans L' et vérifie X,, > E[X. | F,] pour tout n € N.

Preuve. On applique le théoreme 12.3.3 a X, = —X,,, en remarquant que 1’hypothese
(12.2) est alors trivialement vérifiée. La derniére assertion découle du lemme de Fatou pour
les espérances conditionnelles :

X, > liminf E[X,, | F,] > Eliminf X,, | F,] = E[ X | Fal-
Exemples. (1) Soit Y,, = 1+ Z; + - - - + Z,, une marche aléatoire simple (pile ou face) issue
de 1. On a vu que (Y, ),en est une martingale par rapport a sa filtration canonique. Posons

ensuite
T =inf{n >0:Y, = 0}.

Alors T est un temps d’arrét. Du théoreme 12.2.4 on déduit que X,, = Y, ,r est une
martingale positive, a laquelle on peut appliquer le corollaire. Donc X,, converge p.s. vers
Xoo tel que X, < 0o. Puisque sur Uensemble {T'= oo} on a | X1 — Xp| = Va1 — Yo =1
pour tout m, cela n’est possible que si T < oo p.s. Modulo un argument de symétrie
évident, cela démontre la propriété qui avait été utilisée dans le dernier exemple de la partie
précédente.

Dans ce cas on a X, = 0 p.s. et donc l'inégalité X,, > E[X, | F,] = 0 n’est pas une
égalité, bien que la suite (X,,) soit une martingale.

Cet exemple montre aussi que la convergence du corollaire (ou du théoreme précédent)
n’a pas forcément lieu dans L' : ici E[X,] = 1 pour tout n alors que F[X,] = 0.

(2) Processus de branchement. Soit p une mesure de probabilité sur N, telle que
o
m = Z kp(k) < oo.
k=1

On exclut les cas particuliers ou p est la mesure de Dirac en 1 ou la mesure de Dirac en 0.
Soit ensuite (&, ;)n jen une famille de v.a. indépendantes de loi . On fixe aussi un entier
¢ > 1 et on définit par récurrence une suite (X,,) de v.a. a valeurs dans N en posant

X(]:g

Xn
Xop1=) &g, Vn€N
j=1
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La quantité X, s’interprete comme le nombre d’individus dans une population a la génération
n, sachant que le nombre d’enfants de chaque individu suit la loi p (et les nombres d’enfants
des différents individus sont des v.a. indépendantes).

Alors la suite m™" X, est une martingale relativement a la filtration

Fo=1{2,0}
Fo=0¢j:k<n,jeN), sin>1.

En effet, il est facile de voir que le processus (X,,) est adapté (la définition de X,, ne fait
intervenir que les & ; pour k < n). Ensuite, pour tout n > 0,

EXn | Fol = E[Z Lij<xy ng | Fol = Z Lij<x,) Eléng | Ful = m X,

j=1 Jj=1
puisque &, ; est indépendante de F,,, et donc E[, ; | Fn] = E[&,;] = m. En conséquence,
Em ™VX, | Fol = m™X,.

Cela montre d’abord que les v.a. X, sont dans L' (une récurrence immédiate montre que
E[X,] = £m™) et ensuite que la suite m~"X,, est une martingale positive.

Distinguons maintenant trois cas :

e m < 1. Puisque X, est a valeurs entieres, la convergence de m~"X,, vers une quantité
finie n’est possible que si X,, = 0 pour tout n assez grand (extinction presque sire de la
population).

e m = 1. Dans ce cas X, est une martingale positive et on a la méme conclusion
(extinction presque sure) une fois que l'on a vérifié que

PAN>1,p>1:Yn> N, X, =p) =0.

Cette derniere assertion est obtenue comme une conséquence facile du lemme de Borel-
Cantelli (on utilise le fait que p(1) < 1).
em>1 0Ona
m "X, — Z (12.3)

et sur 'ensemble {Z > 0} on voit que X, est de 'ordre de m™ quand n est grand. On voudrait
alors vérifier que P(Z > 0) > 0 (et aussi que Z > 0 p.s. sur I'ensemble {liminf X,, > 0} de
non-extinction). Remarquons que si la convergence (12.3) a lieu dans L! on a P(Z > 0) > 0,
puisque dans ce cas F[Z] = limm "E[X,] = ¢. On peut montrer (théoreme de Kesten-
Stygum) que la convergence (12.3) a lieu dans L' ssi

Zk log(k) pu(k) < o0

et qualors Z > 0 p.s. sur I’ensemble de non-extinction. Nous verrons un résultat un peu
plus faible dans la partie 4 ci-dessous.

Si (X, )nen est une martingale bornée dans L', on peut lui appliquer le théoreme 12.3.3
et obtenir que X,, converge p.s. vers X,. Les exemples précédents montrent qu’il n’y a pas
nécessairement convergence dans L'. Le théoréme suivant caractérise les martingales pour
lesquelles c’est le cas.
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Théoréme 12.3.5 Soit (X,,)nen une martingale. Les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes:

(i) X, converge vers X p.s. et dans L'.
(ii) 1l existe une v.a. Z € L'(Q,F, P) telle que X,, = E[Z | F,,] pour tout n € N.

De plus, si ces conditions sont satisfaites, on peut prendre Z = X, dans (ii). On dit alors
que la martingale (X,,)nen est fermée.

Preuve. Supposons d’abord (i). En écrivant
X, = E[X, | Fal Vm >n

et en utilisant le fait que l'application Y — E[Y | F,] est une contraction de L' (i.e.
El|E[Y | F.)l] < E[|Y]]), on trouve en faisant tendre m vers oo que X,, = E[Xo | F].

Inversement, supposons (ii). La suite (X, ),en est alors bornée dans L' et donc converge
p.s. d’apres le théoréme 12.3.3. Pour obtenir la convergence L!, traitons d’abord le cas ol
la v.a. Z est bornée par une constante K < co. Alors, toutes les v.a. X,, sont aussi bornées
par K, et le théoreme de convergence dominée donne le résultat voulu. Dans le cas général,
fixons € > 0, et choisissons M > 0 assez grand pour que

EllZ = Z1yz<cmnll <&
Alors, pour tout n,
E[| X, — E[Z1yz<my | Folll = EllE[Z = Z1z1<0y | Fall] < e

D’apres le cas borné, la martingale E[Z 14z <ay | Fn) converge dans L'. Donc on peut
choisir ng assez grand pour que, pour tous m,n > ng,

ENEIZ 1yzicmy | Finl = ElZ Lzi<ny | Fall] <e.
En combinant ceci avec la majoration précédente, on trouve que, pour tous m,n > nyg,
E[| X, — X,|] < 3e.
Comme ¢ était arbitraire, la suite (X,,) est de Cauchy dans L. 0J
Corollaire 12.3.6 Soit Z € L'(Q, F,P). La martingale X,, = E[Z | F,] converge p.s. et
dans L' vers X, = E[Z | Fs), 00 Foo = (7 Fon.
n=1
Preuve. Compte-tenu du théoreme précédent, il reste a montrer que Xo, = E[Z | Ful.

Remarquons d’abord que X, est F,-mesurable puisque les v.a. X, le sont. Ensuite, pour
toutn € Net A€ F,, on a

E[Z14) = E[X, 14] = E[X 14].
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Un argument simple de classe monotone (cf Théoreme 1.4.1) montre que Pégalité E[Z 14| =

E[X 14], vraie pour A € U F,, reste vraie pour A € O'< U f) = Fo. Le résultat
n=1

recherché découle ensuite de la propriété caractéristique de I’ esperanoe conditionnelle. O

Exemple. Reprenons 'exemple (iv) de la partie 1 : Q = [0, 1[, F est la tribu borélienne sur

[0,1], et P = X est la mesure de Lebesgue. On considere la filtration dyadique

t1—1 1

Fa=ollgr o

[i=1,2,...,2").

Soit 4 une mesure finie sur [0, 1[, et pour tout entier n € N,

—1)2 " 27"
folw) = Z ullli ) 1[(1‘—1)2771,2'27"[(“’)

d/\ \fn

On a déja remarqué que (f,)nen est une martingale (positive), et on a donc (Corollaire
12.3.4)

fo = fo

n—~o0

avec [ fod\ < 00. De plus f,, > E|[fx | Ful, ce qui montre que, pour tout A € F,,,

A):/fnlAd)\z/E[foo|]—"n]1Ad)\:/foolAd)\.

En utilisant la densité dans L' des fonctions continues & support compact (cf Théoreme
4.3.1), on vérifie aisément que I'espace des combinaisons linéaires a coeflicients positifs de
fonctions indicatrices d’intervalles dyadiques est dense dans l'espace L ([0,1[,7) des fonc-
tions y-intégrables positives, pour toute mesure finie  sur [0, 1[. On déduit alors de I'inégalité
précédente que, pour toute fonction g mesurable positive bornée sur [0, 1], on a

/gduz/gfoodk

Il en découle que v = p — fo - A est une mesure positive sur [0, 1.
Montrons que v est étrangere a A\. Pour tout n > 0, posons

dv

Dans cet exemple on a F,, = F et donc le corollaire 12.3.6 montre que E|fs | Fn] — fo
p-s. En conséquence h, — 0 p.s. et donc

A({x € [0, 1[: limsup h,(z) > O}) = 0. (12.4)

n—oo

D’autre part, pour tout € > 0,
v({z € [0,1]: h(x) < e}) = / Linoyhn dA < )
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ce qui entraine

V({x € [0,1]: limsup h,(x) < 5}) < 1/( [j ﬁ {hn, < 8}) <e.

n—oo N=1n=N
On obtient ainsi

V({x € [0, 1[: limsup h,(x) = O}) =0

n—~o0

et en comparant avec (12.4) on voit que A et v sont portées par des boréliens disjoints.

Finalement 'écriture p = fo - A + v est la décomposition de Lebesgue de la mesure p
comme somme d’une mesure absolument continue et d’une mesure étrangere a la mesure de
Lebesgue. De plus, p est absolument continue par rapport a A ssi v = 0 ce qui équivaut a
dire que la martingale (f,,) est fermée.

12.4 La convergence dans L?” pour p > 1

Notre but est maintenant d’étudier sous quelles conditions une martingale (X,,) converge
dans L lorsque p > 1. Cela nous amenera a obtenir des estimations importantes pour la
probabilité de grandes valeurs du supremum sup,,cy X.

Lemme 12.4.1 Soit (X,)nen une sous-martingale, et soient S et T deux temps d’arrét
bornés tels que S < T'. Alors
E[Xs| < E[X7].

Remarque. Le cas S = 0 a déja été vu dans le théoreme 12.2.4.
Preuve. On sait déja que Xg et X7 sont dans L'. On définit ensuite une famille prévisible
en posant, pour tout n > 1,

Hy = Lisen<ry = Ls<n—1y = Hrcn-1y-
Alors, si N est un entier choisi pour que S <T < N, on a
(H-X)y=Xr— Xsg
et F[(H.X)y] > 0 puisque H.X est une sous-martingale (théoreme 12.1.2). O

Théoréme 12.4.2 (Inégalité maximale de Doob) Soit (X,,)nen une sous-martingale. Alors,
pour tout a > 0 et tout n € N,

aP( sup X > a) < E[Xn 1{Sup0§k§nxk2a}] < E[X].

0<k<n
Preuve. Introduisons le temps d’arrét
T=inf{n >0:X, > a}.
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Alors, si
A={sup X >a}

0<k<n

on a A ={T <n}. Par ailleurs, en appliquant le lemme précédent aux temps d’arrét T A n
et n, on a

et d’autre part,
XT/\n >a ]-A + Xn 1AC'

En combinant ces deux inégalités, on trouve
E[X,] > aP(A) + E[X, 1 4]
d’ou la premiere inégalité du théoreme. La seconde est immédiate. ([l

Proposition 12.4.3 Soit p > 1 et soit (X,)nen une sous-martingale positive. Posons

X, = sup X;.
0<k<n
Alors, pour tout n > 0,
oy p
E[(Xn)] < (p_ )" El(Xa)7].

En conséquence, si (Y,)nen est une martingale et si

Y= sup |Yi
0<k<n
on a pour tout n > 0 :
" b
E[(Y,)F] < (E)pEHYn\p]-

Preuve. La deuxieme partie de la proposition découle de la premiere appliquée a la sous-
martingale X,, = |Y,,|. Pour la premiere partie, on peut supposer E|[(X,)?] < oo, car sinon il
n’y a rien a montrer. Alors, I'inégalité de Jensen pour les espérances conditionelles montre
que, pour tout 0 < k <n, on a

E[(Xy)"] < EIEX, | Fil"] < BIE[(X0)" | Ful] = E[(X0)"]. (12.5)

On a donc aussi E[(X,)P] < co.
D’apres le théoreme 12.4.2, on a pour tout a > 0

aP(X, > a) <E[X, 15 2,

on multiplie chaque membre de cette inégalité par a?~2 et on integre par rapport & la mesure
de Lebesgue da sur ]0,00[. A gauche, il vient

/OOO a’ ' P(X, > a)da = E[/O)?n ap’lda} = %E[()?n)p]
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en utilisant le théoreme de Fubini. De méme, a droite on a

e} Xn
/o ap*ZE[an{ana}]da = E[Xn/o ap*Zda]

1 ~
= ——E[X,u(X,)"]
p —
1 1 -~ p—1
< B PPER)]
d’apres I'inégalité de Holder. Il vient donc
1 ~ 1 1 =~ p—1
— F|(X,)?] < ——=FE[(X))?|»E[(X,)P] »
p [(X0n)"] P [(X0n)"]7 E[(X0)"]

d’ou I'inégalité de la premiere partie de la proposition (on utilise le fait que E[(X,,)?] < c0).
0
Si (X,,)nen est un processus aléatoire, on note

X3 = sup[X,|.

neN

Théoréme 12.4.4 Soit (X,),en une martingale. Supposons qu’il existe p > 1 tel que

sup E[|X,|"] < oc.
neN

Alors, X,, converge p.s. et dans LP vers une v.a. X, telle que
E[|Xo]"] = sup E[|X,|"]
neN
et on a

B((XLY] < (20 BlIXaP)

Preuve. La martingale (X,,) étant bornée dans L', on sait déja que X,, converge p.s. vers

Xs. De plus, la proposition 12.4.3 montre que, pour tout n € N,

EIX)" < (

n

P e
sup E[| Xy |?].
Ly sup E[|X,)

En passant a la limite croissante qund n T oo, on a

BI(XL)) < (S25)7 sup B[ XiP) < o

et donc X’ € LP. Puisque toutes les v.a. |X,| sont dominées par X%, le théoréme de
convergence dominée montre que la suite X, converge dans LP vers X,,. Enfin, puisque la
suite E[| X, |P] est croissante (cf (12.5)) on a

E[|XxlP] = lim E[|X,[?] = sup E[| X,|?].

neN
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Exemple. Revenons au processus de branchement (X,),en introduit dans la partie précé-
dente. On suppose que la loi de reproduction p satisfait

m= Zk,u(k) €)1, 00|

et -
Z E*u(k) < oo.
k=0

On pose aussi 0 = var(u) = > k*u(k) — m?. On a vu que m "X, est une martingale.

Vérifions que cette martingale est bornée dans L?. On calcule facilement

BlXp | Fa = E[ D 1xurexybaibok | Fo

J,k=1

= Z Lij<x,k<xny Bléni€nt]

J,k=1

o0
= Z 1<x, k<xn) (m* + ‘721{j:k})
G k=1

= mQXZ + %X,

On a donc
EBIXZ.\] = m?E[X2] + lo*m".
En posant a, = m~*"E[X?], on obtient

Upy1 = A + Lo*m ™2

et puisque m > 1 la suite (a,) converge. En conséquence, la martingale m="X,, est bornée
dans L?. D’apres le théoréme 12.4.4, cette martingale converge dans L? vers Z. En partic-
ulier, E[Z] = E[Xo| = ¢ et donc P(Z > 0) > 0 (il n’est pas tres difficile de voir qu’on a en
fait Z > 0 p.s. sur ’ensemble de non-extinction de la population).

12.5 Uniforme intégrabilité et martingales

Définition 12.5.1 Une famille (X;)ie; de v.a. dans L*(Q, F, P) est dite uniformément
intégrable (u.i. en abrégé) si

lim (SUPE[‘XZ'|1{X¢>&}]) =0.
1€

a——+00

Il est immédiat qu'une famille uniformément intégrable est bornée dans L' : il suffit de
choisir a assez grand pour que

<Su§) EHXZ’|1{\X1-\>¢1}]> <1
1€
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et d’écrire ensuite E[|X;|] < E[|X;|1x,<a}] + E[|Xs|1qx,501] < a + 1. La réciproque est
fausse : une famille bornée dans L' n’est pas nécessairement u.i.
Exemples. (1) Une famille réduite & un singleton est u.i. (c’est une conséquence sim-
ple du théoreme de convergence dominée). Plus généralement, tout sous-ensemble fini de
LY, F, P) est u.i.
(2) Si Z est une v.a. positive dans L!'(Q, F, P), Uensemble des v.a. X telles que | X| < Z
est wi. (il suffit en effet de majorer E[| X |1{x|5a}] < E[Z1{754] et d’utiliser 'exemple (1)).
(3) Soit ® : R, — R, une fonction telle que z7'®(x) — +oo quand z — +o0. Alors,
pour tout C' > 0,

{X e LY(Q. 7, P): E[®(|X])] < C}

est u.i. En effet, il suffit d’écrire

El[X|1{x)5a)] < (i‘iE ) E[@(|1X])].

T
O(z)
(4) Si p > 1, tout sous-ensemble borné de LP(§2, F, P) est u.i. C’est le cas particulier de (3)
ou &(z) = aP.

Le nom “uniformément intégrable” est justifié par la proposition suivante.
Proposition 12.5.1 Soit (X;);e; une famille bornée dans L. Il y a équivalence entre :
(1) La famille (X;)ier est u.i.

(ii) Pour tout € > 0, on peut choisir 6 > 0 de facon que, pour tout événement A € F de
probabilité P(A) < 6, on ait

Viel, E[Xi|la]<e.

Preuve. (i)=-(ii) Soit € > 0. On peut choisir a > 0 assez grand tel que
£
sup E[| X;[1(x,5a)] < 5-
iel 2

Si on pose 6 = ¢/(2a), alors la condition P(A) < ¢ entraine que, pour tout i € I,

£
EllXi[14] < E[[XilLangxiiza] + Bl Xillgxipal < aP(A4) + 5 <e.

(ii)=(i) Soit C' = sup;c; F[|X;|]. D’apres I'inégalité de Markov, pour tout a > 0,

. C
Viel, P(X)]>a) <—
a
Soit ¢ > 0 et choisissons § pour que la propriété de (ii) soit vérifiée. Alors si a est assez
grand pour que C'/a < §, on a
Viel, E[’Xi‘]-{|Xi|>a}] <e€

d’ott 'uniforme intégrabilité. |
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Corollaire 12.5.2 Soit X € L', F, P). Alors la famille des espérances conditionnelles
E[X | G] quand G décrit toutes les sous-tribus de F est u.i.

Preuve. Soit € > 0. Puisque le singleton { X} est u.i., la proposition précédente permet de
choisir § > 0 tel que, pour tout A € F avec P(A) < 4 on ait

E[|X|14 < e.

Ensuite, pour tout a > 0,

Blx|)

a

P(BIX | )l > o) < - B[IEX | G]] <

Dong, si a est suffisamment grand pour que E[|X||/a < ¢, on a en utilisant la propriété
caractéristique de I'espérance conditionnelle,

E[EIX | Gl yexig>a] < BIEIX]] G1gexigsa] = B[ X[1{exgsa) < €
ce qui donne I'uniforme intégrabilité recherchée. 0

Théoréme 12.5.3 Soit (X, )nen une suite de v.a. dans L* qui converge en probabilité vers
Xoo. Alors il y a équivalence entre :

(i) La suite (X, )nen converge dans L' vers X .

(i) La suite (X,)nen est uniformément intégrable.

Remarque. Le théoreme de convergence dominée affirme qu'une suite (X, ), convergeant
p.s. (donc aussi en probabilité) converge dans L' & condition que |X,| < Z pour tout n,
ou Z > 0 est telle que E[Z] < oo. Cette hypothese de domination est bien stur plus forte
que I'uniforme intégrabilité (cf exemple (2) ci-dessus), qui donne une condition nécessaire et
suffisante pour la convergence dans L.

Preuve. (i)=(ii) D’abord, la suite (X, )nen est bornée dans L'. Ensuite, soit € > 0. On
peut choisir NV assez grand tel que, pour tout n > N,

E[|X, — Xn|] <

Do ™

Puisque 'ensemble fini { Xy, X1,..., Xx} est u.i. on peut choisir 6 > 0 assez petit de fagon
que, pour tout événement A de probabilité P(A) < ¢,

Vo€ {0,1,...,N}, E[|X,|14] <

DO ™

Mais alors, si n > N, on a aussi
E[|X,]14] < E[|Xn|1a] + E[| X, — Xn|] < e.

On a vérifié la condition (ii) de la proposition 12.5.1, d’ou I'uniforme intégrabilité.
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(ii)=-(i) En utilisant la caractérisation de 'uniforme intégrabilité fournie par la proposition
12.5.1(ii), on voit immédiatement que la famille (X,, — X, ), men est aussi u.i. Donc, sie > 0
est fixé, on peut choisir a assez grand pour que, pour tous m,n € N,

EHXn — Xm‘]-{an—mea}] < €.
Alors, pour tous m,n € N,

E[| X0 = Xin|]
< EHXn — Xm‘]-{|Xn—Xm|§€}] + EHXn - Xm|1{5<\Xn—Xm|§a}] + EHXn - Xm‘]‘{|Xn_Xm‘>a}]
<2e+aP(|X,— Xl >e).

La convergence en probabilité de la suite (X,,) entraine que

P(Xo = Xl > €) < P(1X0 = Xuo| > 5) + P(I X = Xl > 5) — 0.

n,m—00

On a ainsi obtenu
limsup E[| X, — X,,|] < ¢

m,n— 00
et puisque ¢ était arbitraire, cela montre que la suite (X,,),en est de Cauchy pour la norme
L. O

Remarque. En conséquence du théoreme, si une suite (X,,), oo converge en probabilité et
est bornée dans LP pour une valeur p > 1, alors elle converge dans L', et méme dans L4
pour tout ¢ < p (appliquer le théoreme a | X,, — X|9).

Application aux martingales. En combinant le théoreme précédent avec le théoreme
12.3.5, on obtient que les trois conditions suivantes sont équivalentes pour une martingale

(Xn)nGN .
(i) X,, converge vers X, p.s. et dans L.

(i) La suite (X, )nen est uniformément intégrable.

(iii) La martingale est fermée : il existe une v.a. Z € L'(Q, F, P) telle que X,, = E[Z | F,]
pour tout n € N.

Remarquons que (ii) découle aussi de (iii) via le corollaire 12.5.2. En particulier toute
martingale uniformément intégrable est fermée, et inversement. Rappelons que dans ce cas
on a X,, = E[X« | Fn] pour tout n.

Théorémes d’arrét. Si (X,,),en est un processus adapté qui converge p.s. vers X, on
définit X7 pour tout temps d’arrét T fini ou non en posant

Xr = Z 1{T:n}Xn + ]-{T:oo}Xoo

n=0

Une extension facile de la proposition 12.2.3 montre que X7 est Fpr-mesurable.
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Théoréme 12.5.4 Soit (X,,)nen une martingale uniformément intégrable. Alors, pour tout
temps d’arrét T fini ou non,

Xr = E[X« | Frl,

et en particulier E[X7| = F[Xs] = E[X,] pour tout n € N. Si S et T sont deux temps
d’arreét tels que S < T, on a
Xg = E[Xr | Fsl.

Remarques. (i) Une conséquence du théoreme et du corollaire 12.5.2 est que la famille
{X7,T temps d’arrét} est u.i.

(ii) Pour une martingale quelconque (X, ),en, on peut appliquer le théoreme, pour tout
entier N > 0 fixé, a la martingale arrétée (X,n)nen qui est uw.i. On retrouve ainsi certains
des résultats précédents.

Preuve. Vérifions d’abord que X € L' :

EllXr] = Y Elren|Xal) + E[lr—c | Xl

n=0

= ZE[l{T:n}‘E[Xoo | Falll + E[l{T:oo}|XooH

n=0
< D EMg—n B[ Xoo| | Full + E[1 {700} | Xoo]]
n=0
= Y E[lr—my | Xool] + E[1{r-o0}| Xoo]
n=0
= E[|Xx|] < .
De plus, si A € Fr,
E[l4Xr] = Y Elang-nXr]
neNU{oo}
- Z E[lAﬂ{T:n}Xn]
neNU{oo}
= Z E[lAﬂ{T:n}Xoo]
neNU{oco}
= E[1aX].

Dans la premiere égalité on utilisé le fait que X¢ € L! pour appliquer le théoréme de Fubini et
échanger somme et intégrale, et dans la troisieme égalité on utilise 'égalité X,, = F[X | F,]
et la propriété de définition AN{7T = n} € F,. Puisque Xr est Fr-mesurable, I'identité
précédente suffit & montrer que Xr = F[X | Frl.

Les autres assertions sont faciles : pour la derniere, 'inclusion Fg C Fr entraine que

Xs=E[Xw | Fs| = E[E[ X« | Fr| | Fs| = E[X7 | Fs).
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Théoréme 12.5.5 Soit (X,,)nen une surmatingale. Supposons que l'une des deux conditions
sutvantes soit vérifiée :

(i) X, > 0 pour tout n € N.
(i) La suite (X,)nen est uniformément intégrable.

Alors, pour tout temps d’arrét T, fini ou non, on a Xy € L'. De plus, si S et T sont deux
temps d’arrét tels que S < T, on a :

—dans le cas (i), 1s<o} Xs > E[l{rco} X7 | Fsl;

— dans le cas (ii), Xg¢ > E[Xr | Fsl.

Preuve. Traitons d’abord le cas (i). On a vu que si le temps d’arrét T' est borné, on a
E[X7| < E[X,] (théoreme 12.2.4). Le lemme de Fatou montre alors que pour un temps
d’arréet quelconque,

k—o0

et donc Xp € L'. Soient ensuite S et T deux temps d’arrét tels que S < T. Supposons
d’abord que S et T sont bornés par U'entier N. Alors le lemme 12.4.1 montre que F[Xg] >
E[X7]. Plus généralement, pour tout événement A € Fg, on peut considérer le temps d’arrét

S(w siw € A,
SA(w):{N() siw ¢ A,

et de méme le temps d’arrét T4 (noter que A € Fr). En écrivant E[Xga] > E[Xpa], on
trouve
VAEJ:S, E[XS].A] > E[XT].A].

Revenons au cas général ou S et T' sont des temps d’arrét quelconques avec S < T, et soit
B € Fs. En appliquant ce qui précede aux temps d’arrét SAk, T ANket A=BnN{S <k},
on trouve

E[Xsnelpnis<iy] = E[Xrarlpags<iy) = E[Xrarlpnr<i]
puisque {S <k} D {T <k} et Xrar > 0. Donc,

E[Xs1pngs<iy] > E[X11pnir<i]
et en faisant tendre k vers co on trouve par convergence dominée
E[Xs1pnis<oot] = E[X7lpnircse})-
En notant )?5 = 1{5<o0} X5 €t )?T = 1{r<oc} X7 On a donc, pour tout B € Fg,
E[Xs1p] > E[Xr15] = E[E[Xr | Fs]1g].
Puisque X est Fs-mesurable, cela entraine facilement X¢>E [)?T | Fsl.
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Traitons maintenant le cas (ii). Puisque (X, )nen est w.i., (X, )nen est bornée dans L] et
donc converge p.s. vers X,,. La convergence a aussi lieu dans L! grace au théoreme 12.5.3.
La convergence L' permet de passer & la limite m — oo dans I'inégalité X,, > E[X,, 1, | Ful,
et d’obtenir, pour tout n € N,

X, > E[Xu | ).

Par ailleurs, le corollaire 12.3.6 montre que la martingale fermée Z,, = E[X, | F,,| converge
p.s. vers X (noter que X, est F-mesurable). Si on pose Y, = X, — Z,, (Yy)nen est
une surmartingale positive, telle que Yo, = 0. Du cas (i) (et du théoreme 12.5.4) on déduit
d’abord que X7 = Y7 + Zr est dans L', puis que

Ys > E[Yr | Fs]

(les fonctions indicatrices sont superflues puisque Y,, = 0). De plus, en appliquant le
théoreme 12.5.4 a la martingale u.i. Z,, on a aussi

Zs = EZr | Fs).
En combinant les deux relations obtenues on trouve bien
Xg > E[ X7 | Fsl.
Exemple. Ruine du joueur. Considérons a nouveau une marche aléatoire simple (pile ou
face) avec Xog =k > 0. Soit m > 1 un entier tel que 0 < k& < m. On pose
T=inf{n>0: X, =0o0u X, =m}.
Il découle d’un exemple traité dans la partie 3 que T' < oo p.s. La martingale Y,, = X, i1
est uniformément intégrable, puisque bornée, et on a donc E[Y,] = E[Yy] = k, soit
mP(Xr=m)=k
d’ou on déduit facilement que

k k
m m
On peut généraliser au pile ou face “biaisé” : on suppose que X,, =k+Y;+...+Y,, ou les

v.a. Y; sont indépendantes et de méme loi
PYi=1)=p , PMi=-1)=1-p=gq,
ot p €]0,1[\{5}. Alors il est facile de vérifier que
q\x
7, = (4)%
(p)

est une martingale. Si T est défini comme ci-dessus, le fait que la martingale Z,, A7 converge
entraine que 7' < oo p.s. Ensuite en appliquant le théoreme d’arrét a la martingale bornée
ZnanT, ON trouve

¢) E[(p) | ()" P(Xr =m) + P(Xp = 0)
o (3)" -1 G ="
P(Xp=m) = (g)m — . P(Xr=0)= p(%)m -



12.6 Martingales rétrogrades

Une filtration rétrograde est une famille (F,),c_n indexée par les entiers négatifs de sous-
tribus de F, telle que, pour tous m,n € —N,

n<m=F, CFn

On notera
Fow= ] Fu
ne—N
qui est encore une sous-tribu de F. Remarquons que, a la différence du cas “direct” étudié
précédemment, la tribu F,, devient de plus en plus petite quand n — —oo.

Un processus (X, )ne_n indexé par les entiers négatifs est une martingale rétrograde (resp.
une surmartingale rétrograde, une sous-martingale rétrograde) relativement a la filtration
(Fo)ne-n st X, est F,-mesurable et E[|X,|] < oo pour tout n € —N, et si, pour tous
m,n € —N,

n<m= X, =FX,|F)] (resp. X;, > E[X,, | F.], Xo, < E[X,, | Fal]).
Théoréme 12.6.1 Soit (X,,)ne_n une surmartingale rétrograde. Supposons que

sup F[|X,|] < co. (12.6)
ne—N
Alors la suite (X,)ne_n est uniformément intégrable et converge p.s. et dans L' vers X
quand n — —oo. De plus, pour tout n € —N,

E[X, | Fose) < Xoo

Remarques. (a) Dans le cas d'une martingale rétrograde, la condition (12.6) est automa-
tiquement satisfaite puisqu’on a X, = E[X, | F,] et donc E[|X,|] < E[Xo|] pour tout
n € —N. Pour la méme raison, 'uniforme intégrabilité de la suite (X,,)ne_n, dans le cas
d’une martingale, découle du corollaire 12.5.2.

(b) Dans le cas “direct” étudié précédemment, le fait qu'une surmartingale (ou une mar-
tingale) soit bornée dans L' n’entraine pas son uniforme intégrabilité : en ce sens le cas
rétrograde est tres différent du cas direct.

Preuve. Nous commengons par établir la convergence p.s. de la suite (X, ),e_n, qui découle
a nouveau de l'inégalité sur les nombres de montées de Doob. Fixons un entier K > 1 et
posons pour tout n € {0,1,..., K}

YK = X—K—l—na

n
K
gn == ffKJrn'

Pour n > K, on prend aussi X = Xj et GE = Fy. Alors (Y,),cn est une surmartingale
relativement a la filtration (GX),cy. En appliquant le lemme 12.3.2 & la sous-martingale
—YnK, on trouve pour tous a < b,

(b= a) E[Nk([a, 8], =Y™)] < E[(=Yg —a)*] = E[(=Xo — a)"] < |a| + E[|Xol].
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On vérifie aisément que quand K T oo, Nk([a, b], =Y) croit vers

N([a,b],—X) = sup{k e N:3Im; <n; <--- <my <ny <0,
_Xml S a, _an Z b,...,—ka S a, _Xnk Z b}

qui est le nombre total de montées de (—X,,)ne—n le long de [a, b]. Le théoreme de convergence
monotone entraine donc

(b—a) E[N([a, 0], =X)] < |a| + E[|Xo|] < oo.

On obtient ainsi que N([a, b], X) < oo pour tous les rationnels a < b, p.s. Par une adaptation
évidente du lemme 12.3.1 cela entraine la convergence presque stre de la suite (X,)ne_n
quand n — —oo, et le lemme de Fatou montre que la limite X, vérifie E[|X|] < oc.

Montrons maintenant que la suite (X, )ne_n est uniformément intégrable. Soit ¢ > 0.
La suite (E[X_,])nen étant croissante et majorée (grace a (12.6)) on peut choisir un entier
K < 0 assez petit de fagon que, pour tout n < K,

E[X,] < E[Xx] + g

La famille finie (Xg, Xgy1,...,X_1,Xo) étant uniformément intégrable, on peut choisir
a > 0 assez grand de maniere que, pour tout n € {K, K +1,...,—1,0},

EllXnl1x,>a] <&

De plus, on peut choisir 6 > 0 assez petit de fagon que, pour tout A € F tel que P(A) < o
on ait
E[|Xk|14] <

N ™

Ensuite, si n < K,
El| Xo|lyx,sa)) = El=Xolix,<—ay) + E[Xn1ix,5a}]
_E[an{Xn<fa}] + E[Xn] - E[an{XnSa}]
€
—BIEXk | Fallixac-a] + EXk] + 5 = BIE[Xk | Fallix,<a)l

IN

£
= _E[XKl{Xn<fa}] + E[XK] + 5 - E[XK]-{XnSa}]

£
—EXklix,<-a}) T E[Xk1{x,5a}] + 3
£
< BlXkLgx.sal + 3
Dans la premiere inégalité ci-dessus, on a utilisé la propriété F[X,] < E[Xk] + ¢/2 et
l'inégalité de surmartingale X,, > E[Xk | F,]). On observe maintenant que

1
P(1X| > ) < L BIX.)) < ©
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ou C' = sup F[|X}|] est fini par hypothese. Quitte a choisir a encore plus grand, on peut
supposer que C/a < d, de sorte que

B[ Xk1(x,5a] <

N ™

et en combinant avec ce qui précede,
E[ X, 1gx,5a)] <e,

pour tout n < K. Comme cette inégalité est aussi vraie pour n € {K, K +1,...,—1,0},
cela termine la preuve de I'uniforme intégrabilité de la suite (X,,)ne_n-

Le reste de la preuve est facile. Luniforme intégrabilité et la convergence p.s. entrainent
la convergence dans L'. Ensuite, en écrivant

E[X,14] < E[X,,14]
pourm <net AeF_ , CFn, et en passant a la limite m — —oo, on trouve
E[Xn]_A] < E[Xoo]-A] , VAe F ..

On a donc aussi
EE[X, | F-oo)la] < E[Xo1l4], VAEF .

et puisque X, est clairement F_,-mesurable, cela suffit pour entrainer E[X,, | F_«] < X.
O

Corollaire 12.6.2 Soit Z une v.a. dans L', et soit (G, )nen une suite décroissante de tribus.

Alors,
E[Z ]G, "% ElZ | Gu]
ot

neN

Preuve. Pour tout n € N, posons X_,, = E[Z | G,] et F_,, = G,,. Alors (X,,)ne_n est une
martingale relativement a la filtration rétrograde (F,)n,c_n. Le théoreme assure donc que

X, converge p.s. et dans L' quand n — —oo. De plus, grace a la derniere assertion du
théoreme, X, = E[Xo | F_oo]l = E[E[Z | Fo] | Fooo)l = E|Z | F_o)- 0

Applications. (A) La loi forte des grands nombres. Soit £, &s, ... une suite de v.a. réelles
indépendantes et de méme loi, dans L!. On pose Sy = 0 et pour tout n > 1,

On remarque que
1
Ble | S = - Sn (12.7)
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En effet, on sait qu’il existe une fonction mesurable g telle que E[& | S,] = ¢(S,). Si
ke {l,...,n}, le couple (&,S,) a méme loi que (&, 5,), de sorte que, pour toute fonction
h mesurable bornée,

E[§xh(Sn)] = E[§1h(Sn)] = Elg(Sn)h(Sn)]

ce qui montre qu’on a aussi F[{ | S,] = ¢(S,). Il en résulte que

d’ou l'identité annoncée (12.7).
On a aussi, pour tout n > 1,

1
E[fl ’ Sna§n+1>€n+2>---] - Esn (128)

Cela découle immédiatement de (12.7) et du lemme suivant, appliqué en prenant Z = &,

H, = U(Sn) et Hy = U(€n+1>€n+2a .- )

Lemme 12.6.3 Soit Z une v.a. dans L' et soient H; et Hy deux sous-tribus de F. Sup-
posons que Ho est indépendante de o(Z) N Hy. Alors,

E[Z ’ H1 \/Hg] - E[Z ’ Hl]

La preuve de ce lemme est une application simple du lemme de classe monotone (Théoreme
1.4.1) : on voit immédiatement que la propriété E[14Z| = E[14E[Z | H1]] est vraie pour
les ensembles A € ‘H; V Hy de la forme A = BN C, avec B € Hy, C € H,, et il en découle
que cette propriété est vraie pour tout A € ‘H; V Ho.

On peut maintenant appliquer le corollaire 12.6.2 en prenant Z = &; et pour tout n > 0,

gn = J(Sn> €n+17 §n+27 e ')a

de sorte que 1S, = E[Z | G,] par (12.8). On obtient que la suite 1S, converge p.s. et
dans L'. La loi du tout ou rien de Kolmogorov (Théoreme 10.2.1) assure que la limite est

constante et donc égale a lim L E[S,] = E[&].

(B) La loi du tout ou rien de Hewitt-Savage. Soit &1, &, . . . une suite de v.a. indépendantes et
de méme loi a valeurs dans un espace mesurable (E, £). L’application w — (& (w), & (w), - . .)
définit une v.a. a valeurs dans l'espace produit EY, qui est muni de la plus petite tribu
rendant mesurables les applications coordonnées (x1, zs,...) — x; pour tout i € N*. Une
fonction mesurable F définie sur BN est dite symétrique si

F(x1,29,23,...) = F(2r1), Ta(2); Tn(3): - - -)
pour toute permutation 7 de N* a support fini.

Théoréme 12.6.4 Si F est une fonction symétrique sur EN la variable aléatoire F(&y, s, . . .)
est constante p.s.
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Exemple. Supposons les v.a. &, &, ... a valeurs dans R?, et considérons la marche aléatoire
(en dimension d)

Si B est un borélien de RY,
1{Card{n21:Xn€B}:oo}

est une fonction symétrique de &;,&,,.... On a donc
P(Card{n >1: X, € B} =00) =0o0u 1.
Preuve. Sans perte de généralité on peut supposer F' bornée. On pose

fn = 0'(61, cee >€n) ) gn = U(€n+1>€n+2a .- )
On note Y = F(£1,&,,...) et on pose pour tout n € N
X, = E[Y | F] . Zy=E[Y | Gl.

Alors le corollaire 12.3.6 assure que X,, converge p.s. et dans L' vers E[Y | Fo] = Y,
cependant que le corollaire 12.6.2 montre que Z,, converge p.s. et dans L' vers E[Y | G ] =
E]Y] puisque G, est grossiere (loi du tout ou rien de Kolmogorov). Donc pour tout € > 0,
on peut choisir n assez grand de facon que

E(|X,-Y| <e, E[|Z, - E[Y]]| <e. (12.9)

D’autre part, il existe une fonction mesurable g : E" — R telle que X,, = g(&1, ..., &),
et la premiere borne de (12.9) se traduit par :

El|F(&, 82 ---) — 961, &)l < e

Puisque la suite (&,11,.--,&mn, &1y - -5 &ns E2nat, - - -) @ méme loi que (£1,& .. .), cette borne
entraine aussi que

E“F(fnJrla s 7€2n>€17 cee a§n>€2n+1a e ) — g(fnJrla s 7€2n)|] <eE.

Mais F(€n+17 cee 7€2na 61) s >€na §2n+17 .. ) = F(fla ) gna §n+17 cee a§2n>€2n+17 .. ) = Y gréce
a la symétrie de F', et on a donc obtenu

E[lY —g(&ni1, -+, &m)|] <e. (12.10)
En prenant ’espérance conditionnelle par rapport a G, on a
E|EY | Gu] = Elg(&§ns1s- -5 &) | Gall] <,

soit
E(Zy = g(&atrs- -, &)l <& (12.11)

En combinant (12.10) et (12.11) avec la deuxieéme borne de (12.9), on trouve
E[lY — E]Y]|] < 3e.

Puisque ¢ était arbitraire on a donc Y = E[Y] p.s. O
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Chapitre 13

Chaines de Markov

13.1 Définition et premieres propriétés

Dans tout ce chapitre, E est un espace fini ou dénombrable, qui est muni comme d’habitude
de la tribu P(F). Une matrice stochastique sur F est une famille (Q(z,y),z,y € E) de
nombres réels satisfaisant les deux conditions :

(i) 0 < Q(x,y) <1 pour tous x,y € F;

(ii) pour tout = € E, ZQ(x,y) =1

yeklk
Cette notion est équivalente a celle de probabilité de transition de E dans F : si on pose
V(x,A):ZQ(x,y), reFE, ACE,
yeEA

on voit que v est une probabilité de transition de £ dans E (voir le Chapitre 11), et inverse-
ment si on part d'une telle probabilité de transition v, la formule Q(x,y) = v(x, {y}) définit
une matrice stochastique sur F.

Pour tout entier n > 1, on peut définir Q,, = (Q)" : Q1 = @, et ensuite par récurrence,

QnJrl(xa y) = Z Qn(x’ Z)Q(Z> y)

On vérifie que @, est encore une matrice stochastique sur £. On pose aussi Qo(,y) = Ly
Pour toute fonction f : £ — Ry, on notera @) f la fonction définie par

Qf(z) = Qz,y)f(y).

Définition 13.1.1 Soit Q) une matrice stochastique sur E, et soit (X, )nen un processus
aléatoire a valeurs dans E. On dit que (X,,)nen est une chaine de Markov de matrice de tran-
sition Q) si pour tout entiern > 0, la loi conditionnelle de X, 11 connaissant (Xg, X1,..., X,)
est Q(X,,y). De maniere équivalente, cela signifie que

PXpp1i=vy| Xo=x0, X1 =21,..., X, = 2,) = Q(z4,,y),
pour tous To, 1, ..., Ty, Yy € E tels que P(Xo =z, X1 = x1,..., X, = x,) > 0.
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Remarques. (i) En général, la loi conditionnelle de X, ,; connaissant Xo, Xi,..., X,
dépend de toutes les variables Xy, Xq,..., X, et pas seulement de la derniere X,,. Le fait
qu’ici cette loi conditionnelle ne dépende que de X, est ce qu'on appelle la propriété de
Markov : pour prédire le futur (X,,1;) la connaissance du passé (X, Xi, ..., X,) ne donne
pas plus d’information que celle du présent (X,). Nous verrons plus tard d’autres formes
plus précises de la propriété de Markov, qui correspondent a la méme idée.

(ii) La fonction Q(x,-) donnant la loi conditionnelle de X,,;; sachant que X,, = x ne dépend
pas de l'entier n : c’est le caractere homogene de la chaine de Markov. On pourrait aussi
considérer des chaines de Markov inhomogenes, pour lesquelles le mécanisme de transition
entre les instants n et n 4+ 1 dépend de n.

Proposition 13.1.1 Un processus (X, )nen @ valeurs dans E est une chaine de Markov de
matrice de transition Q) ssi, pour tout n > 0 et pour tous xg,xy,...,T, € F,

P(XO = Io,Xl = T1y... ,Xn = ZEn) == P(XO == ZL’())Q(ZL’(), Il)Q(ZEh Ig) ce Q(xn_l, In) (131)
En particulier, on a si P(Xy = xy) >0,
P(Xn = Tn ‘ XO - ZL’()) - Qn(xmxn)'

Preuve. Si (X,,)nen est une chaine de Markov de matrice de transition @ la formule donnée
est immédiate par récurrence sur n en écrivant

P(onxo,Xl =21,y Xn = Tn, Xnp1 =$n+1) =
:P(X(]:.To,...,Xn:.fEn) XP(XnJrl:.fL"nJrl’onxo,...,Xn:.fEn).

Inversement, si la formule donnée est vraie, on vérifie immédiatement que

P(XO - ZL’())Q(ZL’(), 1'1) e Q(xn—lv I‘n)Q(ZL’n, y)
P(Xo = 20)Q(z0,21) -+ Q(Tn—1, Tn)

P(XnJrl:y’XOZwa'-aXn:xn) =

La derniere assertion s’obtient en remarquant que

Qn(zo, ) = Y Qao,21)Q(1,25) - Q01 70).

1,22,..,.Zn—1E€EEL

Remarque. La formule (13.1) montre que pour une chaine de Markov (X, ),en, la loi de
(Xo, X1, ..., X,) est complétement déterminée par la connaissance de la loi initiale (la loi de
Xp) et de la matrice de transition Q.

La proposition suivante rassemble d’autres propriétés simples des chaines de Markov.

Dans (ii) ci-dessous, on utilise la notation P(A | Z) pour désigner 'espérance conditionnelle
E[l4| Z].

Proposition 13.1.2 Soit (X,,)nen une chaine de Markov de matrice de transition Q.
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(i) Pour tout entier n > 0 et toute fonction mesurable f : E — R,

Elf(Xnia) | Xo, X, Xo] = Elf (Xaga) [ Xa] = QF (Xa),

Plus généralement, pour tout sous-ensemble fini {iy,...,ix} de {0,1,...,n—1}, on a

E[f(Xn-l—l) | Xil? cee 7Xik7 Xn] - Qf(Xn)

(ii) Pour tous les entiers n > 0,p > 1 et pour tous yi,...,y, € E,
P(XnJrl =UY1,. .- >Xn+p =Yp | XO> cee aXn) = Q(Xm yl)Q(yla y2) cee Q(ypfb yp)a
et donc

P(Xn+p =Yp | Xn) = Qp(mep)‘

Si on pose Y, = X, 1, pour tout p € N, le processus (Y,)pen est encore une chaine de
Markov de matrice de transition Q).

Preuve. (i) D’apres la définition,
E[f(Xn-l-l) ‘ X07X17 SRR Xn] = Z Q(Xm y)f(y) - Qf(Xn)
yeklk
Ensuite, si {iy, ..., i} est un sous-ensemble fini de {0,1,...,n — 1}, on a
E[f(XnJrl) ‘ Xip oo aXik7Xn] = E[E[f(XnJrl) ‘ XOaXla s 7Xn] | Xila cee 7Xika
Qf(Xn).

(ii) Il découle immédiatement de (13.1) que

PXpt1=v1,- . Xnip =Y | Xo=20,..., X =) = Q(@0, y1)Q(y1, y2) - - - Q(Yp—1, Yp)-

La formule pour P(X,4, = y, | X,,) en découle en sommant sur les choix possibles de

Xo]

Y1, .-, Yp—1. Enfin, pour la derniere assertion, on déduit de ce qui précede que
P(Yo=vo,Y1=u1,..., Y, =4p) = P(X0 = 10)Q(Y0, y1)QY1,¥2) - - - Q(Up-1, Up),
et on utilise la caractérisation donnée dans la proposition 13.1.1. 0

13.2 Quelques exemples

13.2.1 Variables aléatoires indépendantes

Si (X, )nen est une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans E, de méme loi p, alors
(Xn)nen est une chaine de Markov de matrice de transition

Qz,y) = uly), Vr,yek.

La vérification est immédiate. Ce n’est pas ’exemple le plus intéressant de chaine de Markov !
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13.2.2 Marches aléatoires sur Z¢

Soient 1, &1, &9, ..., &y, . .. des v.a. indépendantes & valeurs dans Z¢. On suppose que &1, &, . . .
ont meéme loi p et on pose pour tout n > 0,

Alors (X,,)nen est une chaine de Markov de matrice de transition

Q(z,y) = uly —z), Vr,y€E.
En effet, en remarquant que &, est indépendante de (Xo, X1,...,X,), on a

P(Xn_H:y‘X():ZE(),Xlzl'l,...,Xn:In)
:P(§n+1:y—xn|X0:x0,X1::L’1,...,Xn::L’n)
:P(gn-i-l:y_xn)

=y — ).
Soit (e1,. .., eq) la base canonique de R?. Dans le cas ol u(e;) = p(—¢;) = 55 pour tout
i € {1,...,d}, la chaine de Markov obtenue est appelée la marche aléatoire simple sur Z<.

13.2.3 Marche aléatoire simple sur un graphe

Soit P2(E) I'ensemble des parties de E a deux éléments, et soit A un sous-ensemble de
P2(E). Pour tout € E, on note

A, ={y e E:{x,y} € A}.

On suppose que A, est fini et non vide pour tout z € E. On définit alors une matrice de
transition () sur E en posant pour tous z,y € F,

1

Qlz.y) = Card A, si {z,y} €A
0

sinon.
Une chaine de Markov de matrice de transition () est appelée marche aléatoire simple sur le

graphe (E, A).

13.2.4 Processus de branchement

Rappelons la définition de ces processus déja étudiés dans le chapitre précédent. Si p est
une mesure de probabilité sur N, et £ € N, on définit par récurrence une suite (X,,) de v.a.
a valeurs dans N en posant

X(]:g

Xn
XnJrl:an,j ) VTLGN,
j=1
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ou les v.a. &,;, n,j € N sont indépendantes et de loi p. Alors, (X,,)nen est une chaine de
Markov sur £ = N de matrice de transition

Qz,y) = p™(y), Vx,y €N,

ol u** est la convolution de p x fois avec elle-méme, ou de maniere équivalente la loi de la
somme de x v.a. indépendantes de loi i (en particulier ;** est la mesure de Dirac en 0). En
effet, en observant que les v.a. &, ;, j € N sont indépendantes de Xo,...,X,, on a

P(Xn+1=y|X0=950,X1=951,~-,Xn=$n)

:P(an,j:y\onxo,Xlza:l,...,Xn:xn)

j=1

::]D(Eijéﬁd =y)
j=1

*In(

= 1" (y).

13.3 La chaine de Markov canonique

Nous commencons par un résultat d’existence de chaine de Markov associée a une matrice
de transition donnée.

Proposition 13.3.1 Soit Q une matrice stochastique sur E. On peut trouver un espace de
probabilité (', F', P') sur lequel il existe, pour tout x € E, un processus (XX )nen qui est une
chaine de Markov de matrice de transition @), issue de X = x.

Preuve. On peut prendre ' = [0,1], muni de la tribu borélienne et de la mesure de
Lebesgue. A partir du développement dyadique (propre) d’un réel w € [0, 1],

w=)Y w2 e(w) €{0,1}

on construit une suite (€, ),en de v.a. indépendantes de méme loi P(e, = 1) = P(g,, =0) =
1/2. Si ¢ est une injection de Nx N dans N, les v.a. 7;; = €43, 4,7 € N sont (évidemment)
encore indépendantes et de méme loi. En posant

U; = f: iy 270!
=0

on obtient une suite Uy, Uy, U, . . . de v.a. indépendantes de loi uniforme sur [0, 1] (pour voir
que U; suit la loi uniforme, noter que »>"_;7; ;27! a méme loi que )7 &,27""!, pour
tout entier p, et faire tendre p vers 0o).
Soit y1, Y2, - - -, Y, - - - Une énumération des éléments de E. Fixons aussi x € E. On pose
X{§ = x puis
Xy =uyr sl Z Qz,y;) <U < Z Q(z,y;)

1<j<k 1<j<k
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de sorte qu’il est clair que P(X{ = y) = Q(x,y) pour tout y € E. On continue par récurrence
en posant

Xo=ue st Y QUXLy) <Unpn < ) Q(X7,y;).

1<j<k 1<j<k

En utilisant I'indépendance des v.a. U;, on vérifie tres facilement que pour tout k& > 1,

P(X$+1:yk’Xg:x0,XiB:;1}1’X;f:xn)

n

=P( Y Q@ y) <Un1 < Y Qan,yy) | X§ =m0, X{ =21,... X7 = x,)

1<j<k 1<j<k

=P( Y Q@ny) <Unp1 < Y Qn,y)))

1<j<k 1<5<k

= Q(xnu yk)a

de sorte que (X?),en est une chaine de Markov de transition Q. O

Dans la suite, il sera utile de faire un choix canonique de ’espace de probabilité sur lequel
sera définie la chaine de Markov étudiée. On prendra

O =EN,

Un élément w de 2 est donc une suite w = (wy, w1, ws, . ..) d’élements de E. Les applications
coordonnées X,,, n € N sont alors définies par

Xn(w) = wy.

On munit € de la plus petite tribu, notée F, qui rende mesurables les applications coor-
données. C’est aussi la tribu engendrée par les “cylindres”, c’est-a-dire les ensembles C' de
la forme

C={weQ:wy=z0,w1 =21,...,wp =Ty}

oun € Net xg,x1,...20, € F.

Lemme 13.3.2 Soit (G,G) un espace mesurable, et soit 1 une application de G dans €.
Alors 1 est mesurable ssi X, o1 l’est pour tout n € N.

Preuve. Il suffit bien str de montrer que si X,, o 9 est mesurable pour tout n, alors ¥ I'est
aussi. Or,

{AeF:yHA) eg}

est une tribu sur 2 qui par hypotheése contient tous les ensembles de la forme X (y), y € F,
donc rend mesurables toutes les applications coordonnées X,,. Cette tribu est nécessairement
F tout entiere. ]

Théoreme 13.3.3 Soit () une matrice stochastique sur E. Pour tout x € FE, il existe une

unique probabilité, notée P,, sur Q = EN telle que sous P,, le processus des coordonnées
(Xn)nen est une chaine de Markov de matrice de transition Q, et P(Xo =z) = 1.
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Preuve. Soit x € E. La proposition 13.3.1 permet de construire sur un espace de probabilité
(Q, F', P") un processus (X7),en qui est une chaine de Markov de transition @ telle que
X§ = x. On définit alors P, comme la mesure image de P’ par 'application

Q — Q
W — (X3 (W))nen-

Cette application est mesurable grace au lemme précédent. On a P, (X, = z) = P'(X{ =
x) = 1 et de plus pour tous xg, x1,..., T, € E,

]P)I(XO :x(]?Xl :xlw"aXn :xn) = P/(Xg :x(];Xf :-Tla...,Xz :xn>
= P'(X§ =20)Q(x0,21) ... Q(xp_1,2y)
IP):B(XO = xo)Q(%, 951) .. 'Q(xn—la ﬂﬁn)

ce qui montre que sous P, le processus des coordonnées est une chaine de Markov de transition
@ (cf proposition 13.1.1).

Pour 'unicité, on remarque que si P, est une autre mesure de probabilité satisfaisant la
propriété du théoreme, les mesures P, et P/, coincident sur les cylindres. Or les cylindres
forment une classe stable par intersection finie et qui engendre la tribu F. Le lemme de
classe monotone montre alors que P, = P, (cf Corollaire 1.4.2). O

Remarques. (a) De la derniere assertion de la proposition 13.1.1, on déduit que, pour tout
n>0et tous z,y € F,

(b) Si p est une mesure de probabilité sur F, on notera

Py = Z () Py

zel

qui définit une mesure de probabilité sur Q. En écrivant la formule explicite pour P, (X, =
To, ..., X, = Tp), on vérifie immédiatement que sous P, (X,,)nen est une chaine de Markov
de transition @), et Xy a pour loi pu.

(c) Si (X} )nen est une chaine de Markov de matrice de transition @ et de loi initiale y, alors
pour toute partie mesurable B de Q = EN, on a

P((X,)nen € B) =P,(B).

En effet cette égalité est vraie lorsque B est un cylindre, et on peut ensuite utiliser le méme
argument qu’a la fin de la preuve ci-dessus. Cette égalité montre que tous les résultats
que nous établirons dans la suite pour la chaine de Markov canonique (celle fournie par le
théoreme 13.3.3) se transporteront & une chaine de Markov quelconque de méme matrice de
transition.

L’un des avantages importants de la chaine de Markov canonique est de pouvoir utiliser
les opérateurs de translation. Pour tout k € N on définit I’application 6, : 2 — €2 en posant

Ok ((Wn)nen) = (Whn)nen-
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Le lemme 13.3.2 montre que ces applications sont mesurables.
On note F,, = o(Xo, X1, ..., X,) lafiltration canonique sur 2. On utilise aussi la notation
E, pour désigner I'espérance sous la probabilité P,.

Théoréme 13.3.4 (Propriété de Markov simple) Soient F' et G deux fonctions mesurables
positives sur € et soit n > 0. Supposons que F' est F,-mesurable. Alors, pour tout v € F,

E,[F - G o6,] = E,[FEy, [G]).

De maniere équivalente,

E,[G o6, | F,] = Ex, [G],

ce qu’on peut traduire en disant que la loi conditionnelle de 6,,(w) connaissant (Xo, X1, ..., X,)
est Px .

Remarque. Cet énoncé se généralise aussitot au cas ou on remplace E, par E, pour
n’importe quelle loi initiale p. Il en sera de méme pour 1’énoncé suivant.

Preuve. Il suffit de montrer la premiere assertion, et pour cela de traiter le cas ou

F = 1{X0:$0,X1:$1,...,Xn:$n}
pour xg, x1,...,r, € E. Considérons d’abord le cas ou G est du méme type :
G = Lixo=yo. X1=y1, Xp=v}
oup>0etuyo,...,y, € . Dansce cas, siy € E,
Ey[G] = 1{yo:y}Q(y0> y1) - - -Q(yp—l, yp)
et par ailleurs

Ex[F -Go en] = ]P)x(XO - anXl =T1,... >Xn = xnaXn - yOaXnJrl = Un+1y--- >Xn+p = yp)
1{x0:x}Q($07 xl) o Q(‘In—la xn) 1{y0:xn}Q(y07 yl) cee Q(yp—la yp)

de sorte qu’on obtient facilement le résultat. Un argument de classe monotone montre ensuite
que le résultat reste vrai pour toute fonction G = 14, A € F, ce qui permet de conclure. [

Le théoreme précédent donne une forme générale de la propriété de Markov (simple) :
la loi conditionnelle du futur 6, (w) connaissant le passé (Xo, Xi,...,X,) ne dépend que
du présent X,,. Il sera tres important de pouvoir étendre cette propriété au cas ou n est
remplacé par un temps aléatoire T

Pour illustrer l'intérét de cette extension, considérons le probleme de savoir si partant
d’un point x la chaine y revient infiniment souvent. Autrement dit, en notant

N, = Z 1{Xn:x}
n=0
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a-t-on P, (N, = oo) = 1 ? 1l suffit en fait de vérifier que la chaine revient au moins une fois

en r. Si
H,=inf{n >1: X, =x}

avec la convention habituelle inf @ = 400, on a 1’équivalence
P.(N, =00)=1<P,(H, < c0) = 1.

L’implication = est triviale. Dans l'autre sens, supposons P,(H, < oo) = 1. Mod-
ulo l'extension de la propriété de Markov mentionnée ci-dessus, on sait que Oy, (w) =
(WH, (w)+n)nen @ pour loi P,. Mais alors, en écrivant

Ny(w) =1+ N, (0, (w))

on voit que N, a méme loi que 1+ N, sous P, ce qui n’est possible que si N, = oo, P, p.s.
Le théoreme qui suit permet de rendre ce raisonnement rigoureux (le résultat obtenu sera
repris et détaillé dans la partie suivante).

Théoréme 13.3.5 (Propriété de Markov forte) Soit T' un temps d’arrét de la filtration
(Fn). Soient F' et G deux fonctions mesurables positives sur ). Supposons que F est Fp-
mesurable. Alors, pour tout x € F,

E$[1{T<oo} F-Go HT] = E$[1{T<oo} FEXT [G]]
De maniere équivalente,
Ex[l{T<oo} Go 9T ‘ fT] = 1{T<oo} IEXT [G]

Remarque. La v.a. X7, définie sur 'ensemble Fr-mesurable {T' < oo}, est Fpr-mesurable
(cf Proposition 12.2.3 - dans le chapitre précédent on consideére des processus a valeurs réelles,
mais 'argument reste le méme). La v.a. Ex..[G], définie aussi sur I'ensemble {1 < oo}, est
la composée des applications w — Xr(w) et z — E,[G].

Preuve. Pour tout entier n > 0,
Ex[l{T:n} F-Go QT] = E$[1{T:n} F-Go Hn] = E$[1{T:n} FEXn [GH

d’apres la propriété de Markov simple (théoreme 13.3.4) appliquée en observant que 1yp—,y F'
est F,-mesurable parce que F' est Fr-mesurable (cf définition de la tribu Fr dans le chapitre
précédent). Il suffit ensuite de sommer 1'égalité obtenue sur toutes les valeurs de n € N. [0

Corollaire 13.3.6 Soit T' un temps d’arrét tel que P,(T < oo) = 1. Supposons qu’il existe
y € E tel que P, (Xy =y) = 1. Alors sous P,, Or(w) est indépendant de Fr et de loi P,,.

Preuve. Avec les notations du théoreme, on a
E,[F - G(07(w))] = E.[F Ex, [G]] = E,[FE,[G] = E,[F]E,[C]

d’ou les assertions de ’énoncé. O
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13.4 La classification des états

A partir de maintenant, on utilise uniquement (sauf exception, notamment dans les exem-
ples) la chaine de Markov canonique construite dans le paragraphe précédent. Rappelons la
notation : pour x € F,

H,=inf{n>1:X, =x}
Ne =) 1ix,—a}
n=0

Proposition 13.4.1 (et définition) Soit x € E. On a :
e ou bien P,(H, < 00) =1, et alors
N, =00, P, p.s.
dans ce cas x est dit récurrent;
e ou bien P,(H, < o0) < 1, et alors
N, <oo, P, p.s.
et plus précisément E,[N,|] = 1/P,(H, = 00) < 0o; dans ce cas x est dit transitoire.
Preuve. Pour tout entier £ > 1, la propriété de Markov forte montre que

Po(Ne 2 k+1) = Eo[lgm,<oo) 1in, 2k} © 0, ]
= E.[1{n,<co) Eo[1(n,>1]]
— P(H, < 50) Bo(N, > k).

Puisque P, (N, > 1) = 1, une récurrence immédiate donne P, (N, > k) = P, (H, < oo)*L.
Si P, (H, < o0) = 1 il en découle aussitot que P, (N, = o0) = 1. Si P, (H, < o0) < 1, on
trouve
= 1
M) = 3B 2 ) = oy <o
Définition 13.4.1 Le noyau potentiel de la chaine est la fonction U : E x E — [0, 00]
définie par
U(ZL‘, y) = Ew[Ny]

Proposition 13.4.2 (i) Pour tous z,y € F,

[ee)

Ulz,y) = Qulx,y).

n=0

(i) U(z,z) = oo si et seulement si x est récurrent.
(iii) Pour tous x,y € E, avec x # y,

Ulz,y) =P, (Hy, < o0) U(y,y).
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Preuve. La propriété (i) est obtenue en écrivant :

B[S trnn] = R0 =) = D@l
n=0 n=0 n=0

La propriété (ii) est une conséquence immédiate de la proposition 13.4.1 et de la définition
de U.
Enfin (iii) découle de la propriété de Markov forte :

E.[Ny] = Ee[1m, <00}y Ny 0 0m,] = Eu[1{m,<co) By [N, ]] = Po(H, < 00) U(y, y).

Exemple. Considérons la chaine de Markov sur Z¢ de matrice de transition

Q((ajla"wxd)a(ylw"ayd 2dH {lyi—zi|=1}

(c’est un cas particulier de marche aléatoire sur Z4). Cette chaine de Markov issue de 0 a
méme loi que (Y1, ..., Y4%),en, ot les processus Y, ..., Y sont des copies indépendantes de
la marche aléatoire simple (pile ou face) sur Z, issue de 0. En conséquence,

Qn(0,0)=P(Y!=0,...,Y?=0)= P! =0)%

n

Or P(Y,) = 0) = 0 si n est impair, et si n = 2k est pair, un argument de dénombrement

simple montre que
P(Yy, = 0) =272 C3,.

En conséquence,
[e.e] [e.e]
0) = Qu(0,0) = (27%*C4,)*
k=0 k=0
La formule de Stirling montre que

1

~Y —_— .

)2 k—o00 7k

- ()
2 chgk ~ k
(L

ST

Donc 0 est récurrent si d = 1 ou 2, et transitoire si d > 3.

On note R 'ensemble des états (points) récurrents.

Lemme 13.4.3 Soit x € R et soit y un autre point de E tel que U(x,y) > 0. Alorsy € R
et P,(H, < o0) =1, donc en particulier U(y,x) > 0.

Preuve. Montrons d’abord que P,(H, < co) = 1. Pour cela on écrit

0=P,(N, < 0) > Hy, < o0, H, 00y, =00)

o[, <00} Lt,=o0} © O, ]

Pa(
E.|
IE/J1:[1{Hy<oo} Py(H, = 00)]
Py (H,

T
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L’hypothese U(z,y) > 0 entraine P,(H, < co) > 0. On conclut que P,(H, = c0) = 0.
Ensuite, on peut trouver des entiers ny,ny > 1 tels que @, (z,y) > 0, et Q,,(y,x) > 0.
Pour tout entier p > 0, on a alors

Qn2+p+n1(ya Y) > Qn, (¥, ZB)QP(.r, ZB)in (z, y)

et donc
UW,y) = Y Quotpins (U,4) > Qny (y, <ZQP (z, 2 )Qm(:r y) =
p=0
puisque € R entraine ) Q,(z,r) = U(z,z) = o0. O

En conséquence du lemme, six € Ret y € E\R on a U(z,y) = 0 : on ne peut pas passer
d’un point récurrent a un point transitoire. Cette propriété joue un role important dans le
théoreme suivant.

Théoréme 13.4.4 (Classification des états) Il existe une partition de R
R=|JR
iel
telle qu’on ait les propriétés suivantes :

esiv e R, etsiiel esttel quex € R;, on a P, p.s.
Ny = 400, Yy € R;;
— N, =0, Yy € E\R;;

esize€ E\RetT=inf{n>0:X, € R}, onaP, p.s.
— ou bien T = o0 et N, < oo, Vy € E;
— ou bien T < oo et il existe un indice (aléatoire) j € I tel que : Yn > T, X, € R;.

Preuve. Pour z,y € R, notons x ~ y si U(z,y) > 0. Il découle du lemme précédent qu’'on
ainsi défini une relation d’équivalence sur R (pour la transitivité, on observe que @, (x,y) > 0
et Qm(y, z) > 0 entrainent Q, ., (z,z) > 0. La partition du théoreme correspond alors aux
classes d’équivalence pour cette relation d’équivalence, qu’on appelle aussi les classes de
récurrence de la chaine de Markov.

Soit i € I et x € R;. On a U(z,y) = 0 pour tout y € E\R; (dans le cas y € E\R on
utilise le lemme) et donc N, =0, P, p.s. pour tout y € E\R;. En revanche, si y € R;, on a
P,(H, < c0) =1 d’apres le lemme, et la propriété de Markov forte montre que

]P)x(Ny = OO) = Ew(l{Hy<oo} l{Ny:oo} o «9Hy] = ]P)x(Hy < OO) Py(Ny = OO) =1.

Siz € F\R et T = 00, alors on déduit facilement de la propriété de Markov forte que
N, < oo pour tout y € E\R. Si T < oo, notons j l'indice (aléatoire) tel que Xp € R;. En
appliquant la propriété de Markov forte en T', et la premiere partie de ’énoncé, on obtient
aisément que X,, € R; pour tout n > 7. O
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Définition 13.4.2 La chaine est dite irréductible si U(z,y) > 0 pour tous x,y € E.

Corollaire 13.4.5 57 la chaine est irréductible :

e ou bien tous les états sont récurrents, il existe une seule classe de récurrence et on a pour
tout x € I,
P, (N, =00, Yy € E) = 1.

e ou bien tous les états sont transitoires et alors, pour tout x € F,

P,(N, < o0, Yy € E) = 1.

Lorsque E est fini, seul le premier cas peut se produire.

Preuve. S’il existe un état récurrent, le lemme 13.4.3 montre aussitot que tous les états
sont récurrents, et puisque U(z,y) > 0 pour tous x,y € F, on voit aussi qu’il y a une seule
classe de récurrence. Le reste découle du théoreme, a ’exception de la derniere assertion :
si F/ est fini et si on suppose que tous les états sont transitoires, on a

P, ps. , ZNy < 00

yerR

ce qui est absurde puisque

ZNZ/ - Z Z Lix,=y) = Z Z lix,=p = 0.

yekr yeE n=0 n=0 yek

O
Une chaine de Markov irréductible dont les états sont récurrents sera dite récurrente

irréductible.

Exemples. Nous reprenons maintenant les différents exemples introduits ci-dessus pour
discuter dans chaque cas la classification des états. Avant cela, insistons sur le fait que les
résultats obtenus pour la chaine de Markov canonique se traduisent immédiatement pour
une chaine de Markov quelconque (Y},)nen de transition @ (et inversement). Par exemple, si
Yy = vy, en notant Nf = Zzozo 1v,—s), on a pour tout k € N,

P(N;/ = k) = ]P)y(Nx = k))
puisque le terme de gauche s’écrit aussi bien
P((Ya)nen € B)

avec B = {w € EN : N (w) = k}, et il suffit d’utiliser la remarque (b) suivant le théoreme
13.3.3.

(1) Cas de variables aléatoires indépendantes de loi u. Dans ce cas Q(x,y) = u(y).
On voit facilement que y est récurrent ssi p(y) > 0, et il y a une seule classe de récurrence.
La chaine est irréductible ssi p(y) > 0 pour tout y € E.

203



(2) Marche aléatoire sur Z. On a

Yo=Y+ > &

=1

ou les v.a. &, a valeurs dans Z, sont indépendantes et de loi p (et indépendantes de Yp).
Dans ce cas, puisque Q(z,y) = p(y — z), on voit aisément que U(x,y) est fonction de y — z,
et donc tous les états sont du méme type, récurrent ou transitoire.

Théoréme 13.4.6 Supposons E[|&1]] < 0o et soit m = E[&].
(i) Sim # 0, tous les états sont transitoires.

(il) Si m = 0, tous les états sont récurrents. De plus, la chaine est irréductible ssi le
sous-groupe engendré par {y € Z : u(y) > 0} est Z tout entier.

Preuve. (i) Si m # 0, la loi forte des grands nombres montre aussitot que |Y,,| — oo p.s.
et donc tous les états sont transitoires.

(ii) Supposons que m = 0 et que 0 est transitoire, donc U(0,0) < oo. Nous allons voir que
ceci conduit a une contradiction. Sans perte de généralité, on suppose dans la suite que
Yy = 0. On observe que, pour tout z € Z,

U(0,z) <U(x,z) =U(0,0)
la premiere inégalité découlant de la proposition 13.4.2(iii). En conséquence, pour tout
n>1,
> U(0,7) < (2n+ 1)U(0,0) < Cn (13.2)

lz|<n

avec C'=3U(0,0) < oo.
D’autre part, on sait que n~'Y, converge p.s., donc aussi en probabilité, vers 0. Si on
pose € = (4C)~1, on peut trouver N assez grand pour que, pour tout n > N,

1
P(|Y,| <en) > 3

ou de maniere équivalente,

N —

> Qu(0,x) >

|lz|<en

Sin>p> N, on a aussi

> Q,0,2)> Y Q,0,2) >

|z|<en |z|<ep

N —

puis en sommant sur p,

n

> 00023 Y Q00> "N

|z|<en p=N |z|<ep

204



Mais d’autre part, d’apres (13.2), si en > 1,
n
Z U(0,z) < Cen = T

|z|<en

On obtient une contradiction des que n est assez grand.
Il reste a établir la derniére assertion. Notons G le sous-groupe engendré par {z € Z :
w(z) > 0}. Il est immédiat que

P(Y, € G,YneN) =1

(rappelons que nous avons pris Yy = 0). Cela montre que si G # Z, la chaine n’est pas
irréductible. Inversement, supposons que G = Z. Alors, notons

H={xe€Z:U(,z) >0}
et observons que H est un sous-groupe de 7Z :

e six,y € H, l'inégalité

Qn-l—p(ov x + y) Z Qn(ou ‘I) Qp(ma X + y) = Qn(07 ZE) QP(Ou y)
montre que r +vy € H;

e si x € H, comme 0 est récurrent, la condition U(0,x) > 0 entraine U(z,0) > 0 (lemme
13.4.3) et puisque U(x,0) = U(0, —z) on a bien —z € H.

Finalement, puisque H contient {z € Z : u(x) > 0}, on a forcément H = Z. O

Par exemple, si p = %5_2 + %52, tous les états sont récurrents, mais il y a deux classes de
récurrence, les entiers pairs et les entiers impairs.
(3) Marche aléatoire sur un graphe. On considere ici le cas d'un graphe fini : E est fini
et A est un sous-ensemble de Py(E) tel que, pour tout = € E, A, :={y € F: {z,y} € A}
est non vide. Le graphe est dit connexe si pour tous x,y € F, on peut trouver un entier
p > 0 et des élements xg = z,z1,...,2p-1,7, = y de E tels que {z;_1,2;} € A pour tout
ied{l,....p}.

Proposition 13.4.7 La marche aléatoire simple sur un graphe fini connexe est récurrente
wrréductible.

Preuve. Le caractere irréductible de la chaine découle de la connexité du graphe. Il suffit
ensuite d’appliquer le corollaire 13.4.5. O

(4) Processus de branchement. Dans ce cas F = N et Q(z,y) = ¢ (y). On remarque
que I'état 0 est toujours absorbant, au sens ou

Po(Vn €N, X, = 0) = 1.

En conséquence 0 est aussi récurrent.
Dans la proposition suivante, nous écartons le cas trivial u = d;, ot tous les états sont
absorbants.
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Proposition 13.4.8 0 est le seul état récurrent. En conséquence, on a p.s.
e ou bien AN :Vn > N, X,, =0.

e ou bien X,, — +0o0 quand n — oo.

Remarque. On a vu dans le chapitre précédent que le premier cas se produit avec probabilité
1sim=> ku(k) <1, et que le second cas se produit avec probabilité strictement positive
si m > 1 (sous 'hypothese supplémentaire que p a un moment d’ordre 2).

Preuve. Supposons d’abord que p(0) > 0. Si z > 1, U(z,0) > P,(X; = 0) = u(0)* > 0
alors que U(0,x) = 0. Cela n’est possible que si x est transitoire. Traitons ensuite le cas ol
1(0) = 0. Comme nous excluons le cas u = 4y, il existe alors k£ > 2 tel que p(k) > 0. Alors,
pour tout x > 1, P,(X; > x) > 0, ce qui entraine qu'il existe y > x tel que U(x,y) > 0.
Comme on a clairement U(y,z) = 0, on conclut encore que x est transitoire. Les autres
assertions découlent maintenant du théoreme 13.4.4. 0

13.5 Mesures invariantes

Définition 13.5.1 Soit pu une mesure positive sur E, telle que p(x) < oo pour tout x € E
et i n’est pas la mesure identiquement nulle. On dit que p est invariante pour la matrice de
transition @ (ou simplement invariante s’il n’y a pas ambiguité) si

VyeE, u(y) =Y n@Q(zy).

zelR

Sous forme matricielle, la condition d’invariance s’écrit u@) = p. Puisque pour tout n,
Q. = (Q)", on peut itérer cette relation et obtenir que p@, = p pour tout n € N.

Interprétation. Supposons de plus que u(E) < oo (ce qui sera toujours le cas si E est fini).
Quitte & remplacer p par pu(E) i, on peut supposer u(E) = 1. Alors, pour toute fonction
f+E— R,

Eu[f(X0)] =) u(2) > Q9 f(y) =Y fu) > n@)Qx,y) =Y ny)f(y)

z€eE yer yer z€E yekr

ce qui montre que sous P,, X; a méme loi 1 que X,. En utilisant la relation p@, = @, on
obtient de méme que pour tout n € N la loi de X,, sous P, est p. Plus précisément, pour
toute fonction F': ) — R, mesurable,

E,[F 061 = E,[Ex,[F]| = ) u(z) E,[F] = E,[F]

zelE

ce qui montre que sous P, (Xi1n)nen @ méme loi que (X, )nen (et de méme, pour tout entier
k Z 0, (Xk+n)n€N a meme loi que (Xn)nEN)

Exemple. Pour toute marche aléatoire sur Z¢ (Q(x,y) = y(y—r) ne dépend que la différence
y — ), on vérifie immédiatement que la mesure de comptage sur Z? est invariante.
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Définition 13.5.2 Soil ;1 une mesure positive non triviale sur E, telle que u(x) < oo pour
tout x € E. On dil que p est réversible si

Vo,y e B, u(x)Q(r,y) = u(y)Qy, v).

Proposition 13.5.1 Toute mesure réversible est invariante.

Preuve. Si u est réversible,
> w(@)Qx,y) =Y py)Qy, ) = pu(y).
el el

O

En revanche, il existe des mesures invariantes qui ne sont pas réversibles : nous avons

vu que la mesure de comptage est invariante pour toute marche aléatoire sur Z?, cependant
elle n’est réversible que si la loi de saut v est symétrique (y(z) = y(—x)).

Exemples. (a) Pile ou face biaisé. C’est la marche aléatoire sur Z de matrice de transition
Q(i,i+1) =p
QUii—1)=q=1-p

ou p €]0, 1[. Dans ce cas, on vérifie aisément que la mesure
. Dy .
iy =Ly, ez

est réversible, donc invariante. Remarquons que pu est différente de la mesure de comptage
(qui est aussi invariante) sauf dans le cas p = 1/2.
(b) Marche aléatoire sur un graphe. La mesure

u(z) = Card(A,)
est réversible. En effet, si {z,y} € A,

1
Card(A,)

(c) Modeéle d’urne d’Ehrenfest. C’est la chaine de Markov dans {0, 1,...,k} de matrice
de transition

u(x)Q(z, y) = Card(A,) =1=p(y)Qy, ).

Q@j+nzé; 0<j<k-1
QU,j—1) =1 sil<j<k.
Une mesure p est réversible ssi
k=7 . j+1
r J +1)L =
wlg) == = pl +1) —
pour tout 0 < 7 < k — 1. On trouve aisément que
u(j) = ¢4

convient.
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Théoreme 13.5.2 Soit x un point récurrent. La formule

H;—1

ply) = Eax[ > 1{xk:y}}
k=0

définit une mesure invariante. De plus, u(y) > 0 ssi y appartient a la classe de récurrence
de x.

Preuve. Remarquons d’abord que si y n’est pas dans la classe de récurrence de x on a
E.[N,] = U(z,y) = 0, et donc a fortiori u(y) = 0.
Ensuite, on écrit pour tout y € F,

py) = Ex[il{&cy}}

Hy
= Z E, [Z 1{Xk_1:Z,Xk:y}:|
k=1

zeE

= Z Z E, [1{k§H1,X;€71=Z} 1{Xk=y}}

zeFE k=1

= > i E, [1{kSHz,Xk71:z}] Q(zy)

z€E k=1

- YR, [i 1{X,c,1:z}} Q(z,y)

zeE

= > u(2)Qzy).

ze€R

Dans la quatrieme égalité, on a utilisé le fait que I'événement {k < H,, Xy = z} est
Fr_1-mesurable pour appliquer la propriété de Markov a l'instant & — 1.

On a obtenu l'identité u@) = p, qu’'on peut itérer pour avoir u@), = p pour tout entier
n > 0. En particulier, pour tout entier n > 0,

pla) = 1= 37 u(=)Qu(z, )

zeE

Soit y un point de la classe de récurrence de z. Alors, il existe n > 0 tel que Q,(y,z) > 0, et
la formule précédente montre que p(y) < 0o. On peut aussi trouver m tel que Q,,(x,y) > 0,
et on a
py) = 2)Qm(2y) = Qum(x,y) > 0.
z€E
Remarque. S’il existe plusieurs classes de récurrence R;, ¢ € I, alors en choisissant pour
chaque ¢ € [ un point x; € R; et en posant



on construit des mesures invariantes a supports disjoints.

Théoreme 13.5.3 Supposons la chaine récurrente irréductible. Alors la mesure invariante
est unique a une constante multiplicative pres.

Preuve. Soit p une mesure invariante. On montre par récurrence que, pour tout entier
p > 0, pour tous z,y € F,

pA(Hz—1)

ply) > [ Z 1(x,— y}] (13.3)

D’abord, si y = x, U'inégalité est immédiate (avec méme une égalité). On suppose donc
y # x. Sip =0, 'inégalité (13.3) est triviale. On suppose que (13.3) est vraie a 'ordre p.
Alors,

wly) = D ) Q=

zelE
pA(Hz—1)
> x)ZEx[ Z lix, = z}} (z,9)
zelE
p
= u@) Z Z E, [1{Xk:z,k:§Hz—1}i| Q(z,9)
zeE k=0
p
= p(x) Z Z E, |:1{Xk:Z7k§Hz*1} 1{Xk+1=y}]
zeE k=0
pA(Hz—1)
= [ Z 1{Xk+1 y}]
(p+1 YAH,;

= H@E[ 3 e,

ce qui donne le résultat voulu a l'ordre p 4+ 1. De maniere analogue a la preuve du théoreme
précédent, on a utilisé le fait que 'événement {X; = z, k < H, — 1} est Fj-mesurable pour
appliquer la propriété de Markov a l'instant k.

En faisant tendre p vers +oo dans (13.3) on trouve

H;—1

py) = p() Ex[ Z 1{Xk=y}]

Fixons x € E. La mesure
Hy—1

= Efﬁ[ Z l{Xk:y}}
k=0
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est invariante (théoreme 13.5.2), et on a u(y) > u(x)v.(y) pour tout y € E. Donc, pour tout
n>1,

= Q2 2) = Y p(@)va(2)Qn(z,2) = plx)va(x) = p(x),

zeE zelR

ce qui montre que I'égalité u(z) = p(x)r.(z) a lieu pour tout z tel que @Q,(z,x) > 0.
L’irréductibilité assure que pour tout z € E on peut trouver un entier n tel que @, (z, ) > 0,
et on conlut donc que p = p(x)v,, ce qui termine la preuve. 0

Corollaire 13.5.4 Supposons la chaine récurrente irréductible. Alors :

(1) Ou bien il existe une mesure de probabilité invariante u, et on a pour tout x € F,

(ii) Ou bien toute mesure invariante a une masse totale infinie, et on a pour tout x € E,

La chaine est dite récurrente positive dans le cas (1) et récurrente nulle dans le cas (ii).

Remarque. Si E est fini seul le cas (i) se produit.
Preuve. D’apres le théoreme 13.5.3, toutes les mesures invariantes sont proportionnelles.
Donc ou bien elles sont toutes de masse totale infinie (cas (ii)) ou bien elles sont toutes finies,
et on peut normaliser pour en trouver une qui soit une mesure de probabilité (cas (i)). Dans
le cas (i), soit u 'unique mesure de probabilité invariante et soit x € E. Alors, si v, désigne
la mesure invariante fournie par le théoreme 13.5.2,

H;—1

= Ex[ > 1{Xk=y}]>
k=0

w est proportionnelle & v, : pu = Cy, avec C' > 0. En écrivant 1 = p(F) = Cv,(E), on
trouve C' = (v,(F))™!, d’out

ZE [Z Lixn] = [Z (D" Lixemn) | = Bl

= yer

Dans le cas (ii), v, est infinie, et donc, par le méme calcul,
E.[H;] = v(E) = 0.

Proposition 13.5.5 Supposons la chaine irréductible. S’il existe une mesure invariante
finie, la chaine est récurrente (et donc récurrente positive).
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Preuve. Soit v une mesure invariante finie, et soit y € FE tel que vy(y) > 0. Pour tout
x € E, la proposition 13.4.2(iii) donne l'inégalité

> Qulz,y) = Ulz,y) < Uly,y).

On multiplie les deux membres de cette inégalité par v(z) et on somme sur toutes les valeurs
de z € E. Il vient

> 9Qu(y) < WE) Uy, y).
n=0
Puisque v est invariante on a yQ,(y) = v(y) > 0 pour tout n > 0. On conclut donc que

V(E) Uy, y) = oc.
Comme (F) < 0o, cela entraine que U(y,y) = co. Donc y est récurrent et puisque la chaine
est irréductible elle est récurrente (corollaire 13.4.5). O

Remarque. L’existence d’une mesure invariante infinie ne permet pas de conclure : con-
sidérer par exemple le pile ou face biaisé (exemple (1) ci-dessus apres la proposition 13.5.1)
qui n’est récurrent que si p = 1/2.

Exemple. Soit p €]0,1[. Considérons la chaine de Markov sur £ = N de matrice de
transition

Qk,k+1)=p, Qk,k—1)=1-p, sik>1,
0(0,1) = 1.

Cette chaine est irréductible. De plus on vérifie immédiatement que la mesure p définie par

(k) = (%)“ L sik>1,

w0)=1-p,

est réversible donc invariante.
Sip < %, la mesure p est finie, et la proposition 13.5.5 entraine que la chaine est récurrente
positive. (Exercice : Montrer que la chaine est récurrente nulle si p = I, et transitoire si

1 ek
p>3.)

13.6 Comportement asymptotique

Nous continuons a considérer la chaine de Markov canonique associée a une matrice de
transition Q).

Théoreme 13.6.1 Supposons la chaine récurrente irréductible, et soit u une mesure invari-
ante. Soient f et g deuz fonctions positives sur E telles que [ fdp < oo et 0 < [ gdu < oo.
Alors, pour tout x € E on a P, p.s.

> o f (Xi) Jfd

== <
d

20 9(Xi) n—oo [

=

i)
=
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Remarque. Le résultat reste vrai si u(f) = oco. Il suffit d’utiliser un argument de compa-
raison en écrivant f =lim T fi, avec des fonctions positives fj, telles que [ frdp < co.

Corollaire 13.6.2 Si la chaine de Markov est irréductible et récurrente positive, et si |
désigne l'unique probabilité invariante, on a P, p.s.

CS ) — [ fau
k=0

Le corollaire découle immédiatement du théoreme en prenant g = 1 dans 1’énoncé.

Preuve du théoréme 13.6.1. On définit les temps d’arrét
To=0, T, =H,

et par récurrence
Toy1 =inf{k >T, : X} =z}

Le temps T,, est 'instant du n-ieéme retour en x de la chaine. Puisque ’état x est récurrent,
tous ces temps d’arrét sont finis p.s. On pose aussi pour tout £ > 0,

Tk+171

Z(f)= >, f(Xn).

n:Tk
Lemme 13.6.3 Les v.a. Zy(f), k=0,1,2,..., sont indépendantes et de méme loi.

Preuve. Soient go, g1, g2, - . . des fonctions mesurables bornées sur R, . Il suffit de montrer
que, pour tout entier £ > 0, on a

k k

E, [ng(zz(f))] = HEx[gi(ZO(f))]'

1=0 =0

On démontre cette identité par récurrence sur k. Pour k£ = 0 il n’y a rien a montrer. Pour
passer de I'ordre k — 1 a l'ordre k, on observe que :

o les via. Zo(f), Zi(f), ..., Zr—1(f) sont Fr -mesurables (exercice !);
e la suite translatée 01, (w) est indépendante de Fr, et de loi P,, d’apres le corollaire 13.3.6;
e on a Zy(f) = Zo(f) o Oz, par construction.

Il découle de tout ceci que

E, [f[gxzi(f))] ~E, [(lﬁgxzi(f)))gk(zo(f) 0br,)| = E. [lﬁgi(z(f))] E, [g1(Zo(f))];
d’ou le résultat voulu a l'ordre k. O
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Nous revenons a la preuve du théoreme. Si v, désigne comme précédemment la mesure
invariante construite dans le théoreme 13.5.2, on a u = u(z)v, puisque v,(x) = 1 et que
toutes les mesures invariantes sont proportionnelles (théoreme 13.5.3). On observe alors que

E.[Zo(f)] = Ex[ i > ) 1{xk=y}] =Y f@) wly) = fuj(t;l)u-

Le lemme 13.6.3 et la loi forte des grands nombres montrent ensuite que P, p.s.

n n—oo ()

. nZZk(f) — Lfd'u‘ (13.4)

Pour tout entier n, notons N,(n) le nombre de retours en z effectués par la chaine avant
I'instant n, de sorte que T'n,(n) < n < Ty, (n)+1. En écrivant

TNy (n)—1 n TNg(ny+1—1
> FXe) (X > (X
k=0 k=0 k=0

N S N S N0

ce qui équivaut a

Nz(n)—1 n Nz(n)
Zi(5) D) 2zl
j=0 k=0 J=0
< <
N.(n) = Ng(n) = Ng(n)
on déduit de la convergence (13.4) que P, p.s.

1 ¢ J fdu
N x) — .

N 2T 2T

Il suffit ensuite d’utiliser le méme résultat avec f remplacée par g pour finir la preuve. [J

Corollaire 13.6.4 Supposons la chaine récurrente irréductible. Alors, pour tout x € F,

(i) dans le cas récurrent positif,

1 n—1
p.s.
- ; Lixi=e} 2 px),

otu . est ['unique probabilité invariante;

(i) dans le cas récurrent nul,
n—1

1 5.
n Z Lix=a} 7%0 0.
k=0
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Dans les deux cas la convergence a lieu pour toute loi initiale de la chaine.
Définition 13.6.1 Soit x un point récurrent, et

L,={n>0:Q,(x,z) > 0}.
La période de x, notée d(x), est le PGCD de L,.

Remarque. Puisque L, est stable par addition (Q,im(z,x) > Qn(x,2)Qun(z,x)), le sous
groupe engendré par L, est L, — L, = d(z)Z.

Proposition 13.6.5 Supposons la chaine récurrente irréductible.
(i) Tous les points ont la méme période, appelée la période de la chaine et notée d.

(i) Si d =1 (la chaine est alors dite apériodique), pour tous x,y € E, il existe un entier
no tel que Qn(x,y) > 0 pour tout n > ny.

Preuve. (i) Soient z,y € E. Puisque la chaine est irréductible, il existe deux entiers n; et
ny tels que Qn, (z,y) > 0 et Qn,(y,x) > 0. Mais alors, sin € L,, on any +n+ny € L, ce
qui entraine que L, — L, C L, — L, et donc d(y) divise d(x). Par symétrie on a d(y) = d(z).
(i) Clairement, il suffit de traiter le cas ou y = z. Puisque d(z) = 1, on peut trouver deux
entiers ni,my; > 0 tels que 1 =n; —my et

Qm(x?x) >0, Qm1($7x) > 0.

Si m; = 0, donc n; = 1 le résultat est évident avec ng = 0. Si m; > 1, alors, pour tout
j€{0,1,...,m; —1},ona

Qm§+j(x’ ) = Qjny+(m—jymi (¥, ) > 0.
Il en découle que, si ng = m?} on a pour tout entier j > 0,

Qno+j(x, x) > 0.

Théoréeme 13.6.6 Supposons la chaine irréductible, récurrente positive et apériodique. Alors,
st désigne l'unique probabilité invariante, on a pour tout x € F,

> IPo(Xo = y) — uly)] — 0.

n—oo
yerR

Preuve. La formule

Q(z1,m2), (Y1, 42)) = Q21,y1)Q(22,y2)

définit une matrice stochastique sur le £ x E. On note (X}, X2)nen, (P w2)) (@1,00)cExE)
la chaine de Markov canonique associée.

Remarquons que @ est irréductible : si (21, x2), (y1,y2) € E X E, la proposition 13.6.5(ii)
permet de trouver deux entiers n; et ny tels que Q,(z1,y1) > 0 pour tout n > ny, et
Qn(xa,12) > 0 pour tout n > ny. Sin > ny Vng, on a par définition Q,,((z1, z2), (y1,2)) > 0.

214



De plus la mesure produit 1 ® p est invariante pour Q :

Z () p(22)Q(w1, y1)Q (72, 42) = Z (1) Q (w1, y1) Z 1(22)Q (w2, y2)

(z1,22)EEXE r1ER ro€F

= w(y)p(ys)-

La proposition 13.5.5 permet de conclure que la chaine (X!, X2) est récurrente positive.
Observons maintenant que

IP:B(Xn = y) - N(y> = p;@éz (X?z = ) - p;@éz (X7lz = ) = Eu®5z[1{X%:y} - l{X%:y}]'

Introduisons le temps d’arrét 7' = inf{n > 0: X} = X?}. Alors, I'égalité précédente montre
que

]P)I(Xn = y) - :u(y) = Eu@% [1{T>n}(1{X%:y} - 1{X%:y})]

+ Y Bues Lrerxioxz—a (Lixz=yy — Lixazyy)l- (13.5)

k=0 zeFE

Mais, pour tout k € {0,1,...,n} et tout z € E, la propriété de Markov entraine que

E,.@s, Lo xi=xz=zylixz=y] = E,zs, i xi=x2=2)] @n-r(2,y)

= E,u®5z [1{T:k,X;:X,§:z}1{X}z:y}] )

et donc le deuxieme terme de la somme dans (13.5) est nul. On obtient ainsi que

D PuXu=9) —p@)l = Y |Bues, [Lreny(Lixz=y — Lixa=y)ll
yeE yek
< Y Eues Lrsny (Lixz—yy + Lixi=y)]
yer

= 2@#(@51 (T > n),

qui tend vers 0 quand n — oo, grace & la récurrence de la chaine (X}, X?2). O

13.7 Martingales et chaines de Markov

On considere toujours la chaine de Markov canonique de matrice de transition ).

Définition 13.7.1 Une fonction f : E — R, est dite harmonique (resp. surharmonique)
st on a pour tout x € I,

f) =Qf(x)  (resp. f(x) = Qf(x)).

Plus généralement, si F' C E, on dit que f est harmonique sur F' (resp. surharmonique sur
F) si la propriété f(x) = Qf(z) (resp. f(x) > Qf(x)) est vraie pour x € F.
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Remarque. On pourrait considérer plus généralement des fonctions harmoniques ou surhar-
moniques de signe quelconque.

Proposition 13.7.1 (i) La fonction f est harmonique (resp. surharmonique) ssi, pour tout
x € E, le processus (f(Xpn))nen est une martingale (resp. une surmartingale) sous Py,
relativement a la filtration (F,).

(ii) Soit FF C E et G = E\F. On note T¢ le temps d’arrét
Tg =inf{n >0: X, € G}.

Alors si f est harmonique (resp. surharmonique) sur F, le processus (f(Xnary))nen est une
martingale (resp. une surmartingale) sous Py, pour tout x € F.

Preuve. (i) Supposons d’abord f harmonique. Alors, d’apres la proposition 13.1.2(i),

et en conséquence E,[f(X,)] = E.[f(Xo)] = f(z), donc f(X,) € L.
Inversement, supposons que f(X,) est une martingale sour P,. Il vient immédiatement
que

f(@) = Eo[f(Xo)] = Ee[f(X1)] = Qf (z).

Le cas d’une fonction surharmonique est traité de la méme fagon.
(ii) Traitons le cas d'une fonction harmonique. On écrit pour x € F

Eolf (Xnivaze) | Fol = Bolf(Xns1) Lizesny | Fol + Ealf (X1w) Lizocny | Fl
= lzeony E,[f(Xn41) | F] + f(X15) Lirg<ny
= lrpony QF(Xn) + f(X1e) Lirg<ny
= lirgsn) J(Xn) + f(XTG) Lirg<ny
= f(Xn/\TG)

On a utilisé le fait que f(X7,) 1iro<ny = f(X15an) Lizg<n) st Fn-mesurable. O

Théoréme 13.7.2 Soit F' un sous-ensemble non vide de E et G = E\F. Soitg: G — R
une fonction bornée.

(i) La fonction
h(z) = Ex[g(XTG) 1{TG<oo}], rel

est harmonique sur F'.

(i) Supposons T < oo, P, p.s. pour tout x € F. Alors la fonction h est l'unique fonction
bornée sur E qui

e est harmonique sur F,

e coincide avec g sur G.
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Preuve. (i) On remarque que si x € F on a P, p.s.

9(X1) Lirg<ooy = 9( X1 0 01) L1400, <00} -

Autrement dit, si U(w) = g(Xr,(w)) L{rgw)<oo}, o0 a U = U o by, P, p.s. Donc, pour z € F,
d’apres le théoreme 13.3.4,

W) = Ex[U] = E.[U 0 01] = Eu[Ex, [U]] = Eo[1(X1)] = Qh(2),

ce qui montre que h est harmonique sur F.

(i) I est trivial que h(z) = g(z) si « € G. Soit A’ une autre fonction harmonique
sur F', bornée sur E et coincidant avec g sur G. Si x € F, d’apres la proposition 13.7.1,
Y, = h'(X,a1.) est une martingale sous P,. Cette martingale est bornée, donc uniformément
intégrable, et converge P, p.s. vers h'(Xr.) = g(X7.). D’apres les résultats du chapitre 12,
on a donc

W(x) = Bo[Yo] = Ea[Yao] = Ea[g(Xr,)] = h(2).

Exemple. Probléme de Dirichlet discret. Soit F' une partie finie de Z%. La frontiere de F
est
OF ={ycZ\F :3x € F, |y — x| = 1}.

On note F = F UJF.
Une fonction h définie sur F est dite harmonique (au sens discret) sur F si pour tout
x € F, h(x) est égal a la moyenne des valeurs de h sur les 2d plus proches voisins de z.
On retrouve la notion précédente en prenant comme chaine de Markov la marche aléatoire
simple sur Z¢ : Q(x,z te;) = 2—1d pour j =1,...,d, ou (eq,...,eq) est la base canonique.
Alors, le théoreme précédent conduit au résultat suivant : pour toute fonction (positive)
g définie sur OF, la seule fonction h : F — R telle que :

e h est harmonique sur F',
 h(y) = g(y), Vy € OF,

est donnée par
h([L’) = EI[Q(XTDF)] ) reF,

ol
Tor =inf{n > 0: X, € OF}.

Noter que pour appliquer le théoréme 13.7.2, on a a priori besoin de définir g sur Z\ F et
non pas seulement sur F : cependant le choix des valeurs de g sur Z%\ F n’influe pas sur
les valeurs de h sur F.
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Chapitre 14

Introduction au mouvement brownien

14.1 Le mouvement brownien comme limite de marches

aléatoires
L’explication physique du mouvement brownien justifie le mouvement tres désordonné et
imprévisible d'une particule brownienne par les nombreux chocs que cette particule recoit
du milieu environnant, qui provoquent des changements de direction continuels. D’un point
de vue mathématique, cela suggere de considérer le déplacement a temps discret, sur le
réseau Z?, d'une particule ponctuelle qui & chaque instant choisit de maniere indépendante

du passé une nouvelle direction.
Précisément on considére une marche aléatoire (S, )nen sur Z%, issue de 0:

ol les v.a. Y7, Ys, ... sont indépendantes & valeurs dans Z¢, et de méme loi p. On suppose
que p vérifie les propriétés suivantes :

o > |kPulk) < oo;

kezd

o Z ku(k) =0 (u est centrée).

kezd

On ajoute aussi a ces deux hypotheses principales la condition d’isotropie suivante :

e il existe une constante o > 0 telle que pour tous 7,5 € {1,...,d},

Z k‘lk] ,u(k) = 02 51]

kezd

La marche aléatoire simple sur Z? (cf chapitre précédent) vérifie ces hypotheéses, avec
0? = 1/d, et il existe beaucoup d’autres exemples.
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On va s’intéresser au comportement “global” de la fonction & — Si sur un “long”
intervalle de temps. Pour cela on introduit le changement d’échelle suivant. Pour tout entier
n > 1, pour tout réel ¢ > 0, on pose

1
NG

ou [z] désigne la partie entiere du nombre réel x.

S = —= Sy

Proposition 14.1.1 Pour tout choiz de [l’entier p > 1 et des nombres réels 0 = tg < t; <
s <y, 0n a

n n n (loi)
(St(l ), 575(2), ceey St(p)) 7:0 (Ul, UQ, ceey Up)
et la lot limite est caractérisée comme suit:

o lesv.a. Uy,Uy—Uy,...,U, —Up,_1 sont indépendantes;

e pour tout j € {1,...,p}, U;—U,_1 est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
o?(t; — tj—1)Id (par convention, Uy = 0).

Remarque. La densité de la loi limite est facile a écrire explicitement. La densité de
Uj — Uj_1 est po2(t;—t,_,) (), o, pour tout a > 0,

1 |z d
Pa(z) = 2ra) i exp < - 2—at>’ reR

est la densité du vecteur gaussien de covariance aId (rappelons que les coordonnées d’un tel
vecteur sont des v.a. réelles N (0, a) indépendantes, voir la Proposition 11.4.2 et la remarque
suivant cette proposition). Grace a l'indépendance des v.a. Uy, Us — Uy, ..., U, — U,_4, on
obtient que la densité de (Uy, Uy — Uy, ..., U, — U,_1) est

g(xh - 7xp) = Po2t; (ﬁl)pzy?(trtl)(@) e 'Pa2(tp7tp_1)(xp)a

et par un changement de variables facile, la densité de (U, Us, ..., U,) est

f(yl: v 7yp) = g(yh Y2—Y1,- .. ayp_yp—l) - p0'2t1 (yl)pa2(t2—t1)(y2_y1) o 'pcr?(tp—tp,ﬂ(yp_yp—l)'

Preuve. Il suffit de montrer que, pour tous &, ...,&, € RY
p p
E[exp <ZZ§J . St(]n)>] — E[exp <ZZ§J . Uj)].
j=1 A j=1
Cela équivaut a dire que, pour tous 71, . ..,n, € RY,
p p
j=1 j=1
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Or on sait déja, grace a I'indépendance des v.a. Uy, Uy — Uy, ..., U, — U,_1, que

E[exp (iiﬁj'(Uj—Ujl)ﬂ = f[E[exp (iﬁj-(Uj—Ufl)ﬂ = exp <_zp: ‘72‘773“2(2‘ - tj—1)>

j=1

(on utilise la formule pour la transformée de Fourier de la loi gaussienne). D’autre part,

[nt;]
1
S-S =— Y v
J j—1
\/ﬁ k}:[ntj_l}-l—l

ce qui montre d’une part que les v.a. St(f) — St(;? .» 1 <7 < psont indépendantes, d’autre
part que pour chaque j fixé

o) 1o o [nt;] — [ntj—] 1 S
tj—1 \/ﬁ [nt;]—[nt;—1] \/ﬁ [ntj] — [th—l] [nt;]—[nt;—1]

Grace au théoreme central limite vectoriel, cette derniere variable converge en loi quand
n — oo vers /I; — ;1 N, ot N est un vecteur gaussien de covariance oId (on utilise aussi
la propriété simple suivante : si X,, converge en loi vers X et si (a,) est une suite de réels
convergeant vers a, alors a,X, converge en loi vers aX). En conséquence, pour chaque j
fixé,

E[eXP (1 ni - (S — St(;l,)l))} — Elexp(in/t; — t; 1m; - N)] = exp < oyt — tj—1)>‘

n—oo 2

n n) (oi) 1
St(j)—S() (o) 1~

L’indépendance des v.a. St(:) - St(f_)l, 1 < j < p, permet maintenant de conclure au résultat
recherché (14.1). O

Définition 14.1.1 On appelle mouvement brownien (en dimension d, issu de 0) une famille
(Bi)ier, de v.a. d valeurs dans R?, définies sur un espace de probabilité (0, F, P), telles
que :

(P1) On a By = 0 p.s. De plus, pour tout choix de l'entier p > 1 et des nombres réels

0=ty <ty <--- <ty lesv.a By,By, — By,...,By, — By, sont indépendantes,
et, pour tout j € {1,...,p}, By, — By,_, est un vecteur gaussien centré de covariance
(tj — tj_l)Id.

(P2) Pour tout w € Q, la fonction t — Bi(w) est continue.

Remarques. (i) En admettant I'existence du mouvement brownien (établie ci-dessous), on
peut reformuler la Proposition 14.1.1 en disant que, pour tout choix de t; < --- < t,,

n loi

(S, 5, sy L

to
2 n—oo

(O'Btl,O'BtQ,...,O'Btp).

A la multiplication par le scalaire ¢ pres, le mouvement brownien apparait donc comme la
limite continue de marches aléatoires discretes convenablement changées d’échelle. D’une
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certaine maniere, cette limite correspond, pour le phénomene physique appelé mouvement
brownien, au passage de ’explication microscopique aux observations macroscopiques.

(ii) Comme on I'a vu ci-dessus, la loi de (By,, By,, ..., B;,) est donnée par

P((Bt1> By,,...,By,) € A) = / dyy - .. dyp po, (Y1) Pro—t: (Y2 — Y1) - Pey—ty—1 (Yp — Yp—1):
A

(14.2)
pour toute partie brélienne A de (R?)P.

14.2 La construction du mouvement brownien

Théoréeme 14.2.1 Le mouvement brownien existe. Autrement dit on peut construire sur
un espace de probabilité convenable une famille (By)ier, de v.a. satisfaisant (P1) et (P2).

Preuve. On traite d’abord le cas d = 1, et dans un premier temps on va construire la
famille (B)scjo,1)- Le choix de 'espace de probabilité (€2, F, P) ne pose pas de probleme : il
suffit de disposer sur cet espace d’une suite de v.a. gaussiennes N(0,1) indépendantes (on
a vu dans le chapitre précédent qu’en prenant 2 = [0, 1] on pouvait construire une suite
de v.a. indépendantes de loi uniforme, qu’il est facile de transformer en une suite de v.a.
gaussiennes A (0, 1) indépendantes).

Introduisons les fonctions de Haar. On pose

ho(t) - 1, Vt € [0, 1]
puis, pour tout entier n > 0 et pour tout k& € {0,1,...,2" — 1},

hi(t) - 2n/2 1[(2k)2—n—17(2k+1)2—n—1[ - 2n/2 1[(2k+1)2—n—17(2k+2)2—n—1[, Vt G [O, 1]

On vérifie que les fonctions hg, h* forment un systéeme orthonormé de L?([0, 1], B([0, 1]), \)
ou A désigne la mesure de Lebesgue. De plus ce systeme est total : toute fonction en escalier
constante sur les intervalles de la forme [i127", (i+1)27"[ (pour n fixé) est combinaison linéaire
des fonctions hg et h’; pour p < n. On conclut que la famille

hOa (h )n>00<k<2” 1

forme une base orthonormée de L*([0, 1], B([0, 1]), A).
Notons (f, g) = [, f(t)g(t)dt le produit scalaire dans L2([0, 1], B([0,1]), A). Alors, pour
toute fonction f € L*([0, 1] B([O, 1]),A) on a

oo 2"—1

f=(fhoyho+D > (f hE)RE

n=0 k=0

D’autre part, nous disposons sur notre espace de probabilité (2, F, P) d’une suite de v.a.
N(0,1) indépendantes. Quitte & la renuméroter on peut écrire cette suite sous la forme

N0> (N )n>00<k<2” 1-
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Il est immédiat de vérifier que cette famille constitue un systeme orthonormé dans L*(Q, F, P).
Il existe alors une (unique) isométrie, notée B, de L?([0, 1], B([0,1]), \) dans L*(Q, F, P) telle
que B(ho) = Ny et B(hk) = N¥ pour tous n > 0, 0 < k < 2" — 1. Précisément,

oo 2"—1

B(f) = (f ho)No+> Y (f hi)NF,

n=0 k=0

pour toute f € L*([0, 1], B([0, 1]), A) (la série converge dans L*(Q, F, P)). Remarquons que

EB()7 =115

par la propriété d’isométrie, et que E[B(f)] = 0 puisque les v.a. Ny, N* sont toutes centrées.
De plus le lemme suivant montrera que B(f) suit une loi gaussienne.

Lemme 14.2.2 Soit (U,) une suite de v.a. gaussiennes qui converge dans L? vers U. Alors
U est aussi gaussienne.

Preuve. Soit m,, = E[U,] et 02 = var(U,). La convergence dans L? assure que m,, — m =
E[U] et 02 — 0% = var(U). Mais d’autre part, puisque la convergence dans L? entraine la
convergence en loi on a aussi pour tout £ € R,

g2 — plei€Un] s B[]
ce qui montre que la fonction caractéristique de U s’écrit

E[eiEU] — eimf—a2§2/2

et donc que U suit la loi N (m, o?). O
En écrivant -
B(f) = lim <f ho)No + Y S (f,hE) Nk>,
n=0 k=0

et en utilisant le fait qu'une combinaison linéaire de v.a. gaussiennes indépendantes est
encore gaussienne, on déduit du lemme que B(f) suit la loi N(0, ||f||3). Remarquons aussi
que, pour f, f" € L*([0, 1], B([0, 1]), \),

cov(B(f), B'(f)) = BEIB(f)B(f)] = (f, [')

grace a la propriété d’isométrie.
On pose alors, pour tout ¢ € [0, 1],

Bt — B(l[oﬂ)

En particulier, By = B(1;0y) = B(0) = 0 p.s.
Vérifions d’abord que la famille (B;);c(o,1) vérifie la propriété (P1), restreinte a l'intervalle
de temps [0, 1]. On se donne donc 0 =1ty < t; < --- <t, < 1. Par linéarité, on a

By, — By,_, = B(1),_, 1)
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qui suit une loi N(0,¢; —t;_1). De plus, si i # j,
COV(Bti - Bti—l’ Btj - Btj—l) = E[(Btz - Bti—1)(Btj - Btj—1)] - <1}ti—1,ti]7 1]tj—17tj}> = 0.

Or il est facile de vérifier que le vecteur (By,, By, — By,,..., By, — By, ;) est un vecteur
gaussien : si Ay,..., A, €R,

P p
Z )‘j(Btj - Btjfl) = B( Z )‘J'l]tj—lvtj]>
j=1 Jj=1

suit une loi gaussienne. D’apres la Proposition 11.4.2, le fait que la matrice de covariance
(cov(By,—By,_,, Bi;—By,_,))i,j=1,..p soit diagonale entraine I'indépendance des v.a. By, By, —
By,,...,B,, — By,_,, ce qui acheve la preuve de (P1).

Il reste & établir la propriété de continuité (P2). Pour 'instant, By = B(1py) est défini
comme un élément de L*(€2, F, P), donc une classe d’équivalence de variables égales p.s. Pour
que la vérification de (P2) ait un sens, il est nécessaire de spécifier un représentant dans cette
classe d’équivalence, et cela pour chaque t € [0, 1] (ce choix n’avait pas d’influence sur la
validité ou non de (P1) mais il en a pour (P2)). A cette fin, nous allons étudier de plus pres
la série qui définit B;. On commence par introduire les fonctions de Schauder

go(t) = (L9, ho) =t

t
gn(t) = (Ljog, hy) = / hE (s)ds.

0
Par construction, on a pour tout ¢ € [0, 1],

oo 2"—1

By = B(1p,y) = tNo + Z Z In(H)N,;

n=0 k=0

ol la série converge a priori dans L?*(€2, F, P) pour chaque t € [0, 1] fixé. Nous allons montrer
bien plus, & savoir que la série converge uniformément sur U'intervalle [0, 1], pour tout w € €,
sauf peut-étre pour w appartenant a un ensemble A € F de probabilité nulle. On définit
alors Bi(w) comme la somme de la série précédente si w € A et on prend Bi(w) = 0 pour
tout ¢t € [0,1] si w € A (puisque si une suite de v.a. converge p.s. et dans L? les limites p.s.
et L? sont les mémes, il est clair qu'on a ainsi simplement spécifié un choix dans la classe
d’équivalence de v.a. égales p.s. a B(1jyy), et on n’a rien changé a la validité de (P1)). On
obtiendra la continuité des applications ¢ — By(w) en observant quune limite uniforme de
fonctions continues est continue.

On remarque d’abord que 0 < g* < 27"/2 et que pour n fixé les fonctions g¥, 0 < k <
2" — 1 sont & supports disjoints (g% (¢) > 0 seulement si k27" < t < (k+ 1)27"). Donc,

n/2

2n—1

sup gﬁ(t)fo’SQ_”/Q sup |fo\
tef01] ! 42 0<k<2n—1
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Lemme 14.2.3 Si N suit la loi N'(0,1), on a pour tout a > 1,
P(IN| > a) < e @72,

Preuve. 1l suffit d’écrire

P(IN| > a) = \/%/ dre /2 < L dxfe_ﬁ/? — 2 e 0?/2
T Ja

T N2 S, a av/ 2w

O
Puisque les v.a. NF sont toutes de loi A'(0, 1), on peut utiliser le lemme pour majorer

2" —1
P( sup  |NF| > zn/4) < 3" P(INF| > 21) < 27 exp(—25 7).
0<k<2n—1 e
En posant
A, = { sup  |NF| > 2”/4}

0<k<2n—1

on déduit du lemme de Borel-Cantelli et de ’estimation précédente que
P(limsup A,) = 0.

Donc si A = limsup 4,, on a P(A) = 0 et d’autre part si w ¢ A, alors pour tout n assez
grand
sup  |NF| < on/4

0<k<2n—1
d’ou
1
sup gﬁ(t)]\fi€ < 9 /4
t€0,1] ' 2y

ce qui assure que la série de la définition de B; converge uniformément sur l'intervalle [0, 1].
Cela termine la vérification de (P2). On peut aussi remarquer que cette construction donne
By(w) = 0 pour tout w € 2 et pas seulement p.s.

Il reste a s’affranchir de la restriction ¢ € [0, 1], et a généraliser le résultat en dimension
d quelconque. Dans un premier temps on considere des familles (Bt(l))te[o,l], (Bt(Z))tE[OJ}, etc.
construites comme ci-dessus, en prenant a chaque fois une nouvelle suite de v.a. gaussiennes
indépendantes, indépendante des suites précédentes. On pose ensuite

B,=BY +B® ...+ B® L B*Y it e [k k1]

On vérifie aisément que (By)icr, est un mouvement brownien en dimension un.
Pour passer a une dimension d quelconque, il suffit de se donner d mouvements browniens
en dimension un indépendants, notés (B})icr, ;- - -, (B{)icr, et de poser

B, = (B},B},...,BY)
pour tout ¢t € R,. Ceci acheve la preuve du théoreme. O

Si z € RY, on appelle mouvement brownien issu de x tout processus (B)icr . tel que
(Bt — x)¢cr, soit un mouvement brownien issu de 0.
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14.3 La mesure de Wiener

Soit C(R,R?) I'espace des fonctions continues de R, dans RY. On munit cet espace de la
tribu C qui est la plus petite tribu rendant mesurables les applications coordonnées w — w(t)
pour tout t € R.

Lemme 14.3.1 La tribu C coincide avec la tribu borélienne lorsque C(Ry,R?) est muni de
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Preuve. Soit B la tribu borélienne. L’inclusion C C B découle de ce que les applications
coordonnées sont continues donc mesurables pour la tribu boréliennes. Dans 'autre sens,
rappelons qu'une distance sur C(R, R?) est fournie par

d(w,w') =) 27" sup (lw(t) — w(t)| A 1).

0<t<n

On sait que 'espace C'(R,, RY) est séparable et donc que tout ouvert est réunion dénombrable
de boules. Il suffit alors de montrer que toute boule est dans la tribu C, ou encore que pour
wo € C(R,,RY) fixé, application w — d(wo, w) est C-mesurable. Or en écrivant pour tout
n>1,

sup ([w(t) —wo(t)| A1) = sup ([w(t) —wo(t)| A1)

te[0,n] te[0,n)NQ

on obtient immédiatement cette propriété de mesurabilité. O

Définition 14.3.1 Soit (B;)icr, un mouvement brownien en dimension d (issu de0), défini
sur un espace de probabilité (2, F, P). La mesure de Wiener en dimension d est la mesure
de probabilité Py sur C(R,,R?) définie comme la mesure-image de P(dw) par l'application

Q: w— (By(w))ier,
02— C(RJr?Rd)

Remarquons que I'application ® est mesurable : comme cela a été observé dans le chapitre
précédent dans un contexte un peu différent, il suffit de voir que la composée de ¢ avec
chacune des applications coordonnées w — w(t) est mesurable, ce qui est immédiat (cette
composée donne les v.a. By).

La définition précédente n’a de sens que parce qu’elle ne dépend pas du choix du mouve-
ment brownien B. Cela se voit de la maniere suivante. Si 0 =%y, <t; < --- < t,, on a pour
tous Ag, Ay, ..., A, boréliens de R?,

Po({W S O(R+,Rd) : W(to) S Ao,W(tl) S Al, BN ,W(tp) S Ap})
:P(Bto er,Btl GAl,...,Btp S Ap)

= 14,(0) / dyy . . . dyp pe, (Y1)Pro—t (Y2 — Y1) - Pey—ty_ (Yp — Yp—1),
A1 x--xAp

d’apres la formule (14.2), qui est vraie pour n’importe quel mouvement brownien B (c’est
juste une reformulation de (P1)). Or le lemme de classe monotone montre qu’'une mesure de

226



probabilité sur C'(R,,R?) est caractérisée par ses valeurs sur les “cylindres”, c’est-a-dire les
ensembles de la forme

{w e O(R,,RY : wity) € Ag, w(t1) € Ay,...,w(t,) € A,}.

Cela montre bien que Py est déterminée de maniere unique, indépendamment du choix du
mouvement brownien B : autrement dit tous les mouvements browniens (issus de 0) ont la
meme loi, qui est la mesure de Wiener.

Remarque. En un certain sens, la mesure de Wiener joue sur 'espace C(R,, R?) un role
analogue a la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Si z € R?, on note aussi P,(dw) la mesure-image de Py(dw) par la translation w — z +w
(c’est la loi du mouvement brownien issu de x).

Construction canonique du mouvement brownien. FElle consiste a prendre comme
espace de probabilité Q = C(R,, R%) muni de la tribu C et de la probabilité P;. On définit
alors pour tout t > 0,

Bi(w) =w(t), YweQ.

La famille (B;)cr, , définie sur I'espace de probabilité (€2,C,Py), est un mouvement brownien
issu de 0. La propriété (P2) est évidente. La propriété (P1) découle de la formule donnée
ci-dessus pour

Po({W S C(R+,Rd) : W(to) S Ao,W(tl) S Al, BN ,W(tp) S Ap})

De méme, sous P,, (B;)icr, est un mouvement brownien issu de .

14.4 Premieres propriétés du mouvement brownien

Dans ce paragraphe et le suivant, on considére un mouvement brownien B en dimension d,
issu de 0. Pour tout s > 0 on note F; la tribu engendrée par les v.a. (B,,0 <7 < s). On
note aussi F, la tribu engendrée par toutes les v.a. B;, t € R,

Proposition 14.4.1 (i) Si ¢ est une isométrie vectorielle de RY, (¢(By))ier, est aussi un
mouvement brownien (en particulier —B est un mouvement brownien);

(ii) pour tout v > 0, le processus By = %Bq,zt est aussi un mouvement brownien (invariance
par changement d’échelle);

(iii) pour tout s > 0, le processus Bt(s) = B+ — B est un mouvement brownien indépendant
de Fs (propriété de Markov simple).

Preuve. (i) et (ii) sont tres faciles. Pour I'indépendance dans (iii), on observe que pour
tout choix de t) <ty <--- <t,etry <ry <---<r,<s, lapropriété (P1) entraine que le
vecteur

( B(S)

tp o0

., BY)
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est indépendant de
(B, By,).

En utilisant la Proposition 9.2.4, on en déduit aisément que la famille (Bt(s))teR . est indépendante

de (BT)OSTSS' |:|

Théoréme 14.4.2 (Loi du tout ou rien de Blumenthal) Soit

For =[] Fe

s>0

La tribu Foy est grossiére, au sens ou VA € Fo, P(A) =0 ou 1.

Preuve. Soit A € Fy; et soient ¢1,...,t, > 0. Pour ¢ > 0 assez petit, la propriété de Markov
simple (Proposition 14.4.1 (iii)) entraine que (B, — B, ..., By, — B.) est indépendant de F,
donc a fortiori de Fy,. En conséquence, pour toute fonction f continue bornée sur (R%)P,

E14f(By, — B.,...,B,, — B.)] = P(A) E[f(By, — B., ..., B, — B.)].

P P

En faisant tendre € vers 0 on trouve
E[].A f(Btl, ceey Btp)] - P(A) E[f(Bt17 ey Btp)]7

et donc (By,,...,B;,) est indépendant de Fy,. Grace a nouveau a la Proposition 9.2.4, il
en découle que F, est indépendante de Fy,. En particulier Fy, C F. est indépendante
d’elle-méme, ce qui entraine que Fy, est grossiere. ([l

Corollaire 14.4.3 On suppose d = 1. Alors, p.s. pour tout € > 0

sup Bs > 0, inf By < 0.

0<s<e 0<s<e
Pour tout a € R, soit T, = inf{t > 0: B; = a} (inf @ = 00). Alors,
p.s., Yae R, T, < oo.

En conséquence, p.s.,
limsup By = +o0, liminf B, = —o0.
t—o00 t—00

Remarque. Il n’est pas a priori évident que la variable supy.,.. Bs soit mesurable: il
s'agit d'un supremum non dénombrable de fonctions mesurables. Cependant, parce que
nous savons que les trajectoires de B sont continues, on peut se restreindre aux valeurs
rationnelles de s € [0,¢] et on obtient un supremum dénombrable de variables aléatoires
(ou alors on peut utiliser le Lemme 14.3.1).

Preuve. Soit (¢,) une suite de réels strictement positifs décroissant vers 0, et soit

A:ﬂ{ sup Bg > 0}.
p

0<s<ep
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Il est clair que I'événement A est Fy,-mesurable. D’autre part,

P(A) = lim | P( sup B >0),

p—00 0<s<ep

et
1
P(sup B, >0)>P(B., >0)= 3

0<s<ep

puisque B., suit la loi gaussienne N (0, ¢,) qui est symétrique. Cela montre que P(A) > 1/2.
D’apres le Théoreme 14.4.2 on a P(A) = 1, d’ou

p.s. Ve >0, sup B, > 0.
0<s<e

L’assertion concernant info<,<. B, est obtenue en remplacant B par —B.
Ensuite, on écrit

1 = P(sup Bs>0):1§f€TP(sup B, > 0),

0<s<1 0<s<1

et on remarque en appliquant la propriété d’invariance d’échelle (Proposition 14.4.1 (ii)) avec
v =0 que
P(sup By>6)=P( sup B°>1)=P( sup B,>1)

0<s<1 0<s<1/62 0<s<1/62

(la derniere égalité est vraie parce que la loi du mouvement brownien est définie de maniere
unique : voir les remarques suivant la Définition 14.3.1). En faisant tendre § vers 0, on
trouve

P(sup By > 1) = 1.

s>0

A nouveau un argument de changement d’échelle montre que pour tout A > 0,

P(sup By > A) =1

s>0

et en utilisant le changement B — — B on a aussi
P(inf B, < —A) = 1.
(af <=4

Les dernieres assertions du corollaire en découlent facilement: pour la derniére, on observe
qu’une fonction continue f : Ry — R ne peut visiter tous les réels que si limsup,_, , . f(t) =
+o00, liminf; o f(t) = —o0. O

En utilisant la propriété de Markov simple, on déduit facilement du corollaire que p.s. la
fonction ¢ — B, n’est monotone sur aucun intervalle non-trivial.
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14.5 La propriété de Markov forte

Notre but est d’étendre la propriété de Markov simple (Proposition 14.4.1 (iii)) au cas ou
I'instant déterministe s est remplacé par un temps aléatoire T'. Nous devons d’abord préciser
la classe des temps aléatoires admissibles. On garde les notations F; et F., introduites ci-
dessus.

Définition 14.5.1 Une variable aléatoire T' a valeurs dans [0,00] est un temps d’arrét si

Vi>0, {T <t} eF.

Remarque. Si T est un temps d’arrét, pour tout ¢t > 0,
r<ty= |J {T<q
qEQﬂ[O,t[

est dans F;.
Exemple. En dimension d = 1, T, = inf{t > 0 : B; = a} est un temps d’arrét. En effet

{T,<t}y={ inf |B,—a|=0}€F.

reQn][o,¢]
Définition 14.5.2 Soit T' un temps d’arrét. La tribu des événements antérieurs a T est
Fr={AeF;Vt >0, An{T <t} e F}.

On vérifie facilement que les variables aléatoires T' et 1l{r<}Br sont Fpr-mesurables
(pour la deuxiéme remarquer que

n—00 4

[ee]
1i7<o0yBr = lim Z Liig-n<r<(it1)2-n}Big-—n,
=0

puis que, pour tout s > 0, By1{,<7y est Fr mesurable).

Théoréme 14.5.1 (Propriété de Markov forte) Soit T un t.a. tel que P(T < oo) > 0.
Alors, conditionnellement a {T < oo}, le processus B défini par

B" = Bry, — Br

est un mouvement brownien indépendant de Fr.

Remarque. Pour étre tout a fait précis, il faut aussi définir B™) sur I'ensemble {T' = oo},
par exemple en posant Bi(w) = 0 pour tout ¢ > 0 si T(w) = oo (ce choix n’a évidemment

aucune influence sur le résultat ci-dessus).

Preuve. Supposons d’abord 7' < oo p.s. On va montrer que, pour A € Fr, 0 <t; <--- <,
et F' continue bornée de (R?)? dans R, , on a

E[14F(B",....B{")| = P(A)E[F(B,,,...,B,)]. (14.3)

t1
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Cela suffit pour établir les différentes assertions du théoreme : le cas A = {2 montre que
B™) est un mouvement brownien (remarquer que les applications ¢ — Bt(T) (w) sont contin-
ues) et d’autre part (14.3) entraine que pour tout choix de 0 < ¢; < --- < t,, le vecteur

(B(T) e Bg)) est indépendant de Fr, d’ott il découle que BT) est indépendant de Fr.

t1
Pour montrer (14.3), on observe d’abord que p.s.

F(B(T)

ty o

T
.By))

= ,}LIEOZ 1k—1)2-n<r<io-m F'(Bra—nit, — Bron, ..., Bra-niy, — Bran),
=0

d’ou par convergence dominée,

T T
EL.F(B,....B))]

= llm Z E[]-A1{(]671)2_"<T§k2_n}F(Bk2_n+t1 — BkQ—n, N Bk2_"+tp — BkQ—n)].

n—o00
k=0

Pour A € Fr, 'événement AN {(k —1)27" < T < k27"} est Fjo-n-mesurable. D’apres la
propriété de Markov simple (Proposition 14.4.1 (iii)), on a donc

E[1angk—1)2-n<r<k2-} F(Bra-ngt, — Bra—n, ..., Bro-nyy, — Bra—n)]
= P(AN{(k— 127" <T < k2"}) E[F(By,..., By,).

et il ne reste plus qu’a sommer sur k£ pour arriver au résultat souhaité.
Lorsque P(T = o0) > 0, les mémes arguments conduisent a

Elaniress (B, .. .,Bt(pT))] = P(AN{T < 0}) E[F(By,,..., B,)]

t1

et le résultat recherché en découle a nouveau. 0
Une application importante de la propriété de Markov forte est le principe de réflexion
illustré dans la preuve du théoreme suivant.

Théoreme 14.5.2 On suppose d = 1. Pour tout t > 0, notons Sy = sup,., B,. Alors, si

a>0etb<a, ona
P(StZG,BtSb):P(BtZZG—b)

En particulier, S; a méme loi que | By|.
Preuve. On applique la propriété de Markov forte au temps d’arrét
T, =inf{t > 0, B; = a}.
On a déja vu (Corollaire 14.4.3) que T, < oo p.s. Ensuite,
P(S;>a, B, <b)=P(T, <t, B, <b) = P(T, < t, B™) <b—a),
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puisque Bg“T)a — B, — By, = B; — a. Notons B’ = B(+)_ de sorte que d’apres le théoreme
14.5.1, le processus B’ est un mouvement brownien indépendant de Fr, donc en particulier
de T,. Comme B’ a méme loi que —B’, le couple (T,, B') a aussi méme loi que (T,,—B’).
Notons H = {(s,w) € Ry x C(R4,R); s <t, w(t —s) < b—a}. La probabilité précédente
vaut

P((T,,B) € H| = P|(T,,—B) € H)
= P(T,<t, —B"%) <b—a)
= P(T, <t B, >2a—0b)
— P(B,>2a—1b)

parce que 1'événement {B; > 2a — b} est contenu dans {7, < t}.
Pour la deuxieme assertion on observe que

P(S; > a)=P(S; > a,B; > a) + P(S; > a,B; < a) =2P(B; > a) = P(|By| > a),

d’ou le résultat voulu. O
On déduit immédiatement du théoréme précédent que la loi du couple (S;, B;) a pour

densité 22 b) @ by?
a— a—
g(a, b) = W exp <—T) 1{a>0,b<a}'

2

Corollaire 14.5.3 (d = 1) Pour tout a > 0, T, a méme loi que % et a donc pour densité
1

a a?
f(t) = 57 exp < - ﬂ) 1oy
Preuve. On écrit
P(Tagt) = P(Stz&)
= P(|B{ > a) (Théoreme 14.5.2)
= P(B}>ad?
= P(tB? > a?) (B; a méme loi que vtB)
2
= P(% <t
i
Ensuite, puisque Bj suit une loi N'(0,1) on calcule facilement la densité de a?/Bj. O

Reformulation sur I’espace canonique.

En vue des applications qui suivent, il sera utile de reformuler la propriété de Markov sur
I'espace canonique 2 = C(R,,R%). A partir de maintenant on se place donc sur cet espace,
sur lequel on considere le processus By(w) = w(t), et la filtration canonique F; = 0(Bs, 0 <
s < t). Rappelons que, pour tout # € R, (B;);>0 est sous P, un mouvement brownien issu
de z.
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On introduit aussi les opérateurs de translation. Pour tout s > 0, 6, : 2 — € est défini
par
(Osw)(t) =w(s+1), Vt>0.

Alternativement, By o 6y = Bgyy.

Théoreme 14.5.4 Soit T' un temps d’arrét, et soient ' et G deux fonctions mesurables
positives sur . On suppose que F est Fp-mesurable. Alors, pour tout x € RY,

Ec[Lires}F - G 0 0r) = Bu[LiranyF - Ep, [G]].

Remarque. Comparer cet énoncé avec le Théoreme 13.3.5.

Preuve. On se ramene facilement au cas x = 0. Pour alléger 1’écriture supposons aussi
Py(T < o0) = 1. Le point-clé est d’observer que si T'(w) < oo,

(Orw)(t) = w(T +t) = w(T) + (W(T + t) — w(T)) = Br(w) + BE(w).
Ensuite on écrit

Eo[1{r<oo} F - G 0 07] = Eo[Lir<oo} F - G(Br + BM)] = Eo[1{7<o0} F Eo[G(Br + B | Frl],

ot B désigne la fonction continue (Bt(T))tZO, vue comme v.a. a valeurs dans C'(R,,R9).

D’une part By est Fpr-mesurable, d’autre part B est indépendant de Fr et de loi Py,
d’apres le Théoreme 14.5.1. En utilisant le Théoreme 11.3.4, on a

Eo[G(By + BT)| Fy] = / Py(dw) G(Br + w) = Ep, [C]

d’ou le résultat voulu. O

14.6 Fonctions harmoniques et probleme de Dirichlet

Nous avons introduit dans le Chapitre 7 la mesure de Lebesgue sur la sphere S9! notée wy.
La mesure de probabilité uniforme sur la sphere S9! est la mesure de probabilité o, obtenue
en normalisant wy. D’apres le Chapitre 7, o4 est donc reliée a la mesure de Lebesgue Ay sur
R? par la formule explicite

r¢+1)
1d/2

oa(A) = Aa({rz:0<r <1, 2 €A},

pour tout borélien A de S?!. Comme wy, la mesure o, est invariante sous 'action des
isométries vectorielles. De plus, le Théoreme 7.2.1 donne la formule d’intégration en coor-
données polaires : pour toute fonction borélienne f : R — R,

f(z)dx = cq /00 frz)r?=tdr og(dz). (14.4)
Rd 0o Jga

oxd/2
avec cg = F&/2)'
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Lemme 14.6.1 La mesure o4 est la seule mesure de probabilité sur la sphére ST qui soit
mwvariante par Uaction des isométries vectorielles.

Preuve. Soit x4 une autre mesure de probabilité sur S9! invariante par laction des
isométries vectorielles. Alors, pour tout ¢ € R? et toute isométrie vectorielle ®,

i) = / e pu(dr) = / & () / POy (dr) = p(®(€)).

Il en découle que 2(§) ne dépend que de [£], et donc il existe une fonction f: R, — C telle
que, pour tout ¢ € R?,

u(§) = Sl

Le méme argument montre qu’il existe une fonction g : Ry, — C telle que

aa(§) = g([€])-

Alors, pour tout r > 0,

/Sd_1 </Sd_1 eirﬁ'a:’u(dx)>0d(d§) = - (r) og(d€) = f(r)

et d’apres le théoreme de Fubini cela est aussi égal a

/Sd_1 </Sd_1 ez‘ra:-sgd(df)>u(dx) - /Sd_1 g(r) u(dz) = g(r).

Donc f =g, d’ou i = 74 et p = o4 grace au Théoreme 8.2.4. O

Si z € R? et r > 0 on note B(x,r) la boule ouverte de centre x et de rayon r, et B(z,r)
la boule fermée. La probabilité uniforme sur la sphere de centre = et de rayon r, notée o,
est par définition I'image de o,4(dy) par Uapplication y — = + ry.

Rappelons que jusqu’a la fin du chapitre on considere le mouvement brownien défini sur
I’espace canonique comme cela a été précisé a la fin de la partie précédente.

Proposition 14.6.2 Soit x € R? et r > 0, et soit S le temps d’arrét
S=inf{t>0:|B; — x| >r}.
La loi de Bg sous P, est la probabilité uniforme o, .

Preuve. Modulo une translation et un changement d’échelle, il suffit de traiter le cas
x = 0,r = 1, dans lequel 0,, = 04. Les propriétés d’invariance du mouvement brownien
montrent que la loi de Bg est alors invariante par 'action des isométries vectorielles. Grace
au Lemme 14.6.1, la loi de Bg doit étre oy. O

Rappelons qu'un domaine D est un ouvert connexe de R%. Une fonction h : D — R est
dite localement bornée si elle est bornée sur tout sous-ensemble compact de D.
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Définition 14.6.1 Soit D un domaine de R%. Une fonction mesurable localement bornée
h: D — R est dite harmonique si, pour tous x € D et r > 0 tels que la boule B(x,r) soit
contenue dans D, on a

h(x) = / hy) oz r(dy). (14.5)

En d’autres mots, la valeur de h en x coincide avec sa moyenne sur la sphere de centre
x et de rayon r, pourvu que la boule fermée B(x,r) soit contenue dans D.

Probleme de Dirichlet classique. Etant donné un domaine borné D et une fonction
continue g : D — R, on veut trouver une fonction h : D — R telle que :

® hjgp = g au sens oi, pour tout y € 9D,

g(y)= lm h(z);

r—y,x€D

e h est harmonique sur D.

Le théoreme suivant fournit un candidat a la solution du probleme de Dirichlet.

Théoreme 14.6.3 Soit D un domaine borné, et soit g une fonction mesurable bornée sur
0D. Notons
T =inf{t >0: B, ¢ D}.

Alors la fonction

h(z) = E,[g(Br)], reD

est harmonique sur D.

Ce théoreme est bien str analogue a un résultat de la fin du chapitre précédent concernant
les relations entre chaines de Markov et fonctions harmoniques discretes.

Preuve. En écrivant
— i : c\ —
{T <t} = {ogslgnt,fseQ dist(Bs, D) = 0}

on voit que T est un temps d’arrét. Des propriétés du mouvement brownien en dimension
un il découle aussi que T' < oo P, p.s. On a vu qu’alors By est une variable aléatoire (méme
Fr-mesurable) et donc E,[g(Br)] est bien définie, et bornée par sup{|g(y)|,y € 0D}.

Justifions maintenant le fait que h est mesurable. Rappelons la notation C pour la
tribu introduite sur C'(R,,R?). Alors, pour tout A € C, l'application z — P,(A) est
mesurable : cela est vrai pour les cylindres de la forme A = {w : w(t1) € Ay,...,w(t,) € A},
puisque dans ce cas on a une formule explicite, et il suffit ensuite d’utiliser un argument de
classe monotone. Il en découle que pour toute fonction F mesurable bornée sur C(R,,RY),
I'application z — E,[F] est mesurable. On applique ceci a

F(W) = l{T(W)<oo}g(BT(W)) = 1{T(w)<oo}g(W(T(W)))

et on obtient ainsi que h est mesurable.
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Fixons maintenant x € D et r > 0 tels que B(x,r) C D. Posons
S=inf{t>0:B; ¢ B(x,r)} =inf{t >0:|B; — z| > r}.

Il est clair que S < T, P, p.s. (en fait S(w) < T(w) pour tout w € Q = C(R,,R%)). De
plus,
Br=Brofs, P,p.s.

En effet c’est simplement dire que si t — w(t) est une “trajectoire” issue du point z, le point
de sortie de D pour cette trajectoire est le méme que celui pour la méme trajectoire dont
on a “effacé” le début entre le point de départ et le point de sortie de la boule B(z,7) : cela
est évident parce que B(z,r) C D.

On peut donc utiliser la propriété de Markov forte sous la forme du Théoreme 14.5.4 et
obtenir

W) = Eu[g(Br)] = Eu[g(Br) 0 bs] = Ex[Eps[g(Br)l] = Ex[1(Bs)] = /h(y) 0r(dy)

la derniere égalité étant la Proposition 14.6.2. Cela termine la preuve. ([l

Pour montrer que la fonction h du théoreme précédent est solution du probleme de
Dirichlet (sous I’hypotheése supplémentaire de continuité de g), il faudrait aussi montrer que,
pour tout y € 9D,

g(y) = lim E,[g(Br)].

z—y,x€D

Intuitivement, si z € D est proche de y € 0D, le mouvement brownien partant de x va sortir
rapidement de D, donc le point de sortie Br sera proche de z, et aussi de y, et la continuité
de g assurera que g(Br) est proche de g(y) ce qui conduira au résultat voulu. Avant de
rendre précis ce raisonnement, ce qui exigera certaines hypotheses supplémentaires, nous
commencons par traiter la question de I'unicité de la solution.

La proposition suivante montre que les fonctions harmoniques sont automatiquement tres
régulieres.

Proposition 14.6.4 Si h est harmonique sur D, h est de classe C* sur D. De plus, si
x € D etr >0 sont tels que B(x,r) C D, on a

1
h(x) = BT /B(x’r) h(y) dy. (14.6)

Preuve. Soit ¢ > 0, et soit
Dy = {x € D : dist(x, D) > ro}.

Il suffit de montrer que h est de classe C* sur Dy. Pour cela, considérons une fonction
¢ : R — Ry de classe C*° a support compact contenu dans |0, o[, et non identiquement
nulle. Alors, pour tout x € Dy et tout r €]0, rq],

) = [ urld) () = [ auldy) o + ).
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On multiplie les deux membres extrémes de cette égalité par r?~1¢(r) et on intégre par
rapport a dr entre 0 et ro. En utilisant la formule (14.4) on trouve que, pour une constante
¢ > 0 dépendant seulement de ¢, on a pour tout z € Dy,

ch(z) = ¢4 /07’0 d?“rd_ld)(r)/ad(dy) h(x + ry)
= /B(O )dz¢(\z])h(w+z)
= [ dzolls - ahia)
B(z,r0)
= [ dzoll = el

ou pour la derniere égalité on a noté I la fonction obtenue en prolongeant h par la valeur 0 sur
D¢ (le choix de cette valeur n’intervient pas puisque si z € Dy et z € D on a ¢(|z—z|) = 0).

On voit ainsi que sur Dy, h coincide avec la convolution de la fonction z — ¢(|z]), qui
est de classe C'™ et a support compact, avec la fonction %, qui est mesurable bornée. Nous
avons remarqué a la fin du Chapitre 2, comme application du théoreme de dérivation sous
le signe intégrale, qu’'une telle convolution est de classe C*°.

Il reste a établir la deuxieme assertion. En reprenant le calcul ci-dessus avec ¢ = 1o,
on trouve pour x € Dy,

Mmzd/ dy h(y)
B(z,r0)

ou la constante ¢ dépend seulement de ¢, donc seulement de 5. En prenant h = 1 (qui est
harmonique), on voit que ¢ = (Ag(B(z,7)))"! d’olt le résultat annoncé. O

Corollaire 14.6.5 Si une solution du probléme de Dirichlet existe, elle est unique.

Preuve. Soient h; et hy deux solutions, et soit f = h; —ho. Supposons f non identiquement
nulle. Quitte a échanger les roles de hy et hy on peut supposer que f prend des valeurs
strictement positives. La fonction obtenue en prolongeant f par la valeur 0 sur 0D est
continue sur D, et doit donc atteindre son maximum M dans D (rappelons que D est
supposé borné et donc D est compact). Soit zy un point de D tel que f(zo) = M. D’apres
la proposition précédente on a pour tout r < dist(xgy, D),

1

jwazx@aﬁﬁé%ﬂ@ﬂw

soit
| ay(s) - ) =o
B(zo,r)
Puisque f(x¢) > f(y) pour tout y € D, ceci n’est possible que si f(zo) = f(y), Aa(dy) p.p.

sur B(xp,r). Comme f est continue (& nouveau grace a la proposition précédente) on a donc
f(zo) = f(y) pour tout y € B(zg,r). On a ainsi montré que {x € D : f(z) = M} est ouvert.
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Mais d’autre part cet ensemble est aussi un fermé de D, et puisque D est connexe, on a
nécessairement {x € D : f(x) = M} = D. Cela est absurde puisque M > 0 et f doit tendre
vers 0 a la frontiere de D. !

Définition 14.6.2 On dit que D satisfait la condition de cone extérieur si, pour tout y €
0D, il existe r > 0 et un cone de révolution ouvert C' de sommet y tels que CNB(y,r) C D°.

Théoreme 14.6.6 Supposons que D est un domaine borné satisfaisant la condition de cone
extérieur, et soit g une fonction continue sur 0D. Alors la fonction

h(z) = E.lg(Br)], =D
est l'unique solution du probléeme de Dirichlet.

Preuve. Compte-tenu du Théoreme 14.6.3 et du Corollaire 14.6.5, il suffit de vérifier que,
pour tout y € 9D fixé,

lim h(x) = g(y). (14.7)

r—y,x€D

Soit £ > 0. Gréace a la continuité de g, on peut choisir 6 > 0 tel que, si z € D et |z —y| < 9,
on a -
l9(2) —g(y)l < 3.

Soit ensuite M > 0 tel que |g(z)| < M pour tout z € dD. On a alors, pour tout n > 0,

|E.[9(Br)] — 9(y)| < Eullg(Br) — 9(y)|Lir<my] + Ezll9(Br) — 9(v)[1{zsn)]
< E.[l9(Br) — 9)|[Lir<nyLisup,o, (Bi—21<5/2}]
5
+MP, (sup B, — x| > =) + 2M By(T > 1)
t<n 2

= [+ 11+ 111.

Nous allons majorer séparément les trois termes 1,11, I11.
Si |z —y| < %, on a sur I'événement {T < n} N {sup,, | B; — x| < §/2}

|Br —y| < |Br — 2| + [z —y| <9

et le choix de ¢ assure que le terme I est majoré par /3.
En utilisant 'invariance par translation, on a

1= 2MIP>0(sup B,| > é)
t<n 2
et donc le terme I ne dépend pas de x. Clairement I1 tend vers 0 quand 7 tend vers 0
(c’est juste dire que sup,., |B;| — 0 en probabilité sous Py, ce qui est vrai puisqu’il y a
convergence p.s. par continuité). On peut donc choisir 7 > 0 assez petit de maniére que
IT <¢/3.

Comme € a été choisi de maniere arbitraire, il reste pour établir (14.7) & montrer qu’on
peut choisir a €)0, /2] suffisamment petit de maniere que si |z — y| < a, le terme 1] =
2M P,(T > n) est aussi majoré par /3. Or cela est une conséquence du lemme suivant, qui
complete donc la preuve du théoreme.
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Lemme 14.6.7 Sous la condition de cone extérieur, on a pour tout y € 0D et tout n > 0,

lim P,(T >n) =0.

rz—y,x€D

Remarque. Comme cela a été suggéré apres la preuve du Théoreme 14.6.3, le point-clé dans
la vérification de la condition frontiere (14.7) est de s’assurer que le mouvement brownien
partant pres de la frontiere de D va sortir de D rapidement, avec une grande probabilité.
C’est précisément ce que nous dit le lemme. La condition de cone extérieur n’est pas la
meilleure possible pour cela, mais elle donne déja des applications intéressantes, comme
nous le verrons plus loin.

Preuve. Commencons par réécrire la condition de cone extérieur en y € OD. Pour u € S%1
et v > 0, notons

Clu,7) ={z€R": z-u> (1 —7)|z|}

le cone de révolution ouvert de sommet 0, de direction u et d’ouverture . Alors on peut
choisir r > 0, u € S9! et v > 0 tels que
y+ (C(u,v) N B(0,r)) C D

Pour alléger I’écriture on note C' = C(u,~y) N B(0, 7). Posons aussi

~ r
C={zeR: 2z -u> (1—%)\z|}ﬂB(0,§)
qui correspond a I'intersection avec B(0, 5) d’'un cone “un peu plus petit” que C(u,r).
Il découle facilement de la loi du tout ou rien (Théoreme 14.4.2) que, si Ty = inf{t > 0:
By € C}, on a
T=0, Py ps.
En effet, si (¢,,) est une suite décroissant strictement vers 0, I’événement limsup{B., € 5}
est dans la tribu Fy, et un argument analogue a la preuve du Corollaire 14.4.3 montre que
cet événement est de probabilité strictement positive.
Pour a €]0,7/2], notons
C,=CnNDB0,a)c.
Puisque les ensembles CN’a croissent vers C quand a | 0,ona 15 | T =0, Py p.s., et donc
pour tout 5 > 0 on peut fixer a assez petit tel que

Po(T7 <m) >1-4.
En utilisant le fait que y + C' C D¢, on a, avec des notations évidentes,
Po(T <n) 2 Pu(Tysc <n) =Po(Ty—ssc <n).

Or un raisonnement géométrique simple (faire un dessin!) montre que, des que |y — x| est
assez petit, le cone translaté y — x + C' contient C,, et alors

P.(T <n) >Py(Tz <n)>1-0

d’apres le choix de a. Comme [ était arbitraire on a terminé la preuve du lemme. O

Nous en venons maintenant a une autre caractérisation analytique des fonctions har-
moniques, qui est souvent prise comme définition.
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Proposition 14.6.8 Soit h une fonction localement bornée sur le domaine D. Alors h est
harmonique sur D si et seulement si h est de classe C? sur D et Ah = 0.

Preuve. On suppose d’abord que h est harmonique. La Proposition 14.6.4 montre que h
est de classe C* sur D. Soit « € D et soit ry > 0 tel que la boule B(x,ry) soit contenue
dans D. Toujours d’apres la Proposition 14.6.4, on a pour tout r €]0, rq,

1
h(z) = 7)\11(3(35,7“)) /B(x’r) h(y) dy. (14.8)

D’autre part la formule de Taylor a l'ordre deux montre que, pour y € B(z, ),

+Zayl Z

ol le reste o(r?) est uniforme quand y décrit B(z,7). En intégrant cette égalité sur B(z,r),
et en utilisant les symétries évidentes, on trouve

= i) (y; — 2;) + o(r?)

_ x,r x —d@x )2 O/r.d_|_2
/B(x’r)h(y)dy—)\d(B( ,1)) h( )+228y2( )/B(w’r)(yl D2dy + o(r*t?).

i=1 71
Posons C = [ B(0.1) yidy > 0. L’égalité précédente et (14.8) conduisent &

gAh( ) d+2 +O(Td+2) =0

ce qui n’est possible que si Ah(z) = 0.

Inversement supposons h de classe C? sur D et Ah = 0. 1l suffit alors de montrer que
si U est une boule ouverte telle que U C D, h est harmonique sur U. D’apres le Théoreme
14.6.6, il existe une (unique) fonction h continue sur U, harmonique dans U, et telle que

%(x) = h(x) pour tout x € U. De plus, la premiere partie de la preuve montre que Ah =0
sur U. En appliquant le lemme suivant aux deux fonctions h — h et h — h (définies sur U)
on trouve que h = h sur U, ce qui termine la preuve de la proposition. 0

Lemme 14.6.9 (Principe du maximum) Soit V' un ouvert borné de RY, et soit u une
fonction continue sur 'V, de classe C* dans V et telle que Au > 0 sur V. Alors,

supu(z) = sup u(x).
eV zedV

Preuve. Supposons d’abord qu’on a la propriété plus forte Au > 0 sur D. On raisonne par
I’absurde en supposant

supu(z) > sup u(x).
zeV €V

Dans ce cas on peut trouver xy € V' tel que

u(zg) = sup u(z).
zeV
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On a alors 9
U
— =0, Vg 1,....d
ayj(xo) S { ) ) }

et de plus la formule de Taylor a 'ordre deux assure que la matrice symétrique

0?u
My, = )
0 0y;0y; (o) ije{l,...d}

est négative, au sens ou la forme quadratique associée ne prend que des valeurs négatives ou
nulle. En particulier les valeurs propres de M, sont toutes négatives ou nulles et la trace
de M,, l'est aussi. Mais ceci est une contradiction puisque la trace de M, est Au(xy) > 0.
Si on fait I’hypothese plus faible Au > 0 sur D, il suffit de poser pour tout € > 0, et tout
reV
uc(r) = u(z) + ex?,

de sorte que Au, = Au + 2¢ > 0. La premiere partie de la preuve assure que

sup () = sup u.(x),
eV zedV

et il ne reste plus qu’a faire tendre € vers 0. 0

14.7 Fonctions harmoniques et mouvement brownien

Nous commengons par un résultat important qui fait le lien entre fonctions harmoniques,
mouvement brownien et martingales. Nous devons d’abord introduire la notion de martingale
a temps continu, qui est une généralisation directe des martingales a temps discret étudiées
dans le Chapitre 12. Rappelons que nous nous sommes placés sur I'espace canonique du
mouvement brownien, décrit a la fin de la partie 3, et que F; désigne sur cet espace la
tribu engendrée par (Bs,s < t). Une famille (M;);>0, indexée par les réels positifs, de v.a.
intégrables est une martingale si M; est F;-mesurable, pour tout t > 0, et si la relation
E[M;| Fy] = M; est vraie pour tous 0 < s < ¢.
Si U est un ouvert de R, on note Hy = inf{t > 0: B; ¢ U}.

Théoréme 14.7.1 Soit D un domaine de RY. Une fonction continue h : D — R est
harmonique si et seulement si pour tout ouvert borné U tel que U C D et U satisfait la
condition de cone extérieur, le processus

(h(Binmy ))i=0

est une martingale sous P, pour tout x € U.

De maniere informelle les fonctions harmoniques sont celles qui composées avec le mou-
vement brownien donnent des martingales. La condition de cone extérieur dans I’énoncé qui
précede est superflue mais intervient pour des raisons techniques dans notre démonstration.
Preuve. Supposons d’abord que h est harmonique, et soit U un ouvert satisfaisant les
conditions de I’énoncé. On note H = Hy; pour alléger, et on fixe x € U. Remarquons que les
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v.a. h(Biay) sont bornées P, p.s. par sup{|h(y)|:y € U} < oco. Soient s < t. Observons que
la v.a. Bspg est Fsag-mesurable donc aussi F-mesurable. Pour obtenir 1’égalité recherchée
E[h(Binm) | Fs) = h(Bsam), il suffit de montrer que, pour toute v.a. F' Fg-mesurable bornée,
on a

E,[F h(Bsni)] = Eo[F h(Boyr))-

Or on peut interpréter h comme la solution (unique) du probleme de Dirichlet dans U dont
la condition frontiere est simplement la restriction de A a OU. Le Théoreme 14.6.6 montre
que, pour tout y € U,

h(y) = Ey[h(Bn)].
Il en découle que

E$[F 1{3<H}h(BsAH)] - E$[F 1{s<H}h(Bs)] - Ex[F 1{s<H} I['EBS [h(BH)H

Mais puisque F'1g,cpy est Fy-mesurable (exercice), la propriété de Markov (sous la forme
du Théoreme 14.5.4, avec le temps d’arrét constant s) montre que

E.[F 1s<my E, [h(Bn)]] = Ee[F 1s<ayh(Bg)].
On obtient ainsi
E.[F' h(Bsanr)] = Eo[F 1semyh(Bs)] + Eo[F 14>y h(Bp )| = E,[F h(Bg)).
Evidemment le méme argument montre que
Eo[F M(Biam)] = Eo[F h(Bp)] = Eo[F h(Bsan)]

ce qui était 1’égalité recherchée.

Dans I'autre sens, c’est plus simple. Si on suppose que h vérifie la propriété de 1’énoncé,
on prend pour U une boule ouverte dont ’adhérence est contenue dans D. La propriété de
martingale permet d’écrire si x € U

W) = Ex[h(Binn) | Fo] = Ex[h(Binn)].

En faisant tendre ¢ vers oo, on a h(z) = E,[h(Bg)], et le Théoréme 14.6.3 montre que h est
harmonique sur U ce qui suffit pour conclure. O

A partir de maintenant, on suppose que d > 2 (remarquer qu’en dimension un les fonc-
tions harmoniques sont les fonctions affines).

Proposition 14.7.2 Soient 0 < a < b et soit D,y le domaine
Day = B(0,0)\B(0, a).

Soit f: D,p — R une fonction radiale, au sens ot f(x) ne dépend que de |z|. Alors f est
harmonique si et seulement s’il existe deux constantes C,C" € R telles que

@) = C + C'log |z| sid=2,
T O+ ) sid> 3.
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Preuve. Nous savons déja que f doit étre de classe C*°. Soit g :]a, b[— R la fonction telle
que f(z) = g(|z|). L’expression du Laplacien pour une fonction radiale montre que

d—1
Af(z) = g"(|=[) + T g'(|z).
D’apres la Proposition 14.6.8, f est harmonique si et seulement si g satisfait 1’équation

différentielle g1
§'(r) + = g(r) = 0

qu’il suffit de résoudre pour obtenir la proposition. O

Dans les deux énoncés suivants on note T4y = inf{t > 0 : B, € A} pour tout fermé A de
RY.

Proposition 14.7.3 Soit x € R¥\{0}, et soient ¢, R > 0 avec € < |z| < R. Alors,

log R—log || .o
log R—loge std = 2’

P.(Tso.e) < TBo,r)) = (14.9)

‘$‘27d_R27d i
2=d_p2—d_ st d 2 3.

Remarque. L’énoncé analogue en dimension un est, pour a < x < b,

b—=x
b—a

P.(T, <T,) =

et se démontre exactement de la méme maniere (exercice).
Preuve. Considérons le domaine D = D, g, qui vérifie la condition de cone extérieur, et
soit g la fonction continue sur D définie par

{ g(y) =1 si |yl =e,
g(y) =0 si |yl = R.

Alors le Théoreme 14.6.6 montre que
h([[’) = ]P)x(TB(O,E) < TB(O,R)C) , €< ‘[L” <R

est la solution unique du probleme de Dirichlet avec condition frontiere g. Mais en utilisant
la Proposition 14.7.2, on voit immédiatement que le terme de droite dans (14.9) est solution
du méme probleme de Dirichlet. Cela donne 1’égalité recherchée. O

On peut déduire de la proposition précédente des informations intéressantes sur le com-
portement presque sur des fonctions t — B;.

Corollaire 14.7.4 (i) Si d > 3, pour tous e > 0 et x € R? tels que € < |z|,

E \d—
Po(Th0,e) < 00) = (m)d ?
De plus, pour tout z € R?,
lim |B;| = o0, P, p.s.

t—o00
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(ii) Si d = 2, pour tous € > 0 et x € R? tels que € < |z|,
IP)CC(TB(O,E) < OO) =1

mais
IP’I(T{O} < o0)=0.

De plus, P, p.s., pour tout ouvert U de R?, ’ensemble {t > 0 : B; € U} est non borné.

Par analogie avec le cas des chaines de Markov, on dit que le mouvement brownien est
transitoire en dimension d > 3 et récurrent en dimension d = 2. Noter que cette propriété
de récurrence dans le plan n’entraine pas que tous les points soient visités : au contraire un
point fixé, autre que le point de départ, n’est pas visité avec probabilité 1.

Preuve. (i) La premiere assertion est facile puisque
P, (T, < 00) = }}Tlglo P.(Ts0,c) < TB(0,n)c)

et il suffit d’appliquer la formule (14.9).
Ensuite, on pose pour tout entier n > 1

En appliquant la propriété de Markov forte en 7Tj,) et en utilisant a nouveau la formule
(14.9), on trouve, si |z| < 27,

i = _ _ (a2

Le lemme de Borel-Cantelli entraine alors que P, p.s., pour tout entier n assez grand,

inf |B| >n
t2Tm)

et donc la fonction t — | By| converge vers oo quand ¢t — 0.

(ii) D’apres la formule (14.9) on a

log R — log |z
P.(Tp,e) < Tro,r)>) = Tog R —loge.

des que € < |z| < R. En faisant tendre R vers oo dans cette formule on trouve
P.(Tp.e < 00) =1.
En faisant tendre € vers 0 dans la méme formule on obtient
P (Tioy < Tgo,r)c) = 0.
Comme To,ry | 00 quand R T oo, cela entraine

P, (Ti; < 00) = 0.
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On a donc a la fois
P, p.s. Ve >0, Tge) < 00

et
P, ps. 0¢ {B;:t>0}.

Ces deux propriétés entrainent que P, p.s. 0 est un point d’accumulation de la fonction
t — By quand t — oo. Donc, pour tout ouvert U contenant 0, 'ensemble {¢t > 0: B, € U}
est P, p.s. non borné. Un argument de translation donne alors la derniere propriété du

corollaire, en remarquant aussi qu’on peut se limiter a une famillle dénombrable de choix de
U. O

Noyau de Poisson. Rappelons que nous nous placons en dimension d > 2. Le noyau de
Poisson (de la boule unité) est la fonction définie sur B(0,1) x S¢°! par
1—|af?

K(.Z’,y) = | ‘d S B(O,l), (VRS Sdil.
r—Y

Lemme 14.7.5 Pour tout y € S fixé, la fonction x — K(x,y) est harmonique sur
B(0,1).

Preuve. Posons K, (z) = K(z,y) pour z € B(0,1). Un calcul direct montre que AK,, =0
sur B(0,1), et il suffit d’appliquer la Proposition 14.6.8. O

Lemme 14.7.6 Pour tout x € B(0,1),

K([L’, y) Ud(dy> =L
gd—1

Preuve. Pour tout z € B(0,1), posons

F(z) = K(z,y) oa(dy).
Sd—1
Alors, on déduit facilement du lemme précédent que F' est harmonique sur B(0,1) : on
peut appliquer le théoreme de Fubini pour vérifier que F' satisfait la propriété de moyenne
(ou dériver sous le signe intégrale pour montrer que AF = 0). Par ailleurs, en utilisant les
propriétés d’invariance de o4 et de K par les isométries vectorielles, on obtient que F' est
une fonction radiale. Sur la boule ouverte privée de 'origine B(0,1)\{0}, F' doit donc étre
de la forme donnée dans la Proposition 14.7.2. Mais puisque F' est aussi continue en 0, la
constante C" intervenant dans les formules de cette proposition doit étre nulle. On a donc,

pour tout z € B(0,1), F(z) = F(0) = 1. O

Théoréme 14.7.7 Soit g une fonction continue sur S%'. La solution du probléeme de
Dirichlet dans B(0,1) avec condition frontiere g est donnée par

h(x) = - K(z,y) 9(y) oa(dy) , x € B(0,1).

De plus, pour tout x € B(0,1) fixé, la fonction y — K(x,y) est la densité par rapport a la
mesure o4(dy) de la loi sous P, du point de sortie du mouvement brownien hors de B(0,1).
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Preuve. Les mémes arguments que dans la preuve du Lemme 14.7.6 montrent que h est
harmonique dans B(0,1). Pour vérifier la condition frontiere, fixons yy € S¢~!. Pour tout
§ > 0, la forme explicite du noyau de Poisson montre que si z € B(0,1) et y € S? ! sont
tels que | —yo| < /2 et |y —yo| > on a

K(r,) < () (1 Jaf?).

Il découle de cette majoration que, pour tout o > 0,

lim / K(z,y)o(dy) = 0. (14.10)
{ly—yol>d}

x—yo,2€B(0,1)

Ensuite, si € > 0 est donné, on choisit 6 > 0 assez petit pour que |g(y) — g(yo)| < e des que
ye Shet |y —uyol <. Si M =sup{|g(y)|: y € S¢1}, il vient

|h(x) — g(y)| = K(z,y) (9(y) — 9(y0)) oa(dy)

‘ Sd—1

< 2M/ K(z,y)o(dy) +e,
{ly—yo|>3}

en utilisant le Lemme 14.7.6 pour la premiere égalité, et ensuite le choix de §. Grace a
(14.10), on obtient maintenant

limsup [h(z) — g(yo)| < e.
x—yo0,2€B(0,1)

Comme ¢ était arbitraire, cela donne bien la condition frontiere voulue.
Enfin, pour la derniere assertion, on utilise le Théoreme 14.6.6 qui affirme que la solution
du méme probléeme de Dirichlet est aussi donnée par

W) = Ea.[g(Br)],

ounT =inf{t > 0: B; ¢ D}. En comparant les deux formules pour i on obtient précisément
que la loi de By est la mesure K (z,y)oq(dy). O
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