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1 FONCTIONS BV 2

Introduction

On s’intéresse a I'unicité des solutions faibles pour une classe d’équations de transport dont le
coefficient est & variation bornée. L’outil principal pour démontrer des résultats d’unicité est, dans
les deux cas, un lemme de commutation du champ de vecteur avec un opérateur de régularisation.

On introduit la notion de solution * renormalisée ~ (i.e. une solution faible de (TR) qui vérifie
V3 e CHR) 8:8(w) + b(t,z)3 (w) = cwf'(w)) et on démontre que toute solution faible est une
solution renormalisée.

Ce résultat est le point clé pour 'obtention de I'unicité des solutions bornées pour des équations
de transport.

1 Fonctions BV

Dans ce qui suit, € est un ouvert de R¢.
On rappelle quelques propriétés élémentaires des espaces de Sobolev, et on introduit les fonc-
tions BV.

1.1 Les espaces de Sobolev W'?(Q)

Pour p > 1, WHP(Q) est 'espace des fonctions de LP(Q) dont les dérivées partielles au sens des
distributions sont encore dans LP(f).

Wir(Q) = {u € 17(Q) ‘ g1, ga € LP(Q), Vo € OSO(Q),/Q o¢ /ng}

u = —
é)xi

On note alors du/0x; = g;, Vu = (0u/0x;, - -+ ,0u/dzq).

WP(Q) est normé par |[ullwie) = [ullLe@) + i ||g—;||m(g), ce qui en fait un espace de
Banach. =
— WhP(Q) est séparable pour 1 < p < oo.
Démonstration. Voir [3], Ch.IX. O
— Densité

Si u € WHP(Q), il existe une suite u,, dans C°(R%) avec

Up|, — u dans LP(Q) et p.p. sur
Vg, — V), dans (LP(w))* Yw CC Q

Démonstration. Voir [3], Thm.IX-2. O O

— Dérivation d’un produit de composition ( « chain rule ») dans (W'?(Q))
Soit 3 € C1(Q) ot N est de fermeture compacte, et u € (WHP(2)™). On a alors :

a0 (Bou) = B'(u). 53

Démonstration. Voir [3], Prop IX.5. O

1.2 L’espace BV (Q)

Siu e (LY(Q))™, on sait que Du, sa dérivée au sens des distributions, est une mesure de Radon
sur . Plus précisément, Du est une matrice m x d de mesures (D;u;); ; avec

Vo € CX(Q) / 0¢ ujde = f/ ¢dD;ujde.
o Ox; Q

Définition 1. (BV(Q2))™ est 'ensemble des fonctions de (L'(£2))™ dont la dérivée est une mesure
finie.
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En particulier, pour tout i et j, |D;u;|(2) < oo
V(u, Q) = |Du|(92) est la variation totale de u. (V(u, ) < 00)

V(w,Q) = [Dul(@) = sup {S7, XL, f, 6idDiu; | 6 € (CHO)™, 9]l < 1}
= sup {7, Jop usdiv 65 d | ¢ € (CHO)™, |8] <1}

— L’espace de Sobolev W11(Q) est inclus dans BV (Q), car Vu € WH1(Q), la dérivée faible est
donnée par Vu et que % e LY()

— L’inclusion est stricte! x[g, o], fonction de Heaviside a pour dérivée 9o, donc elle est dans BV
et pas dans W1, D’ou Iidée d'une généralisation de la théorie de Di Perna-Lions pour les
fonctions BV.

— On considére la décomposition de Radon-Nykodim Du = D%u + D%u ot D% < Ag et
Dsu L Ay, la décomposition polaire de D*u, D*u = M (z)|D*ul, qui existe car comme
u € BV, (D*u)(R?) < oo et Vu la densité de D" par rapport & A\g (D% = Vulg).

Si m = d, la divergence au sens des distributions d’une fonction u € BV est donnée par

D.u = trace(Vu) g + (traceM )| D*u]

Notons que D.u < \g <= traceM =0 |D*u| — p.p. dans R<.

— ((BV(2))™, || ®||Bv) est un espace de Banach pour la norme [ju||py = [, [u|dz + |Du|(Q2).
Voir [7], Ch.3.

— CH(2) n’est pas dense dans BV ().
En effet si u € BV, telle que Du # 0 et Du L A\ et siv € C' N BV, |[u—v|py =
|D(u—v)|(2) = |Du|(2) + |Dv|(Q) > [Dul(2) > 0 (en effet A L pp = |X—pu| = |A+ |p|). En
revanche on a le résultat suivant de densité.

- Vz € RLVK C QK compact, on a : [, |[u(z + 2) — u(z)|dr < |Z?:1 2 Dyu|(K).)) (ou
|z| < d(K,00), K|, = {z € Qld(z,K) < |z]})

Démonstration. D’aprés la propriété précédente, on peut supposer u € C1(Q) et on a u(z +
z)—u(z) = fol < Vu(z+tz),z) > dt = [ |u(z+2)—u(z)|de < [} dxfol < Vu(zr+tz),z) >
dtdx < |Zf:1 z;Dyu|(K).)) (par Fubini) O O

1.3 Différentiabilité approchée

Définition 2. Points de Lebesgue
Soit u € (L*(R9))™ et x € R%. On dit que = est un point de Lebesgue si

1

i [ ) ey =0

Théoréme 1 (Théoréme de Lebesgue de différentiabilité). Si u € LY (R?) alors presque
tout point de R® est un point de Lebesque pour u.

Démonstration. Voir [9], Thm. 7.7. O

Définition 3 (Limite approchée). .
Soit u € (Li,.(2))™ et x € . On dit que u a une limite approchée en x sil existe z € R? tel que

loc

1
lim — / lu(y) — z|dy = 0.
r—0 T’d B(z,r)
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z est la limite approchée de u en z, on la note u(z).
On note Su ’ensemble des points ott w n’a pas de limite approchée.

Définition 4. On dit que u est approximativement continue en x si x ¢ Q et si u(z) = a(x), i.e.
si x est un point de Lebesgue de u.

Définition 5 (Différentiabilité approchée). Soit u € (L},
est approximativement différentiable en x si

1 —(z) — Ly —
AL € M, «a, hm — / [u(y) — a(2) (v —2)| dy = 0.
—0r B(z,r) r

(@)™ et x € Q\ Su. On dit que u

Dans ce cas L est unique, c’est la différentielle approchée de u en x, notée Vu(zx).

Théoréme 2 (Théoréme de Caldéron-Zygmund). Toute fonction v € (BV(2))™ est approxi-
mativement différentiable Ag — p.p. dans Q. De plus, Vu (définie presque partout) est la densité de
D*(u), ou est D*(u) est la partie absolument continue de Du par rapport a Ag.

Démonstration. Voir [7], Thm.3.82. O

— Restriction des fonctions BV & une dimension :
Soit u € (BViee(Q))™. Pour z = (2/,24) € R% on pose u,(rq) = u(x). Alors u, €
BVjpe(Q2¢4) on Q% = {t|(2/,t) € Q}

Proposition 1 (Propriétés de la différentielle d’une fonction BV). Soit u € (BV,.(R4))™, z €

RY et § > 0. Alors il eviste ul(w,2) et ul(z,z) telles que :

u(w + 5? —u(z) _ us(w, 2) + uj (@, 2)

avec les propriétés suivantes, ou K et K' sont deux compacts quelconques de R® :

(1) u};(:c,z) —s0< Vu(z),z > dans (L}oc(Rd))m

(i4) 1im§u%/ |u?(z, 2)|dx < |2| - |D*u|(K)
—0JK

(#i1) Ve > 0, sup sup / (Jus(z, 2)| + [uj(z, 2)|) dz < sup |z| - |Du|(K.)
2eK’ 5€(0,) J K z€K’

Démonstration. En prenant u(z) = uf;‘z‘(z/|z|), on se rameéne au cas o |z| = 1, puis en faisant
une rotation, au cas z = e4. Dans la suite, on pose u,(s) = u(a’, s).

On prend uf(z',zq) = 3 xd+6 g;d (z/,s)ds = ld+6 %Z,d’( )ds (ou 687“ =< Vu(z),eq >) (car
D%y (-) = %(Il, IA-p.p. t € Qea).

Soit K C R, K compact, z € R* 1 et § > 0. On a alors :

Tq+06
/ lu}(2', xq |dxd—/ / 6%‘ ds|dxd—/ e
u

Cl) .
- X\ est une mesure finie sur K, car u € BV,

Td
/ / 9 )
- / Xoae = v)ds ) diul)

Id da:d,

ou p =

Or on a

IN

X{o,
[ X8 iy
K

< |ul(Ks), alors u} € Li,,
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De ceci découle immédiatement que u} converge vers du/dxq dans L}, (R4, R™).
On se sert ensuite des propriétés suivantes, voir 7], Théoréme 3.107, 3.108.

Uy € BVjoe (R, R™)

)
(b) ul(s) = Ou —(2/,s) pour A-p.p. s >€ R
6$d
(¢) V8 >0 uz(s+0)—uz(s) = Duy([s,s+9])
(d) / | Dy |da’ < | D%ul
Rd—l

Pour § > 0, on a pour A — p.p. &’ € Ré¢-1

w(@',xqg 4 0) —u(@',xq)  up (g4 0) — uar(xq)
) B )
= Dug([za,zq + 9])
s X[0,5] s X[Oﬁ]
= : D*u
5 T 5
= w2, 2q) + Duy * @
Et donc finalement :
/ |uf|dzqde’ < / / DPuy| o X ( Ydxgda'’
k Ri—1 J{zq:(’ ;cd)EK}
< / |D%uyr|({za : (2, 24) € K})d2'
d—1
< |D%ul(Ks)

2 Théoréme du commutateur

2.1 Dans le cas W, (R?)

Soit ¢ noyau de convolution & support inclus dans la boule unité, ie
6 e C2@.620, [ o= 1swpoc BO.L).
R4

Théoréme 3 (Lemme du commutateur). i) Soit b € (W) (R)? w € L2 (R?). On a alors

loc loc

(RY)

loc

(b- Vw) * 5 — b.V(w * ¢5) — 0 dans L}

i) Soit b e L'(0,T; (WE R, w e L>®(0,T; L2

loc loc

(RY)). On a alors

(b-Vw) x¢ps —b- V(w* ds) " dans L*(0,T; L}

loc

(R7))

Démonstration. ii) est une conséquence directe de i), par le théoréme de convergence dominée.
Prouvons donc 1).
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Soit # € D(R?), on a :

(b-Vw) x¢s —b-V(wx*¢s),0

/Rd /Rd (y)os(x — y)0(z)dydr — /Rd b(x)0(x) - (/Rd w(y)Vaos(x —y)dy)dx
—— [ o (dwb( oste iy + [ ) Tote - 9y ) do

— [ p@o@) (| wl)Vos(e s

= — < (wdivb) * 65,0 > + < / w() {(b() — b(z)) - Vés(x — )} dy. 6 >

Rd

On obtient donc,
(b-Vw) *ds —b- V(w* ¢5) = /Rd w(y) {(b(y) — b(x)) - Vos(x — y)} dy — (wdivd) * ¢s

Or wdivb est dans Lj,, (car w € L2, et divb € L} .
Ll

loc*
Maintenant, soit R > 0. On fait ’estimation suivante pour le premier terme :

) et donc (wdivd) * ¢s converge vers wdivb dans

g w(y) {(b(y) — b(x)) - Vs(z —y)} dy

L' (Br)

= [ 1] et - b)) - Vos(o ~ dylda
Br JR4
< [ Tl [ 100) ) Vst~ )iy

<C||wHL°°(BR+1)/ / ( )|dxdy
|z—y|<é

ot on a pos¢ C' = supp g 1)(|V¢(2)]), la derniére inégalité provenant du fait que Vos(z —y) =
1Vo(55Y), et qu'on a supp ¢s C B(0,4). Continuons :

/ dac/ ( )|dy
Br41 |z—y|<é

/ dm/ dz/ |Vb(z + tz)|dt
Bri1 l2]<1

< |le bHLl

IN

(Bry2)

car b(xz + dz) — b(x —ef0<Vbac—|—tez)z>dt On a donc :

= e w(y) {(b(y) — b(@)) - Vés(x — y)} dy € Li,e(RY)

[, 0 1) = b(@)) - Vst = )}y

< C||wHL°°(BR+1 ||diV bHLl(BR+2)
L'(Br)

Soit
Ts(w.h) = [ w(u) {0) = b)) - Vsl — 1)} dy

On veut montrer que

Is(w,b) —— wdivb dans L}, (R?)

50 loc



2 THEOREME DU COMMUTATEUR 7

La densité de C°(R?) dans I/Vlloc1 (R9) nous donne une suite bs dans C2°(R?) tendant vers b dans

WLLR?). Comme bs tend vers b a fortiori dans L}, (R%), on a

[15(w, b) — Is(w, bs)|| L1 (BR)
§ CH1U||L°°(BR+1) . HdiVb*diV b(SHLl(BR+2)

—6—0 0

A présent, il suffit de montrer que la propriété I5(w,b) — w divb dans L}, (R?) est vraie pour b

lisses. Si b appartenait a C2°(R%) e
[, w6 = b)) Voo~ )y
= /B 1w(:c —0z)(b(x — 0z) — b(x)) - Vo(z)dz

©0.1) 0
d
i - L 00(2)
= —w(x — 0z b'(x —6z) — b (w dz
Lo 5 E[( (2 - 82) ~ () 220
d
obi(x) 0¢(2)
—5 —w(x d
e /B(Oal) )i§=:1 azj 7o 1

= w divb

La convergence dans la quatriéme ligne a lieu car w € L}, C Llloc et que dans Llloc on a continuité
forte des translations. Ecrivons la derniére étape :

HL;(U}, b) —w diVb”Ll(BR)

< Hs(w,b) — Is(w, bs) || L1 (Br) + [ Is(w, bs) — w divbs|| iRy + lwlloe (Bryy) - [|divhs — divb|[ L1 By, ,)

— 0 dans L},

(div bs — div b a cause de la convergence dans W1h1). O
Voir [4], Lemmell.1.
Remarque. Pour démontrer la propriété de renormalisation dans le cas W11 voir [4], ThmII.3.

Remarque. On a utilisé la densité des fonctions C2° dans Wlij Sib € BV (et divde Llloc
pour que tous les termes aient un sens), div b sera remplacé par D -b et on n’a plus la convergence

vers 0.

2.2 Dans le cas BV,,.(R%)

Comme on ne peut plus rien dire sur la convergence vers 0 du commutateur (comme dans le
cas Wh1) on essaie de trouver de « bonnes »estimations de 5.
L’approche consiste & introduire une régularisation dont le noyau est une inconnue.

Soit T € (0,00), b(-,+) : (0,T) x R? — R?, vérifiant :

(H1) bi(-) =0b(t,") € (BVloc(Rd))d pour A — p.p. t € (0,T)
(H2) VR >0,VIC (O,T)/

IxXBr
(H3) A—p.p.t€(0,T),D b < Ag, i.e. D - by est représentable par div by - Ag

|b|ddt + / |Dby|(Br)dt < oo (ie. be LL(0,T; BVioe(RY)))
I
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Définition 6. On définit la distribution b - Vw dans (0,7) x R? (ot w € L§2,((0,7) x RY)) par
Vo € C((0,T) x RY)
<b-Vw,¢ > = < Dy(bw),¢>— <wD,b,¢ >

— / wV¢bdtdr — / wedivbidtde
(0,T)xRe (0,T) xR4

Notation. Pour M € Mgyxq, et ¢ noyau de convolution (¢ € C(B(0,1)),¢ > 0, [¢ = 1), on
définit

A(M, ¢) = /R 1< M2, Vo(2) > |d=

- / 12/ Ve(2)d=.

Théoréme 4 (Lemme du commutateur). Soit w € L. ((0,T) x R?), ¢ noyau de convolution

pair (¢(x) = (1))
On définit rs = (b- Vw) x ¢s — b - V(w * ¢s).

Soit @ C A owvertA CC (0,T) x R, Q compact, et L = ||wl| o (a)-
Alors, dans les hypotheses (H1), (H2) et (H3), on a

(i) Timsupsyo fiy Irsldtdz < L [ A(My, 6)d|D*b](t,) + L(d + 1(9))| D*](Q)

(i) lim supsyo f, rsldidz < LI(8) D*H(Q)
Démonstration. Soit T = d(Q,0A),0 < 1,0 € CX(A),d = (supp 6,0A) > 0.
<rs;0> = <(b-Vw)*ds,0>—<b-V(wxeps),0>

<b-Vw,0x¢s>—<b-V(wxeps),0> (car ¢s = b5)
= —<w(t, )b, V(0 % ¢ps) > — < wdiv by, s x 0 > — < b- V(w* ¢g,60 >

/(/w(ty)bt(y) Vs (x —y)dy)o(t, x)dtdr —

/bt / (t,x)Vos(x — y)dy)o(t, x)dtde— < (w(t,-)div by * ¢s,0 >

(car ¢ est pair )

- < / wlt, y)(bu(y) — bu(x)) - Vos(x — y)dy, 0 >
< (w(t,-)div b) * 5,0 >

On; donc r (Ef ) = [w(t,y)(be(y) —bi(z))-Vos(z—y)dy — (w(t,-)div by)*¢s(t,z) dans D'(A).

lin / /R d bulw = 5? =) Gp)dz — (wlt, )div by) * éa(t, o)|dtda

< T / /R d ) () (—2) Vo (2)dz — (wit, @ — 62)div by(x — 62))6(2)dzldtdz  +
imasup = 1 / V()| / 163 (@) (—2) didad

Mais
lirn / /R ity — 52)blg(e) (~2) V()= — (it — 2)div b — 62))6(=)d|drda

J

/ |w(t, x / Z 8bj ( )dz + div b(z))|dtde =0 car /Zi%d»’l: —
R? 5 é?acz ’ 0z; 7
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La convergence précédente a lieu car bys(x)(—2) —Lioc< Vb, (z),z >, par la propriété du quotient

différentiel (BV'), et w € LS, C L}, ., ot on a continuité forte des translations.

limsup [ [Vo(o) / 162 (2)(—2)|dtdadz < 1(6)|D*b|(Q),
510 JRa Q

car limsup / 162 (2) (—2) | dtdz: < ||| D*bi|(Q)
510 Jo

Prouvons (i) :

be(x —0z) — by(x .
/Q|M5|dtdx§/Rd|W|Lx(A)/Q| il 5) 1@ G () ldtdedz + [[div bl e

Soit vy, = bV ¢(2), 2 € RY(= v;, € BVjpe(RY))

Vo € C°(RY) < Djvy,, 0 >=< Dy, 0 > + < Divg,, 0 >

= / div b (2)0(2)Vé(z)dz+ < D°b:.Vo(z),0 >
R
d

= Dyvi. = div b.Vé(2)dAa + Myi.Vé(2)| Db = > (

Jj=1

bl ¢ 0o
g+ ML=
8%— 82]- d+ ti aZj

|D%be|)

510

by(z — 8,2) — by r 4
lim sup /Q i e COL | 13 aDin{alt: ) < QM

< / Vb2l V(@) dtde + / | < Mi(2)(2), V(z) > |d|Db|(t, )
Q Q

d
, car / [vg 2 (z — 02) — vp o (x)|dr < | Z 6zi-Divy 2| (K|2))
K i=1

Alors : limsup/ |r,;|dtdx§/ |Vbt|/ |2||Vo(2)|dzdtdx +
510 Jg Q R

/Q/]Rd | < My(x)(2), Vo(z) > |dzd|D*b|(t, x) + [|div b1 ()

< (1(6) + )| D*B|(Q) + /Q A(My(x), )| D*b|(t, 2)dtd

Voir [1], Lemme 3.1.

Remarque. L’inégalité (i) est utile dans les régions ou la partie D*®b est dominante, (ii) 1a ou la
partie D®b domine.

Remarque. En regardant le premier terme de (i), on se pose le probléme de minimiser la fonc-
tionelle {¢ — A(M, ¢) } pour obtenir une norme assez petite du commutateur.

On note que si la matrice M est antisymétrique il est possible de prendre ¢ noyau de convolution
dépendent seulement de |z|?, de sorte que '2Mz = 0.
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On se sert du lemme suivant :

Lemme 1 (Alberti). Soit M € Maxq et A(M) = inf{A(M,$);¢ € CRY),¢ > 0, [¢ = 1}.
On a alors A(M) = |trace M|.

Démonstration. Une inégalité est immédiate car on a

A(M, ¢) :/Rd|<Mz,ng5(z) > |dzx < ‘/]Rd < Mz, No(z) > dz| =

99
/Rd sz: mijzja—Zi (2)dz

d 96
= |Zm”| = |trace M|, car /Rd zla—zj(z)dz = —0;;

i=1
Pour l'inégalité inverse, on a < Mz, V¢(z) >= div(Mz - ¢(z)) — div(Mz) - ¢(z) = div(Mz
d(2)) — (trace M) - ¢(z), donc

/ | < Mz, Vo(z) > |dz < / |div(Mz - ¢(2))|dz + [trace M|/ o(z)dz
R4 R¢ R4

1 suffit alors de montrer que inf{ [5, [div(Mz - ¢(2))|dz; ¢ € C°(RY),6 >0, [¢ = 1} = 0.

On va d’abord montrer que

inf {/ |div(Mz - p)|dz | i — mesure de probabilité sur Rd} =0.
Rd

Soit pu = ‘leHlLN ott N : [0,T] — R? vérifie
Ve e [0,T], N'(t) =M -N(¢)
et N n’a pas de points d’intersection sur [0, 7).

Soit une constante « telle que [dy =1. On a alors :

T
1 W@
a/N|MZ|dH =1 & a/o M./\/'(t)|dt71
_1
= a=xz

On a:
1 Mz
Mz-py =
Zp TV LN
1
= —Z/NHLN
Mz N

=vy ol vy est la normale a N

e
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SV e CHRY) < div(Mz - p),d(z) > = % /N % V() N (8)] dt
= LWNT) - $NV(0)

) 1
=div (Mz-p) = T((sH(T) =N (0))
Alors

/ |div(Mz- )| (= la variation totale de div(Mz - u))

P {% (WN(T)) = DN (0)) [ € CLR?: |40 < 1}

B 0, si N(T)=N(0)
2, siN(T) # N(0), car |[¢]|o < let on peut choisir ¢ t.q. (N (T)) = —yp(N(0)) =1

On considére une courbe intégrale maximale N du champ Mz (i.e. NV = MN sur [0,00)), N
est injective et on peut considérer la restriction de A" a [0, 7] pour T arbitrairement grand. Alors

2
VT >0, /|div (MZM”ST

et on a fini.

Revenons & ’énoncé initial.
Soit T > 0 et

A:{zeRd

AN, injective sur [0,7] t.q. {

Alors A est ouvert (voir [Spivak, ch.5]).

Si A# 0, soit ¢ € CX(A),¢>0,[¢=1.

Remarque. On peut réduire le probléme aux fonctions ¢ dont le support est inclus dans D
une boulle ouverte quelconque, car on a Vid-inversible, ~ A(M,¢) = AU MU) donc A(M) =
AU IMU).

Soit
- 1
- T|Mz|

/ dp = / / dp. - $(2)dz = / d. - / 6(=)dz (par Fubini) — 1

supp 1 C supp ¢ — compact = pu € C° (Rd)

1 HYWN, et u:/uz~¢(z)dz

Alors

et

div(My - p) = /diV(My “pz)p(2)dz
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car
vy € CHRY) < div(My - p), > = —/ < /Myuz~¢(2)dz,w(y) > dy
= —//<Myuz,Vw(2) > ¢(z)dz
= [ [avty pyvwo)ddy
= < /diV(My pz) - ¢(2)dz,1p > (par Fubini)
Alors

Nl

2
/IdiV(My-u)I S/diVIMy-uzl-/<z>(z)dzg Sol=

Si A = (), toutes les courbes intégrales se ferment en un temps inférieur a T et on est réduit au
cas précédent.

On a donc obtenu A(M) = |[TrM|. O

Remarque. Dans les hypothéses du théoréme du commutateur on a supposé que
Db < Ng XA—p.pte(0,T), ce quirevient a dire que

trace My =0 |D°b| — p.p., A —p.pt € (0,T),
car Db = trace(Vb))Ag + (trace My)| Dby

3 Théoréme de renormalisation

Définition 7 (Solution renormalisée). Supposons D - by < A\g —pp t € (0,T). et que
|bs] + |divbe| € LE, . ((0,T),R%). Soit w € L.((0,T) x R%; R) solution faible de 'équation

loc loc

() %—1: +b-Vw = fA dans D'((0,T) x RY)

pour un certain f € L}, .((0,T) x R%R).

Sous ces hypothéses, w est une solution renormalisée si

9p(w)
ot

+b- ' (w) = fB'(w)Aay1 dans D'((0,T) x RY)

pour toute fonction 3 € C*(R,R).

Théoréme 5 (Théoréme de renormalisation). Supposons (H1),(H2) et (H3). Toute solution
w € L ((0,T) x REGR) de léquation (x) pour un certain f € L} ((0,T) x R4 R) est une solution

loc loc
renormalisée.
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Démonstration. Puisque la propriété & démontrer est de nature locale, il suffit de la vérifier dans
un ouvert A CC (0,7) x R%.
Soit o = dist(A4,9(0,T) x R%), et L la norme L™ de w dans le voisinage dy/2 de A.

1. : Montrons que 0f(w)/0dt + b - 3’ (w) est une mesure signée & variation totale finie dans A.
Pour ce faire, soit p un noyau de convolution lisse et pair avec supp p C B; et soit 75 donné par le
théoréme du commutateur. La fonction r5 : A — R est bien définie, du moment que § < dy.

Notons que (w* p5)(t, ) est C* par rapport a « dans A pour § < g (car ps € C° et w € LfS.)
et que

0 0
H0eps) O s = (b V)« s + £ s

o ot
= —rsA T b V(w  ps) 4 f * ps AT < XL dans D/ (A)

conséquemment w * ps € WH1(A R) et la régle de dérivation d'un produit de composition dans
Wl peut étre appliquée.
On a alors le calcul suivant :

OB (w * ps)
ot

= B'(w=*ps) [W +b-V(w* Pa)]

+b- 5 (wx*ps)

0
= ['(w*ps) [8—1: x ps + (b Vw) * ps — r(;)\d"’l}

= [B'(wx*ps) [f % ps AT — T(;)\dJrl] .

Puisque 3'(w * ps) est uniformément bornée dans L>(A) (en effet § € C* et que ||w * ps|| oo (a) <
lw| Lo (a)), et que |rs| Uest dans L'(A) quand 6 | 0 (gréace a I'une ou l'autre des inégalités du
théoréme du commutateur), en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient que 93(w)/0t +b- 5'(w) est une
mesure signée dans A, qui est de plus a variation totale finie car b € BV.

2. Montrons que

7 aﬂa(:) Db 5 (w) — £ ()

qui par 1. et 'hypothése f € L'(A) est une mesure signée a variation totale finie, est singuliére
dans A par rapport a AT!. Notons tout d’abord que les fonctions 3’ (w * ps)(f * ps) convergent
vers 03/0y;(w)f dans L1(A).

En effet, on a :

16" (w * ps)(f * ps) — B'(w) fllL1(a) 16" (w * ps)(f * ps — FllLrcay + 18" (w * ps) — B'(w)) fllLr (a)
18" (w * ps)ll ooyl f * ps — FllLrcay +
||6’(w * ps) — 6/(w)HL°°(A)||f”L1(A)~

IAIA

Le premier membre tend vers 0 car 5'(w * ps) est uniformément bornée dans L>°(A), et le second
aussi car w * ps — w dans L'(A).

Par conséquent, si A’ C A est ouvert et que ¢ € C°(A’) avec |¢| < 1, en appliquant la deuxiéme
partie du théoréme du commutateur pour ) = supp¢, on obtient
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. OB (w *
|<O',¢>| = %fg<Mer'ﬂl(w*/?é)*5I(M*P6)(f*/76))\d+1,¢>
< sup|6'|limsup/ |75|dtdx
By 510 JQ
<

sup |§'[1(p)| D*0|(A)

Comme ¢ est arbitraire, on a donc que |o|(A") < Lsupg, |6'|I(p)|D*b[(A’) pour tout ouvert
A" C A, et donc que |o| < Lsupg, |8'[I(p)|D*b| dans A, ce qui montre que o est singuliére par
rapport a A¢t1,

3. Montrons que o est nulle dans A.
Pour cela, soit encore un ouvert A’ C A et ¢ € C(A’) avec |¢| < 1, et appliquons maintenant
la premiére partie du théoréme du commutateur, avec ) =supp ¢, pour obtenir, par le méme
raisonnement que dans 2. :

|<o,0>[< Lsuplﬂ’l/ A(My, p)d|D*b| + Lsup [B|(d + I(p))| D"b|(A)
By A By
Comme ¢ est arbitraire, cela conduit a l'inégalité de mesure suivante :
o] < Lsup |§|A(My, p)|D*b| + L sup | #](d + 1(p))| D*b|
BL BL
et comme on sait déja que o L A9t et que |Db| < A1 on en déduit que

lo| < L'A(My, p)|D®b| dans A, avec L' = Lsup ||
By

Notons que o ne dépend pas du noyau de convolution p, et on peut donc optimiser cette estimation
de la fagon suivante : soit g la dérivée de Radon-Nikodym de |o| par rapport a |D®b|; l'inégalité
précédente donne g < L'A(M;, p) |D*b|p.p. pour tout noyau p & support compact. A présent, soit
D C Cg°(By) un sous-ensemble dénombrable de

R{pGWl’l(Bl):pZO,/ pl}
B1

qui soit dense par rapport a la norme W1(B;). D existe car Wh! est séparable et que C2° est
dense dans W', Comme D est dénombrable, g < Linf,cp A(My, p)|D*b|p.p. et comme D est
dense, on obtient que :

g(t,r) <L’ inlf%A(Mt(:c),p) pour |D?b| p.p.(t,z) € A
pe

On applique alors le lemme d’Alberti : on a A(Mi(x)) = |TrMi(z)| =0 |D*b| p.p.. Donc |o| = 0.
O

Voir [1], Thm.3.5.
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4 Théoréme d’unicité

Dans cette section on applique le théoréme de renormalisation pour déduire I'unicité des solu-
tions de I’équation de transport.

On suppose que b(t,z) : (0,T) x R — R? satisfait (H1),(H2) et (H3), et de plus que
T
VR >0 / |divb | o ()t < 00
0

Soit w : (0,7) x RY — R? dans L>((0,T) x Bg) pour tout R > 0. On notera w;(z) = w(t,z). En
prenant f = wyc;, ’équation aux dérivées partielles étudiée dans la précédente section devient :

0
% + b - Vwy = cwy dans (0,T) x R?
Ceci est immédiatement équivalent a
d
— wppdr = / (¢t + divhy)wipdx + / wiby - Vodr  dans D'((0,7))
dt Jga Rd Rd

quel que soit ¢ € C°(R). Ainsi, si
T
VR >0 / (||€t+diV btHLl(BR))”wt”LO"(BR)dt<OO
0
toutes les fonctions ¢ — [w;¢dx sont W((0,T)).

En modifiant éventuellement w; sur un ensemble A\-négligeable de temps, on peut supposer que
t — wy est continue pour la topologie w* — L>°(Bgr) pour tout R > 0. De plus il existe des fonctions

uniques wg, wr € L}’;’c(Rd) telles que

lim wepdr = / wopdx
tl0 Jrd Rd

lim wepdr = / wrpdr
1T Jrd Rd

quel que soit ¢ € C°(RY).
Finalement, il sera utile d’étendre notre équation aux dérivées partielles pour des temps négatifs.
Cela peut-étre effectué en posant

V<0 bi(z) =0, c(x)=0, w(x)=wo(x)
de sorte qu’on a toujours D - by < A\g41 pour A — p.p.t € (—o0,T) et
d
— wepdr = / (¢t + divby)wipdx +/ wiby - Vodx  dans D'((0,T))
dt Jga Rd R
En d’autre termes, ’équation de transport

% + b - Vwy = cawy dans (—oo, T') X R?

reste vérifiée.
Théoréme 6 (Théoréme d’unicité). Soit wy une solution de l’équation de transport dans
(0,7) x R?, avec

T
VR >0 / letll ey dt < o0
0

On suppose de plus qu’il existe des constantes C' > 0, R > 0 telles que
lwilloo < Cows =0 Ag —p.p.dans R\Br  (5.1)

Alors wo < 0 implique wy < 0 quel que soit t € (0,T).
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Démonstration. On étend by, ey, wy pour les temps négatifs, comme on ’a vu.
Soit maintenant 3(s) = \/1 + (s7)2 — 1 € C*(R). Le théoréme de renormalisation appliquée &
w; donne

05(10,5)
ot

donc, en utilisant l'inégalité 0 < s5'(s) < 28(s) et 'hypothése [|wt||o < C,
wy =0 Ag — p.p.dans R%, on a :

+ by - B (we) = e (we)we A dans (—o0, T) x RY

d

p y B(wy)dx

/ etﬁ'(wt)wtdx—l—/ div b S(wy)dz
RY R

IN

el + v bl 1<) [ Bluwde  dans D'((~o0,7))
R

Puisque f(w;) = 0 pour ¢ < 0, on déduit du lemme de Gronwall que Vt € (—c0,T) [(w;) = 0
L’unicité en découle. O

Voir [1], Thm.4.1.
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