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En ce qui concerne les “pré-requis”, le cours d’Algébre 1 suffit. La premiére
section n’est destinée qu’aux non-spécialistes. Le lecteur connaissant déja le début
de la théorie pourra avec profit passer directement & la section 2. Dans ce mémoire,
“anneau” signifiera toujours “anneau commutatif unitaire”.

1 Introduction a la théorie algébrique des nombres

Commencons par une petite définition :

Définition 1.0.1 Un corps de nombres est une extension finie' de Q. Un nombre
algébrique est un élément d’un corps de nombres.

La théorie algébrique des nombres consiste d’abord & associer & tout corps de
nombres K un sous-anneau de K, noté Ok et appelé l'anneau des entiers de K.
Ce sera fait en 1.2. Pour commencer, nous allons tenter de justifier I'introduction
de cette notion.

1.1 L’unique factorisation

Pourquoi peut-on penser que la compréhension d’un corps de nombres K passe
par la construction et I’étude d’un certain sous-anneau de K ? Considérons le théo-
réme suivant, connu depuis I’Antiquité :

Théoréme 1.1.1 Pour tout x € QF, il existe une unique maniére d’écrire
7= eplt

ot € = %1, les p; sont des nombres premiers et les e; sont dans 7Z.

Corollaire 1.1.2 Le groupe multiplicatif de Q est isomorphe a Z /27 x ZzM,

Corollaire 1.1.3 Soient x et n deux entiers > 1. Si {/x n’est pas entier, alors /x
est irrationnel. En particulier, \/2 est irrationnel.

Démonstration. Supposons que {/z soit rationnel. Par le théoréme, on peut écrire
de fagon unique {/x = p7* ...p¢ . Donc, en élevant ceci a la puissance n, nous obte-
nons z = py® ...pl. Or z est entier. Donc il peut se factoriser avec des exposants
positifs. Mais la factorisation est unique. Donc les ne; sont tous positifs. Donc les

e; aussi. Donc {/z est entier. {

On peut se demander comment, généraliser ce théoréme, et donc ses corollaires,
a tout corps de nombres K. Visiblement, la premiére chose a faire est de généraliser
la notion de nombre premier & K. Pour fixer le vocabulaire, rappelons les définitions
suivantes :

Définition 1.1.1 Soit A un anneau. Une unité de A est un élément inversible de
A. Deux éléments de A sont dits associés si ['un est le produit de l'autre par une
unité. Donc les unités sont exactement les éléments associés a 1. Un élément de A
est dit irréductible s’il n’est pas une unité et si chacun de ses diviseurs est associé
soit a lui, soit a 1.

1 Une extension K d’un corps k est dite finie si [K : k] < oo.



On peut reformuler dans ce langage la définition d’un nombre premier : un
élément x € Q est dit premier si ¢’est un élément irréductible (positif) de ’anneau
Z. Selon cette définition, pour pouvoir généraliser la notion de nombre premier,
et donc le théoréme 1.1.1, nous devons trouver une généralisation de ’anneau Z.
Autrement dit, nous cherchons un anneau, que nous noterons O, qui doit jouer
vis-a-vis de K un role analogue & celui de Z vis-a-vis de Q. Nous appellerons O
I'anneau des entiers algébriques de K . Une fois que nous aurons un tel anneau sous
la main, nous serons peut-étre en mesure d’écrire pour K un énoncé similaire au
théoréme 1.1.1.

1.2 Définition de ’anneau des entiers

Dans cette sous-section, nous n’allons donner que des résultats sans preuves.
Pour les calculs, recommandons en particulier le premier chapitre de [Neukirch 1],
qui est trés riche et bien organisé.

Définition 1.2.1 Un nombre algébrique x est appelé un entier algébrique si l’an-
neau Z[x] est de type fini comme Z-module.

Proposition 1.2.1 Un nombre algébrique x est un entier algébrique ssi son poly-
nome minimal sur Q (qui, par convention, est unitaire) est a coefficients entiers.

Exemple 1.2.1 /7 est un entier algébrique car son polynéme minimal est X3 —17.

1*'2—‘/5 est un entier algébrique car son polynome minimal est X> — X —1. Mais %

n’est pas un entier algébrique car son polynome minimal est X2 — X — %

On montre que les entiers algébriques appartenant & un corps de nombres K forment
un sous-anneau de K, d’ou la définition suivante :

Définition 1.2.2 Soit K un corps de nombres algébriques. On appelle I’anneau
des entiers de K, et on note Ok le sous-anneau de K formé des entiers algébriques
appartenant o K.

La proposition suivante montre que Ok se comporte exactement comme nous
pourrions ’attendre de sa part :

Proposition 1.2.2 Pour tout corps de nombres K, Ok est de type fini comme
Z-module. De plus, on a :
K = Frac(Ok)

et
OxNQ=72.

Exemple 1.2.2 On a bien entendu Og = Z. Avec un peu de calculs, on peut aussi
calculer Og pour K = Q(\/E), ou D € Z est sans facteur carré. Voici le résultat :

Ow = Z[VD] si D=2 ou3 mod (4),
BT zZ[MY2) siD=1 mod (4).
Enfin, soit K = Q((), ot (¢ est une racine de l'unité. On a Ok = Z[(].

1.3 La norme

Maintenant, pour généraliser le théoréme 1.1.1, il suffirait de voir que Ok est
factoriel®. En effet, la définition de la factorialité donne immédiatement :

2Un anneau A est dit factoriel si tout élément non nul de A se factorise de facon unique en un
produit epil ...py", oll € est une unité de A, les p; sont des irréductibles de A et les e; > 0. La
factorisation est unique a la multiplication prés des facteurs par des unités de A.



Proposition 1.3.1 Soit K un corps de nombres. Si Ok est factoriel, alors pour
tout x € K*, il existe une factorisation

— €1 (9
x =epit...pm,

ot € est une unité de O, les p; sont des irréductibles de Oy, et les e; sont dans
Z. La factorisation est unique a la multiplication prés des facteurs par des unités
de OK.

Par exemple, les seules unités de Z sont +1, donc, pour K = @, nous retrouvons
bien le théoréme 1.1.1. Malheureusement, Ok n’est pas toujours factoriel ! Prenons
I'exemple de K = Q(v/—5). La régle donnée & ’exemple précédent nous donne
Ok = Z[y/-5]. Mais, dans Z[/—5], on a l'identité :

6=2x3=(1L+vV-5)(1—-V-5).

Un bref calcul® montre que 2, 3, 1++/—5 et 1 —+/—5 sont irréductibles. Pour autant,
ceci contredit-t-il 1a factorialité de Ok 7 Si O était factoriel, alors 6 n’aurait qu’une
factorisation, & la multiplication des facteurs par des unités prés. Ainsi, 1 + /=5
serait associé soit & 2, soit & 3. Pour montrer que ce n’est pas le cas, introduisons
un objet qui joue un role trés important en théorie algébrique des nombres :

Définition 1.3.1 Soit K/k une extension galoisienne de corps de nombres. Pour
x € K, on définit la norme de x ainsi :

NE(z) = H o(x).

ceGal(K/k)

Il est clair que NX(z) € k (puisqu’il est fixé par les o € Gal(K/k)). On prend
parfois une autre définition, qui a ’avantage de s’appliquer & toutes les extensions
finies : pour x € K, la multiplication par = est un endomorphisme linéaire de
K, vu comme k-espace vectoriel. La norme de x est alors le déterminant de cet
endomorphisme.

Exemple 1.3.1 Reprenons Uezemple de k = Q et K = Q(V/D) (D € Z, sans
facteur carré). Le groupe de Galois Gal(K/k) posséde deux éléments : lidentité sur
K, et un autre automorphisme o tel que Vx,y € Q, o(x + y\/ﬁ) =2 —yvVD. Donc
la norme est donnée par : Ng(x +yVD) = 2® — Dy?.

Proposition 1.3.2 La norme est multiplicative : pour tous x,y € K, on a :
N (zy) = NE ()N (y)-

De plus, la norme d’un entier de K est un entier de k, et la norme d’une unité de
Ok est une unité de O.

Démonstration. On a, pour tous z,y € K :

Ni@y) = J[ o= [ o@oly)=Ni(=)Ni(y)

c€Gal(K/k) ceGal(K/k)

Soit z un entier de K. Soit P € Z[X] son polynéme minimal. Alors, Vo € Gal(K/k),
P(o(z)) = o(P(x)) = 0. Donc o(x) est un entier de K. Or O est stable par mul-
tiplication. Donc N (z) =[], o(z) € Ok. Or Ni (z) € k. Donc N£ (z) € O.

Soit  une unité de Of. Alors 27! € Ok. Mais N& (z-271) = NF(1) = 1 et donc,
par multiplicativité, Ni ()Nj (z~1) = 1. Donc N, () est une unité. <

3En fait, ce calcul est trivialisé par la notion de norme que nous introduisons dans cette sous-
section. Par exemple, montrons que 1 + /=5 est irréductible. Sa norme vaut 6. Donc si 1 4+ /=5
avait un diviseur non-trivial, sa norme serait un diviseur non-trivial de 6 : donc sa norme serait 2
ou 3. Mais aucun élément de O n’est de norme 2 ou 3. Donc 1 4 /=5 est irréductible.



Corollaire 1.3.3 Soit K/k une extension de corps de nombres. Deux entiers x et
y de K sont associés (dans Ok ) si, et seulement si leurs normes sont associées
(dans Oy).

Démonstration. Si z et y sont associés dans Ok, alors il existe une unité ¢ de
Ok telle que z = ey. On a donc N¥ (z) = NK (e)NF (y). Mais NE (¢) est une unité
de Oy. Donc N£ (z) et N (y) sont associées.

Réciproquement, si NkK (z) et NkK(y) sont, associées, alors, en posant ¢ = %, on ob-
tient que Ngs est une unité de Ok. Donc c’est une unité de Ok . En revenant a la

définition de la norme, on voit alors que l'inverse de € est (Ng &) M,z 0(e) € Ok.

Donc ¢ = % est une unité, donc x et y sont associés. {

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que 1 + v/—5 n’est associé ni
a2, ni & 3. En effet, K = Q(v/—5) est une extension galoisienne de Q. La norme
y est donnée par : Ng(:v +yv/—=5) = 22 + 5y2. Ainsi, on a Ng2 = 4, NgS =9,
Ng(l ++/=5) = 6. Ceci montre que 1+ /=5 n’est associé ni & 2, ni & 3. Donc O
n’est pas factoriel. La proposition 1.3.1 ne s’applique donc pas & K. Ce n’est donc
pas la bonne facon de généraliser le théoréme 1.1.1. Nous allons maintenant voir la
vraie généralisation.

1.4 Anneaux de Dedekind et idéaux fractionnaires

Le contexte historique dans lequel sont apparus les idéaux est trés briévement
décrit en annexe A. Rappelons que le produit des idéaux i et j est 'idéal ij engendré
par les produits ij, ou i € i et j € j. Pour les idéaux, diviser, c¢’est contenir. Nous
voudrions montrer que les idéaux de O se factorisent de fagon unique en produits
d’idéaux premiers. Nous allons commencer par définir une classe d’anneaux dont on
peut montrer (théoréme ci-dessous) que leurs idéaux se factorisent de fagon unique :

Définition 1.4.1 Un anneau intégre A est dit de Dedekind s’il est naethérient, si
tous ses idéaux premiers non nuls sont mazximauz, et s’il est intégralement clos (ce
qui signifie que tout élément de Frac(A) qui est annulé par un polyndme unitaire
P € ZX] appartient a A).

Théoréme 1.4.1 Soit A un anneau de Dedekind. Soit i un idéal non nul de A. 11
eriste une unique maniére d’écrire

s €1 e
i=p{..p,

ot les p; sont des idéaux premiers de A et les e; sont dans N*.

Démonstration. C’est long & démontrer. La preuve figure dans [Lang 1] et [Neu-
kirch 1], entre autres. ¢

Maintenant, bien entendu, il nous faut montrer que Ok est de Dedekind :
Proposition 1.4.2 Pour tout corps de nombres K, Ok est de Dedekind.

Démonstration. Ok est bien intégralement clos (proposition 1.2.1).

Montrons que Ok est noethérien. A la proposition 1.2.2, nous avons vu que,
comme Z-module, Ok était de type fini. Puisque Z est principal et Ok est sans
torsion, ceci implique que O est libre de type fini sur Z. Donc tout idéal de Ok,
étant un sous-module de Ok, est libre de type fini sur Z. Donc les idéaux de Ok

4Ceci signifie que les idéaux de A sont de type fini comme A-modules. Pour cela, il suffit (mais
il n’est pas nécessaire) qu’ils soient de type fini comme Z-modules.



sont de type fini. Donc Ok est ncethérien.

Montrons que les idéaux premiers non nuls de Ok sont maximaux. Soit B un
idéal premier non nul de Ok . P N Z est un idéal premier de Z, donc il existe un
nombre premier p tel que PN Z = (p). Alors Ok /B est un Z/pZ-espace vectoriel.
Sa dimension est finie car, par la proposition 1.2.2, Ok est de type fini comme
Z-module. Soit € O /P non nul. La famille (1,x,22,...) est liée car on est en
dimension finie. Donc il existe des ag,...,an € Z/pZ, ag # 0, tels que :

anx™ 4+ a1z + ag = 0.

Donc
—ag Hanz" M ay)r = 1.

Donc z est inversible, donc Ok /P est un corps, donc P est maximal.

Jusqu’a présent, étant donné un idéal premier p et un nombre négatif e, nous
n’avons pas donné de sens au symbole p®. Pour y remédier, introduisons la notion
suivante :

Définition 1.4.2 Soit K un corps de nombres. Un idéal fractionnaire de K est un
sous-Op -module a de K tel qu’il existe un élément non nul ¢ € K tel que ca C Ok.

Exemple 1.4.1 Les idéauz fractionnaires de Q sont les qZ, avec q € Q.

Notons que les idéaux sont des idéaux fractionnaires : il suffit de prendre ¢ =1
dans la définition. On définit le produit de deux idéaux fractionnaires comme on le
fait pour les idéaux (voir plus haut). Ok est le neutre pour cette multiplication. La
notion de divisibilité n’existe que pour les idéaux non fractionnaires. Toutefois, on
dit formellement qu’un idéal premier p divise un idéal fractionnaire a s’il apparait
dans sa factorisation (voir le théoréme ci-dessous). Sinon on dit que a est premier
avec p. Tout idéal fractionnaire non nul a posséde un inverse a=! = {z € K | xa C
Ok }. Donc les idéaux fractionnaires non nuls de K forment un groupe, appelé le
groupe d’idéaux de K, que nous noterons Ix. Le théoréme 1.4.1 donne alors :

Théoréme 1.4.3 Soit K un corps de nombres. Soit a € Ix. Il existe une unique
maniére d’écrire
a=p{...po,

ot les p; sont des idéauz premiers de Ok et les e; sont dans Z.

1.5 Le groupe de classes d’idéaux

Au départ, c’est I'unique factorisation sur K* que nous recherchions. Dans quelle
mesure ce résultat sur Ix est-il une réponse satisfaisante ?

Proposition 1.5.1 On a un morphisme K* — Ix donné par : x — xzOk.

Définition 1.5.1 L’image de ce morphisme, notée Pk, est appelée le groupe des
idéaux (fractionnaires) principaux. Pour x € K, l'idéal (fractionnaire) principal
2Ok est simplement noté (x).

Ainsi, K* a pour image un sous-groupe Pg de Ix. Pour z € K*, nous obtenons
donc une factorisation de x non pas comme produit d’éléments de K*, comme nous
I’avions initialement espéré, mais comme produit d’idéaux fractionnaires. Toutefois,
le théoréme suivant (admis) montre que cela revient presque au méme :

Théoréme 1.5.2 Soit K un corps de nombres. Px est d’indice fini dans Iy .



Ce que ce théoréme nous dit de trés intéressant, c’est que Ix est & peine plus
gros que I'image de K*. Ainsi, pour récupérer I'unique factorisation sur K*, nous
n’avons eu besoin de rajouter que peu de choses & K*. Tout ceci appelle une petite
définition.

Définition 1.5.2 Soit K un corps de nombres. On note Cx = Ix/Pr. Ck est
appelé le groupe de classes (d’idéaux) de K. On note hx = |Ck|. On appelle hi le
nombre de classes (d’idéaux) de K.

On a:
hx =1 <= Ok est principal <= Ok est factoriel.

Dans le cas contraire, hx mesure la quantité de choses qu’il faut rajouter pour
récupérer 'unique factorisation.

1.6 Décomposition des idéaux premiers dans les extensions

Renvoyons le lecteur & ’annexe B pour un exemple simple de mise en ceuvre des
notions exposeées ici. Soit K /k une extension de corps de nombres et soit p un idéal
premier non nul de k (c’est-a-dire, bien entendu, un idéal premier non nul de Oy).
11 est naturel® de lui associer I’idéal pOf de K. Le théoréme 1.4.3 donne alors une
factorisation :

pOK = PP ... P, (1)

ou les B, sont des idéaux premiers de K.

Définition 1.6.1 Soit p, resp. B, un idéal premier non nul de k, resp. de K. On
dit que P est au-dessus de p si PN O =p. On note alors : P | p.

Proposition 1.6.1 P est au-dessus de p ssi B divise pOx, ssi P est 'un des P;
dans (1).

Démonstration. Pour les idéaux, diviser, c’est contenir. Si P N O = p, alors
p C B, donc pOx C POk = P. Réciproquement, si pOx C P, on a PN O D
pOx N Ok = p, or p est maximal car Oy est de Dedekind. <

Définition 1.6.2 On note alors ey, le plus grand entier e tel que B¢ | p. Si‘P est
égal a B; dans (1), alors e, = €; ; eq)p est appelé I'indice de ramification de 9.

Définition 1.6.3 Ox /P est une extension de Oy/p, dont le degré est appelée le
degré résiduel de B, et noté fypp.

Soit p un idéal premier de k, et notons B;, ¢ = 1...r, les idéaux premiers de K
au-dessus de p. Notons e; leurs indices de ramification et f; leurs degrés résiduels,
de sorte que la factorisation (1) a lieu. Nous distinguons trois cas :

- Premier cas : r = 1 et e; = 1. Alors la factorisation s’écrit : pOg = 1. Donc
pOx est un idéal premier de K. Dans ce cas, on dit que p reste premier dans K .
- Deuxiéme cas : r > 1 et Vi, e; = 1. Alors pOg se factorise comme produit d’idéaux
premiers distincts de K. Dans ce cas on dit que p se décompose dans K. Si de plus
tous les f; sont égaux & 1, on dit que p se décompose totalement.

- Troisiéme cas : 3i,e; > 1. Alors on dit que p se ramifie dans K.

Proposition 1.6.2 Seul un nombre fini de p se ramifient.

5Ceci par analogie avec le cas des idéaux principaux : & Iidéal pOy, de Oy on associe ’idéal
pOgk de Ok.



Démonstration. Par la proposition 1.2.2, nous pouvons écrire O = Oglaq, . .., Q).
Par récurrence sur m, on se rameéne au cas oi m = 1. On a alors Ok = O[a]. Soit
u le polynome minimal de o sur O et soit u sa réduction mod p. Notons d € Oy
le discriminant de u et d € Ok /p celui de @. Si p se ramifie, alors, par la proposition
B.1, @ posséde un facteur multiple, donc, dans une cloture algébrique de O /p, u
posséde une racine multiple. Donc d = 0. Or d = d mod p. Donc p divise (d). Donc
cela n’arrive que pour un nombre fini de p.

Le théoréme suivant est parfois appelé 1'identité fondamentale :
Théoréme 1.6.3 Soit n = [K : k| le degré de l’extension. On a :
n=61f1 +...+€,«f,«.

Démonstration. Partant de la décomposition (1) page 7, il “suffit” de montrer que,
comme Oy /p-espaces vectoriels, dim Ok /pOk = n et dim Ok /P;* = e, f;. Ensuite,
on peut utiliser le théoréme chinois pour écrire : Ok /pOx = P Ok /B;*. &

1.7 Extensions galoisiennes et normes d’idéaux

Dans toute cette sous-section, K/k est une extension galoisienne de corps de
nombres de degré n.

Définition 1.7.1 Deux idéauz P et Q de K sont dits conjugués si
Jdo € Gal(K/k), Q = o'P.

Il est clair que si P et Q sont conjugués, alors ils sont au-dessus du méme idéal
de p = PN O = QN O. La réciproque est vraie :

Proposition 1.7.1 Soit p un idéal premier non nul de k. Soient P et Q au-dessus
de p. B et Q sont conjugués.

Démonstration. Si ce n’était pas le cas, par le théoréme chinois, il existerait

z € O tel que.{ x=1 mod cQ Vo € Gal(K/k).

Ainsi, z € P, donc Nfz = z [, oz € PB. Mais (proposition 1.3.2) NKz € Oy.
Donc Nka € p. Donc fo € 9. Mais, par construction, Vo,o~ta ¢ Q. Ceci contre-
dit la primalité de Q. &

En d’autres termes, Gal(K/k) agit transitivement® sur 'ensemble des idéaux P
au-dessus de p. Ceci a la conséquence suivante, typique des extensions galoisiennes :

Corollaire 1.7.2 Soit p un idéal premier non nul de k et pOx = PT* ... P& sa
décomposition de produit d’idéaux premiers de O . Alors les indices de ramification
e; sont tous égaur & un méme entier e, et les degrés résiduels f; sont tous égauz a
un méme entier f.

Démonstration. Par la proposition 1.7.1, pour ¢, j € {1,...,r}, il existe un o €
Gal(K/k) tel que oB; = B;. Montrons que f; = f;. ¢ induit un isomorphisme

Ok /PB; — Ok /P

6Notons ’analogie avec la topologie algébrique, oi le groupe fondamental agit transitivement
sur la fibre au-dessus d’un point.




Donc ces extensions de Op/p ont méme degré. Donc les degrés résiduels coin-
cident. Montrons que e; = e;. ¢ induit une permutation o de {1,...,r}, carac-
térisée par : 0P, = Ps(e). On a : 0(j) = 4. Mais o fixe k, donc op = p. Donc
‘}3(5;1(1) .. .‘,B?(T) = P71 ... PBrr. Donc, pour tout x, e5-1(,) = €. Donc, en appliquant
ceci & = 4, on obtient : e; = ;. Donc les indices de ramification coincident. {

Ce corollaire nous apprend que, dans une extension galoisienne, les nombres eq,
et fy)p ne dépendent que de p, et pas de P au-dessus de p. Il est donc logique de
les appeler respectivement l'indice de ramification de p et le degré résiduel de p, et
de les noter respectivement e, et f,, ou e et f. L’identité fondamentale (théoréme
1.6.3) se reformule alors ainsi :

efr =n.

Nous allons maintenant définir la norme d’un idéal. Le lecteur pourra trouver
une définition plus conceptuelle dans [Serre 1].

Définition 1.7.2 Soit P un idéal premier non nul de K et p = PNk lidéal premier
de k en-dessous de . On définit la norme de P par :

NE(B) = pv.
On étend NkK a tout I par multiplicativité.
Ainsi, la norme est un morphisme
NK . Ix — I

Notons que, pour les idéaux principaux, cette définition est bien consistante avec la
définition 1.3.1 : pour z € K*, on a N¥ (2)O = NK (20k).

Définition 1.7.3 Soit a un idéal de K. La norme absolue de a est l'unique Na > 0
tel que Ng(a) = (Na).

Définition 1.7.4 Soit p un idéal premier de K. Son degré absolu f, est la dimen-
sion de Ok [p sur Z/pZ, ou p est l'unique nombre premier dans p.

Ainsi, on a Np = pfr. Plus généralement, Na est égal au cardinal de ’anneau
OK/CL.

1.8 Groupes de décomposition

Dans toute cette sous-section, K/k est une extension galoisienne de corps de
nombres de degré n. Soit p un idéal premier de k£ et P au-dessus de p. Notons
Fy = Ok/p, Fg = Ok /B.

Proposition 1.8.1 Fy/F, est une extension galoisienne de degré f,.

Démonstration. Il est immédiat a partir de la proposition 1.2.2 que F, et Fgp

sont finis. Or toute extension de corps finis est galoisienne. Et par définition de f,,
Fy /F, est de degré f,. ¢

Définition 1.8.1 Le groupe de décomposition de ‘P est le sous-groupe Gy de
Gal(K/k) formé des éléments o tels que o3 = ‘P.



Quel est l'intérét de cette définition? Si o3 = 3, alors ¢ induit par réduction
mod P un o € Gal(Fy/F,). Ainsi, 'application ¢ — ¢ donne un morphisme

Gy — Gal(Fy /F,).

Notre but (proposition 1.8.4) est désormais de montrer que, lorsque p ne se ramifie
pas dans K, ce morphisme est en fait un isomorphisme.

Définition 1.8.2 Le corps de décomposition Dy de B est le corps fize de Gp.

C’est donc le sous-corps de K que la théorie de Galois associe au sous-groupe
Gy de Gal(K/k). Notons Q = BN Op,, et Fq = Op,,/Q.

Proposition 1.8.2 L’injection O /p — Op,, /Q est un isomorphisme.

Démonstration. Soit I' le complémentaire de Gy dans G. Pour o € I, notons
Q, =0 1PN Op,,- Soit x € Op,,. Nous voulons montrer que = est congru & un
élément de O mod Q. Le théoréme chinois dit qu’il existe y € Op,, tel que: y = x
mod QetVo €',y =1 mod Q.. Mais, modulo ‘B, ces congruences donnent : y = x
mod P et Vo €', oy =1 mod P. Donc :

Nqu3 (y) =z mod P.

Mais, par la proposition 1.3.2, NkD‘” (y) € Ok. Comme z et NkD‘” (y) sont dans Op,,,
on a : .
N, ¥(y) =2 mod Q.

C’est la congruence que nous recherchions.

Théoréme 1.8.3 Le morphisme Gy — Gal(Fy/F,), 0 — 7, est toujours surjectif.

Démonstration. Par la proposition, on a : Gal(Fy/F,) = Gal(Fg /Fq). Et, par
définition de Dy, G = Gal(K/Dg). Donc il suffit de montrer que la réduction
mod ‘B

Gal(K/Dyg) — Gal(Fy/Fgq), o — 0

est surjective. Fip /Fq est séparable, donc, par le théoréme de 1’élément primitif, il
existe z1 € Ok tel que Fyg = Fq(Z1). Soit u le polynéme minimal de z; sur Opg,,
et T1,...,Zy,, ses racines. Alors ¢ € Gal(Fy/Fg) est déterminé par o(Z1), qui est
l'un des 71, . .., Zy,. Mais Gal(K/Dsyp) permute transitivement les racines de u, donc
Vi,3o,0(x1) = x;. On a alors : 6(Z1) = Z;. Donc o — & est surjective. <

Définition 1.8.3 Le noyau Iy de G — Gal(Fg/F,) est appelé le groupe d’inertie
de B.

Proposition 1.8.4 On a : |Ip| = ey,. Donc G — Gal(Fy/F,) est un isomor-
phisme si, et seulement si p ne se ramifie pas dans K.

Démonstration. Comme |Gal(Fg /F,)| = fp, il suffit de montrer que |G| = e, f;.
Ecrivons la factorisation :

pOr = (P1...B,).

Soit G = Gal(K/k). On a |G| = n, et, par la proposition 1.7.1, G agit transitive-
ment sur un ensemble & r éléments. Donc la théorie des actions de groupes donne :
|G| = n/r. Mais I'identité fondamentale nous dit que c’est égal & e, f,. &
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Pour p non ramifié et B | p, nous avons donc un isomorphisme
Gy — Gal(Fg/Fy).

Mais Gog C Gal(K/k). Nous sommes donc en mesure, partant d’un élément de
Gal(Fg /Fy), de lui associer un élément de Gal(K/k). Or, parmi les éléments de
Gal(Fg /Fy), il en est un d’une importance particuliére, car il s’exprime simplement
et est un générateur de Gal(Fy/Fy). On l'appelle le Frobenius de Fy /Fy.

1.9 Le Frobenius

Définition 1.9.1 L’application Frp : Fp — Fo, © — NP est appelé le Frobenius
de Fy/F,. Cest un générateur de Gal(Fy /Fy).

Définition 1.9.2 Supposons p non ramifié. L’élément (B, K/k) de Gy C Gal(K/k)
qui correspond a Froz est encore appelé le Frobenius associé & B. Il est uniquement
déterminé par la propriéte :

Vo € Ok, (B, K/k)(a) =™ mod P. (2)

Notons que (B, K/k) n’est pas uniquement déterminé par p, mais dépend aussi
de B | p. Cependant, nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.9.1 La classe de conjugaison de (B, K/k) dans Gal(K/k) est uni-
quement déterminée par p.

Démonstration. Soient P et £ au-dessus de p. Par la proposition 1.7.1, il existe
7 € Gal(K/k) tel que 7B = Q. Il est alors immeédiat & partir de ’équation (2) que
(P, K/k)r~1 = (Q, K/k). ¢

Définition 1.9.3 Une extension galoisienne K/k est dite abélienne si Gal(K/k)
est abélien.

Corollaire 1.9.2 Si K/k est une extension abélienne, alors (B, K/k) est unique-
ment déterminé par p et ne dépend pas de P | p.

Définition 1.9.4 Si K/k est une extension abélienne, et p un idéal premier non
nul de k ne se ramifiant pas dans K, on appelle le Frobenius de p, et on note
(p, K/k) le Frobenius (B, K/k) de P, pour n’importe quel B | p.

Exemple 1.9.1 Traitons l'exemple de K = E({), ou ¢ est une racine primitive
m-iéme de 'unité. Montrons les deux faits suivants :

Si p se ramifie dans K, alors p divise (m).

Le raisonnement que nous avons utilisé & la proposition 1.6.2 nous dit que si p se
ramifie, p divise (d), ou d est le discriminant du polynéme minimal P de ¢ sur k.
Mais X™ — 1 annule ¢, donc P divise X" — 1. Or, au signe prés, le discriminant de
X™ —1 est m™. Dong, si p se ramifie, alors p divise (m™), donc p divise (m).

Si p ne divise pas (1), alors le Frobenius est donné par : (p, K/k)(¢) = ¢NP.
En effet, comme p ne divise pas (m), Np est premier avec m, donc ¢ et (NP ont le
méme polynéme minimal sur k. Donc il existe un morphisme o : K — K fixant k
et vérifiant o(¢) = ¢(NP. Or o est injectif, comme tout morphisme de corps. Or on
est en dimension finie, donc o € Gal(K/k). Et o satisfait I’équation (2) page 11.
Or, parmi les éléments de Gal(K/k), (p, K/k) est uniquement déterminé par cette
propriété, donc (p, K/k) = o.
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2 Les théorémes de densité

2.1 Enoncé du théoréme de Cebotarev

Nous allons maintenant énoncer le théoréme principal de cet exposé. Nous parle-
rons de la densité de certaines parties de ’ensemble des idéaux premiers d’un corps
de nombres k. Commencons par introduire deux notions de densité : une premiére,
trés intuitive, et une seconde, trés pratique dans les calculs.

Définition 2.1.1 Soit k un corps de nombres. Soit M une partie de [’ensemble des
idéauz premiers de k. La densité naturelle (M) de M est la limite suivante, quand

elle existe : M Nb <
w=oo ##{p | Np < o}
La densité de Dirichlet d(M) de M est la limite suivante, quand elle existe :

Np—*
d(M) = lim Ly NP L
=i+ 30, Np~e

p varie parmi tous les idéaux premiers non nuls de k.

Si 6(M) existe, alors on montre que d(M) aussi, et qu’on a :
d(M) =6(M).

Dans un premier temps, nous allons introduire beaucoup de vocabulaire : appli-
cation et noyau d’Artin, fonction ¢ de Dedekind, séries L. Nous montrerons que les
séries L ne s’annulent pas en 1, ce qui nous donnera, grace & la théorie du corps de
classes, une preuve du théoréme de Cebotarev.

Définition 2.1.2 Soit K/k une extension galoisienne de corps de nombres et o €
Gal(K/k). On note P ,(c) l'ensemble des idéauz premiers p de k ne se ramifiant
pas et tels qu’il existe P au-dessus de p tel que (P, K/k) = o (voir la définition
1.9.2).

Donc, dans le cas ot K/k est abélienne, Pg (o) est 'ensemble des p de k ne
ramifiant pas et tels que (p, K/k) = o (voir la définition 1.9.4).

Théoréme 2.1.1 (Cebotarev) Soit K/k une extension galoisienne de corps de
nombres de degré n, o € Gal(K/k), et c le cardinal de la classe de conjugaison de
o dans Gal(K/k). Alors d(Pr;(0)) existe, et vaut c/n.

Nous allons maintenant énoncer (théoréme 2.1.3) une conséquence du théoréme
de Cebotarev, que nous prouverons a la fin de ce mémoire.

Proposition 2.1.2 Soit K/k une extension galoisienne de corps de nombres. L’en-
semble Pr i (1) est I'ensemble des p de k qui se décomposent totalement dans K.

Démonstration. Dans une extension galoisienne, par le corollaire 1.7.2, p se dé-
compose totalement ssi f, = 1. Si p € Pk (1), alors il existe P au-dessus de p
tel que Frqg = 1. Mais Fry engendre Gal(Fg/F,). Donc Fyg = F,, donc f, = 1.
Réciproquement, si p se décompose totalement, f, = 1 donc, pour tout ‘P au-dessus
de p, Fp =F,, dot Frp = 1, donc p € Pg/p(1). &

Définition 2.1.3 Pour deuz ensembles A et B d’idéauzx premiers de k, motons
A > B pour dire que B est inclus dans A, sauf pour un ensemble de densité de
Dirichlet 0. Notons A~ B si A= B et B = A.
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Théoréme 2.1.3 Soient K et L deux extensions galoisiennes de k, incluses dans
une méme cloture algébrique de k. On a :

PK/k(]-) - PL/k(]-) ~— K CL.

Donc, en particulier,
PK/k(]-) ~ PL/k(]-) ~— K=1L.

Ainsi, une extension galoisienne de k est uniquement déterminée par I’ensemble
des p de k qui s’y décomposent totalement. C’est un début de réponse a la question,
posée par KRONECKER, de savoir comment caractériser les extensions de k seulement,
en termes de parties de Spec” Oy, “de la méme facon que le théoréme de Cauchy
détermine une fonction par ses valeurs sur le bord”.

2.2 Le symbole d’Artin

Soit K/k une extension abélienne de corps de nombres. Nous avons déja vu
(proposition 1.6.2) que les p de k se ramifiant dans K sont en nombre fini. On peut
donc considérer un idéal ¢ de Oy, divisible par tous les p se ramifiant dans K.

Définition 2.2.1 On note I(c) l'ensemble des i € Ij, premiers avec c.

Définition 2.2.2 Soit a € I(c). Ecrivons sa factorisation : a = p$*...pcr. Pour
chaque i, nous avons défini (p;, K/k) en 1.9.4. On définit le symbole d’Artin
(a, K/k) ainsi :

(a, K/k) := (p1, K/k) ... (pr, K/K).

On a donc un morphisme, appelé Papplication d’Artin :
I(c) — Gal(K/k), a (a, K/k).

Dans la section 2.4, nous montrerons que ’application d’Artin est toujours sur-
jective. Son noyau est appelé le noyau d’Artin. Notons-le A.. Ainsi, I’application
d’Artin induit un isomorphisme

I(c)/ Ac — Gal(K/k).

On peut voir I(c)/A, comme une généralisation du groupe de classes d’idéaux Cj,
et ses éléments comme des classes d’idéauz généralisées. 1l se pose alors la question
de savoir & quoi ressemble A.. La réponse, dans le cas général, est donnée par la loi
de réciprocité d’Artin.

Définition 2.2.3 On note N(c, K/k) le sous-groupe de I(c) formé des éléments de
la forme N (i), ot i€ Ix.

Proposition 2.2.1 On a N(c, K/k) C A,.

Démonstration. On a a montrer que, pour a € I tel que N£ (a) € I(c), (NF (a), K/k) =
1. Par multiplicativité, il suffit de le montrer pour a = 8 premier. Soit p ’idéal pre-

mier de k en-dessous de B. On a Nf(‘l&) = p/v. Donc, pour z € Ok, en notant

o= (NE(P), K/k), on a : o(z) = 2NP" mod P. Mais Np/v = N, et 2N¥ =z
mod B, d’out le résultat.

Ainsi, nous connaissons déja une partie du noyau d’Artin. Dans la sous-section
suivante, nous allons introduire un autre sous-groupe de I(c), noté P, et plus loin
on verra (loi de réciprocité d’Artin) que A, = P.N(c, K/k).

"Le spectre d’un anneau est I’ensemble de ses idéaux premiers.
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2.3 Classes d’idéaux généralisées

Jusqu’ici, nous avons considéré un idéal ¢ de O. En fait, nous allons avoir besoin
d’un objet un peu plus général, que Lang appelle un cycle et qui est aussi souvent
appelé un module. L’idée est la suivante : considérer un idéal ¢ revient & considérer,
pour tout p, un entier vy (c) > 0. La correspondance est donnée par :

c= Hp'“n(c).
p

Nous allons maintenant considérer les morphismes injectifs A : k — R (appelés les
plongements réels) comme des idéauz premiers infinis (on ignore les plongements
complexes non réels). On dit que X se ramifie dans une extension K/k s’il existe un
plongement complexe non réel de K coincidant avec A sur k. Les idéaux premiers
traditionnels sont dits finis. Un cycle de k est alors par définition un produit formel

c= Hpvn(c),
p

ou p parcourt tous les idéaux premiers, finis et infinis, v,(c) > 0, et v,(c) = 0 sauf
pour un nombre fini de p. Le produit restreint aux p finis s’appelle la partie finie
de ¢. On la note ¢g. Ainsi, ¢y est un idéal de O.

Dans la suite, ¢ désigne un cycle, et non plus un simple idéal. Bien sur, les
notations que nous avons introduites auparavant restent valides. Par exemple, I(c)
désignera en fait I(co). Ainsi, I(c) ne dépend pas de la partie infinie de c.

Introduisons maintenant P.. Pour tout € k*, on note v,(x) 'exposant de p
dans la factorisation de (z) donnée par le théoréme 1.4.3.

Définition 2.3.1 On dit que x =1 mod ¢ soit si x =1, soit sixz # 1 et :
1) pour tout p fini tel que vy(c) >0, on a vp(x) =0 et vo(x — 1) = vy(c)
2) pour tout X\ infini tel que vx(c) > 0, on a A(z) > 0.

Définition 2.3.2 P, est le sous-groupe de Ij, formé des idéauz principauz (x), avec
r=1 mod c.

Le point 1) dans la définition ci-dessus implique que P, C I(¢). Il est aussi clair
que P. est un groupe. Le groupe quotient I(c)/ P, est appelé le groupe des c-classes
d’idéauz. Quand ¢ = 1, on retrouve Cj. De facon générale, ayant admis la finitude
de CY, il est aisé (grace au théoréme chinois) de voir que I(¢)/P; est fini.

Exemple 2.3.1 Prenons k = Q. Soit m € N et soit Ao 'unique plongement Q —
R. Soit ¢ = (m)Aoo. Les idéauz premiers p € P, sont les (p), avec p un nombre
premier (donc, > 0) tel que p = 1 mod m. Soit K = Q({), avec { une racine
primitive m-iéme de l'unité. L’exemple 1.9.1 monire alors que K /k est non ramifiée
en dehors de ¢ (attention, Ao se ramifie) et que p € P. = (p, K/k) =1.

2.4 Fonction ( de Dedekind

Le lecteur a certainement déja rencontré la fonction ¢ de Riemann :

1
)= ]I T,
. -Pp
p premier
Ce produit converge si s > 1 et on a alors :

() =3 =

a>1
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Soit maintenant & un corps de nombres. On pose :
1 1
Ck(s) = 1;[ 1 — prs - ; Nas.

(i est appelée la fonction ( de Dedekind. Dans le cas k = Q, on retrouve bien la
fonction ¢ de Riemann. Poursuivons les définitions. Soit 20 un ensemble d’idéaux.

On pose :
1
Crls, ) =) el

ac

Attention ! la somme n’est prise que sur les idéaux entiers (non fractionnaires) dans
20, Soit maintenant ¢ un cycle de k. On pose :

Ck(s,¢) = H %Np*s — Z Nlas = Ci(s, 1(c)).

pte acl(c)

Il est alors immédiat que

Gels,) = > Gls, ).

QLGI(C)/Pc

En ce qui concerne la convergence, nous n’aurons pas besoin du plan tout entier.
En fait, nous n’étudierons ces fonctions qu’au voisinage de 1. Il suffit donc de voir
que ces fonctions se prolongent sur un ouvert contenant 1. Admettons le théoréme
suivant :

Théoréme 2.4.1 Soit k un corps de nombres de degré n sur Q, ¢ un cycle de k,
et A € I(c)/P.. Alors les fonctions (i(s), Ck(s,c) et Ck(s,A) se prolongent en des
fonctions méromorphes sur le demi-plan Rs > 1 — 1/n, et leur seul pole est s = 1.
C’est un pole simple, de résidu un réel > 0.

Définition 2.4.1 Soit U un voisinage de 1 dans C et soient [ et g deuz fonctions
holomorphes sur U \ {1}. Attention, on ne les suppose méme pas méromorphes sur
U. On note f(x) ~ g(x) si f — g est holomorphe sur un voisinage de 1. On note
fZg sl existec >0 et A € R tels que, sur]l;1+¢€[, f et g sont a valeurs réelles
et f > g+ A.

Définition 2.4.2 Nous allons prendre la détermination du logarithme induite par
log(1 —s) = —s—s%/2—s%/3 — ... et prolongée analytiquement o C\ R™.

Proposition 2.4.2

1 1 1
10g5_—1 ~ log (i (s) ~ Zp: Np® ~ Z Nps'

£,=1

Démonstration. Par le théoréme 2.4.1, en notant r le résidu de (i en 1, il existe
une fonction h analytique dans un voisinage de 1 telle que : (x(s) = =5 + h(s).
Déoit Gi(s) = =11 (r + (s — 1)h(s)), d'oit log Ci(s) = log 7 + log(r + (s — 1)h(s)).
Mais r # 0, donc log (x(s) ~ log -

s—1"
D’autre part, on a (x(s) = ]I, #p,s, donc log (k(s) = >_, —log(l — Np~),

donc : .
log Gr(s) = > Npe

p,m=>1

Mais la somme pour m > 2 converge quand s = 1, donc : log (k(s) ~ 3=, xpe-
Enfin, Np = pf, ot p est 'unique nombre premier dans p. Donc la somme sur les
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p tels que f, > 2 converge, d’oll le résultat. <

Ce résultat analytique suffit déja a la preuve de la surjectivité de I’application
d’Artin, annoncée en 2.2.

Théoréme 2.4.3 Soit K/k une extension abélienne de corps de nombres, non ra-
mifiée en dehors d’un certain cycle ¢ de k. L’application d’Artin

I(c) —» Gal(K/k), aw (a, K/k)
est surjective.
Lemme 2.4.4 Si Uapplication d’Artin est constante, alors K = k.
Démonstration du lemme 2.4.4. Par la proposition 2.4.2, on a

sty ~ 3 g~ 22

P Plp

1
log
5 —

Mais l'application d’Artin est constante, donc, par la proposition 2.1.2, tous les
p € I(c) se décomposent totalement dans K. Donc, au-dessus de chaque p € I(c), il
yanPB,oun=[K:k],etona N‘B = Np. Donc, pour tout p € I(c),

Z Nms Z Nps = Nps

Blp

Donc

1 1 1
0g — nEp Npo nlogCi(s) ~ nlog —,

doncn =1,donc K = k. $

Démonstration du théoréme 2.4.3. Soit H 'image de I'application d’Artin.
Remarquons que H est distingué dans Gal(K/k). Soit F' le corps fixe de H (donc,
k C F C K). Grace a la théorie de Galois, il suffit de montrer que F = k. Tout
p de k qui se ramifie dans F' se ramifie dans K. Donc on peut définir I'application
d’Artin
I(c) — Gal(F/k), a— (a, F/k).

Mais, pour p premier dans I(c), (p, F/k) est la restriction de (p, K/k) & F. Donc,
par définition de F, (p, F/k) = 1. Donc, par le lemme 2.4.4, F = k. {

2.5 Séries L

Définition 2.5.1 Soit G un groupe abélien fini. Un caractére de G est un mor-
phisme x : G — C*. Les caractéres de G forment un groupe pour la multiplication,
noté G.

On montre® que G est isomorphe & G. Pour nos calculs, nous allons utiliser la
formule dite “d’orthogonalité” :

Proposition 2.5.1 Pour tout x € G, on a :

40 sixz#0,
> X ){IGI .

! st x=0.
XEG

8(’est évident & partir du théoréme de structure des groupes abéliens finis, sachant que les
caractéres d’un groupe cyclique sont trés faciles & étudier.
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Démonstration. Si 2 = 0, c’est clair. Si 2 # 0, alors Iy, € G tel que ya(x) # 1.
Onaalors: 35 ax(®) =3 caXaX(®) = Xa(T) X2, e X(@), Aot le résultat.

Définition 2.5.2 Soit k un corps de nombres, ¢ un cycle de k, et x un caractére
de I(¢)/P.. On définit la série L ainsi :

1
Le(s,x) = H T (p)Np—*

Ainsi, dans le cas ou x = 1, on a : L.(s,x) = Ck(s,c). Revenons au cas général.
Comme pour les fonctions (, on a une expression additive :

x(a)
Nas

Lc(57 X) =
acl(c)

Rappelons que ces sommes sont toujours prises sur les idéaux entiers (pas fraction-
naires) a. On en déduit :

Lc(SaX) = Z X(Ql) Ck(‘g?m)

AeI(c)/P.
En reprenant la démonstration de la proposition 2.4.2, on obtient :

LN N xle)
log L¢(s, x) N~ 2 N (3)

C’est au niveau de la convergence en 1 que le comportement des séries L différe
fondamentalement de celui des fonctions ( :

Proposition 2.5.2 Soitn = [k: Q]. Si x # 1, la série L converge pour tout s avec
Rs > 1—1/n, et définit ainsi une fonction holomorphe sur ce demi-plan.

Ainsi, les fonctions L n’ont pas de pole en 1. Le théoréme suivant est d’une grande
importance pour la théorie du corps de classes. Nous avons reporté en annexe C un
énonceé plus général ; celui-ci suffit & la preuve du théoréme de Cebotarev.

Théoréme 2.5.3 Soit K/k une extension galoisienne de corps de nombres, de de-
gré n. Soit ¢ un cycle de k divisible par tous les p qui se ramifient dans K. Soit
H = PMN(c, K/k). Pour tout caractére x # 1 de I(c)/H, en considérant x comme
un caractére de I(¢)/ P, on a :

Le(1, x) # 0.
De plus, |I(c)/H| < n.

Démonstration. Notons h = |I(c)/H]|. Soit x # 1 un caractére de I(c)/H. Soit
m(x) = 0 Pordre du zéro de L(s, x) en 1. Montrons que m(x) =0. On a :

1
s—1

log Lc(s, x) ~ m(x) log(s — 1) = —m(x) log : (4)

Réutilisons 1’équation (3) page 17. Par définition de x, x(p) ne dépend que de la
classe de p mod H, donc

log Le(s, ) ~ Y x(m)ZNlps-

Ael(c)/H pe
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En sommant sur tous les x, on obtient :3° log Le(s, x) ~ 20, 2o X(%) Xpco Npe-
Pour x # 1, on peut réutiliser (4). Pour x = 1, on a log L¢(s,x) = logx(s,¢c) ~
log Cx(s), et on réutilise la proposition 2.4.2. Il vient :

TR LTI DU SEPCDS

x#£1 X Ael(c)/H pet

N;;rS

Occupons-nous maintenant du terme de droite. Nous pouvons intervertir les sommes
sur x et sur 2, et appliquer la proposition 2.5.1. Cela donne :

lem 1og Z

x#1 peH

Npé

Remarquons que la définition de la norme, NkK‘B = p/v, nous dit que : p € N(c, K/k)
ssip € I(c) et f, = 1. Donc, vu notre choix de ¢, p € N(c, K/k) < p est premier
avec ¢ et se décompose totalement dans K. Or ‘ﬁ(c, K/k) C H. Donc :

1 1
Z pé Z Z Nps N Z Nsps’

peH PEPK k(1)

puisqu’au-dessus de chaque p se décomposant totalement, il y a n 3. Donc :

172771 log 12

x#1

1

Done 1 -3 _;m(x) = h/n. Donc h/n < 1, et pour tout x # 1, on a m(x) = 0.
C’est exactement ce que nous devions prouver. {»

2.6 Enoncés de la théorie du corps de classes

Nous en savons maintenant suffisament pour énoncer les principaux théorémes
du corps de classes. Commencons par le théoréme principal : la loi de réciprocité
d’Artin (théoréme 2.6.2).

Soit k un corps de nombres , ¢ un cycle de k, et K/k une extension abélienne
de degré n non ramifiée en dehors de ¢, ce qui signifie que ¢ est divisible par tous
les p de k (finis et infinis) qui se ramifient dans K. Nous avons montré en 2.4
que l'application d’Artin était une surjection de I(c) sur Gal(K/k). Il s’agit de
déterminer son noyau 4.. Commencons par une petite conséquence de ’étude des
fonctions L faite ci-dessus :

Proposition 2.6.1 Si P, C A, alors A, = PN (¢, K/k).

Démonstration. Notons H = PMN(c, K/k). Par définition de A, application
d’Artin est un isomorphisme : I(c)/A. — Gal(K/k). Donc |I(c)/A:] = n. On sait
(proposition 2.2.1) que MN(c, K/k) C A.. Donc, si P. C A, alors H C A.. Sup-
posons que l'inclusion soit stricte. Alors |I(c)/H| > n. Ceci contredit le théoréme
2.5.3. Donc H = A.. $

Voici maintenant la loi de réciprocité d’Artin :

Théoréme 2.6.2 Pour tout cycle ¢ de k et pour toute extension abélienne finie
K/k non ramifiée en dehors de c, Uapplication d’Artin est un isomorphisme :

I(c)/PN(¢c, K/k) — Gal(K/k).
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Démonstration. La surjectivité a été démontrée en 2.4. Il s’agit donc de montrer
que A, = P.9(c, K/k). Par la proposition 2.6.1, il “suffit” de montrer que P, C A,.
C’est fait dans [Lang 1], pp. 200-206. Dans le cas particulier ou k = Q, K = k((),
avec  une racine primitive m-iéme de l'unité, et ¢ = (m)A, 'exemple 2.3.1 montre
que K/k est non ramifiée en dehors de ¢ et que p € P, = (p, K/k) = 1. On en
déduit aisément que P, C A., ce qui prouve donc la loi dans ce cas particulier.

Ainsi, la loi de réciprocité d’Artin fait correspondre & une extension abélienne
K /k non ramifiée en dehors de ¢ un groupe H = P.M(c, K/k). Le théoréme suivant
(admis) est appelé le théoréme d’existence du corps de classes. Il fait la construction
inverse :

Théoréme 2.6.3 Soit ¢ un cycle de k. Soit H un groupe tel que P. C H C I(c).
Alors il existe une extension abélienne K/k, non ramifiée en dehors de c, telle que
H = PN(c, K/k). K est appelé le corps de classes associé a H.

Nous n’aurons pas besoin de ce théoréme pour prouver le théoréme de Cebotarev.
Il nous servira en annexe C & obtenir un résultat général sur les fonctions L.

Etant donné un cycle ¢ de k, la théorie du corps de classes donne donc une
correspondance entre, d’une part, les extensions abéliennes K/k non ramifiées en
dehors de ¢ (les “corps de classes”), et d’autre part les groupes H tels que P. C H C
I(c) (les “groupes de classes”).

2.7 Cas abélien du théoréme de Cebotarev

Commencons par prouver le résultat suivant :

Théoréme 2.7.1 Soient k un corps de nombres, ¢ un cycle de k, et H un groupe
tel que P. C H C I(c). Soient h = |I(c)/H| et Ao € I(c)/H. Si, pour tout caractére
X #1delI(c)/H, on a Lc(1,x)#0, alors

1

~h )

peEAy

Npé

Démonstration. Nous allons exprimer x5 1) log Le(s, x), ot x parcourt les
caractéres de I(c)/H, de deux fagons différentes au voisinage de 1. D’abord, on a :

D x5 ") log Le(s, x) = log Gi(s,¢) + Y x(o) ™" log Le(s, x),
X x#1

or log (i (s,¢) ~ Zp Nlpb par la proposition 2.4.2 (( (s, ¢) et (x(s) ne différent que par

un nombre fini de termes) et > X(Ro) "t log Le(s, x) ~ 0 puisque Lc(1,x) # 0.
Donc :

ZX Qlo )log L(s,x)
X P

Mais, d’autre part, en utilisant 1’équation (3) page 17, on obtient :

ZX 2, 1) log Le(s, x) Z Z X(@ N -
" P
Or x(p) ne dépend que de la classe 2 € I(c)/ P, de p, donc

B S LD

ped

Npé'
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On peut alors intervertir les sommes sur 2 et sur y, et appliquer la formule d’or-
thogonalité 2.5.1, ce qui donne immédiatement le résultat.

A la lumiére de la loi de réciprocité d’Artin, nous pouvons déja en déduire la
partie essentielle du théoréme de Cebotarev :

Théoréme 2.7.2 (Cas abélien du théoréme de Cebotarev) Soit K/k une ez-
tension abélienne de degré n. Pour tout o € Gal(K/k), on a :

—_

d(PK/k(U)) = n

Démonstration. Soient ¢ un cycle en dehors duquel K/k est non ramifiee, H =
PMN(c, K/k) et h=|I(c)/H]|. La loi de réciprocité d’Artin donne un isomorphisme

I(c)/H — Gal(K/k).

Donc h = n et Pgy(0) € I(c)/H. Notons 2y = Pg/i(0). Par le théoréme 2.5.3,
pour tout caractére x # 1 de I(c)/H, Lc(1, x) # 0. Donc le théoréme 2.7.1 s’applique

et nous donne : ) 1
Z Nps ~n Z Nps'
p peAo

Il en découle que d(2p) = 1/n. &

Exemple 2.7.1 (Théoréme de la progression arithmétique) Appliquons ceci
ak=Q, ¢c= (M)A, et K =Q((), ou ¢ est une racine primitive m-iéme de 'unité.
K /k est abélienne et on a vu qu’elle était non ramifiée en dehors de ¢ et que pour
tout nombre premier p ne divisant pas m, (p, K/k)(¢) = ¢?. Donc, pour tout entier
positif a premier avec m, (a, K/k)(¢) = ¢® Donc p = a mod m & (p, K/k) =
(a, K/k) < p € Pgi(a, K/k). Par le théoréme 2.7.2, d(Pg/(a, K/k)) > 0, donc
Pgi(a, K/k) contient une infinité de p, donc il existe une infinité de p tels que
p=a mod m.

2.8 Théoréme de Cebotarev

Nous allons maintenant prouver le résultat central de ce mémoire. Nous avons
déja fait la partie difficile en 2.7.2.

Théoréme 2.8.1 (Cebotarev) Soit K/k une extension galoisienne de corps de
nombres de degré n, o € Gal(K/k), et ¢ le cardinal de la classe de conjugaison de

o dans Gal(K/k). Alors
c
d(PK/k(U)) = E'

Démonstration. Soit f l'ordre de o dans Gal(K/k) et soit Z le corps fixe de (o)
(le sous-groupe cyclique de Gal(K/k) engendré par o). Alors Gal(K/Z) = (o). En
particulier, Gal(K/Z) est abélien, donc, par le théoreme 2.7.2, d(Pg,z(0)) = 1/ f.
Soit P(c) I'ensemble des P de K tels que (B, K/k) = o. Alors P(o) correspond® &
I’ensemble PI/(/Z(O‘) des q € Pg/z(0) tels que Nk se décompose totalement dans Z.

~

9Explicitons cette correspondance, que nous noterons 2. Dans un sens, elle est donnée par :
P q:=PNOz.On aqec Pgyz(o). En effet, L est au-dessus de q, et (P, K/Z) = o car Z
est fixé par o. Montrons que p := qN O se décompose totalement dans Z. On a (P, K/Z) =
o = (B, K/k), donc, en revenant a 1’équation (2) page 11, on voit que Nq = Np. Donc fqj, = 1.
Donc p se décompose totalement dans Z. Dans "autre sens, la correspondance est donnée par :
q— P:= qOk. En effet, q reste premier dans K.
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Comme les idéaux premiers restants sont soit ramifiés, soit de degré absolu > 1, nous
pouvons les omettre et obtenir d(Py,,(0)) = d(Pk/z(c)) = 1/ f. Nous avons une
application surjective p : Pr., (o) — Pki(0), 4 — qNk. Comme Py, (o) = P(0),
nous obtenons, pour tout p € P/ (0),

P~ ({p}) = {P € P(0) tels que P | p} = G, /(0),
ou G, est le sous-groupe de Gal(K/k) formé des éléments commutant avec o. Donc :

AP () = o APk () = 5.

or I'indice de G, dans Gal(K/k) est ¢, d’ou le résultat.

Corollaire 2.8.2 Soit K une extension galoisienne de k. On a :

1
[K : K]

d(Pg (1)) =

Corollaire 2.8.3 Soient K et L deux extensions galoisiennes'® de k, incluses dans
une méme cloture algébrique de k. On a :

Démonstration. Si K C L, alors P (1) = P (1). Réciproquement, si Py /(1) =
P (1), alors, comme

Prr/i(1) = Pryi(1) N Pryi(1),

ona:
Prr/e(1) = Pryi(1).

Donc d(Pgr k(1)) = d(Pr/x(1)), d’ot, par le corollaire précédent, [K'L : k] < [L : k],

donc KL =L, donc K C L. $

107] est possible de supprimer I’hypothése “L galoisienne”.
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A Les nombres idéaux

Au début du 19™¢ siécle, SOPHIE GERMAIN prouva le dernier théoréme de
Fermat pour toute une classe d’exposants!! , dont 5, 11, 23... A peu prés a la
méme époque, GABRIEL LAME vint & bout de 'exposant 7. Apreés cela, ’Académie
des sciences instaura un prix de 3000 francs et une médaille d’or pour la personne
qui prouverait le grand théoréme de Fermat. Les plus apres compétiteurs étaient
LAME et CAucHY. Lors de la séance du 1°" mars 1847, ils annoncérent chacun
avoir découvert une preuve. Voici, en simplifiant, quel était leur raisonnement :
supposons que nous ayons zP + yP = zP avec p premier impair et x, y, et z dans Z.
Alors, en posant ¢ = 62775”, ona:yP =2 —aP =(z—x)(z—(x)...(z— (P 'x). On
obtient donc une nouvelle factorisation de y?, qui se factorisait déja en y? = y...y.
Ceci contredit effectivement la factorialité de Z[(]. Or, par analogie avec Z, les deux
Francais croyaient, chacun de leur coté, qu'’ils pourraient facilement montrer que Z|[(]
est toujours factoriel, et ainsi prouver le grand théoréme de Fermat. Finalement, le
24 mai 1847, I’Académie recut un courrier signé par ERNST EDUARD KUMMER, qui
expliquait que Z[(] n’était pas toujours factoriel, ruinant ainsi les espoirs de LAME
et CAUCHY. Mais KUMMER avait fait une autre découverte : il avait compris que,
méme si les nombres ordinaires se factorisaient mal, il était possible de considérer
des nombres idéauz plus généraux qui, eux, se factorisent bien. Comment définir de
tels nombres idéaux ? Clairement, un nombre idéal doit étre uniquement déterminé
par ’ensemble de ses multiples dans O . On doit donc pouvoir identifier un nombre
idéal i & une certaine partie I de Ok, de cette facon :

Ve € Ok, i|le<=uzel

Maintenant, on peut supposer que certaines régles arithmétiques ordinaires doivent
rester vraies pour les nombres idéaux. Nous allons en déduire les propriétés que doit,
vérifier I C Og. Pour commencer, on a la régle :

Vr,y € Ok, i|lzetijly=i|z—y.
Ceci se traduit par :
Ve,y€ Ok, x€letycl —=x—yel.
Ainsi, I est un sous-groupe additif de Og. Mais nous avons aussi la régle :
Vr,y € O, i|laxz=1]|uzy.

Ceci se traduit par :
Ve,y € Og, ze€l = ayecl.

Donc I est un idéal de Ok, au sens moderne du terme. L’introduction des nombres
idéaux a permis & KUMMER de combler certaines lacunes dans les calculs de LAME
et CAUCHY, et ainsi de démontrer le théoréme de Fermat pour tous les exposants
premiers'? inférieurs a 100, sauf 37, 59 et 67. Le lecteur intéressé par ce sujet
trouvera de plus amples informations dans [Neukirch 1] et [Koch 1].

HUEn fait pour tout exposant premier p tel que 2p + 1 est aussi premier. Un tel nombre premier
p est depuis appelé un “nombre de Sophie Germain”.

12K uMMER a prouvé le théoréme de Fermat pour tout exposant p “régulier”. p est dit régulier ssi
p ne divise pas le nombre de classes d’idéaux de Q(ezi”/p). KuMMER a montré que p est régulier
ssi p ne divise aucun des numérateurs des nombres de Bernoulli B2, By, ..., Bp_3.
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B Factorisation explicite d’un idéal premier
Le lecteur a peut-étre déja entendu parler de la célébre question suivante :

. . . ~ . 2 2
Question B.1 Quels sont les nombres premiers p qui peuvent s’écrire p = a* + b,
avec a et b entiers ¢

On peut remarquer que a? +b? = (a+by/—1)(a —by/—1). Ainsi, p s’écrit a2 + b?
si, et seulement si p n’est pas irréductible dans Z[v/—1]. Or p est irréductible dans
Z[V/—1] si, et seulement si Iidéal pZ reste premier dans Z[\/—1]. Mais rappelons
(exemple 1.2.2) que Z[y/—1] est Panneau des entiers de Q(v/—1). La question B.1
est donc équivalente a la suivante :

Question B.2 Quels sont les idéauz premiers p de Q qui ne restent pas premiers

dans Q(v/-1) ?
Afin de réprondre & cette question, prouvons la proposition suivante :

Proposition B.1 Soit K/k une extension de corps de nombres telle que : Ja €
Ok, Ok = Ola] . Soit u € O X] le polynéme minimal de o sur k. Soit p un idéal
premier non nul de k, et u € (O /p)[X] la réduction de v mod p. Alors :

p reste premier dans K <= u est irréductible dans (O /p)[X]. (5)
p se ramifie dans K <= 4 a un facteur multiple dans (O /p)[X]. (6)
Démonstration. L’application X — « donne un isomorphisme
Ok X]/(u) — Ok.

Donc Ok /p = Ok[X]/(u)/p = O[X]/p/(u) = (Ok/p)[X]/(w). Or, par définition,
p reste premier dans K <= Ok /p est intégre. Donc c’est le cas ssi (O /p)[X]/ ()
est intégre, ssi @ est irréductible. Donc (5) est déja prouvée. Quant a (6), on peut re-

marquer que p se ramifie dans K ssi O /p posséde un nilpotent, ssi (O /p)[X]/ (%)
posséde un nilpotent. Donc c’est le cas ssi @ a un facteur multiple dans (O /p)[X]. ¢

Appliquons ceci & k = Q, K = Q(v/—1). A 'exemple 1.2.2 on a vu que : Oy, = Z,
Ok = Z[y/—1]. Prenons a = y/—1. On a u = X2 + 1. Donc la proposition nous
dit que : pour tout nombre premier p, p peut s’écrire a® + b% ssi X2 + 1 a une
racine dans Z/pZ. C’est le cas ssi -1 est un carré dans (Z/pZ)* ssi (exercice facile de
théorie des groupes) p =2 oup =1 mod 4. Voici donc la réponse a la question B.1!

La généralisation suivante de la proposition B.1 permet d’écrire explicitement
la factorisation de p :

Proposition B.2 Avec les notations de la proposition B.1, écrivons u = uj* ... utr
la décomposition de u en produit d’irréductibles. Pour tout i, soit u; € Oglz] un
polynome unitaire tel que u; mod p = u;. Alors, dans K, p admet la décomposition

pOK = Tl ff',
0t P; = pOxk + ui(a)Ok . De plus, le degré (résiduel) de PB; est égal a degu,;.

Démonstration. C’est un calcul d’une bonne page dont nous avons déja fait une
partie. Le reste est dans [Neukirch 1], entre autres. {
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C Théoréme de Dirichlet généralisé

Comme d’habitude, k& désigne un corps de nombres. Soit ¢ un cycle de k et H
un groupe tel que P. C H C I(c).

Théoréme C.1 Soit x # 1 un caractére de I(c)/H. Alors :

Lc(1,x) # 0.

Démonstration. Appliquons le théoréme d’existence 2.6.3. On obtient une ex-
tension abélienne K/k, non ramifiée en dehors de ¢, telle que H = P-N(¢c, K/k).
Donc x est un caractére de I(c)/PN(c, K/k). Par le théoréme 2.5.3, L(1, x) # 0. $

Corollaire C.2 (théoréme de Dirichlet généralisé) Soit h = |I(c)/H|. Pour
tout A € I(¢c)/H, on a :

1
@) = —-
@) =1
Démonstration. Grace au théoréme C.1, nous pouvons appliquer le théoréme
2.7.1, qui donne immédiatement le résultat.
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