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��� �������� �	 �����	�� �	� 	��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� �� ����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ���	��� �	 �	�	���� 	 ������ 
����������	� � � � � � � � � � � � � � �
��� �	 �����	 �	 �����	� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  
�� ������������ �	� ������ ��	��	�� ���� �	� 	�	������ � � � � � � � � !
��! "�	������ �������	��	� 	 ����	� �������� � � � � � � � � � � � � � � #
��# $����	� �	 ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %
��% �	 &��'	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��� ��������� �� ����
�� ��
��� "����� �� (���)�	 �	 *	'���	+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �	 �,�'��	 ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� -����	� �������� ����������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� &������ ζ �	 �	�	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� .���	� L � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�� "������ �	 �� (����	 �� ����� �	 �����	� � � � � � � � � � � � � � � � � �#
��! -�� �'���	� �� (���)�	 �	 *	'���	+ � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
��# /(���)�	 �	 *	'���	+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0
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"� �	 ��� ����	��	 �	� 1���2�	����34 �	 ����� �����)'�	 � ��5� �� ��	��)�	
�	���� ��	� �	����	 ������ ���2���������	�� �	 �	�	�� ���������� ��67 �	 ��'�
�	 �� (����	 ������ �+	� ���� ����	� ���	�	�	� 7 �� �	���� �� ���� �	 ������	4
1���	��3 ������	�� ��6���� 1���	�� �������
 ������	3�

 ��	�����	
�� � �� 	����
� ������
��� ��� �������

-���	�8��� ��� ��	 �	�	 �������� 9

"�&�
�
�� �'('� �� ����� �	 ���'�	� ��� ��� �������	� 
���� �� Q� �� ���'�	
����'����	 ��� �� ����� ���� �	��� �� �	������

�� (����	 ����'����	 �	� ���'�	� ������	 ���'��� 7 ������	� 7 �� ����� �	
���'�	� K �� ����2���	�� �	 K4 ��� OK 	 ���	�� �������� ��� ������� �	 K�
-	 �	�� 
�� 	� ���� :��� ����	��	�4 ���� ������ 	�	� �	 6����	� ������������
�	 �		 ������

��� �������	 
����������

:������� �	�2�� �	��	� ��	 �� ������(	����� ���� ����� �	 ���'�	� K ����	
��� �� ���������� 	 �����	 ���� �	���� ����2���	�� �	 K ; -���������� �	 (��2
�)�	 ���+��4 ����� �	���� ��������� 9

!������� �'�'� �	�� �	�� x ∈ Q∗� �� ������ ��� ������ ������� �������

x = εpe1
1 . . . per

r ,

	� ε = ±1� ��� pi �	�� ��� �	����� �������� �� ��� ei �	�� ���� Z�

 �����
�� �'�'� �� ��	��� ������������� �� Q ��� ��	�	���� � Z/2Z × Z(N)�

 �����
�� �'�'�  	���� x �� n ���� ������� � 1�  � n
√

x ����� ��� ������� ��	�� n
√

x
��� ������	����� !� ������������

√
2 ��� ������	�����

"��������
��' .�������� ��	 n
√

x ��� ������	�� :�� �	 (���)�	4 �� �	� �����	
�	 
�8�� �����	 n

√
x = pe1

1 . . . per
r . ����4 	� ��	+�� �	�� 7 �� ��������	 n4 ���� �'	2

���� x = pne1
1 . . . pner

r . <� x 	� 	��	�� ���� �� �	� �	 
������	� �+	� �	� 	�������
�����
�� =��� �� 
���������� 	� �����	� ���� �	� nei ��� ��� �����
�� ���� �	�
ei ������ ���� n

√
x 	� 	��	�� ♦

<� �	� �	 �	����	� ����	� ���������	� �	 (���)�	4 	 ���� �	� ���������	�4
7 �� ����� �	 ���'�	� K� >���'�	�	�4 �� ��	��)�	 �(��	 7 
���	 	� �	 ���������	�
�� ����� �	 ���'�	 ��	��	� 7 K� :��� ��	� �	 +���'�����	4 ����	���� �	� ���������
���+��	� 9

"�&�
�
�� �'�'�  	�� A �� ������� ��� ���� �� A ��� �� ����� ��"������� ��
A� #��� ������ �� A �	�� ���� �������� �� ���� ��� �� ��	���� �� ������� ��� ���
����� #	�� ��� ����� �	�� ���������� ��� ������ ���	��� � $� �� ����� �� A
��� ��� ��������'�	 ���� ����� ��� ��� ���� �� �� ������ �� ��� ��"������ ��� ���	��
�	�� � ���� �	�� � $�

���� ��������� K 	
�� ���� k ��� 	��� ���� �� [K : k] < ∞�

�



<� �	� �	
�����	� ���� �	 ������	 �� �������� ���� ���'�	 ��	��	� 9 ��
����� x ∈ Q ��� ��� ������� �� ����� �� ����� ����������� %�	�����& �� ��������
Z� .	��� �		 ��������4 ���� ���+��� ���������	� �� ����� �	 ���'�	 ��	��	�4
	 ���� �	 (���)�	 �����4 ���� �	+��� ���+	� ��	 ������������� �	 �����	�� Z�
���	�	� ��4 ���� �(	��(��� �� ���	��4 ��	 ���� ��	���� OK 4 ��� ��� 6��	�
+��272+�� �	 K �� �?�	 �������	 7 �	��� �	 Z +��272+�� �	 Q� @��� ���	��	���� OK

�������� ��� ������� ���������� �� K � A�	 
��� ��	 ���� ������ �� 	� ���	�� ����
�� ����4 ���� �	���� �	�2B�	 	� �	���	 �������	 ���� K �� ������ ��������	 ��
(���)�	 ������

��� �������� �	 �����	�� �	� 	��	��

���� �		 ����2�	����4 ���� �������� ����	� ��	 �	� ������� ���� ��	�+	��
:��� �	� �������4 �	���������� 	� ��������	� �	 ��	��	� �(����	 �	 C@	�����( �D4
��� 	� �)� ���(	 	 '�	� ���������

"�&�
�
�� �'�'� �� �	���� ��������� x ��� ����� �� 	��	� ����'����	 �� ����'
���� Z[x] ��� �� �(�� 
�� �	��� Z'�	�����

)�����
�
�� �'�'� �� �	���� ��������� x ��� �� ������ ��������� ��� �	� �	�('
�)�� ������� ��� Q %���� ��� �	�"����	�� ��� ��������& ��� � �	�*������ ��������

*������ �'�'� 3
√

7 ��� �� ������ ��������� ��� �	� �	�(�)�� ������� ��� X3−7�
1+

√
5

2 ��� �� ������ ��������� ��� �	� �	�(�)�� ������� ��� X2−X−1� +��� 1+
√

3
2

����� ��� �� ������ ��������� ��� �	� �	�(�)�� ������� ��� X2 − X − 1
2 �

<� ����	 ��	 �	� 	��	�� ����'����	� �����	��� 7 �� ����� �	 ���'�	� K 
���	�
�� ����2���	�� �	 K4 ���E �� �������� ���+��	 9

"�&�
�
�� �'�'�  	�� K �� �	��� �� �	����� ����������� ,� ������� �����	��
�	� 	��	�� �� K� �� 	� �	�� OK �� �	��'������ �� K �	�� ��� ������� ����������
����������� � K�

�� ���������� ���+��	 ����	 ��	 OK �	 ������	 	���	�	� ����	 ����
��������� ���	���	 �	 �� ��� 9

)�����
�
�� �'�'� �	�� �	�� �	��� �� �	����� K� OK ��� �� �(�� 
�� �	���
Z'�	����� #� ����� 	� � -

K = Frac(OK)

��
OK ∩ Q = Z.

*������ �'�'� ,� � ���� ������� OQ = Z� ."�� �� ��� �� �������� 	� ���� �����
�������� OK �	�� K = Q(

√
D)� 	� D ∈ Z ��� ���� ������� ����� /	��� �� ������� -

OK =

{
Z[
√

D] �� D ≡ 2 	� 3 mod (4),
Z[1+

√
D

2 ] �� D ≡ 1 mod (4).
!�
�� �	�� K = Q(ζ)� 	� ζ ��� ��� ������ �� ������� ,� � OK = Z[ζ]�

��� �� ����	

=���	���4 ���� ���������	� �	 (���)�	 �����4 �� ��*���� �	 +��� ��	 OK 	�

�����	��� "� 	F	4 �� �������� �	 �� 
��������� ����	 �������	�	� 9

��� ������ A ��� 	�� ��������	 �� ���� ������� ��� ��� 	� A �� �������� 	� ����� ������ �� ��
��	��� εpe1

1 . . . per
r � �� ε ��� ��� ����� 	� A� ��� pi ���� 	�� ��	�������� 	� A �� ��� ei � 0� ��

������������ ��� ������ � �� �������������� ��� 	�� ������� �� 	�� ������ 	� A�

�



)�����
�
�� �'�'�  	�� K �� �	��� �� �	������  � OK ��� ����	����� ��	�� �	��
�	�� x ∈ K∗� �� ������ ��� ����	������	�

x = εpe1
1 . . . per

r ,

	� ε ��� ��� ���� �� OK � ��� pi �	�� ��� ������������ �� OK � �� ��� ei �	�� ����
Z� �� ����	������	� ��� ������ � �� ������������	� ���� ��� �������� ��� ��� �����
�� OK �

:�� 	�	���	4 �	� �	��	� ����� �	 Z ��� ±14 ����4 ���� K = Q4 ���� �	���+���
'�	� �	 (���)�	 ������ =��(	��	��	�	�4 OK ��	� ��� ��6���� 
�����	� G :�	����
��	�	���	 �	 K = Q(

√−5)� �� �)��	 �����	 7 ��	�	���	 ������	� ���� ����	
OK = Z[

√−5]� =���4 ���� Z[
√−5]4 �� � ����	��� 9

6 = 2 × 3 = (1 +
√−5)(1 −√−5).

A� '�	
 ������� ����	 ��	 �4 �4 1+
√−5 	 1−√−5 ��� ��������'�	�� :��� ����4

�	�� ����	��22�� �� 
��������� �	 OK ; .� OK ��� 
�����	�4 �����  ������� �����	

����������4 7 �� ������������ �	� 
��	��� ��� �	� ����� ��)�� �����4 1 +

√−5
�	��� ������� ��� 7 �4 ��� 7 �� :��� ����	� ��	 �	 ��	� ��� �	 ���4 �����������
�� �'6	 ��� 6��	 �� �?�	 �)� ������� 	� (����	 ����'����	 �	� ���'�	� 9

"�&�
�
�� �'�'�  	�� K/k ��� �������	� ���	������� �� �	��� �� �	������ �	��
x ∈ K� 	� �
��� �� ����	 �	 x ����� -

NK
k (x) =

∏
σ∈Gal(K/k)

σ(x).

H� 	� ����� ��	 NK
k (x) ∈ k I��������� 	� ��� ��� �	� σ ∈ Gal(K/k)J� <� ��	��

���
��� ��	 ���	 ��������4 ��� � ���+����	 �	 ���������	� 7 ��	� �	� 	�	������
���	� 9 ���� x ∈ K4 �� ������������ ��� x 	� �� 	�������(���	 �������	 �	
K4 +� ����	 k2	����	 +	����	�� �� ����	 �	 x 	� ����� �	 ��	������ �	 �	
	�������(���	�

*������ �'�'� 0�����	�� ��������� �� k = Q �� K = Q(
√

D) %D ∈ Z� ����
������� ����&� �� ��	��� �� 1��	�� Gal(K/k) �	����� ���� ������ - ��������� ���
K� �� �� ����� ���	�	������� σ ��� ��� ∀x, y ∈ Q� σ(x + y

√
D) = x− y

√
D� #	��

�� �	��� ��� �	��� ��� - NK
Q (x + y

√
D) = x2 − Dy2.

)�����
�
�� �'�'� �� �	��� ��� ������������"� - �	�� �	�� x, y ∈ K� 	� � -

NK
k (xy) = NK

k (x)NK
k (y).

#� ����� �� �	��� ���� ������ �� K ��� �� ������ �� k� �� �� �	��� ����� ���� ��
OK ��� ��� ���� �� Ok�

"��������
��' <� �4 ���� ��� x, y ∈ K 9

NK
k (xy) =

∏
σ∈Gal(K/k)

σ(xy) =
∏

σ∈Gal(K/k)

σ(x)σ(y) = NK
k (x) NK

k (y)

.�� x �� 	��	� �	 K� .�� P ∈ Z[X ] ��� ���,�?�	 �������� �����4 ∀σ ∈ Gal(K/k),
P (σ(x)) = σ(P (x)) = 0� ���� σ(x) 	� �� 	��	� �	 K� <� OK 	� ��'�	 ��� ���2
���������� ���� NK

k (x) =
∏

σ σ(x) ∈ OK � <� NK
k (x) ∈ k� ���� NK

k (x) ∈ Ok�
.�� x ��	 ���� �	 OK � ����� x−1 ∈ OK � =��� NK

k (x · x−1) = NK
k (1) = 1 	 ����4

��� ����������+��4 NK
k (x)NK

k (x−1) = 1� ���� NK
k (x) 	� ��	 ����� ♦

��� ����� �� ������ ��� ��������� �� �� ������ 	� 
���� ��� ���� ����	������ 	��� ����� ���� 
�������� !� �������� ������� ��� 1 +

√−5 ��� ��	�������� "� ���� ���� #� $��� �� 1 +
√−5

����� �� 	������ ��� ������� �� ���� ����� �� 	������ ��� ������ 	� # % 	��� �� ���� ����� &
�� '� (��� ����� ������� 	� OK �
��� 	� ���� & �� '� $��� 1 +

√−5 ��� ��	��������

�



 �����
�� �'�'�  	�� K/k ��� �������	� �� �	��� �� �	������ #��� ������� x ��
y �� K �	�� ���	��� %���� OK& ��� �� ��������� �� ����� �	���� �	�� ���	����
%���� Ok&�

"��������
��' .� x 	 y ��� �������� ���� OK 4 ����� �� 	���	 ��	 ���� ε �	
OK 	��	 ��	 x = εy� <� � ���� NK

k (x) = NK
k (ε)NK

k (y)� =��� NK
k (ε) 	� ��	 ����

�	 Ok� ���� NK
k (x) 	 NK

k (y) ��� �������	��
K��������	�	�4 �� NK

k (x) 	 NK
k (y) ��� �������	�4 �����4 	� ����� ε = x

y 4 �� �'2

�	� ��	 NK
Q ε 	� ��	 ���� �	 Ok� ���� ��	� ��	 ���� �	 OK � "� �	+	��� 7 ��

�������� �	 �� ����	4 �� +�� ����� ��	 ����+	��	 �	 ε 	� (NK
Q ε)−1

∏
σ �=1 σ(ε) ∈ OK �

���� ε = x
y 	� ��	 ����4 ���� x 	 y ��� ��������� ♦

@��� ����	� ����	��� 	� �	���	 �	 ����+	� ��	 1 +
√−5 ��	� ������� ��

7 �4 �� 7 �� "� 	F	4 K = Q(
√−5) 	� ��	 	�	����� �������	��	 �	 Q� �� ����	

, 	� �����	 ��� 9 NK
Q (x + y

√−5) = x2 + 5y2� �����4 �� � NK
Q 2 = 44 NK

Q 3 = 94
NK

Q (1 +
√−5) = 6� -	�� ����	 ��	 1 +

√−5 ��	� ������� �� 7 �4 �� 7 �� ���� OK

��	� ��� 
�����	�� �� ���������� ����� �	 ���������	 ���� ��� 7 K� -	 ��	� ����
��� �� '���	 
�8�� �	 ���������	� �	 (���)�	 ������ @��� ������ ����	��� +��� ��
+���	 ��������������

��� ���	��� �	 �	�	���� 	 ������ 
����������	�

�	 ���	�	 (�������	 ���� �	��	� ��� ������� �	� ������ 	� �)� '��)+	�	�
����� 	� ���	�	 �� K���	���� ��	 �	 ������ �	� ������ i 	 j 	� ������� ij 	��	����
��� �	� ������� ij4 �E i ∈ i 	 j ∈ j� :��� �	� ������4 ��"����� ����� �	������� @���
+�������� ����	� ��	 �	� ������ �	 OK �	 
������	� �	 
�8�� �����	 	� �������
�������� ��	��	��� @��� ������ ����	��	� ��� ������ ��	 �����	 �����	��� ��� ��
�	� ����	� I(���)�	 ��2�	�����J ��	 �	��� ������ �	 
������	� �	 
�8�� �����	 9

"�&�
�
�� �'#'� �� ������ ������� A ��� ��� �	 �	�	���� ���� ��� �2�������� ��
�	�� ��� ����� �������� �	� ���� �	�� ��������� �� ���� ��� ������������ ��	� %��
��� �����
� ��� �	�� ����� �� Frac(A) ��� ��� ����� ��� �� �	�(�)�� ��������
P ∈ Z[X ] ���������� � A&�

!������� �'#'�  	�� A �� ������ �� #���3����  	�� i �� ���� �	� ��� �� A� 4�
������ ��� ������ ������� �������

i = pe1
1 . . . per

r ,

	� ��� pi �	�� ��� ����� �������� �� A �� ��� ei �	�� ���� N∗�

"��������
��' -�	� ���� 7 ������	�� �� ��	�+	 ����	 ���� C���� �D 	 C@	�2
����( �D4 	��	 ���	�� ♦

=���	���4 '�	� 	�	���4 �� ���� 
�� ����	� ��	 OK 	� �	 �	�	���� 9

)�����
�
�� �'#'� �	�� �	�� �	��� �� �	����� K� OK ��� �� #���3����

"��������
��' OK 	� '�	� �������	�	� ���� I���������� �����J�
=������ ��	 OK 	� �L(���	�� � �� ���������� �����4 ���� �+��� +� ��	4

����	 Z2�����	4 OK ��� �	 ,�	 ���� :�����	 Z 	� ��������� 	 OK 	� ����
������4 �	�� �������	 ��	 OK 	� ��'�	 �	 ,�	 ��� ��� Z� ���� �� ����� �	 OK 4
��� �� ����2�����	 �	 OK 4 	� ��'�	 �	 ,�	 ��� ��� Z� ���� �	� ������ �	 OK

�)��� ��*���� ��� ��� �	���� 	� A ���� 	� �+�� ��� ����� A ��	����� !�� ����� �� ��,� -����
�� �
��� ��� ���������. ��
��� ������ 	� �+�� ��� ����� Z ��	�����

�



��� �	 ,�	 ���� ���� OK 	� �L(���	��
=������ ��	 �	� ������ ��	��	�� ��� ���� �	 OK ��� ��������� .�� P ��

����� ��	��	� ��� ��� �	 OK � P ∩ Z 	� �� ����� ��	��	� �	 Z4 ���� �� 	���	 ��
���'�	 ��	��	� p 	� ��	 P ∩ Z = (p)� ����� OK/P 	� �� Z/pZ2	����	 +	����	��
.� ���	����� 	� ���	 ���4 ��� �� ���������� �����4 OK 	� �	 ,�	 ��� ����	
Z2�����	� .�� x ∈ OK/P ��� ���� �� 
�����	 (1, x, x2, . . .) 	� ���	 ��� �� 	� 	�
���	����� ���	� ���� �� 	���	 �	� a0, . . . , an ∈ Z/pZ4 a0 �= 04 	�� ��	 9

anxn + · · · + a1x + a0 = 0.

����
−a−1

0 (anxn−1 + · · · + a1)x = 1.

���� x 	� ��+	���'�	4 ���� OK/P 	� �� �����4 ���� P 	� �������� ♦

M�����7 ����	�4 ��� ����� �� ����� ��	��	� p 	 �� ���'�	 �����
 e4 ����
���+��� ��� ����� �	 �	�� �� �,�'��	 pe� :��� , �	����	�4 ����������� �� �����
���+��	 9

"�&�
�
�� �'#'�  	�� K �� �	��� �� �	������ �� ����� 
����������	 �� K ��� ��
�	��'OK'�	���� a �� K ��� ����� ������ �� ����� �	� ��� c ∈ K ��� ��� ca ⊂ OK �

*������ �'#'� ��� ����� ������	������� �� Q �	�� ��� qZ� �"�� q ∈ Q�

@���� ��	 �	� ������ ��� �	� ������ 
����������	� 9 �� ��5 �	 ��	���	 c = 1
���� �� ��������� <� ����� �	 ������ �	 �	�� ������ 
����������	� ����	 �� �	

�� ���� �	� ������ I+��� ���� (��J� OK 	� �	 �	��	 ���� �		 ������������� ��
����� �	 ��+���'���� ��	���	 ��	 ���� �	� ������ ��� 
����������	�� /��	
���4 ��
�� 
���	��	�	� ����� ����� ��	��	� p ��+��	 �� ����� 
����������	 a ���� ������N
���� �� 
���������� I+��� �	 (���)�	 ��2�	�����J� .���� �� �� ��	 a 	� ��	��	�
�+	� p� /�� ����� 
����������	 ��� ��� a ����)�	 �� ��+	��	 a−1 = {x ∈ K | xa ⊂
OK}� ���� �	� ������ 
����������	� ��� ���� �	 K 
���	� �� �����	4 ���	�� �	
��	��� ������� �	 K4 ��	 ���� ��	���� IK � �	 (���)�	 ����� ����	 ����� 9

!������� �'#'�  	�� K �� �	��� �� �	������  	�� a ∈ IK � 4� ������ ��� ������
������� �������

a = pe1
1 . . . per

r ,

	� ��� pi �	�� ��� ����� �������� �� OK �� ��� ei �	�� ���� Z�

��� �	 �����	 �	 �����	� ��������

�� �����4 ��	� �������	 
���������� ��� K∗ ��	 ���� �	�(	��(����� ���� ��	��	
�	���	 �	 ������ ��� IK 	�2�� ��	 ������	 ����
�����	 ;

)�����
�
�� �'+'� ,� � �� �	������� K∗ → IK �	�� ��� - x �→ xOK �

"�&�
�
�� �'+'� ������� �� �� �	�������� �	�� PK � ��� ������ �	 �����	 �	�
������ I
����������	�J ����������� �	�� x ∈ K� ������ %������	������& ���������
xOK ��� ���������� �	� (x)�

�����4 K∗ � ���� ����	 �� ����2�����	 PK �	 IK � :��� x ∈ K∗4 ���� �'	����
���� ��	 
���������� �	 x ��� ��� ����	 ������ ������	�� �	 K∗4 ����	 ����
���+���� ������	�	� 	�����4 ���� ����	 ������ �������� 
����������	�� /��	
���4
�	 (���)�	 ���+�� I�����J ����	 ��	 �	�� �	+�	� ��	���	 �� �B�	 9

!������� �'+'�  	�� K �� �	��� �� �	������ PK ��� �������� 
�� ���� IK �

 



-	 ��	 �	 (���)�	 ���� �� �	 �)� ����	����4 ��	� ��	 IK 	� 7 �	��	 ����
���� ��	 ������	 �	 K∗� �����4 ���� �������	� �������	 
���������� ��� K∗4 ����
���+��� 	� '	���� �	 ��6��	� ��	 ��� �� ��	��� 7 K∗� /�� �	�� ���	��	 ��	 �	�	
���������

"�&�
�
�� �'+'�  	�� K �� �	��� �� �	������ ,� �	�� CK = IK/PK � CK ���
����� �� �����	 �	 �����	� I��������J �� K� ,� �	�� hK = |CK |� ,� ������� hK ��
���'�	 �	 �����	� I��������J �� K�

<� � 9
hK = 1 ⇐⇒ OK 	� ��������� ⇐⇒ OK 	� 
�����	�.

���� �	 ��� �������	4 hK �	���	 �� ������ �	 �(��	� ����� 
�� ��6��	� ����
�������	� �������	 
�����������

�� ������������ �	� ������ ��	��	�� ���� �	� 	�	������

K	�+�,��� �	 �	�	�� 7 �����	�	 O ���� �� 	�	���	 �����	 �	 ���	 	� L�+�	 �	�
������ 	�����	� ���� .�� K/k ��	 	�	����� �	 ����� �	 ���'�	� 	 ��� p �� �����
��	��	� ��� ��� �	 k I��	�272���	4 '�	� 	�	���4 �� ����� ��	��	� ��� ��� �	 OkJ�
H� 	� ����	�� �	 ��� ������	� ������� pOK �	 K� �	 (���)�	 ����� ����	 ����� ��	

���������� 9

pOK = Pe1
1 . . .Per

r , I�J

�E �	� Pi ��� �	� ������ ��	��	�� �	 K�

"�&�
�
�� �','�  	�� p� ����� P� �� ���� ������� �	� ��� �� k� ����� �� K� ,�
��� ��� P ��� ��'������ �� p �� P ∩Ok = p� ,� �	�� ��	�� - P | p�

)�����
�
�� �','� P ��� ��2�	���� �	 p ��� P ��"��� pOK� ��� P ��� ���� ��� Pi

���� I�J�

"��������
��' :��� �	� ������4 ��"����� ����� �	������� .� P ∩ Ok = p4 �����
p ⊂ P4 ���� pOK ⊂ POK = P� K��������	�	�4 �� pOK ⊂ P4 �� � P ∩ Ok ⊃
pOK ∩ Ok = p4 �� p 	� ������� ��� Ok 	� �	 �	�	����� ♦

"�&�
�
�� �','� ,� �	�� ��	�� eP|p �� ���� ����� ������ e ��� ��� Pe | p�  � P ���
��� � Pi ���� I�J� ��	�� eP|p = ei 5 eP|p ��� ����� �������	 �	 ���������� �	 P�

"�&�
�
�� �','� OK/P ��� ��� �������	� �� Ok/p� �	�� �� ���� ��� ������ ��
�	��� ������	� �	 P� �� �	� fP|p�

.�� p �� ����� ��	��	� �	 k4 	 ����� Pi4 i = 1 . . . r4 �	� ������ ��	��	�� �	 K
��2�	���� �	 p� @���� ei �	��� �����	� �	 ���������� 	 fi �	��� �	���� ������	��4
�	 ���	 ��	 �� 
���������� I�J � ��	�� @��� ���������� ���� ��� 9
· :�	��	� ��� 9 r = 1 	 e1 = 1� ����� �� 
���������� ������ 9 pOK = P1� ����
pOK 	� �� ����� ��	��	� �	 K� ���� �	 ���4 �� �� ��	 p ����� ������� ���� K �
· �	���)�	 ��� 9 r > 1 	 ∀i, ei = 1� ����� pOK �	 
������	 ����	 ������ ��������
��	��	�� ��������� �	 K� ���� �	 ��� �� �� ��	 p �� ��	��	�� ���� K� .� �	 ����
��� �	� fi ��� ����� 7 �4 �� �� ��	 p �� ��	��	�� �	���������
· /�����)�	 ��� 9 ∃i, ei > 1� ����� �� �� ��	 p �� ����
� ���� K�

)�����
�
�� �','�  ��� �� �	���� 
�� �� p �� ����
����

�)��� �� �����*�� ���� �� ��� 	�� �	���� ��������� % � �
�	��� pOk 	� Ok �� ������� �
�	���
pOK 	� OK �

!



"��������
��' :�� �� ���������� �����4 ���� ���+��� �����	OK = Ok[α1, . . . , αm]�
:�� ������	��	 ��� m4 �� �	 ���)�	 �� ��� �E m = 1� <� � ����� OK = Ok[α]� .��
u �	 ���,�?�	 ������� �	 α ��� Ok 	 ��� ũ �� �������� mod p� @���� d ∈ Ok

�	 ����������� �	 u 	 d̃ ∈ Ok/p �	��� �	 ũ� .� p �	 �����	4 �����4 ��� �� ����������
O��4 ũ ����)�	 �� 
��	�� ������	4 ����4 ���� ��	 ��?��	 ����'����	 �	 Ok/p4 ũ

����)�	 ��	 �����	 ������	� ���� d̃ = 0� <� d̃ = d mod p� ���� p ��+��	 (d)� ����
�	�� ������+	 ��	 ���� �� ���'�	 ��� �	 p� ♦

�	 (���)�	 ���+�� 	� ���
��� ���	�� ��������� �	���������� 9

!������� �','�  	�� n = [K : k] �� ���� �� ���������	�� ,� � -

n = e1f1 + . . . + erfr.

"��������
��' :���� �	 �� ������������ I�J ���	 !4 �� 1��53 �	 ����	� ��	4
����	 Ok/p2	����	� +	����	��4 dimOK/pOK = n 	 dimOK/Pei

i = eifi� "����	4
�� �	� �����	� �	 (���)�	 �(����� ���� �����	 9 OK/pOK =

⊕OK/Pei

i . ♦

��! "�	������ �������	��	� 	 ����	� ��������

���� ��	 �		 ����2�	����4 K/k 	� ��	 	�	����� �������	��	 �	 ����� �	
���'�	� �	 �	��� n�

"�&�
�
�� �'-'� #��� ����� P �� Q �� K �	�� ���� �	�6���� ��

∃σ ∈ Gal(K/k), Q = σP.

H� 	� ����� ��	 �� P 	 Q ��� ���6�����4 ����� ��� ��� ��2�	���� �� �B�	 �����
�	 p = P ∩ Ok = Q ∩Ok� �� ���������	 	� +���	 9

)�����
�
�� �'-'�  	�� p �� ���� ������� �	� ��� �� k�  	���� P �� Q ��'������
�� p� P �� Q �	�� �	�6�����

"��������
��' .� �	 ����� ��� �	 ���4 ��� �	 (���)�	 �(�����4 �� 	���	���

x ∈ OK 	� ��	 9
{

x ≡ 0 mod P
x ≡ 1 mod σQ ∀σ ∈ Gal(K/k).

�����4 x ∈ P4 ���� NK
k x = x

∏
σ �=1 σx ∈ P� =��� I���������� �����J NK

k x ∈ Ok�
���� NK

k x ∈ p� ���� NK
k x ∈ Q� =���4 ��� ����������4 ∀σ, σ−1x /∈ Q. -	�� ����	2

�� �� �������� �	 Q� ♦

"� �����	� 	��	�4 Gal(K/k) ��� ������+	�	�� ��� ��	��	�'�	 �	� ������ P
��2�	���� �	 p� -	�� � �� �������	��	 ���+��	4 ,����	 �	� 	�	������ �������	��	� 9

 �����
�� �'-'�  	�� p �� ���� ������� �	� ��� �� k �� pOK = Pe1
1 . . . Per

r ��
��	��	����	� �� ��	���� ������� �������� �� OK � .�	�� ��� ������� �� ����
����	�
ei �	�� �	�� ���� � �� �7�� ������ e� �� ��� ����� �������� fi �	�� �	�� ���� �
�� �7�� ������ f �

"��������
��' :�� �� ���������� ��!��4 ���� i4 j ∈ {1, . . . , r}4 �� 	���	 �� σ ∈
Gal(K/k) 	� ��	 σPj = Pi� =������ ��	 fi = fj � σ ����� �� �������(���	

OK/Pj → OK/Pi.

�/����� �
�����*�� ���� �� ������*�� ��*������� �� �� *���� ���	������� �*�� �������������
�� �� ��� �� 	����� 	
�� ������

#



���� �	� 	�	������ �	 Ok/p �� �B�	 �	���� ���� �	� �	���� ������	�� ��P�2
���	�� =������ ��	 ei = ej� σ ����� ��	 �	������� σ̃ �	 {1, . . . , r}4 �����2
�����	 ��� 9 σPx = Pσ̃(x)� <� � 9 σ̃(j) = i� =��� σ ��	 k4 ���� σp = p� ����
Pe1

σ̃(1) . . . Per

σ̃(r) = Pe1
1 . . . Per

r � ����4 ���� �� x4 eσ̃−1(x) = ex� ����4 	� ���������
�	�� 7 x = i4 �� �'�	� 9 ej = ei� ���� �	� �����	� �	 ���������� ��P����	�� ♦

-	 ���������	 ���� ����	�� ��	4 ���� ��	 	�	����� �������	��	4 �	� ���'�	� eP|p
	 fP|p �	 ���	��	� ��	 �	 p4 	 ��� �	 P ��2�	���� �	 p� H� 	� ���� ������	 �	
�	� ���	�	� �	��	��+	�	� �������� �� ����
����	� �� p 	 �	 ���� ������� �� p4 	
�	 �	� ��	� �	��	��+	�	� ep 	 fp4 �� e 	 f � ����	��� 
�����	���	 I(���)�	
�� ��J �	 �	
�����	 ����� ����� 9

efr = n.

@��� ������ ����	��� ������ �� ����	 ���� ������ �	 �	�	�� ������ ���+	�
��	 �������� ���� ����	��	��	 ���� C.	��	 �D�

"�&�
�
�� �'-'�  	�� P �� ���� ������� �	� ��� �� K �� p = P∩k ������ �������
�� k ��'����	�� �� P� ,� �
��� �� ����	 �� P ��� -

NK
k (P) = pfp .

,� ���� NK
k � �	�� IK ��� ������������"���

�����4 �� ����	 	� �� ����(���	

NK
k : IK → Ik.

@���� ��	4 ���� �	� ������ ����������4 �		 �������� 	� '�	� ��������	 �+	� ��
�������� ����� 9 ���� x ∈ K∗4 �� � NK

k (x)Ok = NK
k (xOK)�

"�&�
�
�� �'-'�  	�� a �� ���� �� K� �� ����	 �'����	 �� a ��� �������� Na � 0
��� ��� NK

Q (a) = (Na)�

"�&�
�
�� �'-'#  	�� p �� ���� ������� �� K�  	� �	��� �'���� fp ��� �� �����'
��	� �� OK/p ��� Z/pZ� 	� p ��� �������� �	���� ������� ���� p�

�����4 �� � Np = pfp � :��� �������	�	�4 Na 	� ���� �� �������� �	 �����	��
OK/a�

��# $����	� �	 ������������

���� ��	 �		 ����2�	����4 K/k 	� ��	 	�	����� �������	��	 �	 ����� �	
���'�	� �	 �	��� n� .�� p �� ����� ��	��	� �	 k 	 P ��2�	���� �	 p� @����
Fp = Ok/p4 FP = OK/P�

)�����
�
�� �'.'� FP/Fp ��� ��� �������	� ���	������� �� ���� fp�

"��������
��' H� 	� ������� 7 ����� �	 �� ���������� ����� ��	 Fp 	 FP

��� ����� <� ��	 	�	����� �	 ����� ���� 	� �������	��	� " ��� �������� �	 fp4
FP/Fp 	� �	 �	��� fp� ♦

"�&�
�
�� �'.'� �� �����	 �	 ������������ �� P ��� �� �	��'��	��� GP ��
Gal(K/k) �	�� ��� ������ σ ���� ��� σP = P�

%



Q�	� 	� ������B �	 �		 �������� ; .� σP = P4 ����� σ ����� ��� ��������
mod P �� σ̃ ∈ Gal(FP/Fp)� �����4 ������������ σ �→ σ̃ ����	 �� ����(���	

GP → Gal(FP/Fp).

@��	 '� I���������� ��#��J 	� ��������� �	 ����	� ��	4 ������	 p �	 �	 �����	
��� ���� K4 �	 ����(���	 	� 	� 
�� �� �������(���	�

"�&�
�
�� �'.'� �� ����� �	 ������������ DP �� P ��� �� �	��� 
�� �� GP�

-�	� ���� �	 ����2����� �	 K ��	 �� (����	 �	 $����� ������	 �� ����2�����	
GP �	 Gal(K/k)� @���� Q = P ∩ ODP

	 FQ = ODP
/Q�

)�����
�
�� �'.'� ����6����	� Ok/p → ODP
/Q ��� �� ��	�	��������

"��������
��' .�� Γ �	 �������	����	 �	 GP ���� G� :��� σ ∈ Γ4 �����
Qσ = σ−1P ∩ ODP

� .�� x ∈ ODP
� @��� +������ ����	� ��	 x 	� ������ 7 ��

����	� �	 Ok mod Q� �	 (���)�	 �(����� �� ����� 	���	 y ∈ ODP
	� ��	 9 y ≡ x

mod Q 	 ∀σ ∈ Γ4 y ≡ 1 mod Qσ� =���4 ������ P4 �	� ������	��	� ����	� 9 y ≡ x
mod P 	 ∀σ ∈ Γ4 σy ≡ 1 mod P� ���� 9

NDP

k (y) ≡ x mod P.

=���4 ��� �� ���������� �����4 NDP

k (y) ∈ Ok� -���	 x 	 NDP

k (y) ��� ���� ODP
4

�� � 9
NDP

k (y) ≡ x mod Q.

-�	� �� ������	��	 ��	 ���� �	�(	��(����� ♦

!������� �'.'� �� �	������� GP → Gal(FP/Fp)� σ �→ σ̃� ��� �	�6	��� ���6������

"��������
��' :�� �� ����������4 �� � 9 Gal(FP/Fp) = Gal(FP/FQ)� "4 ���
�������� �	 DP4 GP = Gal(K/DP)� ���� �� ��5 �	 ����	� ��	 �� ��������
mod P

Gal(K/DP) → Gal(FP/FQ), σ �→ σ̃

	� ���6	��+	� FP/FQ 	� ������'�	4 ����4 ��� �	 (���)�	 �	 ������	� ������
4 ��
	���	 x1 ∈ OK 	� ��	 FP = FQ(x̃1)� .�� u �	 ���,�?�	 ������� �	 x1 ��� ODP

4
	 x1, . . . , xm �	� �����	�� ����� σ̃ ∈ Gal(FP/FQ) 	� ��	����� ��� σ̃(x̃1)4 ��� 	�
���� �	� x̃1, . . . , x̃m� =��� Gal(K/DP) �	���	 ������+	�	� �	� �����	� �	 u4 ����
∀i, ∃σ, σ(x1) = xi� <� � ����� 9 σ̃(x̃1) = x̃i� ���� σ �→ σ̃ 	� ���6	��+	� ♦

"�&�
�
�� �'.'� �� �	(�� IP �� GP → Gal(FP/Fp) ��� ����� �� �����	 ����	��	
�� P�

)�����
�
�� �'.'# ,� � - |IP| = ep� #	�� GP → Gal(FP/Fp) ��� �� ��	�	�'
������ ��� �� ��������� �� p �� �� ����
� ��� ���� K�

"��������
��' -���	 |Gal(FP/Fp)| = fp4 �� ��5 �	 ����	� ��	 |GP| = epfp�
"���+��� �� 
���������� 9

pOK = (P1 . . . Pr)ep .

.�� G = Gal(K/k)� <� � |G| = n4 	4 ��� �� ���������� ��!��4 G ��� ������+	2
�	� ��� �� 	��	�'�	 7 r ����	��� ���� �� (����	 �	� ������ �	 �����	� ����	 9
|GP| = n/r� =��� ����	��� 
�����	���	 ���� �� ��	 ��	� ���� 7 epfp� ♦

�0



:��� p ��� ������ 	 P | p4 ���� �+��� ���� �� �������(���	

GP → Gal(FP/Fp).

=��� GP ⊂ Gal(K/k)� @��� ����	� ���� 	� �	���	4 ����� ���� ����	� �	
Gal(FP/Fp)4 �	 ��� ������	� �� ����	� �	 Gal(K/k)� <�4 ����� �	� ����	�� �	
Gal(FP/Fp)4 �� 	� 	� �� ����	 ��������	 ��������)�	4 ��� �� ��	�����	 �����	�	�
	 	� �� ������	�� �	 Gal(FP/Fp)� <� �����	��	 �	 8�	������ �	 FP/Fp�

��% �	 &��'	����

"�&�
�
�� �'/'� �����������	� FrP - FP → FP, x �→ xNp ��� ����� �� &��'	����
�� FP/Fp� 9���� �� �������� �� Gal(FP/Fp)�

"�&�
�
�� �'/'�  ���	�	�� p �	� ����
� ������� (P, K/k) �� GP ⊂ Gal(K/k)
��� �	�����	�� � FrP ��� ���	�� ����� �� &��'	���� ������� 7 P� 4� ��� ����������
������� ��� �� ��	����� -

∀x ∈ OK , (P, K/k)(α) ≡ αNp mod P. I�J

@���� ��	 (P, K/k) ��	� ��� �����	�	� ��	����� ��� p4 ���� ���	�� �����
�	 P | p� -	�	����4 ���� �+��� �� ���������� ���+��	 9

)�����
�
�� �'/'� �� ������ �� �	�6�����	� �� (P, K/k) ���� Gal(K/k) ��� ���'
������� �������� ��� p�

"��������
��' .��	� P 	 Q ��2�	���� �	 p� :�� �� ���������� ��!��4 �� 	���	
τ ∈ Gal(K/k) 	� ��	 τP = Q� H� 	� ����� ������� 7 ����� �	 ��������� I�J ��	
τ(P, K/k)τ−1 = (Q, K/k)� ♦

"�&�
�
�� �'/'� ��� �������	� ���	������� K/k ��� ���� �'���	��	 �� Gal(K/k)
��� �������

 �����
�� �'/'�  � K/k ��� ��� �������	� ��������� ��	�� (P, K/k) ��� ������'
���� ������� ��� p �� �� ����� ��� �� P | p�

"�&�
�
�� �'/'#  � K/k ��� ��� �������	� ��������� �� p �� ���� ������� �	�
��� �� k �� �� ����
��� ��� ���� K� 	� ������� �� &��'	���� �	 p� �� 	� �	��
(p, K/k) �� 8�	������ (P, K/k) �� P� �	�� �����	��� ���� P | p�

*������ �'/'� /������ ��	�	���	 �	 K = k(ζ)4 �E ζ 	� ��	 �����	 ������+	
m2�)�	 �	 ������� =������ �	� �	�� 
��� ���+��� 9

.� p �	 �����	 ���� K4 ����� p ��+��	 (m)�

�	 �������	�	� ��	 ���� �+��� ������ 7 �� ���������� �� �� ���� �� ��	 �� p �	
�����	4 p ��+��	 (d)4 �E d 	� �	 ����������� �� ���,�?�	 ������� P �	 ζ ��� k�
=��� Xm − 1 �����	 ζ4 ���� P ��+��	 Xm − 1� <�4 �� ����	 ��)�4 �	 ����������� �	
Xm − 1 	� mm� ����4 �� p �	 �����	4 ����� p ��+��	 (mm)4 ���� p ��+��	 (m)�

.� p �	 ��+��	 ��� (m)4 ����� �	 &��'	���� 	� ����� ��� 9 (p, K/k)(ζ) = ζNp�

"� 	F	4 ����	 p �	 ��+��	 ��� (m)4 Np 	� ��	��	� �+	� m4 ���� ζ 	 ζNp �� �	
�B�	 ���,�?�	 ������� ��� k� ���� �� 	���	 �� ����(���	 σ : K → K ���� k
	 +������ σ(ζ) = ζNp� <� σ 	� ��6	��
4 ����	 �� ����(���	 �	 ������ <� ��
	� 	� ���	����� ���	4 ���� σ ∈ Gal(K/k)� " σ ����
�� ��������� I�J ���	 ���
<�4 ����� �	� ����	�� �	 Gal(K/k)4 (p, K/k) 	� �����	�	� ��	����� ��� �		
��������4 ���� (p, K/k) = σ�

��



� ��� 	�������� �� ����
	�

��� "����� �� (���)�	 �	 *	'���	+

@��� ������ ����	��� �����	� �	 (���)�	 ��������� �	 �	 	������ @��� ����	2
���� �	 �� ������ �	 �	����	� ����	� �	 ��	��	�'�	 �	� ������ ��	��	�� ���� �����
�	 ���'�	� k� -���	�8��� ��� ��������	 �	�� ������ �	 �	���� 9 ��	 ��	��)�	4
�)� �����+	4 	 ��	 �	����	4 �)� ������	 ���� �	� ��������

"�&�
�
�� �'�'�  	�� k �� �	��� �� �	������  	�� M ��� ������ �� ���������� ���
����� �������� �� k� �� �	���� ����	��	 δ(M) �� M ��� �� ������ ���"����� �����
���� ������ -

δ(M) = lim
x→∞

#{p ∈ M | Np � x}
#{p | Np � x} ·

�� �	���� �	 �����(�	 d(M) �� M ��� �� ������ ���"����� ����� ���� ������ -

d(M) = lim
s→1+

∑
p∈M Np−s∑

p
Np−s

·

p "���� ����� �	�� ��� ����� �������� �	� ���� �� k�

.� δ(M) 	���	4 ����� �� ����	 ��	 d(M) �����4 	 ����� � 9

d(M) = δ(M).

���� �� ��	��	� 	���4 ���� ������ ��������	 '	������ �	 +���'�����	 9 �����2
����� 	 ��,�� ������4 
������ ζ �	 �	�	����4 ����	� L� @��� ����	���� ��	 �	�
����	� L �	 �������	� ��� 	� �4 �	 ��� ���� ����	��4 ��R�	 7 �� (����	 �� ����� �	
�����	�4 ��	 ��	�+	 �� (���)�	 �	 *	'���	+�

"�&�
�
�� �'�'�  	�� K/k ��� �������	� ���	������� �� �	��� �� �	����� �� σ ∈
Gal(K/k)� ,� �	�� PK/k(σ) ���������� ��� ����� �������� p �� k �� �� ����
���
��� �� ���� ����� ������ P ��'������ �� p ��� ��� (P, K/k) = σ %"	�� �� �
����	�
$�:�;&�

����4 ���� �	 ��� �E K/k 	� �'���	��	4 PK/k(σ) 	� ��	��	�'�	 �	� p �	 k �	
������� ��� 	 	�� ��	 (p, K/k) = σ I+��� �� �������� ��%��J�

!������� �'�'� 01������23  	�� K/k ��� �������	� ���	������� �� �	��� ��
�	����� �� ���� n� σ ∈ Gal(K/k)� �� c �� �������� �� �� ������ �� �	�6�����	� ��
σ ���� Gal(K/k)� .�	�� d(PK/k(σ)) ������� �� "��� c/n�

@��� ������ ����	��� �����	� I(���)�	 �����J ��	 �������	��	 �� (���)�	
�	 *	'���	+4 ��	 ���� ����+	���� 7 �� �� �	 �	 ������	�

)�����
�
�� �'�'�  	�� K/k ��� �������	� ���	������� �� �	��� �� �	������ ����'
������ PK/k(1) ��� ���������� ��� p �� k ��� �� ��	��	���� �	�������� ���� K�

"��������
��' ���� ��	 	�	����� �������	��	4 ��� �	 ���������	 ��!��4 p �	 ��2
������	 ���	�	� ��� fp = 1� .� p ∈ PK/k(1)4 ����� �� 	���	 P ��2�	���� �	 p
	� ��	 FrP = 1� =��� FrP 	��	���	 Gal(FP/Fp)� ���� FP = Fp4 ���� fp = 1�
K��������	�	�4 �� p �	 ��������	 ���	�	�4 fp = 1 ����4 ���� �� P ��2�	����
�	 p4 FP = Fp4 ���E FrP = 14 ���� p ∈ PK/k(1)� ♦

"�&�
�
�� �'�'� �	�� ���� ��������� A �� B ������� �������� �� k� �	�	��
A � B �	�� ���� ��� B ��� ������ ���� A� ���� �	�� �� �������� �� ������ ��
#�������� <� =	�	�� A ≈ B �� A � B �� B � A�

��



!������� �'�'�  	���� K �� L ���� �������	�� ���	�������� �� k� �������� ����
��� �7�� ��)���� ��������� �� k� ,� � -

PK/k(1) � PL/k(1) ⇐⇒ K ⊂ L.

#	��� �� ������������
PK/k(1) ≈ PL/k(1) ⇐⇒ K = L.

�����4 ��	 	�	����� �������	��	 �	 k 	� �����	�	� ��	�����	 ��� ��	��	�'�	
�	� p �	 k ��� ��, ��������	� ���	�	�� -�	� �� ��'� �	 ������	 7 �� ��	����4
����	 ������������4 �	 ��+��� ����	� ���������	� �	� 	�	������ �	 k �	��	�	�
	� 	��	� �	 ����	� �	 Spec �Ok4 >�� �� �7�� ��?	� ��� �� ��	���� �� 9����(
�������� ��� �	����	� ��� ��� "������ ��� �� �	��@�

��� �	 �,�'��	 ������

.�� K/k ��	 	�	����� �������� �	 ����� �	 ���'�	�� @��� �+��� ��67 +�
I���������� �� ��J ��	 �	� p �	 k �	 ������� ���� K ��� 	� ���'�	 ���� <� �	�
���� ��������	� �� ����� c �	 Ok ��+���'�	 ��� ��� �	� p �	 ������� ���� K�

"�&�
�
�� �'�'� ,� �	�� I(c) ���������� ��� i ∈ Ik �������� �"�� c�

"�&�
�
�� �'�'�  	�� a ∈ I(c)� !���"	�� �� ����	������	� - a = pe1
1 . . . per

r � �	��
������ i� �	�� �"	�� �
�� (pi, K/k) �� $�:�A� ,� �
��� �� �,�'��	 ������
(a, K/k) ����� -

(a, K/k) := (p1, K/k)e1 . . . (pr, K/k)er .

<� � ���� �� ����(���	4 ���	�� ������������ ������ 9

I(c) −→ Gal(K/k), a �→ (a, K/k).

���� �� �	���� ���4 ���� ����	���� ��	 ������������ ������ 	� ��6���� ���2
6	��+	� .�� ��,�� 	� ���	�� �	 �	(�� ��.����� @����2�	 Ac� �����4 ������������
������ ����� �� �������(���	

I(c)/Ac −→ Gal(K/k).

<� �	� +��� I(c)/Ac ����	 ��	 ������������� �� �����	 �	 �����	� �������� Ck4
	 �	� ����	�� ����	 �	� ������� ������� ���������� H� �	 ���	 ����� �� ��	����
�	 ��+��� 7 ���� �	��	�'�	 Ac� �� ������	4 ���� �	 ��� �������4 	� �����	 ��� �� ���
�	 ���������� �������

"�&�
�
�� �'�'� ,� �	�� N(c, K/k) �� �	��'��	��� �� I(c) �	�� ��� ������ ��
�� �	��� NK

k (i)� 	� i ∈ IK �

)�����
�
�� �'�'� ,� � N(c, K/k) ⊂ Ac�

"��������
��'<� � 7 ����	� ��	4 ���� a ∈ IK 	� ��	 NK
k (a) ∈ I(c)4 (NK

k (a), K/k) =
1� :�� ����������+��4 �� ��5 �	 �	 ����	� ���� a = P ��	��	�� .�� p ������� ��	2
��	� �	 k 	�2�	����� �	 P� <� � NK

k (P) = pfp � ����4 ���� x ∈ OK 4 	� ����
σ = (NK

k (P), K/k)4 �� � 9 σ(x) ≡ xNpfp mod P� =��� Npfp = NP4 	 xNP ≡ x
mod P4 ���E �	 ������� ♦

�����4 ���� ����������� ��67 ��	 ����	 �� ��,�� ������� ���� �� ����2�	����
���+��	4 ���� ������ ��������	 �� ���	 ����2�����	 �	 I(c)4 ��� Pc4 	 ���� ����
�� +	��� I��� �	 ���������� ������J ��	 Ac = PcN(c, K/k)�

��� ������ 	
�� ������ ��� �
�������� 	� ��� �	���� �������

��



��� -����	� �������� ����������	�

M��������4 ���� �+��� ��������� �� ���� c �	 Ok� "� 
��4 ���� ������ �+��� '	����
���� �'6	 �� �	� ���� �������4 ��	 ���� ���	��	 �� �(��� 	 ��� 	� ����� ���+	�
���	�� �� �	����� �����	 	� �� ���+��	 9 ��������	� �� ����� c �	+�	� 7 ��������	�4
���� �� p4 �� 	��	� vp(c) � 0� �� ����	��������	 	� �����	 ��� 9

c =
∏
p

pvp(c).

@��� ������ ����	��� ��������	� �	� ����(���	� ��6	��
� λ : k −→ R I���	��� �	�
��	�������� ����J ����	 �	� ����� �������� ��
��� I�� �����	 �	� �����	�	��
�����	�	� ��� ��	��J� <� �� ��	 λ �	 ����
� ���� ��	 	�	����� K/k ���� 	���	 ��
�����	�	� �����	�	 ��� ��	� �	 K ��P������ �+	� λ ��� k� �	� ������ ��	��	��
��������	�� ��� ��� 
���� A� �(��� �	 k 	� ����� ��� �������� �� ������ 
���	�

c =
∏
p

pvp(c),

�E p ������� ��� �	� ������ ��	��	��4 ���� 	 ������4 vp(c) � 04 	 vp(c) = 0 ���

���� �� ���'�	 ��� �	 p� �	 ������ �	��	�� ��� p ���� �����	��	 �� ������ 
���
�	 c� <� �� ��	 c0� �����4 c0 	� �� ����� �	 Ok�

���� �� ���	4 c ������	 �� �,��	4 	 ��� ���� �� �����	 ������ O�	� �S�4 �	�
������� ��	 ���� �+��� �������	� ������+�� �	�	� +����	�� :�� 	�	���	4 I(c)
������	�� 	� 
�� I(c0)� �����4 I(c) �	 ���	�� ��� �	 �� ����	 �����	 �	 c�

H���������� ����	��� Pc� :��� �� x ∈ k∗4 �� ��	 vp(x) ��	������ �	 p
���� �� 
���������� �	 (x) �����	 ��� �	 (���)�	 ������

"�&�
�
�� �'�'� ,� ��� ��� x ≡ 1 mod c �	�� �� x = 1� �	�� �� x �= 1 �� -
$& �	�� �	�� p 
�� ��� ��� vp(c) > 0� 	� � vp(x) = 0 �� vp(x − 1) � vp(c)
;& �	�� �	�� λ ��
�� ��� ��� vλ(c) > 0� 	� � λ(x) > 0�

"�&�
�
�� �'�'� Pc ��� �� �	��'��	��� �� Ik �	�� ��� ����� ���������� (x)� �"��
x ≡ 1 mod c�

�	 ���� �J ���� �� �������� ��2�	���� �������	 ��	 Pc ⊂ I(c)� H� 	� ����� �����
��	 Pc 	� �� �����	� �	 �����	 ����	� I(c)/Pc 	� ���	�� �	 ��	��� ��� c'�������
�������� Q���� c = 14 �� �	���+	 Ck� �	 
�8�� �������	4 �,�� ����� �� �����	
�	 Ck4 �� 	� ���� I��R�	 �� (���)�	 �(�����J �	 +��� ��	 I(c)/Pc 	� ����

*������ �'�'� ����	�� k = Q�  	�� m ∈ N �� �	�� λ∞ �������� ��	������� Q →
R�  	�� c = (m)λ∞� ��� ����� �������� p ∈ Pc �	�� ��� (p)� �"�� p �� �	����
������� %�	��� > 0& ��� ��� p ≡ 1 mod m�  	�� K = Q(ζ)� �"�� ζ ��� ������
�������"� m'���� �� ������� ��������� $�:�$ �	���� ��	�� ��� K/k ��� �	� ����
�
�� ���	�� �� c %�������	�� λ∞ �� ����
�& �� ��� p ∈ Pc ⇒ (p, K/k) = 1�

��� &������ ζ �	 �	�	����

�	 �	�	�� � �	����	�	� ��67 �	������ �� 
������ ζ �	 K�	���� 9

ζ(s) :=
∏

p premier

1
1 − p−s

·

-	 ������ ���+	��	 �� �s > 1 	 �� � ����� 9

ζ(s) =
∑
a�1

1
as

·

��



.�� ����	��� k �� ����� �	 ���'�	�� <� ���	 9

ζk(s) :=
∏
p

1
1 − Np−s

=
∑

a

1
Nas

·

ζk 	� ���	��	 �� �	����	� ζ �� #���3���� ���� �	 ��� k = Q4 �� �	���+	 '�	� ��

������ ζ �	 K�	����� :������+��� �	� ���������� .�� A �� 	��	�'�	 ���������
<� ���	 9

ζk(s, A) :=
∑
a∈A

1
Nas

·

�	���� G �� ����	 ��	� ����	 ��	 ��� �	� ������ 	��	�� I��� 
����������	�J ����
A� .�� ����	��� c �� �,��	 �	 k� <� ���	 9

ζk(s, c) :=
∏
p�c

1
1 − Np−s

=
∑

a∈I(c)

1
Nas

= ζk(s, I(c)).

H� 	� ����� ������� ��	

ζk(s, c) =
∑

A∈I(c)/Pc

ζk(s, A).

"� �	 ��� ����	��	 �� ���+	��	��	4 ���� �������� ��� '	���� �� ���� �� 	��	��
"� 
��4 ���� ������	���� �	� 
������� ����� +�������	 �	 �� H� ��5 ���� �	 +���
��	 �	� 
������� �	 �������	� ��� �� ��+	� ���	��� �� ���	��� �	 (���)�	
���+�� 9

!������� �'#'�  	�� k �� �	��� �� �	����� �� ���� n ��� Q� c �� �(��� �� k�
�� A ∈ I(c)/Pc� .�	�� ��� �	����	�� ζk(s)� ζk(s, c) �� ζk(s, A) �� ��	�	����� �� ���
�	����	�� ��	�	����� ��� �� ����'���� �s > 1 − 1/n� �� ���� ���� �)�� ��� s = 1�
9���� �� �)�� ������� �� ����� �� ��� > 0�

"�&�
�
�� �'#'�  	�� U �� "	������� �� 1 ���� C �� �	���� f �� g ���� �	����	��
�	�	�	����� ��� U \ {1}� .������	�� 	� �� ��� ����	�� �7�� ��� ��	�	����� ���
U � ,� �	�� f(x) ∼ g(x) �� f − g ��� �	�	�	���� ��� �� "	������� �� 1� ,� �	��
f � g ���� ������ ε > 0 �� Δ ∈ R ���� ���� ��� ]1; 1 + ε[� f �� g �	�� � "������ ������
�� f � g + Δ�

"�&�
�
�� �'#'� =	�� ���	�� ������� �� ����������	� �� �	�������� ������� ���
log(1 − s) = −s − s2/2 − s3/3 − . . . �� ��	�	��� ����(��������� � C \ R−�

)�����
�
�� �'#'�

log
1

s − 1
∼ log ζk(s) ∼

∑
p

1
Nps

∼
∑
fp=1

1
Nps

·

"��������
��' :�� �	 (���)�	 �����4 	� ���� r �	 ������ �	 ζk 	� �4 �� 	���	
��	 
������ h ����,���	 ���� �� +�������	 �	 � 	��	 ��	 9 ζk(s) = r

s−1 + h(s)�
���E ζk(s) = 1

s−1 (r + (s − 1)h(s))4 ���E log ζk(s) = log 1
s−1 + log(r + (s − 1)h(s))�

=��� r �= 04 ���� log ζk(s) ∼ log 1
s−1 �

�����	 ���4 �� � ζk(s) =
∏

p
1

1−Np−s 4 ���� log ζk(s) =
∑

p − log(1 − Np−s)4
���� 9

log ζk(s) =
∑

p,m�1

1
mNpms

·

=��� �� ����	 ���� m � 2 ���+	��	 ����� s = 14 ���� 9 log ζk(s) ∼ ∑
p

1
Nps �

"���4 Np = pfp 4 �E p 	� �������	 ���'�	 ��	��	� ���� p� ���� �� ����	 ��� �	�

��



p 	�� ��	 fp � 2 ���+	��	4 ���E �	 ������� ♦

-	 ������ ����,���	 ��5 ��67 7 �� ��	�+	 �	 �� ���6	��+�� �	 ������������
������4 �������	 	� ����

!������� �'#'�  	�� K/k ��� �������	� �������� �� �	��� �� �	������ �	� ��'
��
� �� ���	�� ���� ������� �(��� c �� k� �����������	� ��.����

I(c) → Gal(K/k) , a �→ (a, K/k)

��� ���6����"��

����� �'#'#  � �����������	� ��.���� ��� �	�������� ��	�� K = k�

"��������
�� �� ����� �'#'#' :�� �� ���������� �����4 �� �

log
1

s − 1
∼ log ζK(s) ∼

∑
P

1
NPs

∼
∑

p

∑
P|p

1
NPs

·

=��� ������������ ������ 	� ������	4 ����4 ��� �� ���������� �����4 ��� �	�
p ∈ I(c) �	 ��������	� ���	�	� ���� K� ����4 ��2�	���� �	 �(���	 p ∈ I(c)4 ��
, � n P4 �E n = [K : k]4 	 �� � NP = Np� ����4 ���� �� p ∈ I(c)4∑

P|p

1
NPs

=
∑
P|p

1
Nps

= n
1

Nps
·

����
log

1
s − 1

∼ n
∑

p

1
Nps

∼ n log ζk(s) ∼ n log
1

s − 1
,

���� n = 14 ���� K = k� ♦

"��������
�� �� �������� �'#'�' .�� H ������	 �	 ������������ �������
K	�������� ��	 H 	� �������� ���� Gal(K/k)� .�� F �	 ����� ��	 �	 H I����4
k ⊂ F ⊂ KJ� $�R�	 7 �� (����	 �	 $�����4 �� ��5 �	 ����	� ��	 F = k� /��
p �	 k ��� �	 �����	 ���� F �	 �����	 ���� K� ���� �� �	� ������ ������������
������

I(c) −→ Gal(F/k), a �→ (a, F/k).

=���4 ���� p ��	��	� ���� I(c)4 (p, F/k) 	� �� �	������� �	 (p, K/k) 7 F � ����4
��� �������� �	 F 4 (p, F/k) = 1. ����4 ��� �	 �	��	 �����4 F = k� ♦

��� .���	� L

"�&�
�
�� �'+'�  	�� G �� ��	��� ������ 
��� �� �����)�	 �� G ��� �� �	�'
������ χ : G −→ C∗� ��� ���������� �� G �	����� �� ��	��� �	�� �� ������������	��
�	� Ĝ�

<� ����	� ��	 Ĝ 	� �������(	 7 G� :��� ��� �������4 ���� ������ �����	� ��

�����	 ��	 1����(��������3 9

)�����
�
�� �'+'� �	�� �	�� x ∈ G� 	� � -

∑
χ∈Ĝ

χ(x) =

{
0 �� x �= 0,

|G| �� x = 0.

�)
��� ���	��� � ���� 	� �0����� 	� ������� 	�� *����� �������� ����� ���0��� ��� ���
�������� 	
�� *���� �+������ ���� ��� ������� � ���	���

� 



"��������
��' .� x = 04 ��	� ������ .� x �= 04 ����� ∃χx ∈ Ĝ 	� ��	 χx(x) �= 1�
<� � ����� 9

∑
χ∈Ĝ χ(x) =

∑
χ∈Ĝ χxχ(x) = χx(x)

∑
χ∈Ĝ χ(x)4 ���E �	 ������� ♦

"�&�
�
�� �'+'�  	�� k �� �	��� �� �	������ c �� �(��� �� k� �� χ �� ���������
�� I(c)/Pc� ,� �
��� �� ����	 � ����� -

Lc(s, χ) :=
∏
p�c

1
1 − χ(p)Np−s

·

�����4 ���� �	 ��� �E χ = 14 �� � 9 Lc(s, χ) = ζk(s, c)� K	+	���� �� ��� ��������
-���	 ���� �	� 
������� ζ4 �� � ��	 	���	����� �����+	 9

Lc(s, χ) =
∑

a∈I(c)

χ(a)
Nas

K���	���� ��	 �	� ����	� ��� ��6���� ����	� ��� �	� ������ 	��	�� I��� 
������2
����	�J a� <� 	� ����� 9

Lc(s, χ) =
∑

A∈I(c)/Pc

χ(A) ζk(s, A).

"� �	��	��� �� ����������� �	 �� ���������� �����4 �� �'�	� 9

log Lc(s, χ) ∼
∑

p

χ(p)
Nps

∼
∑
fp=1

χ(p)
Nps

I�J

-�	� �� ��+	�� �	 �� ���+	��	��	 	� � ��	 �	 ������	�	� �	� ����	� L ��F)�	

�����	���	�	� �	 �	��� �	� 
������� ζ 9

)�����
�
�� �'+'�  	�� n = [k : Q]�  � χ �= 1� �� ���� L �	�"���� �	�� �	�� s �"��
�s > 1 − 1/n� �� �
��� ����� ��� �	����	� �	�	�	���� ��� �� ����'�����

�����4 �	� 
������� L ���� ��� �	 �?�	 	� �� �	 (���)�	 ���+�� 	� ����	 �����	
��������	 ���� �� (����	 �� ����� �	 �����	�� @��� �+��� �	���� 	� ���	�	 - ��
������ ���� ������� T �	���2�� ��5 7 �� ��	�+	 �� (���)�	 �	 *	'���	+�

!������� �'+'�  	�� K/k ��� �������	� ���	������� �� �	��� �� �	������ �� ��'
�� n�  	�� c �� �(��� �� k ��"������ ��� �	�� ��� p ��� �� ����
��� ���� K�  	��
H = PcN(c, K/k)� �	�� �	�� ��������� χ �= 1 �� I(c)/H� �� �	�������� χ �	���
�� ��������� �� I(c)/Pc� 	� � -

Lc(1, χ) �= 0.

#� ����� |I(c)/H | � n.

"��������
��' @���� h = |I(c)/H |� .�� χ �= 1 �� �����)�	 �	 I(c)/H � .��
m(χ) � 0 ������	 �� U��� �	 Lc(s, χ) 	� �� =������ ��	 m(χ) = 0� <� � 9

log Lc(s, χ) ∼ m(χ) log(s − 1) = −m(χ) log
1

s − 1
· I�J

K��������� ��������� I�J ���	 �!� :�� �������� �	 χ4 χ(p) �	 ���	�� ��	 �	 ��
�����	 �	 p mod H 4 ����

log Lc(s, χ) ∼
∑

A∈I(c)/H

χ(A)
∑
p∈A

1
Nps

·

�!



"� ������ ��� ��� �	� χ4 �� �'�	� 9
∑

χ log Lc(s, χ) ∼ ∑
χ

∑
A χ(A)

∑
p∈A

1
Nps ·

:��� χ �= 14 �� �	� �������	� I�J� :��� χ = 14 �� � log Lc(s, χ) = log ζk(s, c) ∼
log ζk(s)4 	 �� �������	 �� ���������� ������ H� +�	� 9

(1 −
∑
χ�=1

m(χ)) log
1

s − 1
∼

∑
χ

∑
A∈I(c)/H

χ(A)
∑
p∈A

1
Nps

·

<�������2���� ����	��� �� 	��	 �	 ����	� @��� ���+��� ��	�+	��� �	� ����	�
��� χ 	 ��� A4 	 �������	� �� ���������� ������ -	�� ����	 9

(1 −
∑
χ�=1

m(χ)) log
1

s − 1
∼ h

∑
p∈H

1
Nps

·

K	�������� ��	 �� �������� �	 �� ����	4 NK
k P = pfp 4 ���� �� ��	 9 p ∈ N(c, K/k)

��� p ∈ I(c) 	 fp = 1� ����4 +� ���	 �(��� �	 c4 p ∈ N(c, K/k) ⇔ p 	� ��	��	�
�+	� c 	 �	 ��������	 ���	�	� ���� K� <� N(c, K/k) ⊂ H � ���� 9∑

p∈H

1
Nps

�
∑

p∈PK/k(1)

1
Nps

� 1
n

∑
fP=1

1
NPs

,

���������2�	���� �	 �(���	 p �	 ���������� ���	�	�4 �� , � n P� ���� 9

(1 −
∑
χ�=1

m(χ)) log
1

s − 1
� h

n
log

1
s − 1

·

���� 1 − ∑
χ�=1 m(χ) � h/n� ���� h/n � 14 	 ���� �� χ �= 14 �� � m(χ) = 0�

-�	� 	���	�	� �	 ��	 ���� �	+���� ����+	�� ♦

�� "������ �	 �� (����	 �� ����� �	 �����	�

@��� 	� ��+��� ����	��� ��5���	� ���� �����	� �	� ���������� (���)�	�
�� ����� �	 �����	�� -���	�8��� ��� �	 (���)�	 ��������� 9 �� ��� �	 ����������
������ I(���)�	 �� ��J�

.�� k �� ����� �	 ���'�	� 4 c �� �,��	 �	 k4 	 K/k ��	 	�	����� �'���	��	
�	 �	��� n ��� ������	 	� �	(��� �	 c4 �	 ��� ������	 ��	 c 	� ��+���'�	 ��� ���
�	� p �	 k I���� 	 ������J ��� �	 �����	� ���� K� @��� �+��� ����� 	� ���
��	 ������������ ������ ��� ��	 ���6	���� �	 I(c) ��� Gal(K/k)� H� ����� �	
��	����	� ��� ��,�� Ac� -���	�8��� ��� ��	 �	�	 �������	��	 �	 �����	 �	�

������� L 
��	 ��2�	���� 9

)�����
�
�� �','�  � Pc ⊂ Ac� ��	�� Ac = PcN(c, K/k)�

"��������
��' @���� H = PcN(c, K/k)� :�� �������� �	 Ac4 ������������
������ 	� �� �������(���	 9 I(c)/Ac → Gal(K/k)� ���� |I(c)/Ac| = n� <� ���
I���������� �����J ��	 N(c, K/k) ⊂ Ac� ����4 �� Pc ⊂ Ac4 ����� H ⊂ Ac� .��2
������ ��	 ����������� ��� ����	� ����� |I(c)/H | > n� -	�� ����	�� �	 (���)�	
������ ���� H = Ac. ♦

>���� ����	��� �� ��� �	 ���������� ������ 9

!������� �','� �	�� �	�� �(��� c �� k �� �	�� �	��� �������	� �������� 
���
K/k �	� ����
� �� ���	�� �� c� �����������	� ��.���� ��� �� ��	�	������� -

I(c)/PcN(c, K/k) −→ Gal(K/k).

�#



"��������
��' �� ���6	��+�� � �� �������	 	� ���� H� ����� ���� �	 ����	�
��	 Ac = PcN(c, K/k)� :�� �� ���������� �� ��4 �� 1��53 �	 ����	� ��	 Pc ⊂ Ac�
-�	� 
�� ���� C���� �D4 ��� �002�0 � ���� �	 ��� ��������	� �E k = Q4 K = k(ζ)4
�+	� ζ ��	 �����	 ������+	 m2�)�	 �	 ������4 	 c = (m)λ∞4 ��	�	���	 ����� ����	
��	 K/k 	� ��� ������	 	� �	(��� �	 c 	 ��	 p ∈ Pc ⇒ (p, K/k) = 1� <� 	�
����� �����	� ��	 Pc ⊂ Ac4 �	 ��� ����+	 ���� �� ��� ���� �	 ��� ��������	�� ♦

�����4 �� ��� �	 ���������� ������ 
�� ����	������	 7 ��	 	�	����� �'���	��	
K/k ��� ������	 	� �	(��� �	 c �� �����	 H = PcN(c, K/k)� �	 (���)�	 ���+��
I�����J 	� ���	�� �	 (���)�	 ��	���	��	 �� ����� �	 �����	�� H� 
�� �� ����������
��+	��	 9

!������� �','�  	�� c �� �(��� �� k�  	�� H �� ��	��� ��� ��� Pc ⊂ H ⊂ I(c)�
.�	�� �� ������ ��� �������	� �������� K/k� �	� ����
� �� ���	�� �� c� ����� ���
H = PcN(c, K/k)� K ��� ����� �� ����� �	 �����	� ���	�� � H�

@��� �������� ��� '	���� �	 �	 (���)�	 ���� ����+	� �	 (���)�	 �	 *	'���	+�
H� ���� �	�+��� 	� ���	�	 - 7 �'	��� �� ������ ������� ��� �	� 
������� L�

"�� ����� �� �,��	 c �	 k4 �� (����	 �� ����� �	 �����	� ����	 ���� ��	
����	��������	 	��	4 ����	 ���4 �	� 	�	������ �'���	��	� K/k ��� ������	� 	�
�	(��� �	 c I�	� 1����� �	 �����	�3J4 	 �����	 ��� �	� �����	� H 	�� ��	 Pc ⊂ H ⊂
I(c) I�	� 1�����	� �	 �����	�3J�

��! -�� �'���	� �� (���)�	 �	 *	'���	+

-���	�8��� ��� ����+	� �	 ������ ���+�� 9

!������� �'-'�  	���� k �� �	��� �� �	������ c �� �(��� �� k� �� H �� ��	���
��� ��� Pc ⊂ H ⊂ I(c)�  	���� h = |I(c)/H | �� A0 ∈ I(c)/H�  �� �	�� �	�� ���������
χ �= 1 �� I(c)/H� 	� � Lc(1, χ) �= 0� ��	��∑

p

1
Nps

∼ h
∑

p∈A0

1
Nps

·

"��������
��' @��� ������ 	�����	�
∑

χ χ(A−1
0 ) log Lc(s, χ)4 �E χ ������� �	�

�����)�	� �	 I(c)/H 4 �	 �	�� 
�8��� ��F��	�	� �� +�������	 �	 �� ���'���4 �� � 9∑
χ

χ(A−1
0 ) log Lc(s, χ) = log ζk(s, c) +

∑
χ�=1

χ(A0)−1 log Lc(s, χ),

�� log ζk(s, c) ∼ ∑
p

1
Nps ��� �� ���������� ����� (ζk(s, c) 	 ζk(s) �	 ��F)�	� ��	 ���

�� ���'�	 ��� �	 	��	�J 	
∑

χ�=1 χ(A0)−1 log Lc(s, χ) ∼ 0 ������	 Lc(1, χ) �= 0�
���� 9 ∑

χ

χ(A−1
0 ) log Lc(s, χ) ∼

∑
p

1
Nps

·

=���4 �����	 ���4 	� ������� ��������� I�J ���	 �!4 �� �'�	� 9

∑
χ

χ(A−1
0 ) log Lc(s, χ) ∼

∑
χ

∑
p

χ(A−1
0 )χ(p)
Nps

·

<� χ(p) �	 ���	�� ��	 �	 �� �����	 A ∈ I(c)/Pc �	 p4 ����

∑
χ

∑
p

χ(A−1
0 )χ(p)
Nps

=
∑

χ

∑
A

χ(A−1
0 A)

∑
p∈A

1
Nps

·

�%



<� �	� ����� ��	�+	��� �	� ����	� ��� A 	 ��� χ4 	 �������	� �� 
�����	 ����2
(�������� 2.5.14 �	 ��� ����	 �������	�	� �	 ������� ♦

� �� ����)�	 �	 �� ��� �	 ���������� ������4 ���� ���+��� ��67 	� ������	 ��
����	 	��	��	��	 �� (���)�	 �	 *	'���	+ 9

!������� �'-'� 0 � ���
�� �� �������� �� 1������23  	�� K/k ��� ��'
�����	� �������� �� ���� n� �	�� �	�� σ ∈ Gal(K/k)� 	� � -

d(PK/k(σ)) =
1
n
·

"��������
��' .��	� c �� �,��	 	� �	(��� ����	� K/k 	� ��� ������	4 H =
PcN(c, K/k) 	 h = |I(c)/H |� �� ��� �	 ���������� ������ ����	 �� �������(���	

I(c)/H −→ Gal(K/k).

���� h = n 	 PK/k(σ) ∈ I(c)/H � @���� A0 = PK/k(σ)� :�� �	 (���)�	 �����4
���� �� �����)�	 χ �= 1 �	 I(c)/H 4 Lc(1, χ) �= 0� ���� �	 (���)�	 ��!�� ���������	
	 ���� ����	 9 ∑

p

1
Nps

∼ n
∑

p∈A0

1
Nps

·

H� 	� ������	 ��	 d(A0) = 1/n. ♦

*������ �'-'� 0!������� �� � ��������
�� �
�����
���3 ���������� �	��
7 k = Q4 c = (m)λ∞4 	 K = Q(ζ)4 �E ζ 	� ��	 �����	 ������+	 m2�)�	 �	 �������
K/k 	� �'���	��	 	 �� � +� ���	��	 ��� ��� ������	 	� �	(��� �	 c 	 ��	 ����
�� ���'�	 ��	��	� p �	 ��+���� ��� m4 (p, K/k)(ζ) = ζp� ����4 ���� �� 	��	�
�����
 a ��	��	� �+	� m4 (a, K/k)(ζ) = ζa� ���� p ≡ a mod m ⇔ (p, K/k) =
(a, K/k) ⇔ p ∈ PK/k(a, K/k)� :�� �	 (���)�	 ��!��4 d(PK/k(a, K/k)) > 04 ����
PK/k(a, K/k) ����	� ��	 ������ �	 p4 ���� �� 	���	 ��	 ������ �	 p 	�� ��	
p ≡ a mod m�

��# /(���)�	 �	 *	'���	+

@��� ������ ����	��� ����+	� �	 ������ �	���� �	 �	 ������	� @��� �+���
��67 
�� �� ����	 ��5���	 	� ��!���

!������� �'.'� 01������23  	�� K/k ��� �������	� ���	������� �� �	��� ��
�	����� �� ���� n� σ ∈ Gal(K/k)� �� c �� �������� �� �� ������ �� �	�6�����	� ��
σ ���� Gal(K/k)� .�	��

d(PK/k(σ)) =
c

n
·

"��������
��' .�� f ������	 �	 σ ���� Gal(K/k) 	 ��� Z �	 ����� ��	 �	 〈σ〉
I�	 ����2�����	 �,�����	 �	 Gal(K/k) 	��	���� ��� σJ� ����� Gal(K/Z) = 〈σ〉� "�
��������	�4 Gal(K/Z) 	� �'���	�4 ����4 ��� �	 (���)�	 ��!��4 d(PK/Z (σ)) = 1/f �
.�� P (σ) ��	��	�'�	 �	� P �	 K 	�� ��	 (P, K/k) = σ� ����� P (σ) ����	�����	 7
��	��	�'�	 P ′

K/Z(σ) �	� q ∈ PK/Z (σ) 	�� ��	 q∩k �	 ��������	 ���	�	� ���� Z�

	����������� ����� �������	����� ��� ���� ������� ∼=� $��� �� ����� ���� ��� 	����� �� %
P �→ q := P∩ OZ � 1� � q ∈ PK/Z(σ)� �� �2��� P ��� �� 	����� 	� q� �� (P, K/Z) = σ �� Z
��� ��� �� σ� (������ ��� p := q ∩ Ok �� 	�������� ���������� 	��� Z� 1� � (P, K/Z) =
σ = (P, K/k)� 	���� �� ������� � �
�������� -&. ��*� 33� �� ���� ��� Nq = Np� $��� fq|p = 1�
$��� p �� 	�������� ���������� 	��� Z� $��� �
���� ����� �� �������	���� ��� 	����� �� %
q �→ P := qOK � �� �2��� q ���� ����� 	��� K�

�0



-���	 �	� ������ ��	��	�� �	���� ��� ��� �������4 ��� �	 �	��� �'���� > 14 ����
���+��� �	� ��	�	 	 �'	��� d(P ′

K/Z (σ)) = d(PK/Z (σ)) = 1/f. @��� �+��� ��	
���������� ���6	��+	 ρ : P ′

K/Z(σ) → PK/k(σ)4 q �→ q∩k� -���	 P ′
K/Z(σ) ∼= P (σ)4

���� �'	����4 ���� �� p ∈ PK/k(σ)4

ρ−1({p}) ∼= {P ∈ P (σ) 	�� ��	 P | p} ∼= Gσ/〈σ〉,

�E Gσ 	� �	 ����2�����	 �	 Gal(K/k) 
���� �	� ����	�� ������� �+	� σ� ���� 9

d(PK/k(σ)) =
1

|Gσ/〈σ〉|d(P ′
K/Z (σ)) =

1
|Gσ| ,

�� �������	 �	 Gσ ���� Gal(K/k) 	� c4 ���E �	 ������� ♦

 �����
�� �'.'�  	�� K ��� �������	� ���	������� �� k� ,� � -

d(PK/k(1)) =
1

[K : k]
·

 �����
�� �'.'�  	���� K �� L ���� �������	�� ���	���������
 �� k� �������� ����
��� �7�� ��)���� ��������� �� k� ,� � -

PK/k(1) � PL/k(1) ⇐⇒ K ⊂ L.

"��������
��' .� K ⊂ L4 ����� PK/k(1) � PL/k(1)� K��������	�	�4 �� PK/k(1) �
PL/k(1)4 �����4 ����	

PKL/k(1) = PK/k(1) ∩ PL/k(1),

�� � 9
PKL/k(1) � PL/k(1).

���� d(PKL/k(1)) � d(PL/k(1))4 ���E4 ��� �	 ���������	 ������	�4 [KL : k] � [L : k]4
���� KL = L4 ���� K ⊂ L� ♦

�
4� ��� �������� 	� ������� �
0+���0��� 5L *����������6�

��



� ��� ������� 
�����

�� ��'� �� 19��� ��)��	4 ��	
�� ������ ����+� �	 �	���	� (���)�	 �	
&	��� ���� ��	 ��	 �����	 ��	��������� 4 ��� �4 ��4 ��. . . � �	� ��)� 7 ��
�B�	 �����	4 ������� ��� +�� 7 '�� �	 ��	������ !� ���)� �	��4 ���������	
�	� ���	��	� ������� �� ���� �	 �000 
����� 	 ��	 �������	 ���� ���� �� �	�����	
��� ����+	��� �	 ����� (���)�	 �	 &	���� �	� ���� R��	� ������	��� ���	�
��� 	 ����
�� ���� �	 �� �����	 �� 1�� ���� �#�!4 ��� ������)�	� �(����
�+��� �����+	� ��	 ��	�+	� >����4 	� ���������4 ��	� ��� �	�� �������	�	� 9
��������� ��	 ���� �,��� xp + yp = zp �+	� p ��	��	� ������ 	 x4 y4 	 z ���� Z�
�����4 	� ����� ζ = e

2iπ
p 4 �� � 9 yp = zp − xp = (z − x)(z − ζx) . . . (z − ζp−1x)� <�

�'�	� ���� ��	 ���+	��	 
���������� �	 yp4 ��� �	 
�������� ��67 	� yp = y . . . y�
-	�� ����	�� 	F	��+	�	� �� 
��������� �	 Z[ζ]� <�4 ��� �������	 �+	� Z4 �	� �	��
&���8��� ���,��	�4 �(���� �	 �	�� �?�4 ������ �������	� 
����	�	� ����	� ��	 Z[ζ]
	� ��6���� 
�����	�4 	 ����� ����+	� �	 ����� (���)�	 �	 &	���� &����	�	�4 �	
�� ��� �#�!4 ���������	 �	8� �� ������	� ����� ��� ����� ������ ����4 ���
	�������� ��	 Z[ζ] ����� ��� ��6���� 
�����	�4 ������ ����� �	� 	������ �	 ���
	 ����
�� =��� ���� �+�� 
�� ��	 ���	 �����+	�	 9 �� �+�� ������� ��	4
�B�	 �� �	� ���'�	� ��������	� �	 
��������	� ���4 �� ��� �����'�	 �	 ��������	�
�	� �	����� ����� ���� �������� ���4 	��4 �	 
������	� '�	�� -���	� ������ �	
	�� ���'�	� ������ ; -����	�	�4 �� ���'�	 ����� ��� B�	 �����	�	� ��	�����
��� ��	��	�'�	 �	 �	� ������	� ���� OK � <� ��� ���� ���+��� ��	���	� �� ���'�	
����� i 7 ��	 �	����	 ����	 I �	 OK 4 �	 �		 
�8�� 9

∀x ∈ OK , i | x ⇐⇒ x ∈ I

=���	���4 �� �	� ������	� ��	 �	����	� �)��	� ���(�����	� ��������	� ���+	�
�	�	� +���	� ���� �	� ���'�	� ������� @��� ������ 	� ������	 �	� ��������� ��	 ���
+����	� I ⊂ OK � :��� ����	��	�4 �� � �� �)��	 9

∀x, y ∈ OK , i | x 	 i | y =⇒ i | x − y.

-	�� �	 ����� ��� 9

∀x, y ∈ OK , x ∈ I 	 y ∈ I =⇒ x − y ∈ I.

�����4 I 	� �� ����2�����	 �����
 �	 OK � =��� ���� �+��� ����� �� �)��	 9

∀x, y ∈ OK , i | x =⇒ i | xy.

-	�� �	 ����� ��� 9
∀x, y ∈ OK , x ∈ I =⇒ xy ∈ I.

���� I 	� �� ����� �	 OK 4 �� �	�� ���	��	 �� 	��	� ������������ �	� ���'�	�
������ � �	���� 7 ���� �	 ���'�	� �	����	� �����	� ���� �	� ������� �	 ���
	 ����
�4 	 ����� �	 ������	� �	 (���)�	 �	 &	��� ���� ��� �	� 	�������
��	��	���� ��
���	��� 7 �004 ���
 �!4 �% 	  !� �	 �	�	�� ����	��� ��� �	 ��6	
���+	�� �	 ���� ����	� ��
�������� ���� C@	�����( �D 	 CV��( �D�

���� ���� ��� ���� �������� ����� p ��� ��� 2p + 1 ��� ����� ������ �� ��� ����� �����
p ��� 	����� ������ �� 5����� 	� "��0�� 7�����6�

��
������ � ����� �� �0����� 	� 8���� ��� ���� �������� p 5�*����6� p ��� 	�� �*���� ���

p �� 	����� ��� �� ����� 	� ������� 	
�	���� 	� Q(e2iπ/p)� ������ � ����� ��� p ��� �*����
��� p �� 	����� ����� 	�� ��������� 	�� ������ 	� 9������� B2, B4, . . . , Bp−3�

��
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4����
�� �'� B���� �	�� ��� �	����� �������� p ��� ���"��� ������� p = a2 + b2�
�"�� a �� b ������� C

<� �	� �	�����	� ��	 a2 + b2 = (a+ b
√−1)(a− b

√−1)� �����4 p ������ a2 + b2

��4 	 �	��	�	� �� p ��	� ��� ��������'�	 ���� Z[
√−1]� <� p 	� ��������'�	 ����

Z[
√−1] ��4 	 �	��	�	� �� ������� pZ �	�	 ��	��	� ���� Z[

√−1]� =��� ����	����
I	�	���	 �����J ��	 Z[

√−1] 	� �����	�� �	� 	��	�� �	 Q(
√−1)� �� ��	���� O��

	� ���� ����+��	�	 7 �� ���+��	 9

4����
�� �'� B���� �	�� ��� ����� �������� p �� Q ��� �� ������� ��� ��������
���� Q(

√−1) C

��� �	 ��������	 7 �		 ��	����4 ����+��� �� ���������� ���+��	 9

)�����
�
�� �'�  	�� K/k ��� �������	� �� �	��� �� �	����� ����� ��� - ∃α ∈
OK , OK = Ok[α] �  	�� u ∈ Ok[X ] �� �	�(�)�� ������� �� α ��� k�  	�� p �� ����
������� �	� ��� �� k� �� ũ ∈ (Ok/p)[X ] �� ������	� �� u mod p� .�	�� -

p ����� ������� ���� D ⇐⇒ ũ ��� ����������� ���� (Ok/p)[X ]. I�J

p �� ����
� ���� K ⇐⇒ ũ � �� ������� �������� ���� (Ok/p)[X ]. I J

"��������
��' ������������ X �→ α ����	 �� �������(���	

Ok[X ]/(u) −→ OK .

���� OK/p = Ok[X ]/(u)/p = Ok[X ]/p/(ũ) = (Ok/p)[X ]/(ũ)� <�4 ��� ��������4
p �	�	 ��	��	� ���� V ⇐⇒ OK/p 	� ��)��	� ���� ��	� �	 ��� ��� (Ok/p)[X ]/(ũ)
	� ��)��	4 ��� ũ 	� ��������'�	� ���� I�J 	� ��67 ����+�	� Q��� 7 I J4 �� �	� �	2
�����	� ��	 p �	 �����	 ���� K ��� OK/p ����)�	 �� �����	�4 ��� (Ok/p)[X ]/(ũ)
����)�	 �� �����	�� ���� ��	� �	 ��� ��� ũ � �� 
��	�� ������	 ���� (Ok/p)[X ]�♦

���������� �	�� 7 k = Q4 K = Q(
√−1)� � ��	�	���	 ����� �� � +� ��	 9 Ok = Z4

OK = Z[
√−1]� :�	���� α =

√−1� <� � u = X2 + 1� ���� �� ���������� ����
�� ��	 9 ���� �� ���'�	 ��	��	� p4 p �	� �������	 a2 + b2 ��� X2 + 1 � ��	
�����	 ���� Z/pZ� -�	� �	 ��� ��� 2� 	� �� ����� ���� (Z/pZ)∗ ��� I	�	����	 
����	 �	
(����	 �	� �����	�J p = 2 �� p ≡ 1 mod 4� >���� ���� �� ������	 7 �� ��	���� O�� G

�� ������������� ���+��	 �	 �� ���������� O�� �	��	 �������	 	������	�	�
�� 
���������� �	 p 9

)�����
�
�� �'� ."�� ��� �	����	�� �� �� ��	�	����	� E�$� ���"	�� ũ = ũe1
1 . . . ũer

r

�� ��	��	����	� �� ũ �� ��	���� ��������������� �	�� �	�� i� �	�� ui ∈ Ok[x] ��
�	�(�)�� �������� ��� ��� ui mod p = ũi� .�	��� ���� K� p ����� �� ��	��	����	�

pOK = Pe1
1 . . .Per

r ,

	� Pi = pOK + ui(α)OK � #� ����� �� ���� %�������& �� Pi ��� ��� � deg ui�

"��������
��' -�	� �� ������ ����	 '���	 ���	 ��� ���� �+��� ��67 
�� ��	
����	� �	 �	�	 	� ���� C@	�����( �D4 	��	 ���	�� ♦
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-���	 ��(�'���	4 k ������	 �� ����� �	 ���'�	�� .�� c �� �,��	 �	 k 	 H
�� �����	 	� ��	 Pc ⊂ H ⊂ I(c)�

!�������  '�  	�� χ �= 1 �� ��������� �� I(c)/H� .�	�� -

Lc(1, χ) �= 0.

"��������
��' ���������� �	 (���)�	 ��	���	��	 �� ��� <� �'�	� ��	 	�2
	����� �'���	��	 K/k4 ��� ������	 	� �	(��� �	 c4 	��	 ��	 H = PcN(c, K/k)�
���� χ 	� �� �����)�	 �	 I(c)/PcN(c, K/k)� :�� �	 (���)�	 �����4 Lc(1, χ) �= 0. ♦

 �����
��  '� 0�������� �� "
�
	���� ������
��3  	�� h = |I(c)/H |� �	��
�	�� A ∈ I(c)/H� 	� � -

d(A) =
1
h
·

"��������
��' $�R�	 �� (���)�	 -��4 ���� ���+��� �������	� �	 (���)�	
��!��4 ��� ����	 �������	�	� �	 ������� ♦
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