
Introduction au th�eme de recherche � syst�emes dynamiques en

dimension in�nie et �equations d��evolution

Romain JOLY

�� octobre ����

Une �equation d��evolution� quand elle a des solutions locales� engendre un syst	eme
dynamique local
 A une donn�ee initiale u� et 	a un temps t� on peut associer la fonc�
tion x ��� u�x� t� o	u u est la solution de l��equation aux d�eriv�ees partielles v�eri�ant
u�x� t � � � u��x
 Il est naturel de s�int�eresser 	a l�aspect qualitatif du probl	eme d��evo�
lution en �etudiant ce syst	eme dynamique local
 Si l��equation est dissipative� on peut� par
exemple� chercher 	a savoir si le syst	eme poss	ede un attracteur� quelle est son allure� ou
bien s�int�eresser aux probl	emes de stabilit�e� locale ou globale
 Cette approche� tr	es r�ecente�
comme la recherche en dynamique� date des ann�ees ��


� Notions de base

Dans cette partie� nous ne pouvons �evidemment pas donner toutes les d�e�nitions ou
propri�et�es des objets utilis�es
 Nous ne d�e�nirons que les notions importantes dont la
d�e�nition n�est pas intuitive et qui nous serviront par la suite


D�e�nition ����� Si �X� d est un espace m�etrique� on appelle syst�eme dynamique continu
sur X une famille �S�tt�� d�applications de X dans X telle que �
�� S�� � IdX
	� S�t� s � S�tS�s pour t et s positifs

� �t � �� S�t � C��X�X
�� �u � X� t ��� S�tu � C��R� � X�

On dit que u est un point d��equilibre de S�t si S�tu � u pour tout t � �


D�e�nition ����� Un syst�eme dynamique est dit de type gradient s�il admet une fonction
nelle de Lyapounov stricte �� c�est�adire une fonction de C��X�R qui v�eri�e pour tout
t � � et u � X� ��S�tu � ��u� et s�il admet la propri�et�e suivante � si pour tout t � ��
��S�tu � ��u alors u est un point d��equilibre�

La fonctionnelle de Lyapounov est en quelque sorte une g�en�eralisation de l��energie phy�
sique
 On notera en particulier qu�un syst	eme gradient ne peut avoir d�orbite p�eriodique�
ni d�orbite homocline �qui part et arrive 	a un m�eme point d��equilibre� par opposition 	a
h�et�erocline


�



La d�e�nition suivante g�en�eralise la notion de limite pour un syst	eme dynamique


D�e�nition ����� Soient S�t un syst�eme dynamique continu sur X et u un point de X�
on d�e�nit et note la trajectoire positive de u par ���u � fS�tu�t � �g� Si E est un
sousensemble de X� l�ensemble ��limite de E est

��E �
�
t��

���S�tE
X
�

C�est aussi l�ensemble

fv � X� il existe des suites tn � � et wn � E telles que tn �� �� et S�tnwn �� vg�

On peut d�e�nir de m�eme l�ensemble ��limite pour t �� ��� mais il faut faire attention
au fait que l�on n�a pas forc�ement unicit�e ou existence d�une trajectoire n�egative

Pour un syst	eme gradient� l�ensemble ��limite d�une trajectoire est inclus dans l�ensemble
des points d��equilibre

Dans la suite� X sera un espace de Hilbert
 Nous allons voir des conditions sous lesquelles
une �equation d��evolution engendre un syst	eme dynamique


D�e�nition ����	 Soit �S�tt�� une famille d��el�ements de L�X� On dit que �S�tt�� est
un semigroupe fortement continu �ou semigroupe C�� si �
�� S�� � IdX�
	� S�t� s � S�tS�s� pour t et s positifs�

� �u � X� t ��� S�tu � C��R� � X
On appelle g�en�erateur in�nit�esimal du semigroupe l�op�erateur lin�eaire
A � D�A 	 X �� X d�e�ni par �

D�A � fu � X� lim
t���

�

t
�S�tu� u existe dans Xg

Au � lim
t���

�

t
�S�tu� u

Le semi�groupe �S�tt�� est le syst	eme dynamique engendr�e par l��equation du
dt

� Au
 Le
g�en�erateur in�nit�esimal est toujours un op�erateur ferm�e

Le th�eor	eme fondamental est celui de Hille�Yosida �

Th�eor
eme ����� Si A � D�A �� X est un op�erateur lin�eaire ferm�e� D�A dense dans
X� alors A est g�en�erateur d�un semigroupe C� si et seulement si l�ensemble r�esolvant
��A contient une demidroite ������ �� � R� et il existe une constante positive M telle
que

k�	� A�nkL�X� �
M

�	� �n
� 	 
 �� n � N

�

�



Il existe un type de semi�groupe plus fort que les semi�groupes fortement continus
 Il s�agit
des semi�groupes analytiques �S�z� d�e�nis sur un secteur fz � C nfag�jarg�z�aj � �g
�a � R� � ���� �

�
�� et analytiques en z
 Ils sont engendr�es par les oppos�es des op�erateurs

sectoriels


D�e�nition ����� Un op�erateur lin�eaire B � D�B �� X est dit sectoriel si �
�� B est ferm�e et D�B est dense dans X
	� Il existe a � R�M 
 � et � ���� �

�
� tels que le secteur

�� � fz � C n fag�jarg�z � aj 
 �g est inclus dans l�ensemble r�esolvant ��B et

�	 � ��� k�	� B��kL�X� �
M

j	� aj

L�exemple typique d�op�erateur sectoriel est ��D� o	u �D est le laplacien� avec conditions
homog	enes de Dirichlet au bord� sur l�espace X � L

��� �� born�e et r�egulier
 Pour un
op�erateur sectoriel B� on peut d�e�nir la puissance fractionnaire �B � 	Id� et l�espace
X� � D��B � 	Id�� pour 	 assez grand
 Le principal int�er�et des semi�groupes analy�
tiques est leur e�et r�egularisant � pour tout t 
 �� S�tX est inclus dans X� pour tout
� � �
 On retrouve cette r�egularisation des solutions dans le cas particulier connu de
l��equation de la chaleur ut � �u


On note Y � X si l�op�erateur A engendre un semi�groupe C�� et Y � X� �� � ��� ��
si A est un op�erateur sectoriel
 On consid	ere� l��equation

�u

�t
� Au�t � f�u�t� u�� � u� � Y� ��

o	u f est de classe C��Y�X pour simpli�er� et A le g�en�erateur d�un semi�groupe C� �voire
analytique
 Cette �equation poss	ede une solution int�egrale unique sur un intervalle de
temps ��� T �u��
 Soit M une constante positive �x�ee
 Si on restreint le �ot de �� 	a
l�ensemble Z des trajectoires d�e�nies et born�ees par M pour tout temps� alors on obtient
un syst	eme dynamique dans Z 	 Y 

Un point d��equilibre u de �� est dit hyperbolique si l�op�erateur lin�earis�e Av � Df�uv
n�a pas de valeur propre de partie r�eelle nulle
 On appelle ensemble stable �resp
 instable
l�ensemble des points v � Y tels qu�il existe une trajectoire positive partant de v �resp

n�egative qui tend vers u quand t tend vers �� �resp
 ��
 Si la non�lin�earit�e f est
de classe C��Y�X� ces ensembles sont localement� au voisinage du point d��equilibre u�
des morceaux de vari�et�es appel�ees vari�et�e stable locale et vari�et�e instable locale de u

La vari�et�e stable locale �resp
 instable locale est tangente en u 	a l�espace engendr�e par
les fonctions propres correspondant aux valeurs propres de partie r�eelle n�egative �resp

positive du syst	eme lin�earis�e
 On note les vari�et�es stable et instable locales de l��equilibre
u respectivement W s

loc�u et W u
loc�u
 Sous des hypoth	eses d�unicit�e r�etrograde pour ���

son �equation adjointe ainsi que leur lin�earis�es� les ensembles stable et instable sont des
vari�et�es globales not�ees W s�u et W u�u
 Si le syst	eme est en outre de type gradient� les
vari�et�es stables et instables sont des sous�vari�et�es de Y 
 Ces hypoth	eses sont en particulier

�



v�eri��ee pour �� et ��


u

W  (u)

s

u

W  (u)

Quand le point d��equilibre n�est pas hyperbolique� on peut parfois d�ecouper le spectre
en trois parties � f	jRe�	  ��g� f	j��  Re�	  ��g et f	j��  Re�	g avec
��  �  ��
 On peut alors d�e�nir outre des vari�et�es fortement stable et fortement
instable locales� une vari�et�e centrale locale �pas forc�ement unique qui correspond au
spectre de partie r�eelle proche de �
 Si cette vari�et�e est de dimension �nie� l��etude locale
du syst	eme se ram	ene 	a l��etude d�un syst	eme de dimension �nie


� Stabilit�e et probl�emes de transversalit�e

Un champ d��etude des syst	emes dynamiques est l��etude de la stabilit�e
 C�est�	a�dire que
l�on cherche 	a savoir si pour un syst	eme dynamique donn�e� il existe un voisinage tel que
tout syst	eme dans ce voisinage lui est topologiquement �equivalent �il existe un hom�eo�
morphisme qui envoie les trajectoires de l�un sur les trajectoires de l�autre en conservant
le sens du temps
 Dans le cas des syst	emes de type gradient par exemple ce probl	eme est
li�e 	a celui de la transversalit�e des vari�et�es stables et instables
 On dit que deux vari�et�es
sont transverses� si en tout point d�intersection� la somme des espaces tangents est �egale

�



	a tout l�espace
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La stabilit�e joue un grand r�ole dans l��etude des syst	emes dynamiques depuis son origine
�c�est�	a�dire H
 Poincar�e
 On lui trouve des applications r�ecentes en analyse num�erique �
les trajectoires calcul�ees sont des approximations des trajectoires r�eelles
 Si le syst	eme est
stable� une simulation assez proche reste alors qualitativement correcte

Cette partie ne sera pas tr	es d�etaill�ee� c�est en e�et le sujet de mon stage de DEA auquel
on pourra se reporter


��� En dimension �nie

On consid	ere des champs de vecteurs sur des vari�et�es compactes de dimension �nie
 Le
syst	eme dynamique est alors le �ot des courbes int�egrales du champ


D�e�nition ����� Un champ de vecteurs gradient sur une vari�et�e compacte de dimension
�nie est dit de MorseSmale si �
�� il n�a qu�un nombre �ni de points d��equilibre qui sont tous hyperboliques�
	� les vari�et�es stables et instables de deux points d��equilibre quelconques sont transverses�

Le th�eor	eme suivant de J
Palis et S
Smale relie la transversalit�e et la stabilit�e


Th�eor
eme ����� Si un champ de vecteurs gradient sur une vari�et�e compacte de dimen
sion �nie est de MorseSmale� alors son �ot est structurellement stable�

En�n� le th�eor	eme de Kupka�Smale montre la g�en�ericit�e de tels champs
 On rappelle qu�un
ensemble g�en�erique est un ensemble qui contient une intersection d�enombrable d�ouverts
denses� c�est ce qui correspond� pour les espaces complets� 	a la notion de �presque partout�


Th�eor
eme ����� SoitM une vari�et�e compacte de dimension �nie� L�ensemble des champs
de vecteurs gradients de MorseSmale de classe Cr�M �r � �� est g�en�erique dans l�en
semble des champs de vecteurs de classe Cr�M�
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��� En dimension in�nie

Le probl	eme va �etre de g�en�eraliser les r�esultats de la dimension �nie 	a la dimension
in�nie o	u se situent les syst	emes qui nous int�eressent
 Tout d�abord� la notion de stabilit�e
doit �etre restreinte 	a l�ensemble des trajectoires born�ees pour tout temps� c�est�	a�dire 	a
l�attracteur
 Si G est une classe de syst	emes dissipatifs de type gradient �et ayant les pro�
pri�et�es d�unicit�e r�etrograde ad�equates pour laquelle l�attracteur global est semi�continu
sup�erieurement en Sg � G
 Un syst	eme dissipatif de type gradient de G qui a tous ses points
d��equilibre hyperboliques et dont les vari�et�es stables et instables s�intersectent transversa�
lement� poss	ede un attracteur A structurellement stable par rapport 	a des perturbations
dans G

Pour la d�e�nition de l�attracteur global� on se reportera au paragraphe suivant

Les th�eor	emes de Sturm sur l��equation parabolique en dimension � entrainent un th�eor	eme
remarquable d�u 	a D
 Henry �voir aussi S
B
 Angenent


Th�eor
eme ����� On se place sur l�espace H r ���� �� avec r ���
�
� �� et les bonnes conditions

aux bords �voir cidessous�� Soit l��equation��
�

ut � uxx � f�x� u� ux x ���� ��
u � � ou ux � g��u en x � �
u � � ou ux � g��u en x � �

��

On suppose les fonctions g� et g� de classe C
��R et f de classe C����� ��
R
R� Si e� et

e� sont deux �equilibres hyperboliques de �	�� alors les vari�et�es stables et instables W s�e�
et W u�e� s�intersectent transversalement�

Ce th�eor	eme g�en�eralise celui de Kupka�Smale pour l��equation de r�eaction�di�usion en
dimension �� en ce sens qu�il est facile de montrer que pour une fonction f ou des conditions
au bord g� et g� g�en�eriques� tous les �equilibres de �� sont hyperboliques

P
 Pol�a�cik a d�emontr�e que cette propri�et�e n��etait malheureusement plus vraie en dimension
sup�erieure
 P
Brunovsk�y et P
 Pol�a�cik ont par contre montr�e le r�esultat suivant


Th�eor
eme ����� Soit � 	 RN un ouvert born�e r�egulier� Soit G l�espace des fonctions de
classe Ck��
 R muni de la topologie de Whitney� engendr�ee par les ouverts de la forme

fg � G�jDif�x� u�Dig�x� uj  ��u� i � ���k� x � �� u � Rg

avec � une fonction continue strictement positive�
On consid�ere dans W ��p

� �� �p 
 N� l��equation�
ut � �u� f�x� u x � �
u � � x � ��

��

Il existe un ensemble g�en�erique GMS dans G tel que pour toute fonction f � GMS� tous
les �equilibres de �
� sont hyperboliques et si e� et e� sont deux tels �equilibres alors les
vari�et�es stables et instables W s�e� et W

u�e� s�intersectent transversalement�

P
 Pol�a�cik a montr�e que ce th�eor	eme n�est plus vrai si f ne d�epend plus de x
 P
 Bru�
novsk�y et G
 Raugel ont d�emontr�e que pour l��equation des ondes avec dissipation faible

�



utt � �ut � �u � f�x� u� la transversalit�e est g�en�erique en le couple ���f�x� u� avec
� 
 ��� la constante �� �etant �x�ee strictement positive
 En�n� J
C
 Saut� R
 Temam et
D
 Henry ont montr�e que pour un ensemble g�en�erique de domaines �� tous les points
d��equilibre de l��equation �� sont hyperboliques� sous l�hypoth	ese f�x� � � �


� Etude de l�attracteur global

L�attracteur global joue souvent un r�ole important dans l��etude des syst	emes dissipatifs
de dimension in�nie
 En e�et� il est compos�e des trajectoires d�e�nies et born�ees pour tout
temps� et est souvent compact
 De part cela� le semi��ot restreint 	a l�attracteur est le
syst	eme dynamique qui aura les propri�et�es les plus proches des syst	emes de dimension
�nie
 Il contient de plus les principales informations sur le semi��ot


��� Existence d�un attracteur

SoitA etB deux sous�ensembles non vides deX
 On d�e�nit la semi�distance �X�A�B �
supa�A infb�B d�a� b
 On dit que A attire B si �X�S�tB�A tend vers � quand t tend vers
��


D�e�nition ����� Un sousensemble non vide A de X est appel�e attracteur global du
syst�eme S�t si
�� A est un ferm�e born�e de X
	� A est invariant �S�tA � A pour tout t � ��

� A est attractif �A attire tout born�e de X��

On notera que� s�il existe� A est le plus petit ensemble ferm�e attractif et le plus grand
ensemble born�e invariant� et que A est unique

Ce qui suit est un th�eor	eme fondamental dans l��etude des attracteurs des syst	emes de
type gradient


Th�eor
eme ����� Soit S�t un syst�eme gradient qui v�eri�e �
�� l�ensemble E des points d��equilibre est born�e�
	� S�t est �nalement born�e� c�est�adire que pour tout born�e B� il existe un temps � tel
que la trajectoire ���S��B est born�ee dans X�

� S�t est asymptotiquement compact� c�est�adire que si B est un born�e tel que� pour un
certain � � ���S��B est born�e� alors tout ensemble
fS�tnzn�zn � B� tn �� �� et tn � �g est relativement compact�
Alors S�t admet un attracteur global compact connexe A� De plus� si E est un ensemble
discret� alors E � fe�� ��� eng est �ni et

A �
�
ej�E

W u�ej�

Exemple de l��equation de la chaleur semilin�eaire

Soient f une application de R dans R� et � un domaine born�e r�egulier de RN 
 On consid	ere

�



l��equation avec conditions de Dirichlet homog	enes

�u

�t
�x� t � �Du�x� t � f�u�x� t� u�� � u� � H

�
��� ��

On suppose que f � R �� R v�eri�e les hypoth	eses suivantes
 Il existe deux constantes
positives C� et � avec �n� �� � � telles que

�y�� y� � R� jf�y�� f�y�j � C��� � jy�j
� � jy�j

�jy� � y�j�

De plus� si F est la primitive de f qui s�annule en �� on suppose qu�il existe des constantes
C� et � telles que pour tout y � R�

yf�y � C� � �y� et F �y � C� �
�

�
�y�


 On suppose en�n que �  	� o	u 	� est la premi	ere valeur propre de l�op�erateur ��D

Nous appellerons de telles conditions� conditions de dissipation� on parlera alors de syst	eme
dissipatif

Sous ces hypoth	eses� l��equation �� d�e�nit un syst	eme dynamique gradient S�t qui admet
un attracteur global A compact et connexe


Exemple de l��equation des ondes avec dissipation faible

Soient � un domaine born�e r�egulier de Rn � une application f � R �� R qui v�eri�e les
m�eme hypoth	eses que ci�dessus et � une constante strictement positive
 On consid	ere
l��equation

��u

�t�
�t � �

�u

�t
�t � �Du�t � f�u�t� u�� � u� � H

�
����

�u

�t
�� � v� � L

���� � 

On suppose que n � �
 L��equation �  d�e�nit alors un syst	eme gradient fortement continu

Il admet un attracteur global A compact et connexe


La di��erence entre les deux exemples est que l�un est un syst	eme r�egularisant �car �D

est g�en�erateur d�un semi�groupe analytique alors que l�autre ne l�est pas �car l�op�erateur�
� Id
� ��

�
est g�en�erateur d�un semi�groupe seulement C�
 Cela implique que certaines

propri�et�es des trajectoires de �� ne sont vraies que de fa!con asymptotique pour celles de
� 
 Par exemple� les trajectoires de �� sont relativement compactes� alors que celles de � 
ne sont qu�asymptotiquement compactes
 De m�eme� les trajectoires de �� sont r�eguli	eres�
alors que pour � � on ne peut avoir qu�une propri�et�e de r�egularisation asymptotique� par
exemple que l�attracteur global est born�e dans �H � � H �

�
 H �
� 


On a les m�eme propri�et�es pour des conditions de Neumann


��� Etude qualitative de l�attracteur de l��equation de r�eactiondi�usion

Tout ce qu�on sait pour le moment sur l�aspect qualitatif de l�attracteur� concerne
les �equations paraboliques et la dimension � o	u le nombre de z�eros des �equilibres joue

�



un r�ole pr�epond�erant
 La propri�et�e souvent utilis�ee pour les th�eor	emes sur l��equation de
r�eaction�di�usion en dimension �� est une propri�et�e de Sturm�Liouville du type �

Proposition ����� Soit b�x� t et c�x� t deux fonctions de classe C����� ��
R� Si u�t� x
est solution de

ut � uxx � b�t� xux � c�t� xu� x ���� ��� t � �t�� t��

avec des conditions au bord de Neumann� Alors le nombre de changement de signes de
u�t� � est une fonction d�ecroissante du temps� et elle d�ecroit strictement en t� si u�t�� � a
un z�ero multiple�

Les personnes qui ont contribu�e aux r�esultats suivants sont� entre autres� B
 Fiedler� G

Fusco� C
 Rocha� M
 Wolfrum� J
 Hale� P
 Brunovsk�y et D
 Henry
 On se place dans
l�espace X� � D���N � Id�� avec � ���

�
� ��
 On �etudie maintenant l��equation

ut � uxx � f�x� u� ux� ux�� � ux�� � � ��

o	u f est de classe C����� ��
R
R �R
 T
J
 Zelenyak a montr�e que ce syst	eme est de type
gradient
 Pour avoir un attracteur compact� on rajoute la condition de dissipation

f�x� u� ��u  � ��

pour juj assez grand
 On suppose en outre que tous les �equilibres sont hyperboliques� ce
qui fait qu�il n�y en a qu�un nombre �ni �ils sont isol�es dans un compact
 La transversalit�e
des vari�et�es stable et instable est aussi importante dans les r�esultats qui suivent� mais on
rappelle qu�elle est automatiquement v�eri��ee dans notre cas �voir �
�
�

On note Af l�attracteur compact de l��equation ��
 On introduit la permutation de Sturm
�f � Sn
 Elle est le point de d�epart de notre �etude� et a �et�e pour la premi	ere fois d�e�nie par
G
 Fusco et C
 Rocha sous le nom de shooting permutation
 Elle est d�e�nie comme suit
 On
num�erote les �equilibres de � 	a n par leur ordre au point x � � � u���  u���  ���  un��
�les in�egalit�es sont strictes par le th�eor	eme de Cauchy�Lipshitz
 Puis on d�e�nit �f par
l�ordre en x � � � u������  u������  ���  u��n���


1
2

5

6

4

π(3)=3
x=0 x=1

π(1)=1

π(6)=6

3

7 π(7)=7

π(2)=4

π(5)=5

π(4)=2

Cette permutation de Sturm est remarquable car elle su"t 	a d�e�nir l�attracteur
 Si f
et g sont deux fonctions telles que �f � �g alors les deux attracteurs Af et Ag sont

	



topologiquement �equivalents� c�est�	a�dire qu�il existe un hom�eomorphisme de Af sur Ag

tel que l�image d�une trajectoire de Af est une trajectoire de Ag en conservant le sens du
temps


Th�eor
eme ����� La permutation de Sturm �f d�etermine explicitement et constructive
ment pour tous �equilibres uj et uk �
�� l�indice de Morse de uj et uk �l�indice de Morse est la dimension de la vari�et�e instable��
	� le nombre de changements de signe de �uj � uk�

� s�il existe ou non une trajectoire joignant uj �a uk�

L�autre question est de savoir si une permutation � donn�ee est la permutation de Sturm
engendr�ee par une �equation du type ��


D�e�nition ����� Une permutation � � Sn est dite dissipative si ��� � � et ��n � n�
Une permutation � est dite de Morse si tous les nombres de Morse

ik �
k��X
j	�

���j��signe�����j � �� ����j

sont positifs�
Une permutation � est appel�ee m�eandre si pour tout � � j� k � n avec j et k de m�eme
parit�e tels que ����k est entre ����j et ����j � �� alors ����k � � est entre ����j et
����j � ��

Il existe une fa!con g�eom�etrique de voir les m�eandres et permutations de Morse
 Un
m�eandre est une permutation engendr�ee par une courbe qui part en bas 	a gauche et
arrive en haut 	a droite� qui ne s�intersecte pas� coupant une droite horizontale
 L�ordre
des intersections sur la droite donne alors la permutation �voir dessins ci�dessous
 Pour
un m�eandre de Morse� on parcourt la courbe en commen!cant en bas 	a droite
 On part de
�� on ajoute �� si on tourne 	a droite et �� si on tourne 	a gauche le long du m�eandre� il
est de Morse si on reste toujours positif tout au long de notre parcourt
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On peut maintenant caract�eriser les permutations de Sturm


Th�eor
eme ����� Soit une permutation � � Sn� La permutation � est une permutation
de Sturm de ��� pour une certaine fonction f si et seulement n est impair et � est un
m�eandre de Morse dissipatif�

Pour �nir� voici deux des sch�emas des �� attracteurs 	a neuf �equilibres possibles
 On n�a
pas repr�esent�e toutes les trajectoires� en e�et� par le lemme d�inclinaison� s�il y a une
trajectoire de ui 	a uj et de uj 	a uk� alors il y a aussi une trajectoire de ui 	a uk
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