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Introduction

Un domino est tout simplement un rectangle �x�� et le probl�eme que l�on se pose et celui de pavages
de certaines r�egions du plan par dominos� On commence par se ramener �a des structures qui s�interpr�etent
tr�es bien en termes de graphes� ce sont les dim�eres et les arbres couvrants 	 et dans chacun des deux cas
les d�enombrements se font par des calculs de d�eterminant� Ces calculs font intervenir des �equations avec le
laplacien discret� que l�on r�esoudra plus ou moins facilement selon que l�on se place dans une structure avec
ou sans bords�
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Fig� �� La bijection entre dominos et dim�eres

� D�e�nitions g�en�erales

Dans cette partie� les r�egions du plan consid�er�ees sont des rectangles� Dans tout ce qui suit un rectangle
d�esigne un graphe� dont l�ensemble des sommets est f� � � �m � �g � f� � � � n � �g� et tel que deux sommets
sont joints si et seulement si ils ont une coordonn�ee identique et la deuxi�eme di��erente d�une unit�e� Z sera
aussi consid�er�e comme un graphe� dont les ar�etes sont les paires d�entiers cons�ecutifs 	 et une cha��ne d�esigne
un sous�graphe connexe de Z� On donne aussi une structure de graphe �a Z� en disant que deux points sont
voisins s�ils sont �a une distance de �� Un domino est un circuit de � ar�etes de Z� ou d�un rectangle�
On utilisera des matrices dont les entr�ees sont indic�ees par les sommets d�un graphe� donc par commodit�e

ces sommets seront identi��es avec les entiers naturels � � � � n� Par suite� les vecteurs de Rn seront identi��es
aux fonctions associant un r�eel �a chaque sommet du graphe�

D�e�nition � Un couplage parfait C �ou recouvrement par dim�eres� sur un graphe est un ensemble d�ar�etes
tel que chaque sommet du graphe appartienne �a un et un seul �el�ement de C �et alors une ar�ete est appel�ee
dim�ere��

D�e�nition � Un pavage par dominos d�un rectangle �ou de Z�� est un ensemble de dominos tel que chaque
face du rectangle soit �a l�int�erieur d�un et un seul domino�

D�e�nition � �Etant donn�e un graphe planaire G� son dual G� est le graphe d�e�ni par les propri�et�es suivantes �

� �A chaque face de G correspond un sommet de G��
� �A chaque ar�ete e de G� correspond une ar�ete de G� qui joint les deux sommets de G� correspondant aux
deux faces de G de chaque cot�e de e�

La subtilit�e est qu�il faut prendre en compte la face �a l�in�ni de G � elle donne un sommet de G� que
l�on repr�esente g�en�eralement par une boucle faisant le tour des autres sommets� �appell�e sommet �a l�in�ni��
voir �gure �� Remarquons aussi qu�avec cette d�e�nition� dans le cas g�en�eral G� peut �etre un multigraphe�
c�est��a�dire que deux m�emes sommets sont parfois li�es par plusieurs ar�etes di��erentes 	 c�est d�ailleurs le cas
de l�exemple de la �gure ��

Le graphe dual d�un rectangle est un rectangle plus petit �longueur et largeur baisse d�une unit�e� et dont
les sommets du bord sont li�es �a un sommet qu�on a rajout�e�
�Etant donn�e un sous�ensemble X d�ar�etes du graphe G on lui associe naturellement le sous�ensemble X �

des ar�etes de G� qui ne coupent pas les ar�etes de X � De ce point de vue� chaque pavage par dominos sur G
correspond �a un couplage parfait de G� �dans ce cas le sommet �a l�in�ni de G� ne peut �etre li�e �a aucun autre�
donc on n�en tient pas compte�� D�o�u le r�esultat �

Proposition � Le nombre de pavages par dominos du rectangle m�n est �egal au nombre de recouvrements
par dim�eres du rectangle �m� ��� �n� �� �voir �gure ���
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Fig� �� Graphe dual d�un graphe planaire

La correspondance pr�esent�ee sur la �gure � est clairement bijective� et le graphe dual du rectangle m�n

priv�e du sommet �a l�in�ni est le rectangle �m�����n���� On se ram�ene ainsi �a d�enombrer les recouvrements
par dim�eres 	 on dispose alors du th�eor�eme de Kasteleyn sur les graphes bipartis� qui nous donne une premi�ere
r�eponse�

D�e�nition � Un arbre couvrant sur un graphe est un sous�ensemble d�ar�etes connexe� sans cycle et passant
par tous les sommets�
Dans tout graphe connexe on peut trouver au moins un arbre couvrant� Du point de vue de la dualit�e�

si X est un arbre couvrant sur G alors X � en est un sur G��

D�e�nition � Un graphe est dit biparti si tout cycle est de longueur paire�
Cette d�e�nition est �equivalente au fait qu�on puisse trouver une partition fA�Bg de l�ensemble des sommets�
tel que toute ar�ete joigne un �el�ement de A �a un �el�ement de B� La classe des graphes bipartis appara��tra
naturellement plus tard lorsque l�on pr�esentera la bijection de Temperley�

D�e�nition � Un graphe G est dit orient�e impairement si dans toute face du graphe� le nombre d�ar�etes
orient�ees dans le sens indirect est impair� Dans le cas d�un graphe biparti� comme chaque face a un nombre
pair d�ar�etes� cela revient �a dire que dans toute face du graphe le nombre d�ar�etes orient�ees dans un sens
donn�e est impair�

Proposition � Il est toujours possible de choisir une telle orientation�

Preuve � Voici comment on proc�ede� Pour commencer� on choisit un arbre couvrant X � et on oriente toutes
ses ar�etes arbitrairement� Ensuite on construit le graphe dual G�� et l�arbre dual X �� Alors il su�t de prendre
les faces de G une par une en remontant l�arbre dual des feuilles vers la racine �choisie comme �etant le
sommet �a l�in�ni�� et �a chaque �etape on a une ar�ete �a orienter pour que cette face soit orient�ee inpairement�
La �gure � explicite cette fa�con de proc�eder�

Rappelons que la matrice d	adjacence A � �ai�j���i�j�n du graphe G dont les sommets sont num�erot�es
de � �a n� est d�e�nie de la mani�ere suivante �

ai�j �

�
� si i est voisin de j �not�e i s j�

� sinon�

Cette matrice est sym�etrique�
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Fig� �� construction d�une orientation impaire d�un graphe





D�e�nition � Dans le cas d�un graphe orient�e� on pose ki�j � � si l�ar�ete �i� j� est orient�ee de i vers j� �� si
elle est dans l�autre sens� La matrice K ainsi d�e�nie est appel�ee matrice de Kasteleyn �elle n�est pas unique�
car elle d�epend �evidemment de l�orientation choisie�� Celle�ci est antisym�etrique� L�int�er�et d�introduire cette
matrice de Kasteleyn appara��t clairement dans la section qui suit�

� D�enombrement des pavages par dominos

��� Le th�eor�eme de Kasteleyn

Th�eor	eme � 
Kasteleyn� Soit G un graphe biparti 
 muni d	une orientation impaire
 et K sa matrice de
Kasteleyn
 alors le nombre N de recouvrements par dim�eres de G est �egal �a

p
j det�K�j�

Preuve � Remarquons d�ej�a que s�il y a un nombre impair de sommets alors N � �� Mais on sait qu�une
matrice antisym�etrique d�ordre impair n�est pas inversible �son polyn�ome caract�eristique est impair� et donc
le th�eor�eme est vrai� On suppose donc que G a �n sommets�

Comme G est un graphe biparti� si on ordonne bien les sommets de G� on peut mettre la matrice K sous
la forme �

�
� M

�M t �

�
���

SiM n�est pas carr�ee alors det�K� � �� mais ce cas est possible seulement si G n�admet aucun recouvrement
par dim�eres� En e�et si on a une bipartition fA	Bg de G et un recouvrement par dim�eres� alors en associant
�a un �el�ement de A l�autre l�extr�emit�e du dim�ere auquel il appartient� on obtient une bijection de A dans B�
Si M est carr�ee alors tout est encore possible� et on a �

p
j det�K�j � j det�M�j �

�����
X
��Sn

����m������ � � �mn���n�

�����
Dans cette somme chaque terme non nul s�interpr�ete par un recouvrement par dim�eres� o�u le sommet indic�e
par i dans A est li�e au sommet indic�e par ��i� dans B� Il su�t pour conclure de montrer que ces termes sont
tous de m�eme signe �et donc tous �egaux �a � � f�	��g��
Pour cela consid�erons deux recouvrements V et W � et leur union V � W � �A ces deux recouvrements

correspondent respectivement les deux termes ����
Q
mi���i� et ����

Q
mi���i�� Les ar�etes communes �a V et

W correspondent �a des facteurs identiques dans les deux produits� Si une ar�ete appartient �a l�un et pas
l�autre� dans ce cas on a un cycle de V �W compos�e alternativement d��el�ements de V et de W �cf� exemple
sur la �gure �� Sa longeur est paire� �k par exemple�
Les indices des sommets du cycle vont �etre successivement �

i�� ��i��� i�� ��i��� � � � � ik� ��ik�

et on a aussi� en parcourant dans le m�eme ordre �

i�� ��i��� i�� ��i��� � � � � ik� ��i��

donc � et ���ik � � � � � i�� co��ncident sur fi�� � � � � ikg� d�o�u une contribution de ����k�� �a la signature� �voir
�gure 
�
D�autre part� pour le produit� on a �Y

mir���ir� �
Y

mir ���ir���

et donc � Y
mir���ir�mir���ir��� � ����k�����






Fig� � Union de deux recouvrements par dim�eres

Le ����k provient du fait que chaque ar�ete de W est parcourue dans le sens indirect� D�autre part� en
parcourant le cycle� on obtient ���� car l�orientation est impaire� Ce dernier point n�est pas trivial � c�est a
priori faux pour un cycle quelconque� Il faut utiliser la formule d�Euler pour les graphes planaires connexes �
S � A � F � � o�u S est le nombre de sommets� A le nombre d�ar�etes� et F le nombre de faces sans
compter la face �a l�in�ni� Si on se donne un cycle �sans points doubles� constitu�es d�un nombre pair
d�ar�etes � �j�� j��� �j�� j��� � � � � �jr��� jr�� �jr� j�� en parcourant les sommets dans le sens indirect� alors le
produit mj��j� �mj��j� � � �mjr�j� vaut pr�ecis�ement ����A�F � ����A�F � ����S��� On ne consid�ere dans
A�F � et S que les ar�etes qui sont �a l�int�erieur du cycle et sur le bord� les faces qui sont �a l�int�erieur du cycle�
et les sommets �a l�int�erieur et sur le bord� Cet �enonc�e se d�emontre facilement � pour chaque ar�ete �i� j� qui
se trouve �a l�int�erieur� on rajoute dans le produit les termes mi�j �mj�i ce qui modi�e le produit de ����A
�puisque les ar�etes qui sont sur le bord sont en nombre pair�� Ce nouveau produit se calcule plus facilement �
c�est ce que l�on obtient en parcourant dans le sens indirect chacune des faces qui se trouve �a l�int�erieur ��g�
��� i�e� ����F �d�apr�es la d�e�nition de l�orientation��
Si maintenant le cycle provient de la r�eunion de deux couplages� alors le nombre de sommets qui sont sur

le bord et �a l�int�erieur est pair� le r�esultat s�ensuit� Et le th�eor�eme est d�emontr�e�

Remarques �

� Le th�eor�eme est encore vrai dans le cas o�u G est un graphe quelconque� mais la preuve est plus
compliqu�ee� On va juste en donner le sch�ema� Si G est un graphe quelconque� on a le r�esultat suivant �

N �
�

n�

X
��S�n

���i�������i�

a��������� � � � a���n�������n�

En e�et �a chaque � � S�n tel que ���i � �� � ���i� on peut associer l�ensemble form�e des couples
����i � ��� ���i��� et il correspond �a un couplage parfait si et seulement si tous ces couples sont des ar�etes�
ce qui �equivaut �a dire que le terme associ�e �a � dans la somme est non nul� Pour chaque couplage parfait C�
on compte n� permutations qui donnent C� et on peut conclure puisque on a justement un facteur �

n� �
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Fig� 
� Relation entre � et � le long d�un cycle
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Fig� �� Parcours le long d�un cycle en passant par les faces
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On n�a utilis�e que la matrice d�adjacence dans cette formule� La matrice de Kasteleyn va permettre
d�identi�er le membre de droite �a quelque chose de plus int�eressant� En e�et on montre que pour une matrice
antisym�etrique A d�ordre �n on a �

p
det�A� �

�

n�

��������
X
��S�n

���i�������i�

����m��������� � � �m���n�������n�

��������
���

Cette quantit�e est appel�ee le pfa�en de A� Pour conclure il faut alors montrer que si A � K� tous les
termes sont de m�eme signe�

� En regardant cette preuve� on pourrait se dire qu�il est un peu arti�ciel d�orienter le graphe� juste pour
avoir une jolie formule� On trouve e�ectivement le r�esultat escompt�e en calculant �dans le cas d�un graphe
biparti� le permanent de M � X

��Sn

m������ � � �mn���n� � per�M�

Mais le calcul est beaucoup moins pratique� En fait le calcul du permanent d�une matrice s�est r�ev�el�e �etre
un probl�eme NP�complet 	 d�o�u l�int�er�et de se ramener �a un d�eterminant pour lequel on a des algorithmes
relativement rapides�

� Il ne faut pas croire non plus que ce r�esultat �epuise la question du d�enombrement des pavages dans un
rectangle� On a bien un moyen de calculer e�ectivement le nombre cherch�e pour un rectangle donn�e 	 mais on
aimerait avoir une formule plus explicite� pour pouvoir trouver un �equivalent en fonction des dimensions du
rectangle par exemple� Typiquement dans un syst�eme de physique stastistique� le nombre de particules est
gigantesque� mais on aimerait conna��tre �approximativement� le nombre de con�guration pour en d�eduire
l�entropie�

� Il y a encore une remarque importante �a faire� Par souci de g�en�eralit�e� on a �enonc�e le th�eor�eme
dans le cas d�un graphe biparti quelconque� mais pour ce qui est des rectangles m � n� on peut am�eliorer
consid�erablement le r�esultat en choisissant une mani�ere d�orienter plus appropri�ee� qui utilise les nombres
complexes� On introduit une matrice de Kasteleyn di��erente� avec klj � � si l�ar�ete est horizontale� et klj � i

si l�ar�ete est verticale� Une telle matrice est sym�etrique� mais correspond quand m�eme �a une orientation
impaire� car si on fait le produit des coe�cients le long d�une face� on trouve ��� La di��erence est qu�en
quelque sorte� on a refus�e de choisir o�u placer les ��� Comme on le verra plus loin� le d�eterminant de cette
matrice est plus facile �a calculer� Montrons maintenant que l�on a toujours la formule N �

pj detKj� Comme
le rectangle est un graphe biparti� on a toujours �

p
det�K� � j det�M�j �

�����
X
��Sn

����m������ � � �mn���n�

�����
Pour montrer que tous les termes non nuls sont �egaux� on va se �xer un recouvrement par dim�eres particulier�
Le produit mn est pair� supposons donc par exemple que n est pair� Alors il y a un et un seul recouvrement
V	 constitu�e uniquement d�ar�etes verticales� Du coup� si on se donne un autre recouvrement W � et un cycle
non trivial de longueur �k trac�e dans V	 �W � alors il y a k ar�etes de V	 et k ar�etes de W � Comme il s�agit
d�un cycle� et comme toutes les ar�etes de V	 sont verticales� on en d�eduit facilement que k est pair� Mais ce
que l�on veut montrer� c�est que ����k�� � �� �k pair�� qui est le changement apport�e �a la signature par
le cycle� est �egal �a la valeur obtenue en parcourant le cycle� �a savoir inb
 d�ar�etes verticales� Pour ce faire� on
proc�ede comme dans la preuve du cas g�en�eral� en passant par chaque face� i�e� en rajoutant deux fois les
ar�etes qui sont �a l�int�erieur� puis en utilisant la formule d�Euler � ����A�F � ����S�� � ��� La di��erence
est que seules les ar�etes verticales qui sont �a l�int�erieur vont donner un ����� Les ar�etes horizontales vont
donner �� mais vu le choix que l�on a fait pour V	� elles sont en nombre pair ce que l�on peut voir par
exemple en consid�erant chaque colonne� Le m�eme raisonnement s�applique pour les ar�etes du cycle� car les
ar�etes horizontales et verticales sont en nombre pair�

� En�n� on peut signaler que cette m�ethode se g�en�eralise �a d�autres graphes 	 au lieu d�utiliser � et i qui
conviennent surtout pour le rectangle� on peut utiliser des nombres complexes de module ��

�



��� Utilisation du Laplacien� formule de Kasteleyn pour le rectangle

D�e�nition � Soit G un graphe planaire� Le laplacien de G est la matrice  � ��i�j� index�ee par les sommets
de G et d�e�nie par �

� �i�i � deg�i�

� �i�j �

�
�� si une ar�ete joint i �a j

� sinon�

o�u deg�i�� le degr�e de i� est �egal au nombre d�ar�etes sortant du sommet i�
La fonction constante �egale �a � est un vecteur propre de cette matrice pour la valeur propre �� On peut

montrer que pour un graphe connexe� c�est une valeur propre simple de  � Regardons ce que cela donne du
point de vue fonctionnel� Si f est une fonction d�e�nie sur les sommets de G �a valeurs r�eelles� alors on a par
d�e�nition �

 f�x� � deg�x�f�x� �
X

y voisin de x

f�y� ���

Th�eor	eme � Le nombre de couplages parfaits du rectangle m� n dans Z� est donn�e par la formule �

������
mY
l�

nY
j�

�
�cos�

l�

m� �
� � �icos�

j�

n� �
�

�������
�

�

Preuve � En fait� les termes qui apparaissent dans le produit sont les valeurs propres d�une matriceK � �klj�
d�ordre mn� et d�e�nie de la mani�ere suivante �

kl�j �

��������
�������

� si une ar�ete horizontale va de l vers j

i si une ar�ete verticale va de l vers j

�� si une ar�ete horizontale va de j vers l

�i si une ar�ete verticale va de j vers l

� sinon�

Ce produit est donc le pfa�en deK� D�apr�es la section pr�ec�edente� c�est donc le nombre de couplages parfaits
du rectangle� Pour achever la d�emonstration� il ne reste plus qu��a montrer que les termes qui apparaissent dans
le produit sont e�ectivement les valeurs propres de K� Il se trouve que ces valeurs propres sont intimement
li�ees �a celles du Laplacien dans Z�� Essayons donc de voir dans quels cas on peut e�ectivement calculer les
valeurs propres du laplacien discret� Pour commencer on se place dans Z� Dans ce cas le laplacien d�une
fonction f est �

 f�x� � �f�x�� f�x� ��� f�x� ��
En faisant l�analogie avec le laplacien continu en dimension �� o�u l��equation  f � 	f s��ecrit y�� � 	y � ��
on introduit naturellement les fonctions fa � x �� cos�ax�� ga � x �� sin�ax�� x � Z� Un calcul �el�ementaire
montre alors que ces fonctions sont bien des vecteurs propres du laplacien discret� et la valeur propre associ�ee
�a fa et ga est �� � cos�a��
Passons maintenant au graphe �a n sommets �� � � � � n� Dans ce cas� on peut introduire une autre matrice�

qu�on nommera ! � qui �a une fonction f du graphe dans R associe la fonction d�e�nie par �

! f�x� � �f�x��
X

y voisin de x

f�y�

Cette matrice se distingue de la matrice du Laplacien par son comportement au bord� en � et en n� Mais les
valeurs propres de ! sont faciles �a calculer car elles correspondent �a certaines valeurs propres du Laplacien

��



Fig� �� Exemple de graphe torique� G�
�

dans Z� Plus pr�ecis�ement� si f � Z � R est une fonction propre du Laplacien et si f��� � f�n � �� � �
alors la restriction de f �a f�� � � � � ng est un vecteur propre de ! � Les fonctions ga avec a � k�

n�� � k � �� � � � � n

v�eri�ent ces conditions 	 les valeurs propres que l�on obtient pour ! sont � �� � cos� k�
n�� �� k � �� � � � � n� Elles

sont deux �a deux distinctes� on a donc d�etermin�e toutes les valeurs propres de ! �

On peut remarquer qu�en imposant des conditions au bord� on a discr�etis�e le spectre du Laplacien� Mais
ceci n�est pas surprenant � en e�et� dans le cas continu� c�est aussi vrai � le spectre du Laplacien sur un
segment "a� b# avec des conditions aux bords nulles est discret �mais il est in�ni��

Pour passer du Laplacien en dimension � au Laplacien en dimension �� on utilise la notion de graphe
produit�

D�e�nition � Soit G et H deux graphes� Leur produit est d�e�ni comme �etant le graphe dont l�ensemble
des sommets est G � H et tel que �x� y� est voisin de �z� t� si et seulement si � x � z et y s t� ou
y � t et x s z�

Par exemple� le rectangle m� n comme on l�a d�e�ni� est le produit d�une cha��ne de longueur n et d�une
cha��ne de longueur m� La �gure � montre un autre exemple de produit de graphe� G� � G� �on peut le
plonger dans un tore mais pas dans le plan� donc on l�appelle graphe torique��
Le laplacien v�eri�e une propri�et�e int�eressante sur les graphes�produits �

��



Th�eor	eme � 
D�erivation d�un produit� Pour une fonction r�eelle d�e�nie sur G�H �a variables s�epar�ees

i�e� de la forme f 	 g � �x� y� �� f�x��g�y�
 on a �

 �f 	 g� �  �f�	 g � f 	 �g�

Corollaire � On obtient les fonctions propres du laplacien de G�H en prenant les produits d	une fonctions
propre de G par une fonction propre de H
 et dans chaque cas la valeur propre de la fonctionproduit est
�egale �a la somme des valeurs propres des deux fonctions� Autrement dit �

 �f� � 	f et  �g� � 
g �
  �f 	 g� � �	� 
�f 	 g

Preuve � Le th�eor�eme se montre tr�es facilement� il su�t de remarquer que deg�a� b� � deg�a� � deg�b� puis
de distinguer les voisins de �a� b� selon qu�il sont de la forme �a� � ou � � b�� Pour en d�eduire le corollaire�
cela revient en sustance �a montrer que le produit tensoriel de deux familles libres est une famille libre 	 on
conclut par cardinalit�e de cette famille� connaissant la dimension de l�espace des fonctions de G�H dans R

Retournons �a la preuve du th�eor�eme� Si on d�e�nit le laplacien sur le rectangle m � n par �  f�z� �
f�z��Py voisin de z f�y�� on n�obtient pas les valeurs propres de K mais celles de la matrice d�adjacence du
graphe� La quantit�e que l�on va utiliser est la suivante � �on l�appelle encore  �

 f�z� � �� � �i�f�z�� f�z � ��� f�z � ��� if�z � i�� if�z � i�

o�u f est prolong�ee par � sur le rectangle qui entoure le graphe� Les sommets sont ici repr�esent�es par des
nombres complexes� De la m�eme mani�ere que pour le laplacien d�un produit tensoriel� on trouve la formule �

 �g 	 h� � ig 	 ! h� ! g 	 h

o�u l�op�erateur ! est celui que l�on a d�e�ni tout �a l�heure pour les cha��nes� On en d�eduit que les valeurs propres
de  sont les � �� � cos� l�

m�� �� i��� � cos� j�
n�� ��� l � �� � � � �m� j � �� � � � � n� Ces valeurs propres �etant toutes

distinctes� on obtient toutes les valeurs propres de  � On remarque alors que d�apr�es la d�e�nition� on a
 � ����i�Imn�K� Les valeurs propres de K sont donc obtenues �a partir de celles de  � et on trouve bien
le r�esultat escompt�e�

��� Commentaires sur la formule de Kasteleyn

Si on regarde le cas n � � on a la proposition suivante �

Proposition � Le nombre de couplages parfaits d	un rectangle m � � est donn�e par la suite de Fibonacci
Fm� On rappelle que la suite de Fibonacci est d�e�ni par la relation de r�ecurrence Fm�� � Fm���Fm
 et par
F	 � � et F� � �� En r�esolvant la r�ecurrence
 on obtient �

Fm �
� �

p



�
p



	
� �

p



�


m
� ��

p



�
p



	
��p

�


m

Preuve � La preuve se fait tr�es simplement par r�ecurrence� Un dessin explique mieux ce qui se passe� �cf
�gure ���

La formule de Kasteleyn donne alors la jolie formule suivante �

Corollaire � La suite de Fibonacci s	exprime par �

Fm �
mY
j�

����� cos� j�

m� �
� � i

����
Remarques �

� On peut remarquer qu�il est plus facile d�utiliser la formule de la suite de Fibonacci avec le nombre
d�or pour d�eterminer un �equivalent� C�est un ph�enom�ene qui se g�en�eralise bien au cas o�u l�on ne fait tendre
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Second cas 

Premier cas 

Fig� �� R�ecurrence pour le cas du rectangle m� ��

qu�une seule dimension du rectangle vers l�in�ni� En e�et� supposons que l�on ait un rectangle n�k avec k un
entier �x�e �en pratique� assez petit�� Consid�erons la derni�ere colonne du rectangle� Elle poss�ede k �el�ements�
Si on a un couplage parfait sur ce rectangle� on peut d�ecider de retirer les ar�etes du couplages qui touchent
les sommets de la derni�ere colonne� On obtient un rectangle �n����k avec des trous sur la derni�ere colonne�
Il y a �k con�gurations possibles pour r�epartir des trous sur une colonne� Num�erotons�les c�� � � � � c�k � On
d�e�nit alors la quantit�e xn�i qui repr�esente le nombre de couplage parfait du graphe Gn�i� o�u Gn�i est le
graphe obtenu en partant d�un rectangle n�k avec des trous sur la derni�ere colonne suivant la con�guration
ci� On d�e�nit ensuite le vecteur colonne Xn � �xn�i���i��k � La suite �Xn� suit une relation de r�ecurrence
simple � on pose ai�j � � si dans le graphe G��i� on peut coupler chaque sommet de la deuxi�eme colonne avec
un autre sommet �quelconque� de fa�con �a ce que l�on obtienne la con�guration cj sur la premi�ere colonne
une fois que l�on a retir�e les ar�etes du couplage qui sont horizontales 	 et ai�j � � dans le cas contraire� En
notant A la matrice des ai�j �c�est une matrice d�ordre �

k�� on obtient la formule de r�ecurrence suivante �
Xn�� � A�Xn� qui se r�esout en Xn � An�X	 �en choisissant bien X	�� En diagonalisant la matrice A �qui
est sym�etrique�� on trouve normalement un �equivalent exponentiel en n du nombre de couplage parfait de
n� k quand n tend vers l�in�ni� Cette m�ethode convient pour des k petits�

� Si on fait tendre �a la fois n et m vers l�in�ni� la formule de Kasteleyn permet de donner un �equivalent
du logarithme du nombre de couplages parfaits du rectangle m � n� En e�et� on reconna��t une somme de
Riemann qui converge vers une int�egrale �

�

�

Z Z
�	�����	���

log� cos��x�� �  cos��y���dx�dy

La di�cult�e r�eside dans le fait qu�il y a une singularit�e en � �� �
�
� �� Pour pouvoir repasser �a l�exponentielle� il

faudrait a�ner la convergence de la somme de Riemann pour obtenir des termes d�erreurs� ce qui est assez
compliqu�e car on manipule des int�egrales doubles� L��equivalent du logarithme est su�sant par exemple pour
des calculs d�entropie �

�

mn
log�mn� �� �

�

Z Z
�	�����	���

log� cos��x�� �  cos��y���dx�dy
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Fig� �� la bijection de Temperley �cas particulier� le rectangle�

� Arbres couvrants

��� La bijection de Temperley

Dans cette partie on montre qu��a partir d�un graphe planaire donn�e on peut en construire un deuxi�eme�
tel que les couplages parfaits du premier soient en correspondance avec les arbres couvrants du deuxi�eme�
Pour bien comprendre on se limitera �a l�exemple du rectangle� mais dans le cas g�en�eral c�est exactement le
m�eme principe�

Soit G un graphe planaire� et G� son graphe dual� On consid�ere une repr�esentation dans le plan de G�G��
et on s�en sert pour d�e�nir le graphe H � les sommets de H sont les sommets de G� plus les sommets de G��
plus les points qui sont �a l�intersection d�une ar�ete de G et d�une ar�ete de G�� Deux sommets sont voisins si
l�un est une intersection de deux ar�etes de G et de G�� et l�autre est une extr�emit�e d�une de ces deux ar�etes�
Ensuite on prend H � �egal �a H priv�e du sommet �a l�in�ni de G� et des ar�etes li�ees �a ce sommet� Finalement
soit K �egal �a H � priv�e d�un sommet qui est sur le bord� et des ar�etes qui sont li�ees �a ce sommet� Les �gures
� et �� montrent cette construction dans le cas du rectangle et dans un cas un peu plus g�en�eral�

Remarque � Le grapheK que l�on vient de construire est biparti� Il su�t de prendre d�une part les sommets
de G et de G�� d�autre part les sommets qui proviennent de l�intersection d�une ar�ete de G et d�une ar�ete de
G� 	 on obtient ainsi une partition de K qui v�eri�e les conditions requises�

Proposition � 
bijection de Temperley� Les arbres couvrants de G sont en bijection avec les couplages
parfaits de K�

Preuve � Les �gures � et �� nous montrent comment associer syst�ematiquement un couplage parfait de K
�a un arbre couvrant de G � on part des feuilles de G et on remonte l�arbre jusqu��a la racine �que l�on prend
�egale au dernier sommet que l�on a enlev�e� en posant des dim�eres le long du chemin� On fait la m�eme chose
en partant des feuilles de l�arbre dual et en remontant jusqu��a la racine �que l�on prend �egale �a la face �a

�



Fig� ��� la bijection de Temperley �cas g�en�eral�� construction du graphe associ�e

�




Fig� ��� la bijection de Temperley �cas g�en�eral� construction du couplage parfait �a partir de l�arbre couvrant
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l�in�ni�� Il n�est pas di�cile de voir qu�on obtient bien un recouvrement par dim�eres � par construction de K
le chemin de la feuille �a la racine est de longueur impaire� juste ce qu�il faut pour pouvoir poser des dim�eres�
L�injectivit�e de la fonction se montre aussi �el�ementairement � pour retrouver l�arbre duquel on est parti il
su�t de partir de la racine et de remonter jusqu�aux feuilles�
�A partir d�un couplage parfait de K on peut aussi retrouver l�arbre couvrant de G correspondant� Il su�t

en fait de prendre les ar�etes de G qui recouvrent un dim�ere du couplage parfait� Le graphe qu�on obtient
recouvre bien tous les sommets� on s�en rend compte assez facilement� Si on suppose qu�il contient un cycle�
alors l�int�erieur de ce cycle contient un nombre impair de sommets� Mais c�est impossible car le couplage
parfait de G� doit induire un couplage parfait de cette r�egion� C�est relativement ais�e �a voir dans le cas du
rectangle� mais cela reste vrai dans le cas g�en�eral� Pour une preuve pr�ecise et d�etaill�ee dans le cas g�en�eral�
cf� "�#�
Remarque � Si G est un rectangle m�m� alors K est un rectangle ��m� ��� ��n� �� priv�e d�un sommet
�que l�on prend g�en�eralement au bord��
Preuve � C�est trivial et cela correspond �a la �gure ��

��� D�enombrement d�arbres couvrants

Th�eor	eme � Le nombre d	arbres couvrants d	un graphe G connexe est �egal �a n	importe quel cofacteur de la
matrice  �matrice du Laplacien��

Preuve � Comme G est connexe�  est de rang n� �� et de plus elle est sym�etrique� On en d�eduit que  �

la transpos�ee de sa comatrice est non nulle� sym�etrique et de rang �� De plus  � � � � donc les vecteurs
colonnes de  � sont des multiples du vecteur dont tous les coe�cients sont �egaux �car ce vecteur engendre
le noyau de  �� De tout cela on d�eduit que tous les cofacteurs de  sont �egaux� et il su�t de montrer que
l�un d�entre eux est �egal au nombre d�arbres couvrants�

D�e�nition � On oriente le graphe arbitrairement� et on num�erote ses ar�etes de � �a m� On peut alors d�e�nir
D � �di�j� la matrice d	incidence par �

di�j �

���
��
� si le sommet i est �a la sortie de l�ar�ete j

�� si le sommet i est �a l�entr�ee de l�ar�ete j

� sinon

Cette matrice est di��erente de la matrice de Kasteleyn � car pour la matrice d�incidence� on indexe par les
sommets �lignes� et les ar�etes �colonnes��
Cette matrice v�eri�e D�Dt �  � et donc a le m�eme rang que  �i�e� n� ��� On a les propri�et�es suivantes �
Lemme � � Toute sous�matrice carr�ee A de D a un d�eterminant qui vaut �� � ou ���

Chaque colonne de D a deux coe�cients non nuls� un �egal �a � et l�autre �a ��� Si D a deux coe�cents non
nuls dans chaque colonne� det�D� � � car en faisant la somme de ses lignes on obtient le vecteur nul� Si une
colonne de D est nulle� clairement det�D� � �� Il reste le cas o�u une colonne a un seul coe�cient non nul�
mais alors en d�eveloppant le d�eterminant par cette colonne on se ram�ene �a un d�eterminant plus petit et on
peut conclure par r�ecurrence�

Lemme � � soit U un ensemble de n�� ar�etes du graphe G� Alors le d�eterminant d�une sous�matrice carr�ee
d�ordre n � � de D� dont les colonnes correspondent aux �el�ements de U� est inversible si et seulement si U
est un arbre couvrant du graphe G�

Supposons que U soit un arbre couvrant� et soit H le graphe dont les sommets sont ceux de G et dont
les ar�etes sont les �el�ements de U � Alors A est une sous�matrice de la matrice d�incidence D� de H � qui est de
rang n�� et de dimension n � �n � ��� Comme on sait que chaque vecteur ligne de D� est une combinaison
lin�eaire des n� � autres� on en conclut que A est de rang n� �� et donc inversible�
R�eciproquement supposons que A est inversible� On en d�eduit que D� est de rang n � �� et donc le

laplacien de U aussi� Ceci implique que le graphe U est connexe� D�autre part� on a ainsi que la matrice
d�incidence de U a un noyau r�eduit �a �� en fait cela implique que U est sans cycles �en th�eorie alg�ebrique des
graphes� ce noyau est appel�e le sous�espace des cycles�� En e�et supposons que l�on ait un cycle dans U � On

��



lui donne une orientation arbitraire� On consid�ere le vecteur indic�e par les ar�etes de U � dont les coe�cients
sont �egaux �a � ���

��
� si l�ar�ete n�appartient pas au cycle�

� si elle est dans le cycle et dans le sens direct�

�� si elle est dans le cycle et dans le sens indirect�

Alors ce vecteur serait dans le noyau de la matrice d�incidence 	 et comme on a vu que celui�ci �etait nul
ce n�est pas possible� Ainsi H est un sous�graphe connexe sans cycle �i�e� un arbre�� et comme on sait qu�il
a n� � ar�etes cela implique qu�il a n sommets 	 donc c�est bien un arbre couvrant�
Ainsi en notant DU la sous�matrice de D dont les lignes correspondent �a n�� sommets �x�es �les n � �

premiers par exemple�� et les colonnes correspondent aux �el�ements de U � on est d�ej�a en mesure de dire que
le nombre d�arbres couvrants de G est �egal �a �X

Uensemble d�ar�etes

jUjn��

j det�DU �j

ou encore � X
Uensemble d�ar�etes

jUjn��

det�DU �� det�D
t
U �

Sous cette forme on reconnait imm�ediatement un d�eveloppement de d�eterminant par la formule de Binet�
Cauchy 	 et ceci nous dit que ce nombre est �egal au d�eterminant de D	�D

t
	� o�u D	 est obtenue �a partir de D

en supprimant la derni�ere ligne� Ainsi on obtient bien un cofacteur de la matrice  � D�Dt� d�o�u le r�esultat�
Voyons un premier exemple�

D�e�nition � Le graphe complet d�ordre n� not�e Kn� est le graphe �a n sommet tels que chaque sommet est
li�e aux n � � autres� �il n�est pas planaire si n est sup�erieur �a �� Sa matrice d�adjacence a toutes ses
entr�ees �egales �a �� sauf sur la diagonale o�u on a des ��

Proposition � Le nombre d	arbres couvrants sur Kn est �egal �a nn���

Preuve � Le laplacien de Kn est �egal �a la matrice d�ordre n ��
B�

n� � ����
� � �

���� n� �


CA

Le nombre cherch�e est donc �egal au d�eterminant d�ordre n� � ��������
n� � ����

� � �

���� n� �

�������
Pour calculer ce d�eterminant� il su�t d�avoir le polyn�ome caract�eristique de la matrice �����i�j�n�� et

de l��evaluer en n� Or on peut diagonaliser cette matrice� Il su�t de prendre ��
BBBB�
� � ���
��� �� � � �
���

� � � �
� ��� ��


CCCCA

comme matrice de changement de base� ses vecteurs colonnes �etant propres� Les valeurs propres �etant n� �
d�odre �� et � d�ordre n� �� son polyn�ome caract�eristique est Xn����X � n� ��� D�o�u le r�esultat�
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Corollaire � Le nombre k d	arbres couvrants de G est �egal �a �

�

n�
det�J � �

o�u J est la matrice dont tous les coe�cients sont �egaux �a ��

Preuve � On sait que J �  J � � et J� � nJ � Les calculs nous donnent successivement �o�u on note
adj�M� la transpos�ee de la comatrice de M� �

adj�J � ��adj�nI � J� � adj�n �

adj�J � ��nn��J � nn��adj� �

adj�J � ��J � nkJ

�J � ��adj�J � ��J � �J � �nkJ

det�J � � � n�kJ

d�o�u le r�esultat�

Corollaire � k est aussi �egal au produit des valeurs propres non nulles de  divis�e par n�

Preuve � Comme J et  commutent� les valeurs propres de la somme sont les sommes de valeurs propres
correspondant �a un m�eme vecteur propre� Pour J il y a une seule valeur propre non nulle� n� et le vecteur
propre correspondant et le vecteur constant� qui est vecteur propre de  pour la valeur propre �� D�o�u le
r�esultat�

Proposition  Soit G et H deux graphes �a n et m sommets respectivement
 AG et AH leurs matrices
d	adjacence
  G et  H leurs laplaciens� Alors si on ordonne les sommets de G�H par l	ordre lexicographique

on a �

 G�H �  G 	 Im � In 	 H

et �
AG�H � AG 	 Im � In 	AH

Preuve � Rappelons�nous la d�e�nition du graphe�produit� Alors  G�H se d�ecompose en n blocs carr�es
indic�es par les sommets de G� et chaque bloc est d�ordre m indic�e par les sommets de H � Il su�t d�examiner
ce qu�il se passe dans chaque bloc et on obtient le r�esultat facilement pour la matrice d�adjacence� Si on
d�e�nit une matrice degr�e D� dont le terme diagonal d�ordre i est le degr�e du i�eme sommet� alors on a une
formule semblable qui se v�eri�e facilement sachant que � deg�a� b� � deg�a� � deg�b�� Et il su�t de faire la
di��erence pour avoir le r�esultat sur le laplacien�
On peut facilement g�en�eraliser cette formule pour un produit de plus de deux graphes� Avec G� H et K

de cardinaux m�n�et q on trouve �

 G�H�K � Imn 	 G � Im 	 H 	 Ip � K 	 Inp

L�int�er�et de cette expression est que les vecteurs propres et les valeurs propres passent tr�es bien au produit
tensoriel� C�est une autre fa�con de voir le th�eor�eme de d�erivation d�un produit que l�on a introduit dans le
cas du rectangle�

Voyons maintenant le cas des graphes cycliques� par exemple un polygone r�egulier �a n c�ot�es� On le notera
Gn� On peut noter ses c�ot�es �� � � � � n� D�apr�es ce qui a �et�e fait dans la partie sur le Laplacien dans Z� si la
fonction propre f est p�eriodique de p�eriode n� en prenant les classes d��equivalences modulo n on obtient une
fonction qui v�eri�e la m�eme �equation �  �f� � 	f et c�est le cas lorsqu�on prend 	 � �k�

n
avec � � k � n�

Ces valeurs propres ne sont pas a priori � �a � distinctes� mais pour chacune d�entre elles le cosinus et le sinus
donnent � vecteurs propres ind�ependant� Ainsi on obtient n fonctions propres pour le laplacien de Gn�
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Mais on sait trivialement que le nombre d�arbres couvrants dans ce cas est �egal �a n� En fait l�int�er�et de
ce que l�on vient de faire� outre de montrer la formule �

n� �

n��Y
k�

�
�� � cos

�
�k�

n

��

est que l�on peut facilement en d�eduire des r�esultats non triviaux� L�id�ee est que si on a deux graphes avec
les fonctions propres de leurs laplaciens� alors les produits de fonctions propres seront des fonctions propres
du produit des graphes �Cf� partie sur le Laplacien��
Ainsi avec ce qui pr�ec�ede on peut imm�ediatement trouver le nombre d�arbres couvrants sur des graphes

qui sont des produits de Gn �ces graphes peuvent �etre plong�es dans un tore� mais pas dans le plan� d�o�u le
nom graphe torique 	 la �gure � repr�esente G�

��� Le nombre d�arbres couvrants de Gm �Gn est �

�

mn

Y
��j�m�����k�n��

�j�k���	�	�

�
� � cos

�
�j�

m

�
� � cos

�
�k�

n

��

Par exemple sur notre graphe toriqueG�
�� on trouve un nombre d�arbres couvrants �egal �a 
������
����������

Pour un produit de la forme Gn �Gm �Gp on trouve �

�

mnp

Y
��j�m�����k�n��

��l�p����j�k�l���	�	�	�

�
�� � cos

�
�j�

m

�
� � cos

�
�k�

n

�
� � cos

�
�l�

p

��

Et on g�en�eralise facilement �a un nombre quelconque d�indices� m�eme si les formules deviennent rapidement
assez grosses� Ainsi on peut conclure en disant que sur les tores� o�u l�on a pas d�e�ets de bords� on peut faire
des calculs exacts en dimension quelconque assez facilement�
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