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Introduction

On s’intéresse ici au décompte des sous-groupes d’indice fini d’un groupe.

Afin que ce nombre soit fini pour un indice n fixé, on suppose que le groupe
G est de type fini. Pour simplifier (le cas général étant complexe) on le sup-
pose de plus nilpotent.
On est donc amené & considérer une fonction de type arithmétique (i.e. de
N dans N) et 'on veut savoir si son comportement est régulier. Le résul-
tat principal est que la série de Dirichlet associée se décompose suivant les
nombres premiers, et que pour chaque nombre premier, la somme de la série
correspondante est une fonction rationnelle. Ceci permet de déterminer en-
tiérement la suite que 'on étudiait & partir d’'un nombre fini de termes.
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Notations

|S| est le cardinal d’un ensemble S.
Pour un groupe G, x,y € G et ST C G,

(S) est le sous-groupe engendré par S,

[zy] =2ty tay

[S,T] = ([s,t] ,s € S;t € T)

G"=(¢g",geG)sineZ

Z(G) = centre de G

H < G: H est un sous-groupe de G

H <1 G: H est un sous-groupe distingué de G

H <; G,H <y G: H est un sous-groupe (resp. un sous-groupe distingué)
d’indice fini de G

x G : produit cartésien des G;

Pour un anneau A:

A* est le groupe des unités de A.

T,,(A) est 'ensemble des matrices triangulaires inférieures a coefficients dans

A.

1 Rappels d’algébre

1.1 Groupes Nilpotents

Définition 1.1 Un groupe G est dit nilpotent s’il existe des sous-groupes
distingués Hy, ... ,H, tels que

{1} =Ho=H1=---=H,=G

et que, pour tout i entre 1 et n, H;/H;_1 C Z(G/H;—1), ou de fagon équiva-
lente [G,H;] C H;—1. Les H; forment alors une suite centrale.

Remarque :  Les sous-groupes d’un groupe nilpotent et les quotients d'un
groupe nilpotent sont nilpotents.

Définition 1.2 Pour un groupe G, on définit la suite centrale ascendante
par:

Z(G) = {1}

Zi(G) = m; {(2(G/Zi-1(G))), ieN*
ot m; est la projection canonique de G sur G/Z;—1(G); la suite centrale
descendante par :

1(G) =G
Yi41(G) = [Gy(Q)], i€ N*



Propriétés 1.3

Si la suite centrale ascendante ou descendante est finie, alors c’est une suite
centrale.

Si (H;) est une suite centrale de longueur n, alors H; < Z; et vi11(G) < Hp—s,
pour 0 <7 < n.

En particulier, Z,(G) = G et y,41(G) = {1}.

Si G est nilpotent, I'infimum des longueurs des suites centrales est égal a
Inf{n,Z,(G) = G} = Inf{n,y,+1(G) = {1}}. Ce nombre est appelé classe
de nilpotence de G et est noté c.

Dans la suite, on ne considérera que des groupes nilpotents de type fini et
sans torsion, que ’on appellera désormais 7 -groupes.

Propriété 1.4
Soit G un T -groupe. Tous ses sous-groupes sont de type fini. Ce sont donc
des T -groupes.

Dém. : On ne donne ici qu'une esquisse de démonstration. On note G; =

7i(G).

Pour 7 > 1 on a un morphisme surjectif
Vi (Gie1/Gi) ® (G1/G2) — Gi/Giyr,
induit par I’application
(Gig,G2h) — Git1[g,h] .

On en déduit par récurrence sur i que G;/G;41 est de type fini. Comme ce
groupe est abélien, tous ses sous-groupes sont de type fini.

Soit H un sous-groupe de G. Les (HG;+1NG;)/G;41 sont de type fini. Soit J;
une famille finie de générateurs. Pour chaque i et chaque x € J; on choisit un
antécédent par la projection canonique qui soit dans H (quitte & translater
par G;11, ce qui ne change pas le quotient). On obtient ainsi une famille finie
de générateurs de H. O

Propriété 1.5
Soit G un T -groupe. G/Z(G) est sans torsion. C’est donc un T -groupe.

Dém. : On commence par montrer que si, pour x,y € G, il existe n € Z
tel que 2™ = y", alors * = y. On procéde par récurrence sur ¢ (classe de
nilpotence).

Sic=1, G est abélien et sans torsion d’ol le résultat.

On suppose le résultat montré pour les classes de nilpotence < ¢. On consi-
deére le sous-groupe H engendré par 72(G) et x. C’est un sous-groupe distin-
gué de G car il contient v(G), puisque G/v2(G) est abélien. On a

Ze r(H) D Zer(G) N H



(cela s’établit par récurrence). Or
Ze—1(G)NH D v (G)NH =%(G)

H est engendré par Z._1(H) et x. Dans H/Z._o(H), = est dans le centre car
il commute avec la projection de Z._1(H) et avec lui-méme donc Z._1(H) =
H. On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence & H qui est de classe
de nilpotence strictement inférieure a celle de G. On a yxy~! € H puisque
H est distingué. De plus

(yoy )" =ya"y !

= yn
donc yry~! = z: x et y commutent. Comme 2" = y", (zy )" =letz =y
car GG est sans torsion.
Si 2" € Z(G), pour tout z € G, (zxz~ )" = za"z~! = 2" donc zzz7! =2
et z € Z(@), ce qui achéve la démonstration. O

Définition 1.6 Soit G un 7T -groupe. On appelle longueur de Hirsch de G,
et on note h(G), le nombre mazimal de facteurs infinis monogénes G;/G;_1
dans une tour 1 =Gy <1G1 < --- <Gy =G

Propriétés 1.7

Si 'on a une tour composée uniquement de facteurs monogénes, le nombre
de facteurs infinis est égal a h(G).

Si H =G, h(H) < h(G).

Si N <G tel que G/N soit sans torsion, h(G) = h(N) + h(G/N).

1.2 Cloétures pro-p et profinie

Définition 1.8 Un ensemble dirigé est un ensemble E partiellement or-
donné tel que YA, u € Edv € E, A < vetpu < v. Un systéme inverse
est une famille de groupes (G;)icr, telle que I soit dirigé, et une famille de
morphismes (pi; : Gi — Gj)j<i telles que Vi, p;; = id et sii < j < k,
Pkj © Pji = Pki-

Si (Gyp,I) est un systéme inverse, on définit la limite inverse de (G,p,I) par

IimG; = {(CLZ) € HGZ’ goij(ai) = aj dés que j < Z}
i€l
Cette limite est un sous-groupe de X Gj
el

Définition 1.9 Soit G un T -groupe. La cléture profinie G de G est la li-
mite inverse de (G/N,m,A) ot A est l’ensemble des sous-groupes distingués
d’indice fini de G ordonné par l'inclusion et 7 les projections canoniques. La
cloture pro-p G’p est définie de la méme maniére, mais en ne prenant que les
sous-groupes distingués d’indice une puissance de p.



Propriétés 1.10

G s’injecte dans G et les @p.

G et Gp sont compacts pour la topologie induite par la topologie produit (ot
les G/N sont munis de la topologie discréte).

G est dense dans G et Gp.

G/G™ est isomorphe a G/G™.

1.3 Nombres p-adiques

Définition 1.11 L’anneau Z, des entiers p-adiques est défini comme la clo-
ture pro-p de 7.

Propriétés 1.12
Z,, s’identifie a I'ensemble des séries formelles de la forme

oo
Zakpka ag € {Oa]-vap_l}
k=0

Un élément de Z, est inversible si et seulement si a, # 0.

Les sous-groupes d’indice fini de 7, sont les p"7Z,. Comme Z, est compact,
on le munit d’une mesure de probabilité v (dite mesure de Haar) invariante
par translation. On a donc v(p"Z,) = p~". On munit de méme Z, d’une
mesure de Haar.

2 Propriétés générales des séries de Dirichlet

Tout comme 'on peut déterminer une suite en étudiant la série généra-
trice associée, nous allons analyser le comportement du nombre a,, de sous-
groupes d’un groupe a l'aide de la série de Dirichlet associée. Ainsi, si X est
une famille de sous-groupes de GG, on lui associe la série

x(s)= Y |G H[ =) an(X)n"* (1)

HeX

ouan(X)={H € X, |G : H| = n}| (avec la convention co™* = 0). (x définit
alors une fonction analytique sur le demi-plan {z € C, Re(s) > ax}, ou ax
est 'abscisse de convergence de la série (1). Les abscisses de convergence
seront étudiées plus en détail dans la section 2.2.

Voici les familles X de sous-groupes qui seront considérées :

S(G) = {tous les sous-groupes d’indice fini de G},
N (G) = {tous les sous-groupes distingués d’indice fini de G} .

On notera respectivement

(e =Cs@): ac=as@q),
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(& =), af = an)-

L’intérét majeur d’utiliser de séries de Dirichlet est le fait que, & I'instar de
la fonction zéta de Riemann, elle se décomposent en produit d’Euler. A cette
fin, on notera

Xp:{HEX,\G:H|:pkpourunk€N},

Cop =Cs@),r CGp = V@),

Nous y reviendrons dans la section 2.3.

2.1 Cas abélien

Le cas des 7T-groupes de classe de nilpotence égale a 1 est facile:

Propriété 2.1
Soit G = Z%. Alors on a

d—1
Cals) = ¢5(s) = T ¢(s — ), (2)
j=0
d—1 ‘
Cap(s) =5, 0) =[] —p/p™) " (3)
j=0

Dém. :Soit G = 74 et soit Z < G avec Z = 7, G/Z = 797!, Pour chaque
sous-groupe A/Z d’indice fini de G/Z et chaque sous-groupe B d’indice fini
de Z, il y a exactement |Hom(A/Z,Z/B)| = |Z : B|*™! sous-groupes H de
G tels que Z+ H = Aet ZN H = B. Chacun de ces H a pour indice
|G : A|-|Z : B| dans G. En faisant varier A et B, on obtient chaque sous-
groupe H de G une et une seule fois. Ainsi on a

Cals)= > 1G:A™ Y |Z: B
Z<AZsG B<sZ
= (a/a(s)Cz(s — (d —1)).
Puisque Z = Z, (z(s) = Y .yn~° = ((s). On établit ainsi (2) par ré-

currence sur d. (3) s’établit de la méme facon en ne considérant que les
sous-groupes d’indice une puissance de p. O

2.2 Abscisses de convergence

Propriété 2.2
Pour un T -groupe, ag < h(QG).



Dém. : On raisonne par récurrence sur h(G).

Si h(G) =1, G = Z et ag =1 (car (g n'est autre que la fonction zéta de
Riemann).

Supposons le résultat montré pour les longueurs de Hirsch plus petites. Soit
Z £ Z(G) avec Z = Z et G/Z sans torsion. Si A/Z <y G/Z et B <y Z alors
le nombre de sous-groupes H de G avec HZ = A et HN Z = B est au plus

|Hom(A/Z,Z/B)| < |Z : B|"™!

ot h = h(G). Donc pour s réel > h,

Cols) =D |G H™< > |G:A*Y |z:B"'

A)Z<G)Z B<Z
= (e/z(s)C(s = (h = 1)).

Le deuxiéme facteur est fini puisque s — (h — 1) > 1, et le premier 'est par
hypothese de récurrence. Le résultat s’en suit. U

2.3 Décomposition en produit d’Euler

Propriété 2.3
Soit G un T -groupe. Alors

e=Co (=05

Cop="Cap Sp=C3 (4)

Dém. : Puisque G est nilpotent, chaque sous-groupe d’indice n de G contient
G™. Ainsi I'isomorphisme naturel G/G™ — G//G™ induit une bijection entre
I’ensemble des sous-groupes d’indice n de G et ’ensemble des sous-groupes
d’indice n de G, de plus les sous-groupes distingués de I'un correspondent
aux sous-groupes distingués de I'autre. Cela montre (g = (4 et Cé = Cg‘. U
Pour n entier positif, on note a,, (resp. b,) le nombre de sous-groupes (resp.
sous-groupes distingués) de G d’indice n.

Propriété 2.4
Soit n = p{* --- p% un entier positif décomposé en facteurs premiers. On a

T

T
Qy (673
a":HapZ’ b":prZ
i=1

i=1
Dém. : Soit m tel que tous les sous-groupes d’indice k, pour k|n, contiennent
G™. Alors ap = ap(G/G™) pour k|n (de méme pour b). Or G/G™ est un
groupe nilpotent fini, donc il est isomorphe au produit de ses Sylow S,,. Si
H = G/G™ d’indice n, alors

Hx [] s, sG/Gm
PFPi



d’indice pj. Réciproquement, si H; £ G/G™ est d’indice p;, alors (H; <
i
G/G™ est d’'indice n.

O

Corollaire 2.5 Soit G un 7T -groupe. Alors

Cals) =[] ¢anls),  G(s)=T]¢5,09)

3 Bases de Malcev

Définition 3.1 Soit G un 7 -groupe de longueur de Hirsch n. On dit que
(z1,...,x,) est une base de Malcev de G si la suite des groupes

MO = {1} ,M1 = (a:1>,. .. 7Mn = <.%'1,. .. ,$n>

est une suite centrale telle que tout élément de M; s’écrive de fagon unique

comme 7' --- x}* avec a; € Z.

Théoréme 3.2
Soit G un T -groupe de longueur de Hirsch n. G admet une base de Malcev.

Dém. : On procéde par récurrence sur c.

Sic=1,G = Z", et la base canonique de Z" en tant que Z-module convient.
On suppose le résultat montré pour les classes de nilpotence < ¢. G/Z(G)
est un 7-groupe. On considére (yi,...,y;) une base de Malcev de G/Z(G).
On choisit des antécédents x1,...,xrr de yi,...,yr par la projection cano-
nique, on considére (gy1,...,Txy;) une base de Malcev du centre. Alors
(Tha1y -« yThtlyT1,- - - ,Tk) CONVient. O

I a2 -+ am

Ezemple: on prend G = ' ' ' ,aij €7Z p. Alors une
. Gp—1n
1
base de Malcev de G est, en notant I = I,, et E;; les matrices élémentaires,
([ + EBind+ FEin 1,0+ FEopn,.... ] + FE9, ]+ Eos,.... I+ En—ln)-

Théoréme 3.3

Soit (z1,...,x,) une base de Malcev de G. On convient de noter x® pour

an
no -

1l existe des polynémes ;, \;, a coefficients dans Q, a respectivement 2n et
n + 1 variables, tels que pour tous a,b € Z" et pour tout k € 7, on ait

ay
€Ty x

xaxb — xu(a,b) (Mn)
(xa)k _ x)\(a,k) (En)



Dém. : On procéde par récurrence sur n, le cas n = 1 étant trivial, puisque
G est alors abélien.

On suppose My,..., M, _1,E1,...,E,_1 déja démontrés. Montrons M,,. On
écrit

n—1
An— — .
gjal‘b = l‘?l .. :L‘nnfll H ('T?Lnxlxn an)bz l‘g’n‘f’bn
=1

1xnm,~)“"aﬂ*a” (5)

a —an (o
Ty iy, " = xl(mi n

Par la propriété de centralité, on obtient une expression de la forme

-1 -1 _ Ce—17 G Cii—1 o
X, TpTir, = [ml,mn ] =z -t ¢ €L
(z1,...,xi—1,,) est une base de Malcev pour le sous-groupe qu’elle engendre.
On a donc, en appliquant F;,
—1 an __ Ci,1 Cii—1 a
(z; wnm)® = (2" - @l wn)

wi,1(an) wii-1(an) _an,
=T RS | 2

En utilisant M; pour réordonner les termes, on a par (5)

an .. —an _ wi1(an) wii—1(an)
T, T, " = X2y RN ]
— pPilan)

On réapplique E;, puis M,_1 pour réordonner les termes:

(xgnxiw;an)bi _ xwi(ambi)

n—1
i=1

b n—1(a,b
— xi‘l(av ) - xz—ll(a )ngn‘i‘bn

— pH(ab)

en posant i, (a,b) = a, + by, ce qui achéve la démonstration de M,,.
Passons & la démonstration de E,,. Nous aurons besoin d’un lemme.

Lemme 3.4 Soit P = x1---2,,, considéré comme un mot, Aq,...,A, une
partition de {1,...,m}. Soit Cg le plus petit ensemble contenant les x;,i €
'USAj’ stable par commutateurs. Soit Xg U'ensemble des v € Cs qui ont au
j€

moins une occurence dun des xy,k € Aj, et ce pour chaque j € S.

On ordonne P({1,...,k}) par cardinal puis par ordre lexicographique. Alors

on a
P= H Qs
SeP({1,...kH)\{2}

ot Qg est un produit d’éléments de Xg.
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Dém. : On fait d’abord passer les éléments de X3 a gauche en utilisant
xiT; = xj2; [24,25] pour j € Ay, en commencant par les j les plus petits. On
fait de méme pour les autres parties de {1,...,k}. U
Soit S C {1,...,k}. On obtient un mot Pg en identifiant, pour j ¢ kLEJSAk,

xj a 1. Alors Pg = [[;-g @7, ce qui permet de calculer Q7 par récurrence
en fonction des Pg.

En particulier, si m = rn, et si P = af---x
ISl
1

n, avec A; =
{jor+4,....(n—=1)r+j} pour 1 <j <r,alors Pg =x a:lﬁgl En calcu-

lant Qg par récurrence sur les Pg, on voit que Qg ne dépend que de S (et

pas de r). On pose Qs = 7\g/(T1,...,Zn) (avec T1(21,..., ) = 21~ Tp).
C} Cs
Alors P =[] Qg donne a7 -~ o), =777 -7 ".
Revenons & la démonstration de F,,. Pour r > 0,
al an\r __ _.rai ran *CE al an —C¢/,.a1 an
(- apm) =2y ety (2 ) T (2 L)
Or 79,...,7c € 2(GQ) C (x1,...,p-1).
Par M,
. al a _ Mi,l(alr"?an) Mi,n—l(alv"'van)
(2, . aln) = o cooghtn
avec fi; j des polynomes. Donc
. ! /
a1 a ci /Ji’l((lh---,an,f') ﬂi’n_l(aly---yanyr)
(ri(xf, ..zl ))or = oy ezt

avec u; ; des polynomes, en appliquant Ep,_;. Enfin, on applique M,_1 pour
avoir le résultat pour r > 0.
Pour r < 0, on utilise (z*---z%)" = (x; -2 ")7", et les polynomes

sont les mémes. O

an . .

Propriété 3.5
1] existe des polynémes k; a coefficients dans Q, a 2n variables, tels que

Va,b € 7, [g;a,mb] _ g(ad)

Remarques : On étend facilement les polyndémes p aux produits de n termes
par récurrence.
On étend la notion de base de Malcev au complété pro-p de G par

a __ a1 Qn
xT _1-1 ...xn7

apn, € Ly

avec la multiplication imposée par u. Le théoréme 3.3 et la proposition restent
valables dans Z,,.
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4 Formalisme p-adique

4.1 Bonnes bases

Dans cette partie, on se fixe p premier et (z1,...,x,) une base de Malcev
de G. On pose, pour 0 < i < n,

Gi = (a:l, e ,$n>

de sorte que les G; forment une suite centrale a facteurs monogénes infinis.
On note G le complété pro-p de G, et S ou S~ le complété d’un sous-ensemble
S de G.

Définition 4.1 Soit H <y G. Un n-uplet (ha,...,h,) d’éléments de H est
appelé une bonne base si, pour 1 <7 < n,

<h1, ohy)yT =HnN éz

Lemme 4.2 i. Soit h; € G; \ Gi_1 pour 1 < i < n et soit H =
(h1,...,h)". Alors H est d’indice fini dans G ; et (hq,...,h,) est une

bonne base si et seulement si

[hi,h;] € (hi,...,hi—1)” pour 1<i<j<n. (6)

ii. Supposons (6) vrai et soit by, ... h), € H. Alors (h},...,hl,) est une

bonne base de H si et seulement s’il existe r; € Z,, et w; € (h1y.. . hi—1)™
tels que

hi = w;h; pour 1<i< n. (7)

Dém. : On note H; = (hq,...,h;)” pour chaque i. On a:

‘Gz : éz ﬂHGi_l{ < ‘Gl : Hiéi—l‘ = {éz : Gi_1<hi>_{ < 00,

d’ont
n
‘G:H|:H‘Gi:GiﬂHGi_1|<OO. (8)
i=1
Or (hi,...,h,) est une bonne base si et seulement si H N G; = H; pour

chaque 7. On a donc (6). Inversement, supposons (6) vrai. Soit k£ < n, et
supposons que H N G; = H; pour chaque i > k. Alors Hygy1 = Hp(hgy1) ™,
puisque (6) implique que Hy < H, d’ou

HnN Gk =(HnN Gk+1) N ék = Hii 1 N Gk = Hk(<hk+1>_ ﬂék) = H;,

puisque (hy4 1)~ N Gy = 1. Il sen suit par récurrence sur k que Hy = H N

Gy, pour chaque k. Finalement, (h),...,h!) est une autre bonne base si et
seulement si (h},...,h;)” = H; pour chaque i. Puisque H,_; < H; pour
chaque i, c’est équivalent a (7). O
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Lemme 4.3 Soit h; € G; \ G;_1 pour 1 <i < n, et soit H=(h1,...,hn)".
Alors (hi,...,hy) est une bonne base et H <1 G si et seulement si

[hi,xj] € (ha,...,hi—1)”  pour tout i et j.

A chaque H <; G on associe 'ensemble M(H) des matrices M, de taille
nxn, & coefficients dans Zy, tels que (2™, ... ,2™") soit une bonne base pour
H, ou les m; sont les lignes de M. De cette maniére, M(H) C T,,(Z,) (par la
propriété de Malcev), et il est facile de voir que, par (8), que si M € M(H)
alors

|det M|™! = |G : H|,
de plus si H; = HN G, on a

Gi1Hy = Gi_q(x]"")~

7

d’ou

‘Gz : Gi—lHi‘ = \mii]_l

pour tout i.

Lemme 4.4 Soit M € T,(Zy). Alors M € M(H) pour un certain H <; G

si et seulement si det M #£ 0 et pour 1 < i < j < n il existe YZ;, ... ,Yi?_l € Zy
tels que

k(mimy) = pAN(ma,Yg), - A (mio, Y5 ), (9)
Lemme 4.5 Soit M € T,,(Z,). Alors M € M(H) pour un certain H <y G
si et seulement si det M # 0 et pour 1 < i,j < n il existe Yé, ... ,Yffl € Zy
tels que

’%(mlﬁej) = :u()‘(mhyi})? S 7)‘<mi—17Yi3'71))7 (10)

ot (e1,...,en) est la base canonique de Z™.

4.2 Formules intégrales des séries de Dirichlet

Lemme 4.6 Soit H <; G. Alors M(H) est un ouvert de T,,(Z,) de mesure
v(M(H)) = (1 —p~)'perp (e pmlen
o, pour chaque i, p& = ‘Gi :Gi1(HN G_Z)‘

Dém. : On démontre d’abord que M(H) est ouvert. Il existe f > 0 tel que
e < H. 11 suffit de montrer que

M e M(H) = M+ p'T,(Z,) € M(H). (11)

13



Soit donc M € M(H), soit r € p/7Z, et soit 1 < 1 < k < n, il suffit de
montrer que M + rEx € M(H) (ou les Ey; sont les matrices élémentaires).
Posons h; = 2™ pour chaque i, h} = h; pour i # k, et hj = 2™ "¢ Alors

! mg1 mrg.1 r Mki4+1 mg. k
L L R N )
= why,

ol w est conjugué a x; dans G, d’'ou
wGGrﬂGl CHﬂGl = (h1,...,h)” C(h1,...,hg_1)"

puisque (hq,...,h,) est une bonne base pour H. Donc, par le lemme 4.2.ii,
(h},...,h],) est aussi une bonne base pour H. L’assertion (11) s’en suit.
Maintenant, fixons M et (hq,...,h,) comme ci-dessus, et définissons, pour
chaque ¢, ’application ¢; : Z;') — Zli) par

hfl ... hz/ — #i(Y1,.,Y),0,...,0
Le lemme 4.2.ii montre que M(H) est ’ensemble des matrices n x n N

vérifiant
n; = (@i(Y1,...,Y:),0,...,0)

avec Y1,...,Yi_1 € Zp et Y; € Zy, pour 1 < i < n. Par conséquent,

n

vM(H)) = [[vlwi(2y ! % 23)). (12)

i=1

Fixons 7, et pour 1 < j,k < i posons

(0¢i);
Ay = .
k= oy,

qui & i fixé est le Jacobien de ;. Notons que (¢;); est un polynéme en
Y1,...,Y;, cest-a-dire la j-iéme composante de p(A(mi,Y7),...,A(m;,Y;));
c’est I'exposant de x; dans l'expression canonique de h}fl . hZYZ Puisque
hi € (x1,...,2) ", cet exposant est indépendant de Yy dés que k < j, ainsi

k<j = Ajk = 0.
Puisque h; € C_v’j_lx;ﬂ“, on a

Y1 Y; ~ Yimjj, Yiw Y;
hit---ht € Gjax; hily o hyits
? » — ..
d’ott Aj; = myj;.
Il suit que

|det A’ = ‘m11m22 L. m“| — p*(61+---+ei).
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Ainsi
l/(gpl-(Z;_l X ZLy)) = / |det A|dv
Zy <z
= p Oz < 2)
S
ce qui, avec (12), donne le résultat. O

Propriété 4.7
Soit My, I'ensemble des M € T,(Z,) vérifiant les conditions (9), et soit N,
I'ensemble de ces M satisfaisant (10). Alors

Cap(s) = (1—p1)"/ Ima ) " fmae [T [Ty (13)
MeM,

Cé,p(s) =(1 _p_l)—n/ [ma 7" |m22|8_(n_1) T |mnn|5_1 dv  (14)
MeN,

Dém. : Par le lemme 4.4, M,, est une réunion disjointe

My ={M € My, det M =0}u | ] M(H).

HZsG

L’intégrande de (13) s’annule dés que det M = 0, et par le lemme 4.6 il est
égal &

prpe ) L penp (et ten)s = (1 — p=hy"u(M(H)) TG s H| T

sur M(H), ou p% = {Gi :Gi1(HN Gl){ Ainsi le membre de droite de (13)
est égal a

A—p ) 3 (= p (M) G / dv

= > |G H|™* = {a(s) = Capls)-
HZ:G
Le deuxiéme résultat suit pareillement du lemme 4.5. O

4.3 Théoréme de Denef

Théoréme 4.8

Soit p(x) une formule du premier ordre (dans le langage des anneaux) sur

Ly, f15---,Jn des fonctions polynoémiales Z,, — Z,. Alors
/ @) | fala) o o
{z€zy, o(2)}
est une fonction rationnelle en p~*t,... p~°».
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On applique ce théoréme aux intégrales (13) et (14) pour avoir le théoréme:

Théoréme 4.9
Cap et Cgp sont des fonctions rationnelles en p~*.

Ce théoréme dit que les séries de Dirichlet sont des fonctions rationnelles ;
or ces séries ne sont autres que des séries entiéres en p~°, donc on peut
facilement récupérer les coefficients de ces séries. C’est 14 l'intérét d’utiliser
des séries de Dirichlet, car elles se décomposent en produit de séries simples.

Conclusion

La formule intégrale que l'on obtient est surtout d’intérét théorique car
difficile & calculer en pratique. Par un raisonnement similaire, on obtient éga-
lement une formule intégrale pour les sous-algébres d’une Z-algébre non né-
cessairement associative. On peut se servir de ce résultat pour les 7-groupes
en considérant des algébres de Lie associées.
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