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Résumé

En microéconomie, ’étude de la forme des fonctions de demande est au fonde-
ment de la théorie de I’équilibre général. De facon surprenante, le calcul différentiel
extérieur et la théorie de Cartan-Kéhler permettent de déterminer localement la
forme de ces fonctions sous hypotheése d’analyticité. Ce document a pour but de
présenter ce lien entre géométrie différentielle et économie, en restant autant que
possible "autosuffisant”.
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1 Introduction et motivations économiques

Dans cette introduction, nous donnons les définitions de microéconomie qui se-
ront nécessaires pour les sections suivantes.

1.1 L’équilibre général

Une économie est formée d’une multitude d’agents (consommateurs, ménages,
entreprises) qui échangent entre eux pour satisfaire leurs objectifs. Dans la théorie de
I’équilibre général, on s’intéresse au cas ou ces échanges sont marchands, c’est-a-dire
qu’il existe un systeme de prix auquel s’échangent les marchandises.

Le mot "équilibre" signifie que I'on s’intéresse essentiellement au cas ou les agents
n’ont plus envie d’échanger, et se satisfont donc de la situation existante. Le terme
"général", lui, s’oppose au "partiel" : dans un équilibre partiel, on ne traite le cas que
d’un seul bien, en ne tenant pas compte de ses interactions avec les autres biens;

ans un équilibre général, c’est ’ensemble des échanges de 1’économie qui importe
d lib 1, c’est I’ ble d h del’ te,
et tous les biens sont donc pris en compte simultanément.

La théorie de I’équilibre général dans sa forme la plus aboutie a été formulée par
Arrow et Debreu : ils montrent que, sous des hypotheéses trés précises, il existe au
moins un systéme (ou vecteur) de prix pour lequel l'offre globale et la demande
globale sont égales.

1.2 Fonctions de demande et loi de Walras

Implicitement, au paragraphe précédent, nous avons fait appel a la notion d’uti-
lité et a celle de fonction de demande, que nous allons définir précisément. Supposons
donné un ensemble de n biens.

Définition 1. L’utilité U est une mesure de la satisfaction obtenue par la consom-
mation. Plus précisément,
U:R"— R+

associe a un panier de biens un réel positif.

On aura U(z) > U(y) si et seulement si le panier x est préféré au panier y. La
plupart du temps, on se restreint a des fonctions U de classe C*°, ce qui suppose
que les biens sont indéfiniment divisibles. Chaque agent économique a sa propre
fonction d’utilité. On peut alors définir la fonction de demande marshallienne (ou
walrasienne) qui lui est associée :

Définition 2. La demande marshallienne z(p,w) décrit ce que le consommateur
désire acheter étant donnés les prix p € R™ des biens sur le marché et son revenu
w :

z(p,w) = argmax{U(z) | p-z <w, z; >0}

Remarque. L’ensemble K = {x ¢ R" | p-x < w, z; > 0} est compact donc l’arg-
max est bien défini en tant qu’ensemble. De plus, si la fonction U est strictement



concave, comme nous le supposerons par la suite, cet argmax définit un unique élé-
ment z(p, w). En effet, si M = max {U(x) | p-x <w, z; >0}, et z,y € K vérifient
U(xz) =U(y) = M et x # y alors, par stricte concavité de U, on a

o(228) > L 00

ce qui contredit la maximalité de M puisque (z +y)/2 € K.

Remarque. L’hypothese de (stricte) concavité de la fonction U est classique en
économie : elle reflete la préférence des consommateurs pour les mélanges.

Exemple. Si I'on prend une fonction d'utilité de la forme U(x1,x2) = xdxb, et
I'on note y la part du revenu consacrée a I’achat du premier bien (donc w — y celle
consacrée a I’achat du second), on voit que 'on cherche & maximiser

w—Yy

ia b
(pl)( s )

Le maximum est atteint pour y = aLerw et I'on a donc dans ce cas :

aw bw )
a+b)p1’ (a+b)ps

z(p1,p2,w) = ((

Loi de Walras. La loi de Walras est le point central de la théorie de 1’équilibre
général. Elle stipule que sur 'ensemble des marchés, la somme des demandes nettes
pondérées par les prix est égale a zéro. Autrement dit,

k k
>0 Dj=> pj-8i=0
j=1 i=1

ou p; est le prix du bien j et D; et S; sont la demande et I'offre respectives du bien
j.

Exemple. Supposons que les seuls biens de I’économie considérée soient des pommes
et des cerises, et qu’il n’existe pas d’autre marché. Il n’y a donc pas d’argent, et
les cerises et les pommes sont troquées par les agents. Si la demande nette pour
les cerises est nulle (c’est-a-dire que l'offre et la demande de cerises s’équilibrent
exactement) alors, par la loi de Walras, c’est aussi le cas pour les pommes. S’il y
a un exces de demande de cerises, il y aura automatiquement un exces d’offre de
pommes égal en valeur absolue a I’exceés de demande de cerises.

Homogénéité. Une hypothese trés souvent faite en théorie de I’équilibre général
est celle de I'homogénéité de degré 0 des fonctions de demande. Cela revient a dire
que si 'on multiplie les prix et les revenus par un méme facteur, les choix des
consommateurs ne s’en trouvent pas affectés.

1.3 Problémes typiques

A partir de ces quelques hypothéses, on peut essayer de chercher la structure
des fonctions de demande.



Typiquement, on pourra se demander quelles sont les fonctions = : R — R" de
classe C*° qui sont des fonctions de demande, c’est-a-dire telles que ’on peut trouver
U une fonction d’utilité de fonction de demande associée z. C’est le probleme du
consommateur simple, que nous résoudrons a la section [3l Nous aurons pour cela
besoin de quelques outils de base en calcul différentiel extérieur, comme le théoréme
de Frobenius, que nous démontrerons dans la section

Si nous ne nous intéressons plus a un consommateur unique, mais a un couple
de consommateurs, qui partagent une partie de leurs biens (les biens publics, par
exemple la télévision) et disposent aussi de biens propres (les biens privés, par
exemple les vétements), on peut se demander quelle va étre la forme de la somme de
leurs fonctions de demande. C’est 'objet du probleme du foyer, que nous traiterons
dans la partie[5] aprés avoir montré dans la partie[d un théoréme de calcul différentiel
extérieur nécessaire pour la résolution de ce probléme.

Un probleme nettement plus difficile est celui de déterminer de fagon générale la
structure de la fonction de demande agrégée (i.e. la somme des fonctions de demande
de plusieurs consommateurs). C’est le probleme de la demande de marché agrégée,
que nous résolvons (presque entiérement) dans la section , apres avoir démontré
dans les sections [0] et [7] les théorémes de Cauchy-Kowalevskaya et Cartan-Kéhler,
que l'on utilise dans la résolution de ce probleme. Ces théoremes ont, par ailleurs,
des applications bien plus larges que le simple champ économique, par exemple, en

physique ([I1]).

1.4 Historique

La structure des fonctions de demande est étudiée depuis les années 1970. Le
théoréme le plus célebre portant sur cette structure a été démontré par Sonnen-
schein, Mantel et Debreu dans ([6]) et ([I3]). Il affirme que toute fonction continue,
homogene de degré 0, satisfaisant la loi de Walras et une condition au bord (la
demande est grande lorsque les prix tendent vers 0) est une fonction de demande
agrégée. Dans les années 1990, Browning et Chiappori ([9]) ont proposé un modele
pour I’étude de la fonction de demande d’un couple dont les choix sont optimaux au
sens de Pareto, et ont vérifié expérimentalement la pertinence de leur modele. Dans
([12]), Ekeland et Chiappori ont ensuite été les premiers a appliquer le théoréme
de Cartan-Kéhler pour étudier les fonctions de demande agrégée. Ce théoreme est
emblématique du calcul différentiel extérieur, branche de la géométrie différentielle
développée par Elie Cartan (J4]) dans les années 1940. Les livres de Bryant, Chern,
Griffiths, Gardner et Goldschmidt ([3]) et de Ivey et Landsberg ([I]) constituent des
références dans ce domaine. Le livre de Ekeland ([5]) fait, quant a lui, le lien entre
calcul différentiel extérieur et économie.

2 Calcul différentiel extérieur

2.1 Algebre extérieure

Rappelons tout d’abord quelques définitions de base, en se plagant dans R :



Définition 3. Une k-forme extérieure w : (R™)¥ — R est une fonction de k vecteurs
qui est k-linéaire et antisymétrique :

w(A&] + A&l Eo, o &) = Mw(E1, &2, &) + Aow (€Y, Eo, oo &)

W1y L) = (1) w(&r, .., &)

L’ensemble des k-formes de R™ forme un espace vectoriel si I'on introduit les
opérations d’addition

(w1 +w2)(§) = wi1(§) + w2(§)

et de multiplicaiton par un scalaire

(Aw)(€) = Aw(§)

Cet espace vectoriel est de dimension (}).

Exemple. Le volume orienté d’un parallélépipede d’arétes &1, ..., &, dans 'espace
euclidien orienté R" est une n-forme.

1 o Sn
V(&1 nbn) =1 ¢ :
gnl te fnn

ou & =&1e1 + ... + &nen et e, ..., e, est une base de R”

Supposons maintenant données k 1-formes wq, ..., wg. On définit leur produit ex-
térieur wy A ... A wg.

Définition 4. On pose

wi(§) - wk(&)

wi(&r) oo wrl(ér)
Autrement dit, la valeur du produit extérieur de ces 1-formes sur le parallélépipede
&1, ..., & est égal au volume orienté de I'image de ce parallélépipede dans I'espace eu-

clidien orienté R¥ par I'application & — (w1 (£), ..., wx(€)). On vérifie immédiatement
que wi A ... Awyg est une k-forme.

Si 'on considére un systéme de coordonnées de R™ donné par les 1-formes "élé-
mentaires" x1, ..., Ty, le produit extérieur de k£ de ces formes

Tiy N oo Ny,

est le volume orienté de I'image d’un k-parallélépipede sur le plan de dimension k
(@i, ..., T3, ) sous la projection paralléle aux coordonnées restantes.

Chaque k-forme de R™ peut étre représentée de fagon unique sous la forme d’une
combinaison linéaire de k-formes élémentaires :

k __ k
Wt = E W€y s -es €iy) Tig A oo ATy,
1<i1 <. <ip<n



Considérons maintenant le produit d’une k-forme w* et d’une I-forme w'. Tout
d’abord, on suppose que ce sont deux monomes :

wk:wl/\.../\wk et wl:Wk+1/\.../\CUk+l

ol wy, ...w; sont des 1-formes. On définit leur produit w* A w! comme le monéme
WEAW =W A AW AWk A e A Wi

On remarque que w® A w! = (—=1)w! A WP,

On peut alors en déduire la définition du produit extérieur de formes :

Définition 5. Soient w* une k-forme et w! une I-forme, alors w* A w' est une (k+1)
-forme telle que
1 €e\o
W AW (&, Et) = Z@': Y Wk &1y, s &))@ Ea et 1)s --or Eo(it)
oe6n

Remarque. Si w est de degré impair, alors w A w = 0 car
WAw = (—1)deg(w)2w ANw=—-wAw

En revanche, si w est une forme de degré pair, a priori, w A w # 0.

Exemple. Si k =1 =1, alors on obtient :
(w1 Awa)(§1,&2) = wi(&)wa(§2) — wa(&1)wi (&2)

Il est alors possible de passer a ’étude des formes différentielles, ce que 'on fait
dans la section suivante.

2.2 Formes différentielles

L’exemple le plus simple de forme différentielle est la différentielle d’une fonction.
Par exemple, pour la fonction y = f(z) = 22, sa différenteille df = 2xdx dépend du
point z et de "'incrémentation de argument". Ainsi, si x = 1 et la coordonnée du
vecteur & est égale a 1, alors df = 2, et si la coordonnée de & vaut 10, alors df = 20.
On dit que df = 2xzdx est une 1-forme différentielle.

df

Tl

De facon générale, on peut définir :



Définition 6. Une forme différentielle de degré 1 (ou 1-forme) sur une variété M
est une application lisse (c’est-a-dire C*)

w:TM — R

du fibré tangent sur la droite, qui est linéaire sur chaque espace tangent 1, M.
On peut voir une 1-forme différentielle sur M comme une 1-forme extérieure sur
T, M qui est "différentiable par rapport a x".
Remarque. Toute 1-forme différentielle sur la droite est la différentielle d’une fonc-
tion. En revanche, il existe des 1-formes différentielles sur le cercle qui ne sont pas
des différentielles, par exemple :
xdy — ydz
=52
T+ y
On a le théoréme de décomposition suivant :

Théoréme 1. Etant donné un systéme de coordonnées x1, ..., z,, toute 1-forme
différentielle sur ’espace R™ se décompose de fagon unique sous la forme

w=ay(z)dxry + ... + ap(z)dx,,

ou les coefficients a;(x) sont des fonctions lisses (c’est-a-dire C*).

Exemple. On peut calculer la valeur des formes wi = dx1, wy = x1dxso et wg =
dr?(r? = 22 + x3) sur les vecteurs uy, us et uz de la figure ci-dessous :

On trouve

Uy U2 Uz

w1 0 -1 1
w2 0 -2 -2
w3 | 0 -8 0

On peut maintenant définir de la méme maniere les k-formes différentielles. On
les définit d’abord point par point :
Définition 7. Une k-forme différentielle w¥|, évaluée en z sur une variété M est
une k-forme extérieure sur ’espace tangent T, M a M en x, c’est-a-dire une fonction
k-linéaire antisymétrique de k vecteurs &i, ..., &, tangents a M en x. Si une telle
forme w”|, est donnée en chaque point z de la variété M et si cette donnée est

différentiable, on dit que w* est une k-forme sur la variété M.
L’espace des formes différentielles de degré k sur U sera noté QF(U). On pose

o dim(U)
QU) =P o) = > o)
k=0 k=0



Remarque. Les formes différentielles peuvent étre multipliées par des fonctions
aussi bien que par des nombres. Par conséquent, ’ensemble des k-formes différen-
tielles C*° a une structure naturelle de module sur ’anneau des fonctions réelles C*°
sur M.

De méme que pour les k-formes extérieures, étant donné un systéme de coordon-
nées r1, ..., Tn, toute k-forme différentielle sur ’espace R™ peut étre écrite de fagon
unique sous la forme

k
wt = Z @iy, (x) dxiy AN da,
1<i1<..<ix<n

ou les a;, 4, (x) sont des fonctions lisses de R".

Remarque. Les k-formes différentielles sur une variété de dimension n forment
donc un espace vectoriel réel de dimension (Z) On peut ainsi définir la notion de
base des formes différentielles de degré k de la méme fagon que pour tout espace
vectoriel.

Définition 8. Des k-formes différentielles sur une variété seront dites linéairement
indépendantes si elles forment une base de I'espace vectoriel qu’elles engendrent.

Exemple. On peut calculer la valeur des formes wy = dxi A dxs, wo = x1dx1 A
dxg — xodre Ndry et w3 = rdr Ad¢ (ou 1 = rcos(¢) et xo = rsin(¢)) sur les paires
de vecteurs (u1,v1),(ug,v2) et (us,vs) de la figure ci-dessous :

On trouve
| (ur,v1)  (ug,v3) (us,vs)

w1 1 1 -1
w9 2 1 -3
w3 1 1 -1

Nous allons maintenant définir 'image réciproque d’une forme différentielle par
une application.

Définition 9. Soient M et N des variétés lisses, f : M — N une application lisse,
et p un entier. L’image réciproque par f de a € QP(N), notée f*a, est la forme
différentielle sur M définie par

(ff )z (v, vp) = apiz)(df (x) - v1, ..., df (2) - vp),

ou df, est la différentielle de f en .

Remarque. On étend immédiatement par linéarité cette définition au cas d’une
forme o € Q(N) non homogene.



Exemple. Si M est une sous-variété d’une variété N, et sii: M — N est I'injection
canonique, pour « € Q(N) la forme i*« s’appelle la restriction de o a M.

Exemple. Donnons un autre exemple : si M =R, N =R* et f(t) = exp(t), alors
f*(dz/x) = dt.

2.3 Dérivée extérieure et idéaux différentiels

Nous pouvons maintenant passer a la définition de la dérivée extérieure d’une
forme différentielle. Elle est d’abord définie sur les O-formes (c’est-a-dire les fonctions
lisses) et la définition s’étend apres aux k-formes.

Définition 10. Soit f : R™ — R une fonction lisse. Alors df est la 1-forme définie
par
df = ; P d;
Plus généralement, si
w = Z Wit dl‘il VANVAN dxlk
1<y <...<ip<n

est une k-forme, alors dw est une (k + 1)-forme définie par

dw = Z dwh,...,ik Adxi, Ao A dl’ik
1<i1<.. <ip<n

Exemple. Considérons la 1-forme w = pidqy + ... + ppdg, = pdq sur R?" avec les
coordonnées pi, ..., Pn, qls -5 Gn- Alors dw = dp1 Adqy + ... + dpn A dgy,.
Proposition 1. La dérivée extérieure satisfait les propriétés suivantes :

1. d:QU) — QU) est linéaire.

2. deg(dw) = p+1 si deg(w) = p.

3. Sur QY(U), d est la différentielle des fonctions.

4. Si a € QF(U) pour un certain k (a est homogene), d(a A B) = da A S+

(—1)dee(@q A dB
5. dod=0
La dérivée extérieure est d’ailleurs le seul opérateur & satisfaire ces cinq proprié-

tés.
Remarque. La cinquiéme proposition découle des quatre autres, en remarquant
que pour f :U — R une fonction, on a

) = () g dn) = S G dy =0
= ,J

uisque pour tous 1 < 1,7 <n onaﬂ—ﬁ
p q p >L)=n, 8x¢8x]~ - awjaxi'

Remarque. Il existe une facon équivalente de définir la dérivée extérieure, pure-
ment géométrique. C’est celle adoptée par Arnold dans ([I4]). De ce point de vue,
passer d’une forme & sa dérivée extérieure est analogue & passer d’une fonction a
sa différentielle ou d’'un champ de vecteurs a sa divergence : la dérivée extérieure
dw® d’une k-forme sur une variété n-dimensionnelle M est définie comme la partie
multilinéaire principale de I'intégrale de w” sur le bord de parallélépipedes (k + 1)-
dimensionnels. Cette formulation a pour avantage d’avoir pour corollaire direct la
formuler de Stokes. Pour plus de détails, on se réferera au livre de Arnold ([14]).
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Une propriété remarquable de la dérivée extérieure est qu’elle commute avec
I’image réciproque :

Proposition 2. La différentielle et I'image réciproque commutent. Autrement dit,
si M et N sont deux sous-variétés lisses et si ¢ € C*°(M, N), on a

¢*(da) = d(¢*a) Va € Q(V)

On est alors conduit a introduire la notion d’idéal, puis celle d’idéal différentiel
grace a la dérivée extérieure.

Définition 11. Un ensemble Z de formes différentielles est appelé idéal si les condi-
tions suivantes sont satisfaites :

1. Si a € 7 et f une fonction lisse, alors fa € 7.
2. Si a € I et ( est une autre forme différentielle, alors a A 8 € T.

Définition 12. Soit Z un idéal. On dit que Z est un idéal différentiel si w € 7 =
dweT.

Notation. Si 7 est un idéal, on note Z™ I’ensemble des ¢ € Z de degré n.

Remarque. Si J est un ensemble de formes différentielles, il existe deux idéaux
"naturels' que ’on peut considérer comme engendrés par J :

1. lidéal engendré algébriquement par 7 est le plus petit idéal contenant J (qui
est aussi U'intersection de tous les idéaux contenant 7).
2. l'idéal engendré différentiellement par J est le plus petit idéal différentiel
contenant J (qui est aussi 'intersection de tous les idéaux différentiels conte-
nant J).
Clairement, 'idéal engendré différentiellement par 7 contient I’idéal engendré algé-
briquement par 7.

Notation. On notera par la suite {wi,...,wg} alg I'idéal engendré algébriquement
par wy, ...,wk et {wi, ..., wk}diff I'idéal engendré différentiellement par wi, ..., wy.

Exemple. Souvent, nous considérerons I'idéal différentiel engendré par des formes
différentielles données. Par exemple, dans R?, si w = ady, on a T = {azdy}alg C

{zdy} gipp = {xdy, dz A dy},,.

Munis des notions que nous venons de définir, nous allons maintenant expliquer
comment prouver l’existence de solutions & des équations aux dérivées partielles
grace au calcul différentiel extérieur.

2.4 Champ d’espaces vectoriels

Les premieres questions que ’on se pose lorsque I'on est confronté a un systeéme
d’équations différentielles est de savoir s’il existe des solutions, et éventuellement de
prouver 'unicité de la solution s’il en existe.

Le théoreme que 'on utilise pour les cas des équations différentielles ordinaires
est bien connu : il s’agit du théoreme de Picard (ou de Cauchy-Lipschitz).
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Théoréme 2. Soit f(x,u) : R? — R une fonction avec f continue et continument
dérivable en la seconde variable. Alors pour tout (zg,uo) € R?, il existe un intervalle
ouvert I contenant xo et une fonction u(x) définie sur I, vérifiant u(zg) = up et
I’équation différentielle .

= = fla,u). (1)
De plus, toute autre solution de ce probleme avec condition initiale doit coincider
avec u sur [.

Le graphe dans R? de toute solution de (1)) est tangent en tout point au champ

0 0

de vecteurs X = o + f(z,u) 4,

Exemple. Considérons I’équation

du

— = 322, 2

. (2)

avec condition u(0) = 0. Elle admet u(x) = 2% pour solution, qui est tangente en

tout point au champ de vecteurs X = 8% + 33:2%, ce que l'on voit sur la figure

suivante :
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Cela indique comment nous allons passer du langage des équations aux dérivées
partielles a celui des variétés différentiables. Si M est une variété et X un champ
de vecteurs sur M, on peut résoudre le systeme défini par X : ce sera une courbe
c: I — M, dite courbe intégrale de X, telle que ¢/(t) = X, pour tout ¢ € I. En
dehors des points singuliers, on est assuré de ’existence de solutions locales a de
tels systémes. On peut méme faire mieux, en demandant que les courbes solutions
définissent en fait des coordonnées : il s’agit du théoreme de "redressement des
champs de vecteurs', que nous énongons maintenant, aprés une définition.

Définition 13. Soit M une variété C*° de dimension m et p € M. On dit que les
fonctions lisses & valeurs réelles z!, ..., 2™ forment un systéme de coordonnées locales
au voisinage de p si I'application x : p — (z!(p), ..., 2™ (p)) est un difféomorphisme
local, c’est-a-dire qu’elle est continue bijective vers un ouvert de R™ et de réciproque
continue.
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Remarque. Par le théoréme des fonctions implicites, si !, ..., 2™ sont des fonctions
lisses définies au voisinage de p et ayant des différentielles indépendantes en p, elles
forment un systéme de coordonnées locales dans un voisinage de p.

Théoréme 3. Soit M une variété C*° de dimension m et p € M. Soit X un champ
de vecteurs C* non nul en p. Alors il existe un systéme de coordonnées locales
(x!,...,2™) défini dans un voisinage U de p et tel que % =X.

Preuve. On peut, sans perte de généralité, se restreindre au cas ot M = R™ et
p = 0. On écrit dans un premier temps

Ui 0
X = z_: fj(x)@
7j=1
oit (z!,...,2™) est un systéme de coordonnées locales en 0. Posons f = (f1,..., fm).
A nouveau, sans perte de généralité, nous pouvons supposer f(0) = (1,0,...,0).

Soit ®(t,z) le flot de X, c’est-a-dire la solution du probleme & = f(z),z(0) =
z et soit (!, ...,2") = ®(z!, (0,22, ...,2™)). Comme les solutions des équations
différentielles ordinaires dépendent de facon lisse des conditions initiales, ®, et donc
1), sont lisses. On a ainsi

o

@) = FW()

et, comme (0, 22, ..., 2™) = ®(0, (0,22, ...,2™)) = (0,22, ..., ™), la différentielle dv»
en 0 est I'identité. Donc y = ¥~ 1(x) est un systéme de coordonnées en 0. Comme
z = (y), on a

ozl B 9 (®(y1, (0,y2, .-, Ym))); _ = iz
= o L= fi(W(y) = fi(2)
o)

et donc Bor = X comme demandé.

Essayons maintenant de transposer cette étude du cas des équations différentielles
ordinaires au cas des équations aux dérivées partielles. Nous commencons par un
exemple.

Exemple. Considérons le systeme pour u(x,y) donné par

uy = Az,y,u) (3)
uy = B(z,y,u) (4)

ou A et B sont deux fonctions lisses données. Le systeme , impose les dérivées
partielles de u, et donc, en tout point p = (z,y,u) € R3, le plan tangent en p au
graphe de la solution est déterminé de fagon unique.

Ainsi, le systeme , définit un champ lisse de plans de dimension 2 dans
R3, exactement de la méme facon qu’une équation différentielle ordinaire définit un
champ de vecteurs lisse (qui n’est autre qu’un champ de droites) sur R2. Le théoréme
de Picard énonce que ces champs peuvent se "raccorder" pour former une courbe
solution de I’équation en tout point. Pour le systeme , , de facon analogue,
il n’existe des solutions que si le champ de plans de dimension 2 se raccorde bien
pour former une variété lisse de dimension 2. Dans la figure ci-dessous, on a tracé
un champ de plans et une courbe tangente a ce champ. Ce que nous cherchons n’est
pas seulement une courbe, mais une surface tout entiére qui soit tangente a tous ces
plans.
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En fait, la question de savoir si une telle surface existe revient a celle de savoir si
les équations et sont compatibles. Par exemple, les dérivées partielles doivent
commuter : (uz)y = (uy),. Dans notre cas, cela donne

9 _ 4, + BA,,

0
(ur)y = fA(x,y,u) = Ay(x7y7u) + Au(x,y,u) 8y

Ay
(tuy)z = By + ABy,
donc il y avait une équation cachée dans ce systeme, & savoir
Ay, + BA, = B, + AB,

Remarque. Pour des systemes d’équations aux dérivées partielles plus compliqués,
il n’est pas toujours simple de déterminer si toutes les dérivées partielles commutent.
Dans le théoreme de Cartan-Kéhler, nous donnerons un algorithme pour vérifier
justement les conditions de compatibilité.

Nous allons dans la section qui suit montrer le théoreme de Frobenius, qui sera
le théoréme utilisé pour résoudre le probleme du consommateur simple.

2.5 Le théoréme de Frobenius

On se place dans une variété ¥ de dimension n (le plus souvent, ¥ = R™) telle
qu’a chaque point z € ¥ est attaché un espace vectoriel E, C T3 de dimension r
variant de fagon lisse avec x. Nous cherchons donc a trouver une sous-variété X C X
telle que T, X = E, pour tout z € X.

Soit w? une base de 'ensemble E; des formes linéaires s’annulant sur E, (on a
bien sir 1 < a < n—r). On peut s’arranger pour que les formes w¢ varient de fagon
lisse avec x de telle sorte que l'on obtient des 1-formes différentielles w?. Notons
T={w ..., 0" "}, s 'idéal différentiel qu’elles engendrent. On peut alors définir
les variétés intégrales de 7 :

Définition 14. Une variété intégrale de Z est une sous-variété ¢ : N — 3 telle que
t*(#) = 0 pour tout 0 € Z, ou ¢ est l'inclusion de N dans 3.

Pour trouver des variétés intégrales, on sait déja que s’il y en a une, son espace
tangent en tout point x € X doit étre F,. La question est alors de savoir, comme
dans le cas des petites dimensions déja traité, si ces espaces peuvent se raccorder
pour obtenir une sous-variété de dimension r. Cette information est naturellement
contenue dans les dérivées extérieures des w?, qui indiquent comment les espaces
vectoriels bougent infinitésimalement.

Si 'on a i*(w®) = 0, on doit aussi avoir d(i*w?) = i*(dw®) = 0. S’il existe un
plan E, C T, de dimension r sur lequel Va € 7, 04] B = 0, alors les équations
i*(d0*) ne doivent pas imposer de condition supplémentaire puisque l'on a déja au
plus un unique espace de dimension r en chaque x € ¥ : c’est donc que dwa] B, = 0.

Autrement dit, pour chaque a, on doit avoir dw® € Z puisque les w$ engendrent E*.
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Le théoreme de Frobenius dit précisément que cette condition nécessaire est aussi
suffisante :

Théoréme 4 (Frobenius). Soit Z un idéal différentiel généré algébriquement par les
1-formes lisses wy41, ..., wy linéairement indépendantes sur une certaine variété n-
dimensionnelle 3. Alors pour tout p € 3, il existe une variété intégrale de dimension
n—r de Z passant par p. En fait dans un voisinage suffisamment petit de p, il existe
un systéme de coordonnées (yq, ..., yn) tel que Z est engendré par dy,41, ..., dyn.

Preuve. On procede par récurrence sur 7.

Dans le cas r = 1, pour x € X fixé, 'intersection des (w; ), est réduite a une droite.
Il existe donc un champ de vecteurs X annulant toutes les w;. Par le théoreme de
redressement (théoreme 3)), il existe un systeme de coordonnées locales y1, ...,y tel
que X = 8%1. Alors dys, ..., dy, engendrent le méme espace que wo, ..., Wy, ce qui
permet de conclure dans ce cas. Remarquons que nous n’avons pas utilisé que Z est
un idéal différentiel. C’est en fait automatiquement vérifié dans le cas r = 1 d’apres
ce que nous venons de prouver.

Supposons maintenant 7 > 1 et que le théoreme soit vrai au rang r—1, c¢’est-a-dire
pour (n —r + 1) un-formes. On fixe un systéme de coordonnées locales z1, ..., z,
tel que dxy, ..., dz, sont indépendantes de wy41, ..., w, et J = {dz,, wry1, “"wn}alg'
Par hypothése de récurrence, il existe un systéme de coordonnées (yi, ..., y,) tel que
J ={dy, ..., dyn}alg. Puisque dz, € J,on a dz, = >_}_, Brdyi. Aumoins I'un des §;
est # 0. On suppose que c’est S,. Il s’ensuit que dx,, dy,+1, ..., dy, sont linéairement
indépendantes et donc

{dl'ra Wr+1, ~-~>Wn}alg =J= {dym ooy dyn}alg = {dl'r, derrla ooy dyn}alg
donc pour k > r + 1, il existe pg(y1, ..., yn) €t vx € Z tels que

dyr, = prdx, + vy,

Montrons que {vy41, ..., Un}alg = 7. Comme, pour k > r+1, on a vy € Z, par dé-
finition, on a I'inclusion C. Pour l'autre sens, il suffit de montrer que vy41, ..., v, sont

indépendantes. Par 'absurde, si )"~ 1 qrvr = 0, alors 3"~ q qedyr— (3 g>pi1 ePr)dTr =
0. Mais dz;, dyy+1, --., dy, sont indépendantes donc g, = 0 pour tout k¥ > r+1. Donc

{Vrs1y oy Un}alg =7.

On a toujours dyg = prdx, + vi donc dpg A dx, = —dvg, € T puisque v € Z qui
est différentiel. Cela se réécrit

" Opy,
=1 i

dy; Ndx, € T

Montrons maintenant que certains des termes de cette somme sont aussi dans Z :
pour ¢ > r 4+ 1, on a dy; A dx, = v; A dx, + pidx, Adx, = v; ANdx, € L car v; € L.
Pour i = r, on a aussi dy, € {dz,,dy,+1, ...,dyn}alg = {dxy,wry1, ...,wn}alg donc a
nouveau, dy, A dz, € Z. Donc

r—1 8]9
S Py ndw, €T (5)
i= %y

15



Prouvons maintenant grace a 1} que g%’? =0 pour i <r—1. D’apres , on peut
7
écrire
r—1
Opy,
i— dyi

n
dy; N dx, = Z Jsws N\ s
s=r+1
pour certains fs et a. Prenons le produit extérieur avec w41 A ... A wy, dans cette
derniere égalité. Le membre de droite s’annule alors et, a gauche, grace a notre choix
de dx, et des dy; pour i < (r — 1), nous avons une somme de formes indépendantes
du type dy; A dx, A wpi1 A ... Awy. On en conclut que % =0pour:i<r—1.

Donc pr, = pr(Yr, ..., yn). En revenant a I’équation dy, = prdz, + vy , on voit que
v ne dépend finalement que de yy, ..., y, donc on a (n —r) formes (vy) linéairement
indépendantes qui engendrent Z et ne dépendent que de n — r + 1 coordonnées
locales Yy, ..., yn. On est donc ramené au cas traité au début (initialisation) ou 'on
a une dimension de plus que le nombre de formes différentielles (en se plagant non
sur ¥ mais sur la variété y; = constante,...,y,_1 = constante). Ainsi, on peut
écrire {v,41, ...,vn}alg ={dzr4+1, ..., dzn}alg, c'est-a-dire Z = {dzy41,...,dzy},;, Cela
termine la preuve.

alg

Corollaire. Soit w une 1-forme différentielle satisfaisant w # 0 et w A dw = 0 au
voisinage de p. Alors il existe deux fonctions A et V telles que w = AdV dans un
voisinage de p.

Preuve. Il suffit de prendre r = n — 1 dans le théoréme de Frobenius.

C’est ce corollaire du théoreme de Frobenius que nous allons utiliser pour résoudre
le probleme du consommateur simple, que nous présentons dans la section suivante.

3 Le probléme du consommateur simple

Dans ce qui suit, on s’intéresse au probleme du consommateur simple : il s’agit de
caractériser les fonctions de demande, c¢’est-a-dire trouver une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une fonction donnée s’exprime comme fonction de demande
associée a une fonction d’utilité (& déterminer).

Plus précisément, donnons-nous un consommateur dont la richesse est normalisée
a 1. Soit U : R™ — R sa fonction d’utilité (qui & un ensemble de quantité de n biens
associe une utilité). On suppose U € C*°(R"™,R) et U strictement concave : cela
correspond a une hypotheése classique en économie, selon laquelle par exemple on a
moins de plaisir & manger du caviar lorsque I’on en mange tous les jours que si l’'on
en mange pour la premiére fois. Les prix des n biens sont représentés par p € R”.
Comme dans la premiére section, on note z(p) € R" le point de R"” maximisant
U(z) sous contrainte p-x = 1 et x; > 0. D’apreés le théoréme sur les multiplicateurs
de Lagrange (se reporter a I'annexe [A)), ce z(p) est unique (par stricte concavité de
U) et vérifie VU (x(p)) = A(p)p pour un certain A\(p) € R™*, et p-z = 1. La fonction
x : R®™ — R" ainsi définie est la fonction de demande.
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Y/ U(x(p)) e p

VU(x(q)) =g

Le théoréme suivant montre que la fonction de demande hérite de la régularité
de U.

Théoréme 5. Soit U € C*°(R", R) une fonction d’utilité et = : R™ — R" la fonction
de demande associée. Alors x € C*°(R",R").

Preuve. Par stricte concavité de U, la condition de colinéarité de VU (z(p)) et p
entraine, par le théoréme des fonctions implicites, que x(p) est C*> puisque U lest.

Remarque. Au passage, nous obtenons que A € C®(R",R"). En effet, les prix
étant non nuls, on a

VUG
M) =

qui est lisse puisque le numérateur et le dénominateur le sont.

11 s’agit alors de caractériser les x € C°°(R"™,R") qui sont des fonctions de de-
mande (i.e. on peut trouver un U dont la fonction de demande associée soit x).

Notation. Dans la suite, si x € C*°(R",R™), on note z’'(p) la matrice n x n définie

par
(x,(p))ij = (gli)]

Lemme 1. Soit x € C*°(R",R"). Alors = est une fonction de demande si et seule-
ment s'il existe A € C®°(R%,R) et V € C>°(R",R) telles que

z(p) = —A(lp)VV(p)

Preuve. Si z est une fonction de demande, soit U : R®™ — R sa fonction d’utilité
associée. Définissons la fonction de valeur associée V : R™ — R :

V(p) =max{U(z) |z >0; p-ax <1}.

Alors V(p) = U(z(p)) = U(z(p)) + AM(p)(1 — p- z(p)) est dans C*°(R™,R) en tant
que composée de fonctions lisses, et de plus

VV(p) =2'(p) - V(z(p)) — A(p)z'(p) - p+ VAD) (1 —p-2(p)) — X(p)z(p) = —A(p)z(p)

car VU (z(p)) = A(p)p, d’ou finalement :

z(p) = —A(lp)VV(p)
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Réciproquement, si 'on a z(p) = —ﬁVV(p), alors posons
U(z) =min{V(p) | p-z <1}

et montrons que z(p) est la fonction de demande associée a U. Ecrivons U(z) =
V(p(z)) avec, par le théoréme sur les multiplicateurs de Lagrange VV (p(z)) pro-
portionnel & z. Or, z(p(z)) = =VV(p(x)) /A (p(z)). Donc x(p(z)) est proportionnel
a x, et comme z(p(x)) - p(x) =1 = z - p(z), on a finalement z(p(x)) = z. De la
méme fagon, on prouve que p(x(p)) = p.

Par ailleurs, de U(x) = V(p(x)), on tire
VU(z) = Vp(x)VV(p(z)) = =A(p(x))Vp(z)z(p(z)) = —Ap(x)) Vp(z)z,
-

et donc VU (z(p)) = —A(p(z(p)))Vp(z(p))z(p) = —A(p)Vp(x(p))z(p). Par le théo-
reme sur les multiplicateurs de Lagrange, il nous reste a montrer que cette derniere

expression est proportionnelle a p. Or, puisque p(z)-z =1, on a Vp(z)z +p(xz) =0
donc, en évaluant cela en z(p) et en utilisant que p(z(p)) = p, on obtient 1’égalité
Vp(xz(p))xz(p) = —p. Donc finalement VU (z(p)) est bien proportionnel & p et U
atteint bien en x(p), par stricte concavité, un maximum local sur ’ensemble des x
vérifiant p -z < 1, ce qui acheve la preuve du lemme.

La condition que nous avons trouvée sur x par ce lemme n’est pas trés explicite :
on ne sait pas, a vue d’oeil, déterminer si x va admettre une décomposition sous la
forme demandée. Le théoréeme suivant donne une condition nécessaire et suffisante
beaucoup plus facile a tester pour que x soit une fonction de demande.
Théoréme 6. Soit x € C*°(R",R") telle que Vp, p-xz(p) = 1. Alors z(p) est
localement une fonction de demande autour de p si et seulement si ¥ = (0;;) définie
par

Oij += 879] - Zpkaipkffj
est symétrique dans un voisinage de p.
Preuve. Soit w la 1-forme différentielle w(p) = > x;(p)dp; et P le champ de vecteurs
radial P = Zpi@%f Alors p- z(p) = 1 & w(P) = 1. D’apres le lemme que nous
venons de prouver, x(p) est une fonction de demande si et seulement si w s’écrit

fdg, c’est-a-dire si et seulement si w A dw = 0 d’apres le corollaire du théoréme de
Frobenius (théoreme (4)).

Cette derniere condition est équivalente a l'existence d’une 1-forme différentielle
a telle que dw = a A w. En effet, si une telle 1-forme « existe, alors w A dw =
w A aAw = 0. Réciproquement, si w A dw = 0 alors on peut compléter w en une
base de 1-formes différentielles w; = w,ws, ..., w,. On peut écrire

dw = Z a;j wi/\wj:w/\ﬁ—i— Z Q5 Wi N\ Wj
i>5>1 i>5>2
en regroupant les termes de la forme w A w; dans 3. Alors
0=wAdw= Z ai; w A wi A\ wj
i>5>2
donc pour 7 > j > 2, on obtient a;; = 0, d’ou dw = wAf3, ce qui est la décomposition
recherchée.
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Au vu de Pexpression w(p) = Y z;(p)dp;, nous allons pouvoir tirer de la condition
dw = a A w une condition sur la fonction de demande x : ce sera précisément la
symétrie de la matrice dont ’expression est donnée dans ’énoncé du théoréme.

Supposons dans un premier temps dw = o A w et déduisons-en une condition sur
x. Pour tout champ de vecteurs &, on a :

dw(P,§) = a(P)w(§) — a(§)w(P) = a(P)w(§) — a(f)
d’ou

a(§) = a(P)w(§) — dw(P,¢)

Cette expression explicite de « en fonction de w et dw peut étre réinjectée dans
dw = a A w : pour tous champs de vecteurs &, 7, on a

dw(&,n) = (@ Aw)(§n) = a(§w(n) — a(nw(§)
= (=dw(P,§) + a(P)w(§))w(n) + (dw(P,n) — a(P)w(n))w()

donc, en simplifiant :

dw(&,m) = —dw(P,§)w(n) + dw(P,n)w(S) (6)

Or, dw =3, ; %dpj A dp; donc

Ox;
Za dpj/\dplpf Z & pgfi—ﬁjpi)

On peut alors donner une autre expression pour le membre de droite de I’équation
—dW(P, 5)“(77) + dw(Pu 77)‘0(5)
ox; 0x;
= (Z xjﬁj)(z T(fkpi —&ipk)) + (Z %‘fj)(z Tpk(nipk — NkPi))

= Z %mfkpz ]gzpkn] O + xjfj NiPk 7 — Oci x]f]nkpz Ozi
y Opk Opk; Opy,
= & k p; Prx; — ap pk i 6p pk j Op; a_ PkZj 5]771

Comme z(p)-p=1,o0n a:

oz 0 Ozp .
prk Zk:%(pkxk)—zk:m%— zk:ﬂfk5,k— x;

Opj

On arrive pour le membre de droite de I’équation @ a:
ox;

ox;
—dw(P, §)w(n) + dw(P,n)w(§) = sz;c(ap P 8plj€pk$i)£j77i
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Pour le membre de gauche, on a :

dw(€,m) =D 5 -2dp; Adpi(§m) = 32 = =(&mi — &ny)
i,j Pj i,j 2]
6:@ axj
_ )i
Z 8pj Op; i
L’équation (@ est donc vérifiée si et seulement si
Ox; Oz ox; Ox;
_ it IS
Op;j  Opi Z ape Ek: op,”

c’est-a-dire si et seulement si (0;;) est symétrique. C’est la condition nécessaire sur
x que ’on souhaitait.

Réciproquement, si (0;;) est symétrique, on a I’équation @ donc en posant o =
w(§) — dw(P,§), on obtient dw(§,n) = (a Aw)(&,n), c’est-a-dire dw = o Aw, d'ott x
est une fonction de demande.

Remarque. La matrice (0;5) qui intervient ici est une matrice que I'on rencontre
fréquemment en économie. C’est la matrice de Slutsky de la fonctionde demande zx.

Nous avons donc résolu complétement le probléeme du consommateur simple en
explicitant une condition sur la fonction x pour qu’elle soit une fonction de demande.
Nous pouvons maintenant nous intéresser a des variations de ce probleme. L’une
d’elles, étudiée récemment par Browning et Chiappori dans ([9]), traite le cas ou
il ya désormais deux consommateurs : il s’agit du "probléeme du foyer". Les deux
auteurs partent du constat qu’en général, dans la littérature, on considere que les
foyers a plusieurs personnes peuvent étre traités comme si tous avaient les mémes
objectifs, les mémes besoins. Ce modele est trés pratique mais ne reflete en rien la
réalité : de nombreux tests empiriques 'ont déja mis en défaut. Il faut donc batir
un nouveau modele et le tester & nouveau sur des données empiriques. C’est ce que
ces deux auteurs ont fait, et nous allons donc maintenant présenter leur travail.
Pour cela, nous aurons besoin d’un nouvel outil en calcul différentiel extérieur : le
théoreme de Pfaff. Nous le démontrons dans la section suivante.

4 Le théoréme de Pfaff

Le théoréme de Pfaff caractérise les 1-formes différentielles vérifiant
kfois
—_—~
wAdwA ... \Ndw =0

pour un certain k : ce sont exactement les formes qui se décomposent comme somme
d’au plus k gradients.

Nous prouvons ici ce théoréme dans le cas k = 2. Pour cela, nous aurons besoin
de deux lemmes. Dans toute la suite, on suppose donnée une 1-forme différentielle
w sur R™.

20



Lemme 2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. wAdwAdw=0.
2. Il existe une 2-forme ( et une 1-forme = telles que dw = f+vyAw et BAS = 0.
3. Il existe o une 3-forme telle que dw A dw = a A w.

Preuve. On prend une base de 1-formes wi,...,w, o0 w = wj. On pose dw =
>ij Gijwi Awj =w Ay + S ou 3 ne contient pas de wy A wj.

(1) = (2) Avec Iécriture ci-dessus : 0 = wAdwAdw = WA (WAY+B)A(wWAY+B) =
wABABdonc BA S =0 car 8 ne contient pas de wy A wj.

(2) = (3) Toujours avec la décomposition décrite ci-dessus :

doNdw=(B+YAN)AB+YAW) =7y AWAB+BAYAw=(YAB+LAY) Aw

d’ou le résultat en posant a =y A B+ B Ay
B)=(1) wAhdwAhdw=wAhaAhw=—-wAwAa=0

Lemme 3. Soit o une 2-forme, o # 0 telle que o A o = 0. Alors il existe v,7' des
1-formes telles que o = v A7/

Preuve. A nouveau, on prend une base de 1-formes wq, ..., w,, et on décompose o
sur cette base : 0 =) QWi N\ Wj.

Introduisons la 1-forme différentielle u(£)(n) = o(&,n). Comme o # 0, il existe £
telle que u(§) # 0.

Pour 71, n2,n3 des vecteurs quelconques, on a

(u(€) Ao)(nr,m2,m3) = aiju(€) Awi Aw;(nr,n2,m3)

= agu(€)(m)wi(n)w;j(nz) — > agu()(
- Zaij“ wi (M )w; (n3) +Zaw (f) n2)w;
- Zaw ) (n3)wi(n2)w;(m) + Zaw (&) (n3)wi
2(0(§;m)o(ne2,n3) + (& n2)a(nz,m) + o (€,m3)0 (1, n2))

= (o Ao) (& m,n2,m3)

=0

Donc u(§) Ao = 0.
On pose a1 = u(§), on compléte en une base ay, ..., ay, et 'on décompose & nouveau
o dans cette nouvelle base : 0 = ;05 A orj. Alors :

02041/\U:Za,~joz1/\ai/\ozj

Donc si 2,5 > 1, 055 = 0. D’ott finalement o = aq A 7'.

Théoréme 7 (Pfaff). Soit w une 1-forme différentielle et U un ouvert de R"™ tels
que wAdw # 0 sur U et wAdwAdw=0sur U. Alors il existe un ouvert V C U et
o, f, 1,9 € C°(V,R) tels que w = ¢ df + ¢ dg.

Preuve. Soit w une telle 1-forme différentielle.

D’apres le lemme 1, on peut écrire dw = wAw’ 40 avec o Ao = 0. D’aprés le lemme
2, on peut donc décomposer dw en dw = w Aw’ +~y Av'. Remarquons que w,y et 7/
sont linéairement indépendantes puisque 0 # w A dw = w Ay A Y.

Procédons alors en plusieurs étapes.
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(1) Posons J ={a:aAwAdw=0}. Montrons que J est un idéal différentiel.
Siac J,alors 0=d(aAwAdw) =daAwA dw+ (—1)%9 @ A dw A dw.
Or, doNdw=2wAWANYANY = =20 ANwAYANY = =20 ANw A dw.
Donc a Adw Adw = —-2a AN ANwAdw=20"A(aAwAdw) =0.
D’ofl, en reprenant le début du calcul, 0 = da A w A dw + (—=1)%9(@a A dw A dw =
da A w A dw donc J est un idéal différentiel.

(2)  Montrons que {w,7,7'},, = J.
Onaw € J car wAwAdw = 0. De méme, v € J car yYAwAdw = YAwA(wAW' +yAY') =
0. Enfin, 9" € J pour la méme raison. Donc {w,v,7'} 4, C J.
Réciproquement, soit o € J une forme différentielle (de n’importe quel degré). On
prend une base aq, ..., a, ol a1 = w, as =, ag = 7. On écrit :

o= E iy yoyin Qg N\ oo N\ Qg

Comme 0 = a AwAdw = aAw A~y A7, on obtient que 0,4, = 0 dés que
{ir, ik} N {1,2,3} = 0 donc a € {w,7,7'},,- D'ott finalement {w,~,7'},, = J.

(3) Par le théoréeme de Frobenius, puisque w,vy et 7/ sont linéairement in-
dépendantes, on peut alors trouver des coordonnées locales yi,¥y2,ys telles que

{wa Y, ’y,}alg = {dy1> dyQ’ dy3}alg~

(4) On a donc w = Aidy; + Aedy2 + A3dys. Supposons A; # 0 sans perte
de généralité. Comme précédemment, on a {w,dyi},, = {a:aAwAdy; =0} A
nouveau, il faut montrer que cet idéal J' est différentiel et pour ce faire, montrer
que dw € J'. Or, dw = w Aw' + v A+ donc il suffit de montrer que y A+ € J'.
Posons v = u1dyy + padys + usdys et ' = vidyy + vodys + v3dys. Alors

YAY ANwAdyr = (pdyr + pedys + psdys) A (vidyr + vadys + v3dys)
A(Ardyr + Xadya + Azdys) A dy;
=0

donc, par définition de J', on a vy A+ € J'. D’ou J' est différentiel.
Par le théoréme de Frobenius, on a donc lexistence de f, g telles que J' = {df,dg}.
D’ot, puisque w € J' est de degré 1 :

w=¢df +v¢ dg

Remarque. Le théoréme de Pfaff est en réalité plus général : il énonce que si w est
une 1-forme différentielle sur un ouvert U C R" telle que

WAdwN..ANdw#0 et wAdwA...Ndw=0,
—— ——
(k—1) fois k fois

alors, pour tout point x € U, il existe des fonctions \; et V; définies sur un voisinage
de z telles que

k
w=>_ NdV;.
i=1
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5 Le probléme du foyer

Revenons maintenant au probleme soulevé par Browning et Chiappori : il s’agit
de caractériser la fonction de demande d’un couple, sous les seules hypotheéses que
chacune des deux personnes dans le foyer a ses propres préférences et que les déci-
sions collectives sont Pareto optimales, c’est-a-dire que ’on ne peut pas améliorer
le bien-étre d’'un individu sans détériorer celui de I'autre. On suppose aussi que
chaque personne connait les préférences de ’autre. On ne fait aucune hypothese sur
les préférences individuelles, sauf qu’elles peuvent étre représentées par des fonctions
d’utilité. On autorise donc des facteurs extérieurs, de 'altruisme, etc. L’analogue de
la condition de symétrie de la matrice obtenue dans le cas du consommateur simple
sera que la matrice devra étre cette fois la somme d’une matrice symétrique et d’une
matrice de rang 1.

5.1 Cadre du probléme et résultats préliminaires

Dans ce nouveau probléme, les biens se scindent en deux catégories : d’un coté,
ceux que chaque consommateur utilise individuellement (on dit que ce sont des
biens privés), et de 'autre ceux qui sont mis en commun (on dit que ce sont des
bien publics). Par exemple, la nourriture et les vétements sont des biens privés alors
que le logement est un bien public car les deux partenaires peuvent en profiter
simultanément.

Chaque consommateur est caractérisé par une fonction d’utilité qui dépend a la
fois de sa consommation et de celle de son partenaire. Cela permet d’inclure des ef-
fets d’altruisme : si 'un des conjoints décide de fumer, cela peut incommoder ’autre,
mais s’il décide de faire de la musique, cela peut satisfaire aussi I’autre conjoint. La
fonction de demande est alors la fonction qui & un prix p associe le maximum des
fonctions d’utilité de chaque consommateur (comme il y a deux fonctions d’utilité,
la notion d’optimalité adéquate est ici 'optimalité de Pareto). Cette fonction de de-
mande sera naturellement homogene de degré 0 : cela signifie que si 'on exprime les
prix en centimes au lieu de les mettre en euros, cela ne change rien au comportement
des consommateurs.

Supposons qu’il y ait n + N biens et deux consommateurs. Les n premiers biens
sont privés et les N suivants sont publics. Les prix des biens privés sont contenus
dans le vecteur p € R” et ceux des biens publics dans P € RY. Chaque consom-
mateur est caractérisé par sa fonction d’utilité, supposée concave (comme dans le
probléme du consommateur simple) :

U :R"xR"xRY 5 R, i=1,2

Notons z1 € R™ la consommation privée du premier consommateur, zo € R” la
consommation privée du deuxiéme consommateur, et X € RY la consommation
commune de biens publics.

Remarquons que, comme nous 'avions mentionné dans 'introduction, la fonction de
consommation d’un consommateur ne dépend pas seulement de sa consommation,
mais aussi de celle de 'autre consommateur.
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Remarque. Ce modele contient le cas ou certains biens privés sont plutdt réservés
a 'un ou l'autre des partenaires : les vétements pour homme, par exemple, sont, a
priori, de peu d’utilité pour une femme. Mais cela importe peu : nous les comptons
parmi les biens privés, quitte a leur attribuer une utilité quasiment nulle pour la
femme.

On doit maintenant optimiser deux fonctions simultanément. La notion d’optimi-
sation adéquate est celle de Pareto.

Définition 15. On dit qu'un ensemble de consommations (z1,z2, X) € R” x R™ x
RY est possible si :
pr(z14+z)+P-X<1

On dit que cet ensemble est Pareto optimal s’il est possible et si

P-yi+y)+P-Y<1 et (y1,y2,Y)# (z1,22, X))
= (Ul(y17y27y) < Ul(l‘lul‘QaX) ou U2(3/17?/2,Y) < UQ(LITl,LEQ,X))

Remarque. L’optimalité de Pareto revient a dire que 'on ne peut pas amélio-
rer le bien-étre d’un individu sans détériorer celui de 'autre. Ce sera la condition
d’optimalité utilisée dans la suite : a prix fixés, nous cherchons les ensembles de
consommation (x1,x2, X) Pareto-optimaux.

Notation. Dans le lemme qui suit, nous aurons besoin de la notation suivante : si
m est un entier et x € R™, on notera x > 0 si toutes les composantes de x sont
positives.

Lemme 4. Fixons des prix p € R” et P € RY. Soit 2 = (21,22, X) un ensemble
de consommation possible. Alors x est Pareto-optimal si et seulement s’il existe
0 < <1 tel que z maximise puU; 4+ (1 — p)Us sur 'ensemble des possibles.

Preuve. Supposons x Pareto optimal. Posons

U
A= 1(¥) eR? y=(yi,yY), pyi+p-yp+P-Y<1 y>0
Us(y)

Ui(x)
Us(x)
il existe i1, ..., i des réels > 0 de somme 1 et y!, ..., y* € R® x R” x RN g’écrivant
v = (v}, y5, YY) avec Vi=1,....k, p-yi+p-ys+P-Y" <1 tels que :

et soit B son enveloppe convexe dans R?. Si ( ) € B (Vintérieur de B), alors

k k
Ur(z) =Y wli(y') et Us(z) = mla(y’)
i=1 =1

et x # Zle wiy'. (En fait, le théoréme de Carathéodory permet de prendre k = 3,
mais nous ne l'utiliserons pas ici). Par concavité de U; et Us, on a alors

k k
Ur(x) <UL may') et Us(x) <Ua( miy')
=1 =1
avec pourtant Y°_q p;y’ > 0 et p- (X0 puyh) +p- (Chy payh) + P (X0 uY?) < 1.

Ur(x) ) ¢ 5.

Ceci contredit la Pareto-optimalité de x. Donc
Uz ()
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Il existe donc, par séparation des convexes, u, v des réels tels que pour tout y vérifiant
p-y1+p-y+P-Y<1lety>0,onait:

<U1<x>)_<u>>(m(y>)_<u>
Us(x) v ) =\ Usy) v

On vérifie directement que p et v sont > 0 et donc, en renormalisant 4+ v a 1, on
obtient :

pUr(z) + (1 — p)Us(x) > pUs(y) + (1 — p)Ua(y)

Réciproquement, s’il existe 0 < p < 1 tel que x maximise puU; + (1 — p)Us, alors
x est clairement Pareto-optimal (conséquence directe de la définition de la Pareto-
optimalité).

Remarque. On peut donc réécrire le probleme d’optimisation a résoudre :

max {u(p, P)Ur(z1, 22, X) + (1 — p(p, P))Us(1, 22, X)}, (7)

le max étant pris sous contrainte x1, 22 € R, X € Rf etp-(r1+z2)+P-X <1

Remarque. La fonction u(p, P) synthétise le processus de décision, I'importance
relative des conjoints. Si o = 1, le foyer se comporte comme si c’est toujours le
premier consommateur qui décide, alors que si p = 0, c’est le deuxieme qui endosse
le role de dictateur. C’est dans ce parametre que sont contenues par exemple les
différences de revenus entre les deux partenaires : celui qui gagne le plus aura pro-
bablement plus de poids que l'autre, et un p adéquat traduira cette plus grande
d’importance.

5.2 La condition de Browning-Chiappori

Comme dans le cas du consommateur simple, nous souhaitons caractériser les
fonctions de demande issues du probleme d’optimisation ([7[) Mais cette fois-ci, nous
supposons que nous ne pouvons pas observer les consommations individuelles de
biens privés x1(p, P) et x2(p, P) (ce qui est souvent le cas pour des données réelles),
mais seulement la fonction de demande agrégée x(p, P) = x1(p, P) + z2(p, P) et la
fonction de demande de biens publics X (p, P). Browning et Chiappori, dans [9], ont
trouvé la condition nécessaire et suffisante suivante sur (z, X)) pour que ce soit une
fonction de demande d’un foyer.

Théoréme 8. Soient x € C®°(R",R") et X € C®(RM,RY). Alors (z,X) est une
fonction de demande d’un foyer (c’est-a-dire est solution du probléme d’optimisation
pour un certain couple de fonctions d’utilité (U1, Us) et une certaine fonction
p(p, P)) si et seulement si la matrice de Slutsky o associée a & = (z, X') définie par

06 "o \ i N
O'Z‘j:aﬂ_j—kglﬂ'kaiﬂ_kfj, 0117'(':(]),P)€RJr

est la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice de rang 1. Cette condition
est appelée condition de Browning-Chiappori.

Preuve. Se reporter a ([5]). La preuve utilise le théoreme de Pfaff démontré dans
la section [l
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Remarque. La preuve du théoréme montre que si la condition de Browning-
Chiappori est satisfaite, alors le probleme d’optimisation a une solution avec
seulement des biens publics. Si 'on sait a ’avance qu’en réalité, il doit y avoir des
biens privés, alors la condition de Browning-Chiappori n’est plus suffisante, et ’on
doit trouver de nouvelles conditions.

Remarque. Dans larticle [9], la proposition 5 permet d’étendre cette étude au
cas d’'un foyer avec plus de deux personnes. La matrice de Slutsky doit alors étre
somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice de rang k, si I’on considere qu’il
y a k 4+ 1 < n personnes dans le foyer.

5.3 Comment tester expérimentalement les résultats ?

Nous venons de voir, dans la section précédente, qu'une fonction donnée est
une fonction de demande si et seulement si la matrice de Slutsky o qui lui est
associée est somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice de rang 1. Dans ce
cas, nous dirons que o est SR1. Maintenant, nous allons expliquer comment vérifier
expérimentalement ce résultat. Pour cela, nous avons besoin d’un critére pour dire
si une matrice est SR1. Le lemme suivant établit ce critere.

Lemme 5. 1. Soit S une matrice vérifiant la propriété SR1, S = ¥ + u. On
suppose de plus que S n’est pas symétrique. Alors les vecteurs u et v sont
linéairement indépendants, la matrice M = S — 'S est de rang 2 et Im(M) (le
sous-espace engendré par les colonnes de M) est engendré par u et v.

2. Réciproquement, soit M une matrice antisymétrique de rang 2 et soient 4 et
¥ deux vecteurs indépendants dans Im(M). Alors il existe un scalaire A # 0
tel que M = ulv — v'u olt u = \ii et v = ¥. En particulier, pour toute matrice
symétrique ¥, la matrice S = ¥ + vl vérifie M = § —1S.

Preuve. 1. Si les vecteurs u et v étaient linéairement dépendants, uv serait
symétrique donc S aussi, ce qui est en contradiction avec les hypotheses de
I’énoncé. u et v sont donc linéairement indépendants.

Montrons que M est de rang 2. On a M = S — S = u'v — v'%u. Supposons par
I'absurde qu’il existe A tel que ufv = Avfu. On a alors Vi, j I'égalité UV = Av;u;.
En prenant le cas i = j, on obtient que pour chaque j, soit u; et v; sont
simultanément nuls, soit ils sont simultanément non nuls. Comme on a supposé
u et v non nuls, on obtient 'existence de k tel que ux # 0 donc Augvy = ugvg
donne A = 1. Mais comme Vi, j, on a u;v; = Au;v; = u;v;, on trouve finalement
que u et v sont colinéaires, ce qui est absurde. Finalement, on obtient que
M = ulv — v avec ulv et viu non proportionnels, donc M est de rang 2.

Enfin, soit y € Im(M), c’est-a-dire y = Mz. On a alors y = Mz = (ulv —
viu)z = u(z) — v(fuz) = (v2)u — (uz)v, qui est donc dans le sous-espace

engendré par u et v.

2. Pour ce deuxiéme point, nous pouvons par exemple utiliser le théoréeme de
réduction des matrices antisymétriques : il existe une base orthogonale dans
laquelle M s’écrit sous la forme de blocs diagonaux (1) _01 et de 0. Comme
M est de rang 2, seul un de ces blocs diagonaux est non nul. Sans perte de
généralité, supposons qu’il s’agit du bloc en haut a gauche. On peut écrire
U = ae1 + bes et U = ce; + des avec ad — be # 0. On vérifie alors directement
que M = (' — 9')/(ad — bc), ce qui donne le résultat souhaité.
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Ainsi, tester les données empiriques revient & calculer le rang de la matrice M =
S —!S. Le modele collectif prédit un rang au plus 2, alors que le modele "unitaire'
calqué sur celui du consommateur simple prédit un rang 0.

On peut faire une derniere remarque sur ’antisymétrie, qui a des implications sur
le rang de M. Elles sont faites dans les deux lemmes qui suivent.

Lemme 6. Toutes les valeurs propres différentes de 0 d’'une matrice réelle antisy-
métrique sont imaginaires. En particulier, une matrice antisymétrique réelle est de
rang pair.

Preuve. Soit A une valeur propre de M et x un vecteur propre associé : Mx = Ax.
Alors w!M = N en transposant, puis, en conjuguant et en utilisant I’antisymétrie
de M, on obtient —ZM = A\Z. Enfin, on multiplie par z et on utilise Mz = Az pour
aboutir & —\Zz = NZz. Comme Zz # 0, on obtient bien A = —\, c’est-a-dire que
A est un imaginaire pur.

Comme, dans le polyndéme caractéristique, les racines imaginaires apparaissent par
paires conjuguées, le nombre de valeurs propres différentes de 0 doit étre pair.

Lemme 7. Soit M = (m;;) une matrice réelle antisymétrique non nulle telle que,
sans perte de généralité, mio # 0. Alors M est de rang 2 si et seulement si, pour
tout (i, k) tels que k > i > 2,

MMk — M1E2;

mgr =
mi2

Remarque. Cela signifie que les éléments des lignes 3 a n de M sont fonctions des
éléments des deux premiéres lignes (et la méme chose est vraie pour les colonnes).
Cette condition est tres facile a tester : il suffit, pour une matrice n x n, de réaliser
(n —2)(n — 3)/2 vérifications.

Preuve. Si M est de rang 2, on peut écrire M = uv — vfu d’apres le lemme .
Alors pour k >4 >2,0n a

miimak — Mipme; = (u1v; — v1u;) (Ugvk — voug) — (u1vE — viug) (U2v; — vau;)
= (uva - UQUI)(UiUk - Uiuk)

= Mi12Mmi

Réciproquement, si la relation de ’énoncé du lemme a lieu, on peut écrire la i-éme
ligne m! pour i > 2 comme (my;m? — ma;m*)/m2 et donc M est de rang 2.

On peut finalement tout résumer dans la proposition suvante :
Proposition 3. Soit S la matrice de Slutsky, et soit M = S —!S. Alors dans le
modele collectif étudié :
1. M est de rang 0 ou 2.

2. Si M est de rang 0, le modele "unitaire" (calqué sur le consommateur unitaire)
ne peut pas étre exclu.

Remarque. Cette proposition [3] combinée avec le lemme [7] permet de tester le mo-
dele sur des résultats expérimentaux. C’est ce qu’ont fait Browning et Chiappori
dans ([9]). Ils ont utilisé les données du Canadian Family Expenditure Survey (FA-
MEX) qui rassemble les achats annuels de foyers canadiens. Les variations de prix
nécessaires pour calculer approximativement la matrice de Slutsky proviennent a la
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fois de I’évolution des prix dans le temps (les auteurs ont pris en compte les données
de 1974, 1978, 1982, 1984, 1986, 1990 et 1992) et de leur variabilité au sein méme du
Canada (dues a des taxes et des cofits de transport tres différents selon les régions
du pays). Cela leur a permis & la fois de montrer que la symétrie de la matrice est
vérifiée pour des consommateurs simples (comme prévu) mais pas pour des couples
(ce qui montre que le modéle trop simplifié n’est pas le bon), et que la condition
"'somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice de rang 1" est vérifiée dans le
cas des couples (ce qui était prévu par le modele de Browning et Chiappori). Nous
ne rentrerons pas ici dans les détails de cette vérification et renvoyons le lecteur a
larticle ([9]).

Nous allons maintenant progressivement nous attaquer a un dernier probleme :
il s’agit de déterminer en toute généralité la structure de la fonction de demande
agrégée (i.e. la somme des fonctions de demande de plusieurs consommateurs). 11
sera résolu (presque entiérement) dans la section |8, Mais avant cela, nous allons
démontrer dans les sections[f] et [7]les théorémes de Cauchy-Kowalevskaya et Cartan-
Kahler, que I'on utilise dans la résolution de ce probléme.

6 Le théoréeme de Cauchy-Kowalevskaya

6.1 Introduction

Le théoreme de Cauchy-Kowalevskaya est un théoréme permettant de trouver
des solutions a des équations aux dérivées partielles avec conditions initiales, sous
des conditions d’analyticité des fonctions considérées. La présentation qui suit de
ce théoreme est inspirée de celle de Evans dans ([§]).

Les systémes d’équations aux dérivées partielles considérés sont du type

0" u; =F; |t x Ty, Ul uUN 0w,
. - K3 b PR ny AR AR 9
otni Atk gkt .. dxkn

aveci,j=1,.., N et ko+ ...+ k, =k <n; et kg < n; et u; : R"™* = R.

Les F; sont des fonctions analytiques, et 'on impose de plus des conditions aux
bords analytiques :

Gkui
S = Gk ) (B=0,m =1 t=10)

ou les ¢; j, sont supposées analytiques.

Exemple. Ce théoréme s’applique a ’équation des ondes
Ugt — P gy =0

qui décrit la propagation d’une onde a la vitesse ¢ dans un milieu de dimension 1.
Intuitivement, on s’attend & ce que la solution soit déterminée par la donnée de la
position initiale u(z,0) = h(x) et de la vitesse initiale u;(z,0) = v(z).
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Exemple. Ce théoréme, en revanche, ne s’applique pas a I’équation de la chaleur
Ut = Ugy

qui modélise le flux de chaleur dans un milieu de dimension 1, avec u(z,t) la tem-
pérature en x a l'instant . On s’attend a ce que la distribution de température a
I'instant t = 0 détermine la température dans ’ensemble du domaine a tout instant
ultérieur. On impose donc une condition initiale du type u(z,0) = f(x). Malheu-
reusement, la dérivation en temps est d’ordre 1 et celle en espace d’ordre 2. Nous ne
sommes donc pas dans le cadre d’application du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya.
On peut remarquer qu’en revanche, si 'on impose une condition initiale du type
u(zo,t) = f(t) (c’est-a-dire que l'on impose la température en un point donné a
tout instant), alors le théoréme peut s’appliquer dans ce cas. Nous reviendrons plus
tard a cet exemple.

Notation. Nous allons ici introduire quelques notations.

a =(ag,..,aq) € N

0% =0%.0
o — a1 (87
= =Ty ..z
ol =a1l..ap!
la] =1+ ... +ay,

Nous allons maintenant faire quelques remarques sur les fonctions analytiques
réelles, qui nous seront utiles par la suite.

6.2 Fonctions analytiques réelles

Définition 16. Une fonction f : R” — R est dite analytique réelle au voisinage de
xg s’il existe r > 0 et des constantes f, € R telles que

fl@) =) falz —20)*  (Jo— w0l <7)

ou la somme est prise sur tous les multi-indices a.

Remarque. Si f est analytique réelle, alors f est égale & son développement en
série de Taylor :

1
fl@)=> 90 f@o)(@ —20)®  (Jo —zol <7)
(0%
L’exemple suivant sera important pour la suite.
Exemple. Sir > 0, posons

r

f(z) = P P pour |z| < r/v/n
Alors k
_ 1 s (T A\ o)l
f(l“)l_(mw;)( r ) *Za:rla\a!x

Cette série est absolument convergente pour |z| < r//n puisque, par Cauchy-
Schwarz, |z1] + ... + |x,| < |z|v/n < 7.
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Pour prouver le théoreme de Cauchy-Kowalevskaya, nous utiliserons une mé-
thode, dite des "séries majorantes'. Ci-dessous, nous donnons une définition et prou-
vons un lemme dont nous nous servirons a ce moment-la.

Définition 17. Soient
f:ZfOtxaa gzzgaxﬂ
« «

deux développements en séries entieres. On dit que g majore f, et I’on écrit g >> f,
si pour tout multiindice o, on a go > |fol.
Lemme 8. (i) Si g >> f et g converge pour |z| < r, alors f converge aussi pour
|z < r.
(ii) Si f = >, fax® converge pour |z| < r et 0 < ¢t < r, alors f a un majorant
pour |z| < t.

Preuve. 1 Pour vérifier 'assertion (i), il suffit de vérifier que
Z|fax°‘\ < Zga\xﬂal...\xn\a" <oo silz|<r
(03 (03
2 Posons s = t/y/n et y = s(1,...,1). Alors |y| = sy/n =t < r donc >, fay®
converge. Il existe donc une constante C telle que
|fay®| < C  pour tout multiindice «

En particulier,

C |a|!
<——m = —<
ol < yitoyn™ o Is|e T Cs\ala!
Mais alors o al!
s al!
x) = =C x®
9(@) s—(x1+ ... +xp) ;s\alay

majore f pour |z| < t.

Notation. Nous aurons plus tard besoin d’étendre nos notations aux fonctions a
m

valeurs vectorielles. Etant données des développements en séries entieres { fk}kil,

o -
{gk}kil, on pose f = (f!,....,f™) et g = (g*,...,g™) et L'on écrit g >> f si pour
tout k =1,...,m, on a g >> f*.

6.3 Enoncé du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya et
remarques

Notation. Pour x € R”, on note 2’ = (z!,...,2""!) ses (n — 1) premicres coordon-
nées. Pour u : R” — R™, on note u = (ul,..,u™) et uy, = %. Enfin, on note

M, (R) T'espace des matrices carrées réelles de taille m x m.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de Cauchy-Kowalevskaya.

Théoréme 9. Supposons que Bj, pour j = 1,...,n — 1 et ¢ sont des fonctions
analytiques, B; : R™ x R"™1 — M,,(R) et ¢ : R™ x R"™1 — R™. Alors il existe
r > 0 et une fonction u : R™ — R™ analytique réelle solution du systeme
n—1
Uy, = Z Bj(u, x")ug; + c(u,z) pour |z| <r
j=1

u=0 pour |z'| <7, x,=0
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De plus, cette fonction analytique réelle est unique.
Faisons quelques remarques sur I’énoncé de ce théoreme.

Remarque. On a supposé que les B; et ¢ ne dépendent pas de z,. On peut tou-
J
jours se ramener a ce ceas en introduisant si nécessaire une nouvelle composante a

'inconnue u, avec v = z,,.

Remarque. Le systeme se réécrit :

n—1 m

ul;n = Z Z b?l(u, x/)ufrj + ck(u, ') (k=1,...m) (8)
J=11=1

Remarque (Unicité). Comme nous recherchons des solutions réelles analytiques,
on peut écrire une hypothétique solution u sous la forme

U= Z U T, (9)

et de méme pour les fonctions B; et c. Prenons I’exemple de la résolution de I'équa-
tion 9 9
U U
— = A(z,u)=— + B(z,u
ot (@, u) Ox + Bz, )

avec u fonction de deux variables réelles = et ¢, que nous souhaitons résoudre avec
la condition initiale u(z,0) = g(x) analytique. Nous pouvons écrire

A(z,u) = Z ajstiu®,  B(z,u) = Z bjstlu® et wu(z,t) = Z cpzltt (10)
4,520 7,520 J,1>0

Comme u(z,0) = P Cj().l?j, la, condition initiale détermine les constantes c;o. Pour
les autres coefficients, on substitue les expressions de (10 dans @D pour trouver :

Zlcjlacjtl_l = Z i sChyCimat TITRTm Z bjschad TR
al

i7j7k75 j7k1l7s

En identifiant les coefficients en t°, on trouve

: , +jtk—1 i+
cia’ = Y dajsciociozr T+ ) bjscioa ™
i7.j7k7s j?k78

Tous les termes du membre de droite sont connus donc on peut ainsi trouver les c;j.
En recommencant, on parvient a trouver les c;; pour tous j et [. On en conclut que
si une solution existe, elle est unique et donnée par la procédure qui vient d’étre
décrite. Pour montrer que la solution existe effectivement, il suffit de montrer que
la série converge dans un voisinage de 1’origine.

Remarque. Nous avons déja étudié ’exemple de ’équation de la chaleur et vu que
le théoreme de Cauchy-Kowalevskaya ne s’appliquait pas. Essayons tout de méme
de lui appliquer la procédure décrite dans la remarque précédente et voyons ce qu’il
advient. L’équation s’écrit

3tu = &mu

ou u est une fonction de deux variables réelles x et ¢, avec comme condition initiale
u(z,0) = 1(x) que nous choisirons aprés. On peut écrire u(z,t) = 3, cua®tl.
Formellement, I’équation donne les égalités suivantes sur les coefficients :

(L + D)cgpr = (b +2)(k + 1)ckyoy

31



que 'on résout en
(k4 20)!
Ckl = WCIHZ,O

Si I’on choisit maintenant par exemple 1 (z) = 1/(1 — 2) = 3 2*, on obtient

 (k+20)!
AT

Pour (z,t) = (0,¢), on obtient
3 20! 4
U(O,E) = : Tg

qui diverge pour tout € > 0. On voit donc que la procédure décrite ne fonctionne
pas dans ce cas.

Remarque. Le théoreme de Cauchy-Kowalevskaya est vrai dans un cadre plus
général que celui des équations aux dérivées partielles du premier ordre. Nous don-
nons ci-dessous un énoncé que l’on peut déduire du théoreme pour les équations du
premier ordre en posant

U:< ou ou 0%u Gk_1u>

"0z Day 022 9k

ou les composantes de U sont toutes les dérivées partielles de u d’ordre < k.
Nous notons par la suite, pour k un entier : 9*u = {0% | |a| = k}.

Théoréme 10. Soit k& € N. Supposons que les a,, pour |a| < k, sont des fonctions
analytiques a valeurs dans R. On suppose de plus que a(,.. o) 7 0 au voisinage
de 0. Alors, avec les notations introduites ci-dessus, il existe r > 0 et une fonction
u : R™ — R analytique réelle solution du systeme

Z a (0" Yu, . u, ) 0%+ ag(8 tu, ..., u,2) =0 pour lz| <7
|a|=k
_Ou oF 1y

U= —=..= —F7
axn 8$§71

=0 pour || <7, z, =0

De plus, cette fonction analytique réelle est unique.

Remarque. La condition a(q,.. o) # 0 permet d’assurer que I'on puisse calculer
toutes les dérivées partielles de u en fonction de ses dérivées partielles d’ordre < k
et des coeflicients a,,.

6.4 Preuve du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya

Nous pouvons maintenant prouver le théoréeme de Cauchy-Kowalevskaya. Comme
annoncé, nous allons devoir calculer les coefficients

_ 0%u(0)

al

U

en fonction de ceux des B; et ¢ et montrer la convergence de la série ainsi définie,
au moins pour r suffisamment petit.

32



Comme les Bj et ¢ sont analytiques, nous pouvons écrire, en utilisant les notations
introduites,

Bj(z,2') = ZBJ',%(;Z’yxé G=1,..,n—-1)
¥,0
et

_ Y 6
)= E cy 52T
7,0
ou les séries considérées convergent pour |z| 4 |z/| < s pour un certain s > 0.

Montrons maintenant un lemme qui sera utile pour appliquer la méthode des
séries majorantes.

Lemme 9. Pour tout £ € N et tout multiindice «, il existe un polyndéme a coeffi-
cients positifs ou nuls qfl tel que
k k
ua(O) = qa(..., Bj;y’(g, w0y Cy 6y -0, U, ),
ou B, < ay — 1 pour tout multiindice 8 apparaissant dans le membre de droite.

Preuve. Remarquons tout d’abord que, puisque u = 0 sur {x,, = 0}, on a

_ 0%u(0)

a —

= 0 pour tous les multiindices o avec o, = 0
o!

Fixons i € {1,...,n — 1} et dérivons par rapport & x; :

n—1

m
kil l kl kl p 10
hoei= T3 (Ml sl 2Lt ) 4 S
j=11=1

par la formule des dérivées composées. Grace a la remarque qui précede, on peut
éliminer tous les termes du membre de droite sauf c . en évaluant en 0. Cela permet
d’obtenir uf _ (0) = c% (0,0).

Tpd;

Par une récurrence immédiate, on obtient, pour tous les multiindices o de la forme
a=(a1,..,an-1,1) = (c/,1) :
9°u*(0) = 0*' ¢*(0,0)
Ensuite, intéressons-nous aux « de la forme (o, 2). pour de tels a, on peut écrire :
uF = 9% (uf ).,

n—1 m

= 9v Z Zb?luéj +ck par
j=11=1 o

n—1

[
Q
Q\
Ms

! K p
uﬂ?jxn + Z b] zpuxn x + Z Czp xn
=1 p:

~

1

.

Donc
n—1

-1 m
k kl
O"u A DIPIL AT +Zczp .
j=li=1 r=u=0
Le membre de droite est un polynéme a coefﬁments positifs ou nuls des dérivées
des Bj et c, et des dérivées 9Pu ol B, < 1. Cela résout le cas des « de la forme

(o, 2).
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De fagon générale, en procédant de méme, pour tout multiindice « et tout k €
{1,...,m}, on obtient :

0°uM(0) = pk (., 0704B;, .., 01 Dic, .., 0, ...

r=u=0

ot p¥ est un polynéme & coefficients positifs ou nuls tel que £, < a,, — 1 pour tout
multiindice 8 apparaissant dans le membre de droite.

Pour conclure, remarquons que pour tous multiindices y et d et tout j = 1,...,n—1,
on a

d79°B;(0,0) d79%¢(0,0)
NS = it Bk RPN § = ———
7 (v +6)! " (v +6)!

et donc

’LLZ(O) = qg(..., Bj7,y75, vy Cy 8y -y UB, )

avec ¢® un polynoéme & coefficients positifs ou nuls et ott 3, < a, — 1 pour tout
multiindice S apparaissant dans le membre de droite. C’est ce que ’on souhaitait.

Nous allons maintenant essayer de montrer que la série > u,x® converge en uti-
lisant la méthode des séries majorantes. Pour cela, supposons

B;>>B; (j=1,.,n—-1) et " >>c

ol
*
B =) D20 (j=1,.,n—1) et = 20275271‘5
37,0 7,0

convergent pour |z| + [z'| < s.

Nous considérons alors un nouveau systeme d’équations aux dérivées partielles
avec conditions au bord :

n—1
ul = Z Bj(u*,a:’)u;j +c*(u*,2’) pour |x| <7
j=1

/
u* =0 pour |2'|<7r, z,=0
et 'on cherche comme précédemment une solution de la forme

0%u*(0)

* * N *
u—Euax, ou u, = '
= a!

Lemme 10. Pour tout multiindice a et k = 1,...,m, on a 0 < |uk(0)| < u¥*(0).

Preuve. Comme qu est a coeflicients positifs ou nuls, on a, en utilisant B;‘-‘ >> Bj
et ¢* >>c:

|u§(0)] = ]qg(...,Bjmg,...,c%(;,...,ug,...)|
< qu(...,\B;-‘m(; s eees [€5 51 wes [ o)
= qg(...,B;-‘m(;,...,cf;,(;,...,uz,...)
= ug(0)
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On déduit de ce lemme que u* >> u. Par le lemme , il suffit donc de prouver
que la série ) ulx® converge au voisinage de 0. Nous allons donc, pour conclure,
trouver une telle série, solution du systéeme d’équations aux dérivées partielles pour
des Bj et ¢ bien choisies, qui majore u et qui converge au voisinage de 0.

Posons, pour j=1,...,.n—1:

1 - 1
Bi(z,2) = Cr :
I (214 e 1) — (21 e 2m) 1
et
(2, a!) = Cr (,..,1)

r—(x14+ ..+ Tp-1) — (21 + ... + 2m)

Alors, d’apres 'assertion (ii) du lemme et sa preuve, on a bien BY >> B; et
¢* >> ¢ pour C suffisamment grand, r suffisamment petit et |2| + |z] < r.

Le systeme d’équations aux dérivées partielles a résoudre se réécrit alors

Cr .
ur = wr +11,...,1 our |z| < r
= (Tt e @ — (M L u™) zj: o A )| pour ||

u* =0 pour |2'| <7, 2, =0
Pour ce systeme, il existe une solution explicite, a savoir

u*(z) = v*(2)(1, ..., 1)

v¥(x) = % <r —(z1+ ..tz — [(r —(z1 4 . Fxp))? - anC’rxn} 1/2)
Cette expression est analytique pour r suffisamment petit et |z| suffisamment petit
pour que le membre de droite soit défini. Nous avons donc trouvé une série, solution
du systeme d’équations aux dérivées partielles pour des BJ et ¢ bien choisies, qui
majore u et qui converge au voisinage de 0. Cela prouve que ), uqz® converge pour
x < r et acheve la preuve du théoreme.

7 Le théoréme de Cartan-Kahler

Le théoreme de Cartan-Kéhler, que nous allons discuter maintenant en suivant
peu ou prou la présentation de [I], permet d’établir I'existence de variétés intégrales
pour certains systemes différentiels extérieurs. C’est une généralisation du théoreme
de Cauchy-Kowalevskaya (et on utilise ce théoréme dans sa preuve). Cette fois-ci,
les conditions initiales ne seront plus données par les valeurs sur une hypersurface
comme dans le théoreme de Cauchy-Kowalevskaya, mais par une variété intégrale
de dimension n, et 'objectif est de I’étendre en une variété de dimension (n + 1).

35



7.1 Systemes différentiels extérieurs et variétés inté-
grales

Nous poursuivons dans cette partie 'étude des variétés intégrales commencée
dans la section [2| en introduisant notamment la notion de systéme différentiel ex-
térieur. L’étude des systemes différentiels extérieurs constitue un analogue des sys-
temes d’équations aux dérivées partielles. Les dérivées partielles sont remplacées par
la différentielle extérieure et les variétés intégrales remplacent les fonctions.

Définition 18. Un systeme différentiel extérieur est une paire (M,Z) ot M est une
variété (lisse) et Z C Q(M) est un idéal différentiel.
Exemple. {dy — pdz,dp N d:c,dx}diff est un systéme différentiel extérieur, avec
M = R3.

Rappelons la définition d’une variété intégrale et donnons quelques exemples de
leur utilisation.
Définition 19. Une variété intégrale de Z est une sous-variété i : N — M telle que
i*(0) = 0 pour tout 6 € Z, ot i est l'inclusion de N dans M.

Définition 20. Si M est une variété et X un champ de vecteurs sur M, une courbe
intégrale de X est une courbe ¢ : I — M ou I est un intervalle de temps, telle que
d(t) = X pour tout t € I.

Exemple. Un systéeme de N équations différentielles du premier ordre

du:
dl;; = Fi(z,uy,...,uy), i=1,..,N

ot u; : R = Ret Fj : RVt — R, se traduit par un systéme différentiel extérieur
(M,Z) ot M = RN*! et T est engendré différentiellement par les N 1-formes du; —
Fidx. Les variétés intégrales de ce systeme différentiel extérieur sont les courbes
intégrales du champ de vecteurs sur RV*! :

RN

qui annule toutes les formes de Z. Résoudre le systeme de IV équations différentielles
du premier ordre revient donc & trouver les courbes intégrales de ce champ de
vecteurs.

Exemple. Considérons le systéme d’équations différentielles ordinaires
y(x) = (ay2)"
2 (r) = cosh(x+y+ 2)

On le réécrit comme un systéme différentiel extérieur avec M = R3 et

_ _ 17 _
7= {dy (ryz) 'dr,dz — cosh(x +y + z)dx}diff

On remarque que les variétés intégrales de dimension 1 sont les courbes intégrales
du champ de vecteurs

) O )
il il h el
P (xy2) 9y + cosh(z 4+ y + 2) 5
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Exemple. Considérons le systeme d’équations aux dérivées partielles

g;‘(x?y) = F(z,y,u(z,y))

éZj(x’y) = G(z,y,u(z,y))

Cette fois-ci, le probleme est différent de ceux des exemples décrits précédemment
puisque des dérivées par rapport a deux variables distinctes apparaissent. Résoudre
ce systeme revient a trouver les variétés intégrales de dimension 2 d’un certain sys-
teme différentiel extérieur que nous décrivons maintenant. Réécrivons les équations
aux dérivées partielles ci-dessus comme un systéme différentiel extérieur sur R3,
avec

I ={dz— F(z,y,2)dz,dz — G(z,y, 2)dy}4; s -

Une surface N C M = R3 est intégrale si et seulement si les deux champs de vecteurs

0 0 0

— 4+ F(z,y,2)— et —+G(x,y,2)=—

(,9,2) 5 3y (,9,2) 5

sont tangents a IN. Mais il n’y a aucune raison qu’il y ait de variété intégrale de

dimension 2, par exemple si F(x,y,z) = y et G(z,y,2z) = —z. Le probléme vient,

comme nous 'avons déja mentionné dans la section[d] de la non-égalité des dérivées
croisées.

Nous allons maintenant définir la notion d’élément intégral, que nous avons déja
utilisée implicitement dans le théoréme de Frobenius.

Notation. Pour V' un espace vectoriel et n un entier, on note G(n, V') la grassma-
nienne des espaces de dimension n passant par l'origine de V.

Définition 21. Soit (M,Z) un systeme différentiel extérieur. On dit que E €
G(n, Ty M) est un élément intégral de 7 si Yo € T, af ,, = 0.

Notation. Nous notons V,(Z), I'espace des éléments intégraux de Z en x € M et
Vn(Z) lespace de tous les éléments intégraux de dimension n.

Exemple. Placons-nous sur M = R?, soit = y?dx — xdy et T = {0}4;¢p-En tout
point = a I’exception de 'origine, il y a un unique élément intégral qui est une droite,
donc Vi (Z), est un point. En lorigine, 6 est nulle donc toute droite est un élément
intégral et V;(Z)o = RP*.

Remarque. Les éléments intégraux sont les espaces tangents potentiels aux variétés
intégrales, au sens ou les variétés intégrales d’'un systéme différentiel extérieur sont
les variétés N C M telles que T, N est un élément intégral pour tout z € N.

Remarque. L’objet du théoreme de Cartan-Kéhler est de donner une condition
pour quun E € V,(Z), soit tangent a une variété intégrale. On peut y penser
comme une extension de la variété intégrale infinitésimale £ en une "vraie' variété
intégrale.

Remarque. De facon générale, il n’est pas vrai que tout élément intégral de 7
est tangent a une variété intégrale de Z. Un contre-exemple simple est obtenu en
considérant M = R et Z 'idéal (différentiel) engendré par la 1-forme o = zdz.
L’espace E = TyR est un élément intégral de Z mais n’est tangent & aucune variété
intégrale de dimension 1 de 7.
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Pour construire des variétés intégrales ayant E pour espace tangent en x, nous
aurons besoin d’étudier les éléments intégraux au voisinage de E. Nous allons nous
restreindre aux éléments intégraux qui sont des points "lisses" de V,,(Z), ce que nous
allons maintenant définir.

Définition 22. On dit que k est la codimension de V,(Z) en E, et 'on note
k = codimg(Vy(Z),G(n,TM))

si k est le nombre maximal de fonctions lisses F; : G(n,TM) — R qui s’annulent
sur V,,(Z) et ont des différentielles linéairement indépendantes en E.

Définition 23. Un élément intégral E € V,(Z) est dit Kéahler-ordinaire si V,,(7)
est une sous-variété lisse de G(n, T M) au voisinage de E.

Remarque. Si la codimension est constante dans un voisinage de F, alors E est
Ké&hler-ordinaire. Sinon, par continuité des coefficients, il existe un voisinage de F
dans lequel V,, est de codimension au moins & (la codimension est une fonction semi-
continue inférieurement sur V,,). Comme la codimension est majorée, les éléments
Kéhler-ordinaires forment un ouvert dense dans V.

Nous avons déja mentionné en introduction le fait que le théoréeme de Cartan-
Kahler vise a étendre une variété intégrale de dimension n en une variété intégrale
de dimension (n + 1). L’analogue infinitésimal est d’étendre un élément intégral
E C T, M de dimension n en un élément intégral ET C T,,M de dimension (n + 1).
L’espace de toutes les extensions possibles est appelé espace polaire de E.

Définition 24. Soit ey, ...,e, une base de I’élément intégral £ C T,M. L’espace
polaire de F est

H(B) = {v e T.M | §(v,e1,...,0) =0 Vo € T}

Donnons sans preuve quelques propriétés simples des espaces polaires.
Proposition 4. Soit E € V,,(Z),, Et € G(n+ 1,T,M) et E C E*. Alors

1. EC H(E)

2. ET C H(E) si et seulement si ET € V,,11(Z).

3. Si Bt € V,41(Z), alors H(ET) C H(E).

Les équations définissant I’espace polaire de E sont continues, donc la codimension
de H(FE) est une fontion semi-continue inférieurement de E : elle ne peut que croitre
dans un voisinage de E suffisamment petit. Le cas qui nous intéressera par la suite
est celui ou cette codimension est localement constante.

Définition 25. Un élément intégral E Kéhler-ordinaire est dit Kéhler-régulier si
pour tout £ dans un voisinage de E dans V,(Z), on a codim H(FE) = codim H(E) .

Exemple. L’espace polaire de 0 € T, M est le sous-espace ou s’annulent toutes
les formes linéaires 1, pour v € T'. L’espace vectoriel nul dans T, M est donc
Kihler-régulier si dim(Z') est constant dans un voisinage de z.

Remarque. Si 'on reprend un exemple vu précédemment, ou M = R et Z est
I'idéal (différentiel) engendré par la 1-forme o = xdz on voit que 'espace E = TyR
est un élément intégral de Z qui n’est pas Kahler-régulier.
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Lorsque nous voudrons trouver une condition sous laquelle la possibilité de ré-
soudre le probléme infinitésimal (c’est-a-dire étendre E en ET) implique la possi-
bilité de résoudre le probleme "global" (c’est-a-dire trouver une variété intégrale),
nous verrons qu'une telle condition est fournie par la Kéhler-régularité.

7.2 Enoncé et preuve du théoreme de Cartan-Kéahler

Nous allons maintenant énoncer et démontrer (en grande partie) le théoreme de
Cartan-Ké&hler. Celui-ci admet plusieurs énoncés ; celui qui nous sera le plus utile,
notamment pour le probleme de la demande de marché agrégée, est donné par le
théoréeme Les preuves de cette section sont celles que I'on trouve dans ([1]).

Nous avons, avant cela, besoin de quelques derniéres définitions : le cadre naturel
du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya était celui des fonctions analytiques réelles,
et celui de Cartan-Kéhler est, de fagon analogue, celui des variétés analytiques, que
nous définissons ci-dessous.

Définition 26. Une variété analytique est une variété topologique dont les chan-
gements de cartes sont analytiques.

Le théoréme de Cartan-Kéhler exige aussi une certaine régularité sur les formes
w dans 7 : elles doivent étre analytiques.

Définition 27. Soit M une variété. On dit que w € Q(M) est une forme diffé-
rentielle analytique si les coefficients dans la décomposition de w sur toute base de
Q(M) sont des fonctions analytiques.

Nous pouvons alors enfin introduire la notion de systeme différentiel analytique.

Définition 28. Un systeme différentiel analytique est un systeme différentiel exté-
rieur (M,Z) ou M est une variété analytique et toute forme w € Z est analytique.

Une premiere version du théoréme de Cartan-Kéhler s’énonce alors comme suit :

Théoréme 11 (Premiére version de Cartan-Kéhler). Soit (M,Z) un systeéme dif-
férentiel analytique et P C M une sous-variété analytique de dimension n dont les
espaces tangents sont des éléments intégraux Kéahler-réguliers et telle que, en tout
p € P, H(T,P) est de dimension (n + 1). Alors, pour tout p € P, il existe un voi-
sinage ouvert U C M de p et une unique variété intégrale analytique N C U de
dimension (n + 1) contenant PN U.

Preuve. Nous allons réduire notre probléeme a un systéeme que ’on saura résoudre
grace au théoreme de Cauchy-Kowalevskaya.

Choisissons des coordonnées analytiques 29, 21, ..., 2™, y', ..., y* centrées en p, telles
que 8%1,..., 8% engendrent T, P et % € H(T,P). Soit (¢”) une base de Z" au
voisinage de p et soient (®%), pour 1 < a < s, des (n + 1)-formes linéairement
indépendantes telles que pour tout v € T, M,

0 0

dy (U) =& (U, %7 ceuy @)

On appelle cela les équations polaires de T, P.
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Si N est une hypothétique variété intégrale de dimension (n+1) contenant P, alors
T,N = H(T,P), et les ' peuvent servir de coordonnées locales pour paramétriser
N. Si N est défini au voisinage de p par y®* = F(z?,...,2") pour 1 < a < s, alors
TN est engendré, au voisinage de p, par les vecteurs

0 n a 6Fa7
Oz’ L= Ox' Oy~

X; = (pour 0 <i < n).

Pour des variables ¢ et pﬁ

; (avec 1 < B < set 1 < j < n), posons , pour
1<a<s:

S a o
Z ﬁa ﬁ’axl pra?ﬂ"”’ Zp ZA ¢ +B

ol Ag(xi, y”,p}) et B(x?, y”,p}) pour 1 < v < s sont des polynomes en les pf avec
des fonctions analytiques pour coefficients sur un voisinage U de p. Comme en p les

équations

0 0
8x0+zq 8y5’8x1""’% =0

Oc

coincident avec les équations polaires de T, P, elles sont de rang (n + 1) en les q°.
Ainsi, la matrice (Ag)lga,ﬂgs est inversible sur tout un voisinage de p, que nous
supposerons sans perte de généralité étre aussi U, et pour des p]@ suffisamment

petits. On peut donc, sous de telles conditions, définir les formes * = (A_l)g@ﬁ .
On définit ensuite C*(x?, y?, pj) par
S S
; I S N
Z By 57 83:1 lepl Y7 dar +621p"8y5 !

Ensuite on construit N en résolvant grace au théoréme [9 de Cauchy-Kowalevskaya
le systeme

aFa_ « 0 n 1 saFﬁ
axo —C (x yeeey L ,F ,...,F ,@

Fo0,2',...,2") =0

Ce systeme est bien sous la forme requise dans le théoreme puisque les dérivées
partielles dans le membre de droite de la premiere équation ne portent pas sur la
variable 2°. En fait, on peut vérifier que la variété N de dimension (n + 1) ainsi
construite est une variété intégrale contenant P. On peut trouver les détails dans
(D).

Nous pouvons en déduire une autre version de ce théoréme, moyennant une
nouvelle définition, celle de la transversalité.

Définition 29. Soit E un espace vectoriel, et soient F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E. On dit que E et F' sont transverses si F'+ G = E.
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Théoréme 12 (Deuxieéme version de Cartan-Kéhler). Soit r un entier. Soit (M,Z)
un systeme différentiel analytique et P C M une sous-variété analytique dont les
espaces tangents sont des éléments intégraux Kéahler-réguliers et telle que, en tout
p € P, H(T,P) est de dimension (n + r 4+ 1). Supposons que R C M est une sous-
variété analytique de codimension r, telle que P C R et telle que pour tout p € P,
les espaces T,R et H(T,P) sont tranverses dans T,M. Alors pour tout p € P, il
existe un voisinage U C R de p et une unique variété intégrale analytique N C U
de dimension (n + 1) contenant PN U.

Preuve. La condition de transversalité implique que les intersections 7, RN H (T}, P)
sont de dimension (n + 1). On peut donc appliquer le théoréme [11] & R au lieu de
M et I'on obtient le résultat.

On peut appliquer inductivement le théoreme de Cartan-Kéhler pour obtenir une
variété intégrale admettant un espace E donné de dimension n comme plan tangent
en p. Pour ce faire, on a besoin d’un drapeau 0 C £y € ... C B,,.1 C E, = FE
d’éléments intégraux contenus dans F, de telle sorte que 'on puisse appliquer la
deuxieme version du théoreéme a chaque étape. On a donc besoin a chaque étape
d’une variété restreignante R. C’est précisément ce qui est fait dans la troisieme
version du théoreme, la plus utile pour la suite.

Théoréme 13 (Troisitme version de Cartan-Kéhler). Soit Ei, 0 < k < n un
drapeau d’éléments intégraux en p pour un systeme différentiel analytique, avec
dim(Ey) = k, et tel que Ej est Kéhler-régulier pour 0 < k < n — 1. Alors il
existe une variété intégrale lisse N de dimension n dont l’espace tangent en p est
E,. De plus, si ¢, = codimH (E}) pour 0 < k < n et soient z!,...,2" et y', ..., y°
des coordonnées locales sur M, centrées en p, choisies de telle sorte que FEj est
engendré par %, s % et H(E}, est annulé par dy', ..., dy°. Si N est définie dans
ces coordonnées par les équations y¢ = Fe(z!,...,2"), 1 < a < s, alors N est
uniquement déterminée par les données

F(2',0,...,0) pour ¢y < a < ¢
Fa(x! 22,0, ...,0) pour ¢ < a < ¢g

Réciproquement, il existe un N correspondant a ces données si les fonctions F'* sont
suffisamment petites.
Preuve. Soit R; la variété définie par 22 = ... = 2™ = 0 et y* = F%(z},0,...,0)
pour a > cg. Par la version 2 du théoréme de Cartan-Kéhler, en utilisant R = Ry,
il existe une unique variété intégrale de dimension 1 contenue dans R;, contenant
p et tangente & E; en p. Cest forcément I'intersection de N avec I'ensemble 22 =
.. = 2" = 0. On poursuit comme cela en posant Ry, la variété définie par zF+1 =
.=a" = 0et y* = FYz',...,2"%,0,..,0) pour a > c,_1. Cela construit N de
facon unique a partir des données. La condition de transversalité est a chaque fois
satisfaite si les F'* sont suffisamment petites.

7.3 Les caracteres de Cartan

Pour obtenir un drapeau d’éléments intégraux Kahler-réguliers, a priori, il est
nécessaire de calculer la dimension des espaces polaires H(E}) dans un voisinage de
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Ej.. Mais le test de Cartan montre que cela n’est pas nécessaire, et qu’il suffit de
calculer seulement la dimension des esapces polaires Ej.

Théoréme 14 (Test de Cartan). Soit Fj, pour 0 < k < n, un drapeau d’éléments
intégraux pour Z en p, et soit ¢ = codim H(Fj) pour 0 < k <n — 1. Alors

codimpg, V,(Z) > co+ ... + 1.

De plus, V,(Z) est lisse de codimension exactement cy + ... + ¢,—1 en E, si et
seulement si les Fy sont tous Kéhler-réguliers pour 0 < k <n — 1.

Preuve. Nous ne démontrerons pas ce théoréme ici. Le lecteur en trouvera une
preuve dans ([1]).

Remarque. C’est précisément ce dernier critére que nous utiliserons pour traiter
le probleme de la demande de marché : nous appliquerons le théoreme apres
avoir calculé les caractéres de Cartan et montré que ’égalité du test de Cartan est
vérifiée.

8 Le probléme de la demande de marché agré-
gée

Dans cette partie, on s’intéresse au probleme de la demande de marché agrégée,
que l'on résout grace au théoreme de Cartan-Kéhler. Ce probléme a été résolu par
Ekeland et Chiappori dans ([12]) en 1999 sous hypothese d’analyticité de la fonction
considérée.

8.1 Enoncé et reformulations

Enoncé. Soit X : R" — R" telle que p - X(p) = n. Peut-on trouver n fonctions
de demande individuelle x(p), ..., x,(p) telles que X (p) = x1(p) + ... + ,(p) 7 Les
x; sont chacun solution d’un probleéme d’optimisation : ils maximisent une fonction
d’utilité U; concave sous contrainte p-z;(p) = 1 et z;(p) > 0. On notera par la suite

Vi(p) = Ui(zi(p))-

Nous allons reformuler cet énoncé dans le langage du calcul différentiel extérieur,
en deux étapes. La premiere est donnée par la proposition suivante, volontairement
trés vague.

Proposition 5. L’énoncé ci-dessus se raméne a trouver une décomposition de X
sous la forme d’une somme de gradients, sous certaines contraintes de convexité et
de positivité.

Preuve. Supposons dans un premier temps que X (p) se décompose sous la forme
souhaitée. Par le théoréme sur les multiplicateurs de Lagrange (se référer a l’annexe
A)), et puisque les contraintes p - x;(p) sont affines donc automatiquement qualifiées,
on peut écrire :

VV'(p) = —ai(p)zi(p)  avec ai(p) >0

donc, en posant \; = —1/a; > 0, on obtient :

X(p) = M@)VV(D) + ... + (@) VV"(p) (11)
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et I'on a de plus les contraintes suivantes sur les \; et les V? :
Vi, V; est convexe Vi, Ai >0, Vi, p-VVi(p) =1/, (12)

la derniére équation provenant de 1’égalité p-VVi(p) = —p-a;(p)zi(p) = —c; = 1/ ;.

Réciproquement, supposons qu’il existe des fonctions V; et \; satisfaisant les équa-

tions et . Alors en posant
Ui(x) = min V*(p)

px<l
et x; les fonctions de demande associées, on a bien toutes les conditions souhaitées,
comme on le vérifie en procédant exactement comme dans la preuve du lemme

La proposition est une premiere reformulation, mais elle ne sera pas suffisante
pour appliquer les théorémes classiques sur les équations aux dérivées partielles.
Nous allons donc traduire ’équation et les contraintes de maniére & pouvoir
appliquer le théoreme de Cartan-Kéahler. Nous formulons cela dans une deuxieéme
proposition, a nouveau volontairement tres vague.

Proposition 6. L’équation ([L1f) sous contraintes (12| est équivalente & un systéme

d’équations aux dérivées partielles du type "égalité des dérivées croisées" sur une

variété de dimension n2.

Preuve. L’idée consiste a élargir I’espace de travail. On considere :
E= {p, A, oo Ay AL A"} — R+’

ou A! sera interprété aprés comme le gradient VV?. Supposons que 1’équation
(11) soit vérifiée sous les contraintes . Alors le graphe de l'application p
(Xi(p), VVi(p)) est une variété S sur E (n-dimensionnelle). 11 est clair que S est
contenu dans la variété M de dimension n? définie par

X(p) = Y AN (13)

Vi, p-A'=1/)N (14)

De plus, comme toute fonction A?(p) est le gradient d’une fonction, elle satisfait
la condition d’égalité des dérivées croisées :

OAF QA

Vi, J, k,
J Ip; Op;

(15)
et les contraintes de positivité qui correspondent aux contraintes ((12]).
Réciproquement, si on peut trouver \; et A’ satisfaisant (13)), (14), (15) et les

contraintes de positivité, alors chaque A’ est le gradient d’une fonction V* (par le
lemme de Poincaré) et les V* résolvent le probléeme initial.
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Cette proposition montre que l'on doit donc simplement résoudre (15)) sur la
variété définie par et .
Remarque. On peut noter que I’équation peut se réécrire, dans le langage du
calcul différentiel extérieur :

Vi, Y dAAdp; =0 (16)
J

Nous cherchons une variété intégrale n-dimensionnelle du systéeme différentiel exté-

rieur (16 sur la variété M.

Le théoreme suivant, que I’on démontre a ’aide de Cartan-Kéahler, donne alors une
condition suffisante pour qu’une fonction soit une fonction de demande de marché
agrégée.

Théoréme 15. Considérons un ouvert U de R™ — {0} et une fonction analytique
X : U — R" telle que p- X(p) = n. Pour tout § € U, tout (i1, ...,7,) € R et

(A1, -y An) € R™ qui satisfont
B4+ En = X (D)
Vi, X\ >0,

il existe n fonctions Uy, ..., U,, ou chaque U; est définie dans un voisinage convexe U;
de Z; et est analytique et strictement concave, n fonctions (x1, ..., x,) et n fonctions
(A1, ...y An), toutes définies dans un voisinage V de p et analytiques sur V, telles que,
pour tout pe Vet tous 1 <i,5 <n:

przi(p) = 1
Ui(zi(p)) = max{U;(z) |z €Uy,p-x <1}
ggj (zi(p)) = Xi(p)p;
> zilp) = X(p)
=1
zi(p) = Ti
Ni(P) = N

Remarque. Notons qu’a la fois les demandes individuelles et les multiplicateurs
de Lagrange peuvent étre choisis librement en p. En particulier, les contraintes
de positivité peuvent étre ignorées, puisque I'on peut demander que les demandes
individuelles soient positives en p, et elles vont alors le rester sur un voisinage de p.

Remarque. Dans la preuve, on procedera en deux temps, suivant un schéma déja
décrit dans les pararaphes qui précedent : on s’intéressera tout d’abord au pro-
bléme linéarisé, avant d’appliquer le théoreme de Cartan-Kéahler. L’existence d’une
solution au probléme linéarisé est en fait connue depuis longtemps (résultats de Son-
nenschein, Diewert et Mantel), mais la preuve qui avait été trouvée ne s’étendait pas
au cas non-linéarisé car elle ne permettait pas de calculer les caracteres de Cartan
nécessaires pour appliquer le théoreme de Cartan-Kéhler. Dans la preuve donnée
ici, nous aurons besoin de calculer toutes les solutions du probléme linéarisé, car
nous aurons besoin de calculer les dimensions des espaces correspondants.

44



La preuve se décompose en deux étapes : tout d’abord, la résolution du probléme
linéarisé, et ensuite la résolution du probléme général. On pourrait en principe se
passer de la premiére étape, mais certains lemmes qui y sont prouvés sont utilisés
dans la seconde. Dans la suite de ce texte, nous ne développons que la premiere
étape, déja assez complexe. La preuve compléte peut étre trouvée dans [12].

8.2 Résolution du probléme linéarisé
8.2.1 Réduction a une équation matricielle

Soit p € M. Nous allons linéariser le probléme au voisinage de ce point. Choi-
sissons les valeurs de \; et Al = VVZ( 5) en j arbitrairement, et notons-les \; et A
. En particulier, choisissons i <0, At <0 (ce qui correspondra aux hypothéses de
convexité) et A = (A, ..., A™) inversible. Si ces conditions sont vérifiées en j, elles
seront aussi vérifiées dans un voisinage par continuité. Elles doivent aussi vérifier
les relations suivantes :

SNA =X(p) et Vi, p-A=1/N (17)

Le lemme suivant exprime alors le probléme linéarisé sous forme d’une équation
matricielle.

Lemme 11. Résoudre le probleme linéarisé revient & trouver des matrices M*, pour
1 < ¢ < n, de taille n X n, solutions du systeme d’équations matricielles :

VX () + Y NATAT = STANMI-S T NAV M (18)
BONMI =D NATE M) = 0 (19)

Remarque. La notation VX (p) désigne la matrice des gradients en p de chacune
des composantes de X.

Preuve. Linéarisons \; et A’ (comme fonctions de p) au voisinage de p :

O\
apj

OA;
apj

=N/ et = M7 (20)

Résoudre le probleme linarisé consiste a trouver des vecteurs N; = (NZ] ) et des
matrices M* = (M,i] ) qui satisfont I’équation 1} et les équations qui expriment
que (A;, A;) reste sur la variété M

Cela se traduit par les conditions suivantes :
— A’ est le gradient d’une fonction convexe, ce qui implique que

Vi, M?® est symétrique positive

— "Les points restent sur la variété". On doit donc prendre la différentielle dans

les équations et . Pour , en utilisant , on obtient

Xy, _ (Z A} Z A+ S A2k _ S NIAL 4 Y A
op; o op i g
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ce qui donne 3 o

Pour , on obtient :

A i Ri N~ 9\ i
(A" M'p) = Ak+ZPij’k = @(ijﬁj)
=1 =1

0 L ox

= ——(1/)\) = ——
0pk(/) A7 Opy,

donc A? + Mip= _Tl?N"’ ou encore, en transposant :
IN; = = 22(5M + 'AY) (22)
On réinjecte enfin dans ce qui donne
VX () + Y RAT A = YA M-S RAT G

Puisque p- X (p) = n, on a aussi pVX (p) = —*X, ce qui permet d’obtenir, grace

a (13) :
= BVX(p NATIAT) = —1X NAT =
BVX(p) + 3 AATTA) = =X 4+ 3 NAT=0

ce qui, combiné a 1’équation , donne "équation ([19)).

Réciproquement, on peut "remonter' ces équations : une fois résolu en les
M?, on posera 'N; = —\2(pM* + 'A?), et M? et N; vérifieront alors et .
Cela termine la preuve du lemme

On peut donc maintenant se concentrer sur les solutions de . A priori, il
faudrait considérer cette équation sur ’ensemble des matrices symétriques, définies,
positives. Cependant, pour des raisons que nous expliciterons lors du calcul des
caracteres de Cartan, nous considérerons comme une équation sur I’ensemble
des matrices n X n. Au vu du lemme il semble naturel d’introduire l’espace
suivant :

Notation. On note A I’ensemble des matrices n x n telles que pA = 0. Par ailleurs,
on note S I'ensemble des matrices symétriques n X n. Enfin, a partir de maintenant,
pour plus de lisibilité, nous omettrons les tildes de p, A et A.

Commencons par étudier les opérateurs ® et ®g définis par :

o (®) = {(M',. M) | MTER™) - A
M, M) = Y ANMI =D NA M
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Bg:S" = {(M',...M") | M €S} — A
Og(M', .., M™) = DS NM =D XA M

Notons que ®g est simplement la restriction de ® a S. Comme le lemme nous
incite a le faire, nous allons maintenant caractériser les noyaux de ® et &g.

8.2.2 Etude des noyaux de ¢ et g

Commencons par un petit lemme préliminaire.

Lemme 12. Soit (y;) une famille donnée de n vecteurs linéairement indépendants
dans R™ dont les coordonnées sont toutes non nulles. Alors une famille (z;) de
vecteurs de R™ vérifie I'égalité >, (vi%z; — 2i%y;) = 0 si et seulement s’il existe une
matrice 8 symétrique telle que pour tout 4, on ait z; = >, 5; sUs-

Preuve. Comme les y; sont linéairement indépendants, il existe une matrice 3 telle
que Vi, >, B sys. Alors

0= (yi'zi — 2i'yi) =Y Bisvi'ys — Y Bisys'vi
,8 .S

)

donc pour tous 4,5 on a ;s = Bs,; puisque les coordonnées des y; sont non nulles.
La réciproque est immédiate.

Lemme 13. (M!,..,M") € ker® (ou € ker ®g) si et seulement s’il existe une
matrice n x n symétrique § = (B, s) telle que

MPp =" X2Br. A%, (23)
SN MF =T N2 B AN A (24)
k k,s

Preuve. Nous prouvons le résultat pour @, (la preuve pour ® est identique). Le
noyau est défini comme

ker g = {(Ml, G MY ST Y NMT =Y NA Y M = 0} (25)

En transposant, on obtient
STANMI =Y XN Mp'AT=0
i i

Puis on soustrait ces deux égalités :

D ON(AYp M= M'p AT =0

Définissons y; = A2A? et z; = M'p. La relation précédente devient alors :

> (yi'zi — zi'yi) = 0

(2
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Par le lemme qui précede, puisque les coordonnées de A? donc de y; sont toutes non
nulles, on peut donc trouver une matrice symétrique 3 telle que

b= Z 51‘,33/5 = Z )\gﬁi,SAs

S

En remplagant dans I'expression , on obtient :

ZAkMkp > AINLBr s AT IAC
k,s
Ces deux dernieres équations sont celles demandées dans I’énoncé.

Lemme 14. ®g est surjective de S™ dans A.

Preuve. Soit L; le sous-espace généré par les membres de droite de ) et (| .

"o {(wl""’w"’m ER™ xS | NPT = wi et Y NAB A A = W}
k,s

On vérifie que l'opérateur 8 — (w1, ..., wy, W) est injectif. En effet, si les w;
sont nuls, alors pour tout 7, on a ) )\E,BL sA® = 0 donc, puisque la matrice des A’
est inversible, on obtient que S est la matrice nulle. L’injectivité de cet opérateur
montre que

1
dimL; = dim$ = "(”;)
Toujours en utilisant (| et (24]), on obtient que

ker &, = {(Ml, oy M™) €S™ | (M'p, ..., M™p,> " M MF) € Ll}
k

Considérons l'opérateur G : (M', ..., M™) — (M*'p, ..., M™p, >, A\ M*). Son image
est incluse dans le sous-espace Lo défini par

Lo = {(wl,...,wn,W) S an XS ’ Wp = Z)\kﬂ)k}
k

Montrons que L1 N Ly = L;. En effet, si (wy, ..., w,, W) € Ly, alors

Wp =3 AL sAF Ap = NI A AFp = " NALBy A —Zkak
k,s k,s k,s

oil la troisitme égalité provient de I’égalité "A*p = 1/\. Donc (w1, ..., wn, W) € Lo
et LiNLy=14.

Par ailleurs, la définition de Lo fournit immédiatement que dim Ly = n(n+1)/2+

n? —n. On a donc

1 1
codimker &g = dim Ly — dim Ly = 71(1124—)+n2 —-n— n(n;—) =n?—n
donc
1
dimker &g = n x n(nz—i—) —(n?*=n) et dimIm ®&g=n>—n

Mais ®g envoie S™ sur A, avec dim A = n?

du lemme.

—n = n(n —1). Ceci acheve la preuve
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On peut finalement résumer les résultats dans le lemme suivant :

Lemme 15. Pour toute matrice S telle que pS = —X, il existe n matrices symé-
triques (M, ..., M™) telles que

SH+Y NATAT=S"NM =Y NA ) MY

De plus, 'ensemble des n-uplets vérifiant cette égalité est un espace affine de di-
. n2(n41)
mension —5— —n(n — 1).
Le cas de @ est analogue, a I’exception du fait qu’il faut changer I’espace ini-

tial, qui est désormais (R™*)" (et donc de dimension n3) au lieu de S™ (qui est de
dimension n?(n + 1)/2). On obtient alors le résultat suivant :

Lemme 16. Pour toute matrice S telle que pS = —!X, il existe n matrices
(M?, ..., M™) telles que

SH+DNAVAT =DM =Y NA T MY

De plus, 'ensemble des n-uplets vérifiant cette égalité est un espace affine de di-
mension n? — n(n — 1).

Finissons en trouvant une solution particuliere des équations précédentes telle
que les matrices M, ..., M" soient définies positives. L’idée clé est de prouver le
lemme suivant :

Lemme 17. Il existe n matrices symétriques définies positives Q' ..., Q" telles que

(QY,...,Q") € ker ®.

Remarque. Sil’on arrive a prouver ce lemme, alors pour tout n-uplet de matrices
symétriques satisfaisant

SH+Y NATAT=DNM =Y NA T MY

et tout scalaire k, (M + kQ', ..., M™ + kQ™) satisfait aussi cette équation et, pour
k suffisamment grand, ces matrices sont définies positives. On aura ainsi trouvé ce
que ’on cherchait.

Preuve. Reste donc & prouver ce lemme [I7] Le lemme[I3]donne que, & tout n-uplet
(Q',...,Qm) de matrices symétriques dans le noyau, on peut associer une matrice
symétrique [ satisfaisant les relations (23| et (24]). Pour simplifier les notations,
posons

F= QP et yhe = A2\ B

Les P? doivent étre négatives puisque )\; < 0, et satisfaire les équations

PE =" SA’“ 'A® = AT 'A
2 ,
k k,s

ol ey, est le k-eme vecteur de la base canonique, I' = (y45), et A = (Al .. A").
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Comme la matrice A est, par hypothese, inversible, on peut définir I'* par
PF = AT* A

On remarque qu'il y a une correspondance bijective entre I'* et P* et que P*
est symétrique (resp. définie négative) si et seulement si I'* est symétrique (resp.
définie négative). Enfin, puisque p - A¥ = 1/, pour tout k, on a ‘Ap = 3;(e;/\i).
On cherche donc, d’apres n matrices I'* symétriques définies négatives telles

que ‘ .
Mo = (03

2

Montrons que l’on peut supposer \; = 1Vk. Supposons que les T'* sont solutions
du probléme précédent avec A\, = 1. Définissons T'* par ’yfjj = >\i)\j75j- Les I'* sont
alors solutions du probleme initial, comme on le vérifie directement.

On a alors le probléme suivant, a résoudre dans les matrices symétriques définies

négatives : '
Fk(z €)= (Z ey

A i

On peut exhiber un ensemble de solutions particulieres, que ’on note (F(l)l, ey I‘(l)”) :

“won oh o
“w o on o
11
R I T R SR
o o o
R RS SR 7
I RS S TR 7
1)2
P2 =4 4 o5
won o o
0 T v
0 T v
1
e R T
v N V2

Ces matrices sont symétriques et satisfont I’équation demandée, et on peut faci-
lement fixer les coefficients pour qu’elles soient négatives. Le seul probléme est que
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seule I'(1)1 est définie. La solution est d’obtenir d’autres solutions construites selon

le méme principe et de sommer a la fin ces solutions. Ainsi, on définit la solution
(F(i)l, ...,F(i)") par :

Yoo e A, e A
cor_ |t v
’Yf+1 ’Yf+1 T ’Yf+1 ’Yf+1 A
A R R
R
ViYilL o Ml Ve o A
@i — i i i i i
Yi  Vi—1 "1 Vit Tn
’Yf+1 ’Yf+1 T ’Yf+1 Vf+1 Y,
A R

0 TR T o

" Ve Ve o

1
L= a1 4l ) T
0 T T o

Dans cette nouvelle série de solutions, les matrices ont les mémes propriétés que
les TWE A Texception du fait que seule TW est définie.

Il suffit alors de prendre

M =>"al% ;>0

Ces matrices sont symétriques définies négatives et sont des solutions de ’équation

Y e) = (e

7

On a ainsi achevé la résolution du probleme linéarisé.
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Pour conclure pour le probléeme général, il faut alors calculer les caracteres de
Cartan, comme fait dans[I2], et montrer que la condition co+...+cp—1 = %nQ (n—1)
est bien vérifiée. Le lecteur se réferera a ([12]) pour cette derniére étape de calcul.
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A Annexe : Multiplicateurs de Lagrange

Nous présentons brievement dans cette annexe le théoreme sur les multiplicateurs
de Lagrange utilisé & de nombreuses reprises. Nous renvoyons le lecteur a [2] pour
une preuve.

On s’intéresse ici & la minimisation de fonctionnelles sur des ensembles du type
K={veH,piv)<0,i=1,..,N}

ou H est un espace de Hilbert donné.

Définition 30. On dit que la contrainte i est active en v € H deés que ¢(u) = 0.
On note I, 'ensemble des ¢ tels que la contrainte ¢ est active en wu.

Définition 31. Soit u € H, et I, 'ensemble des contraintes actives en u. On dit
que les contraintes [¢; < 0] sont qualifiées en u € H s’il existe un vecteur h € H tel
que

Vo, (u) -h <0

ou simplement V¢;(u) - h < 0 si ¢; est affine, pour tout i € I,,.

Remarque. Si toutes les contraintes sont affines, elles sont automatiquement qua-
lifiées, puisque h = 0 convient.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme dit des "multiplica-
teurs de Lagrange".

Théoréme 16. Soit J une fonctionnelle C! sur H et v un minimiseur local de J sur
K. On suppose que les contraintes sont qualifiées en u. Il existe alors A1,...,Ay >0
tels que

N
VJ(u)+ Y AV =0,
=1

avec ¢(u) - A = 0 (ce qui implique que \; = 0 dés que la contrainte i n’est pas
saturée).
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