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1 Introduction

Le modele du votant a été introduit indépendamment par Clifford et Sudbury (1973)
et par Holley et Liggett (1975). Il s’agit d’un cas particulier de sytémes de particules
en interaction : on se donne S = Z¢, I'espace des sites sur lequel nous allons définir le
processus, et W = {0, 1} ’ensemble des opinions possibles sur chaque site.

Les points de S seront notés x,y,z... et les configurations de ’espace des états X = W*
seront notées 1 ou (.

Le mécanisme d’évolution est décrit par :

1
n(x) se change en 1 — n(z) au taux de saut 24 Z Liney) £n(2)} -
yeS

ly—z|=1

Une interprétation possible (Holley et Liggett) est que les sites de Z? représentent
les votants qui peuvent balancer entre deux opinions politiques (0 ou 1). Un votant
attend un temps suivant une loi exponentielle avant de se laisser influencer par ses
voisins selon la loi décrite ci-dessus (il prend 'opinion de la majorité de ses voisins avec
une probabilité proportionnelle & leur nombre).

Une autre interprétation (Clifford et Sudbury) est une modélisation de concurrence
entre deux populations (0 et 1) ou les sites qui ont les mémes valeurs représentent
les territoires de chacune des populations. Un site est alors envahi selon le nombre de
concurrents sur les sites voisins.

Nous allons définir précisement le modele, puis étudier la convergence en temps, la
question principale étant la détermination des mesures invariantes qui permettent de
décrire I’issue du vote. Le consensus est représenté par les masses de Dirac dy et d; qui
sont des mesures invariantes triviales, et nous verrons qu’en dimension inférieure a 2,
ce sont les seules. Mais il y en a d’autres pour les dimensions supérieures. Enfin, nous
étudierons plus précisement la convergence en dimension 1.



2 Construction d’un processus de Markov

Dans le cas de notre modele, seuls les espaces finis ou dénombrables nous inter-
ressent.

2.1 Définition générale

Définition 1 Soit I un ensemble fini ou dénombrable.

Un processus stochastique (X;)i>o @ valeurs dans I est une famille de variables
aléatoires sur I indéxées par RT. On suppose en plus que le processust — X; est continu
a droite, avec limites a gauche en tout point. La filtration Fy est la tribu o(X,,u < t)
engendré par les événements mesurables avant le temps t.

On dit que (X;) est un processus de Markov d valeurs dans I si, pour tout temps
tog < ... < tpy1, et pour tout états ig, ..., ln11

P(Xy,, = tn1|Xs, = tny ooy Xy = 10) = P( Xy, = 1| Xe, = in). (1)

De plus, si la loi de Xy, sachant X;, ne dépend que de t, 1 — t,, on dit que le
processus est homogéne. Dans ce cas, pour s < t, la loi de X; sachant X, est donnée
par :

P(Xt = ]|XS = 7’) = pt—s(iaj)a
ot la famille py(i, j) est une famille de noyaur markoviens.

Le choix de la continuité a droite est compréhensible : le processus reste un temps
strictement positif sur un point avant de sauter au suivant. Le choix de 1’existence
d’une limite a gauche vient de ce qu’on ne s’interesse pas ici a I’existence d’explosions.
Mais cette hypothese sera toujours vérifiée si I’espace est fini.

Définition 2 On appelle instants de saut du processus (X;);>o les instants 11,15, ...
définis par :
Tg = 0, Tn+1 = 1nf{t Z Tn . Xt §£ XTn};

pour n > 0 avec inf ) = oo.

On appelle temps d’attente les variables :

L T, —T, 1 siT, 1 < o0,
n 00 stnon.

On associe & (X;)i>0 une chaine de Markov discréte (Y,)n>o donnée par :

Yn - XTn-
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Remarque : La propriété de Markov est encore vraie pour les chaines de Markov
continues ; cela se déduit immédiatement du résultat sur les chaines discretes appliqué

E\L (Yn)nZO-

Définition 3 On note P, l'opérateur linéaire défini par :

Viec), Ve eI, P(f)(z)=E[f(X)|X,=2]= Zptx ) f

Si le processus de Markov est issu du point x au temps £ = 0, on note :
. A
E*[f(Xy)] = E[f(Xy)|Xo = 2].

Proposition 1 L’opérateur P, vérifie :

i) Py=1,

ii) P,o Py = Py,

iii) la fonction t — P, est continue en 0.
Définition 4 La famille {P,,t > 0} d’opérateurs linéaires définis ci-dessus est appelée
semi-groupe de Markov associé au processus.

Définition 5 Soit p une mesure de probabilité sur I. Sa mesure image par P, est notée

wh; et est définie par :

Vyel, upP(y ZM z)pe(z,y),

ce qui stgnifie :

nP(f) =Y (uP)(w ZM )P (

x



La mesure pP; est la distribution du processus a l'instant t lorsque la distribution
initiale est pu.

Définition 6 La mesure de probabilité j est dite itnvariante pour le processus si
On notera P [’ensemble des mesures de probabilité sur X et I [’ensemble des mesures

muariantes.

Proposition 2 Si, pour p € P, v = limy_,, uP; existe, alors v € T.

Preuve : En utilisant le (i) de la proposition 1, on a
lim pP; = lim pPsy; = lim pP Py
t—o00 t—o0 t—o00

=V VP,

2.2 Construction d’un processus a partir d’un générateur
infinitésimal
Dans ce paragraphe, nous allons construire un processus de Markov particulier

a 'aide d’'une matrice génératrice. Nous verrons au paragraphe 2.3 qu’en fait, tout
processus dans un espace d’états finis peut se construire de cette maniere.

Définition 7 On dit qu’une matrice L = (\;; : i, € I) est un générateur infinité-
stmal si elle vérifie :

i) 0 < =\ < o0 pour tout i;

i) Nij > 0 pour tout i # j ;

i) D jer Aij = 0 pour tout .

On notera A; = \(i) := —\;;.
Définition 8 On dit que Il = (m;; : 1,7 € I) est une matrice stochastique si elle
vérifie :

i) 0 <y pour tout i,5;

i) Y iermiz =1 pour tout i.

Proposition 3 P, est une matrice stochastique.

Exemple : Pour illustrer la signification d’'une matrice stochastique, on considere le
processus a trois états :
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ol le nombre sur une fleche allant de i a j correspond a la probabilité de passer de I'état
i a j. On peut alors construire une matrice stochastique correspondant au processus :

1/2 1/2 0
0 0 1
1/3 0 2/3

A chaque générateur infinitésimal L = (\;; : 4, j € I), on peut associer une matrice
stochastique II;, = (m;; : 4,5 € I) définie par :

7Tij =

0 si jFiret A, =0.
) 0 si A\ #0,
Tii 1 si \=0.

Nous pouvons alors définir un processus de Markov (X;);>o de générateur L et de
distribution initiale p :
— sa chaine discrete associée (Y},),>0 est une chaine de Markov discrete de distri-
bution initiale uy et de matrice de transition Il ;
— ses temps d’attente 7,, sachant Y,, | sont indépendants et suivent une loi expo-
nentielle de parametre A(Y,,_1).

Pour construire un tel processus, on se donne (Y,,),>o une chaine de Markov discrete
de distribution initiale py et de matrice de transition II; et des variables aléatoires
indépendantes 11, ts,... de loi exponentielle de parametre 1, indépendantes des (Y7,).
Puis on pose 7, = t,/A(Y,,_1) (temps d’attente), T,, = 71 + ... + 75, (instants de saut) et

Xt:{Y” si T <t< T,

00 Sinon.

Alors (X});>o vérifie bien la propriété (1) du paragraphe 2.1 qui définit un processus
de Markov.

Concretement, cette construction signifie que, apres le saut a l'instant 7, au point
Y, = Xr,, on attend un temps exponentiel de parametre A(Y;,), puis on saute vers un
autre point y avec la probabilité 7(Y,, y).



Ainsi, la matrice L contient toutes les informations concernant le processus (X;);>o.

2.3 Equivalence des constructions dans un espace d’états fini

On aimerait caractériser un processus (X;);>o dans un espace d’états fini a 'aide
d’un générateur infinitésimal. Le théoreme 2 va nous permettre de lier les opérateurs
linéaires P, définis au (2.1) au générateur L.

Proposition 4 Soit ) une matrice sur un ensemble fini I. Posons R(t) = e'?. Alors
(R(t) : t > 0) a les propriétés suivantes :

i) R(s+1t) = R(s)R(t) pour tout s,t;

ii) R est l'unique solution de [’équation

d
) =ROQ, R((O)=1;

iii) R est 'unique solution de [’équation

Rty = QR(t), R(0) =1,

dt
d k
(i)
Preuve : (i) Comme sQ et tQ commutent, on a

Vs, t € R, °@el@ = (s10Q,

w) pour k €N, on a

R(t) = Q".

t=0

(17)-(1ii)-(iv) La série de matrices

=

T

NE
3

k=0
a un rayon de convergence infini. On peut donc dériver terme a terme et on obtient
immédiatement que R vérifie les équations de (i7) et (iii). Puis en réitérant la dérivation
terme a terme, on obtient (iv).

Montrons que 1’équation (i) a une unique solution :
Si M (t) vérifie I’équation (i), alors :

E(M(t)eftQ) = <%M(t)> e 9 4+ M(t) <%etQ)

= M(t)Qe @ + M(t)(—Q)e™? =0

donc M (t)e @ est une constante et par donnée initiale, M (t) = R(t).
On raisonne de méme pour (7). O



Théoreme 1 Soit (X,;);>0 un processus continu a droite a valeurs et admettent des
limites a gauche dans un ensemble fini 1. Soit L un générateur infinitésimal et 11 la
matrice stochastique associée. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) —construction du (2.2) — Conditionnellement a {Xy = i}, la chaine de Markov
(Yo)n>0 associée au processus (Xi)i>o est de distribution initiale §; et de matrice
de transition 11, et, pour chaque n > 1, conditionnellement a Yy, ..., Y,_1, les
temps d’attente T, ..., T, sont indépendants et suivent une loi exponentielle de
parametres respectifs A(Yp), ..., A(Yy,).

ii) —définition infinitésimale — Pour tout t,h > 0, conditionnellement ¢ X; = 1,
Xy est indépendant de (X : s < t) et, quand h | 0, uniformément en t, pour
tout 7,

P(Xt-i-h = ]|Xt = ’L) = (Sij + )\z]h} + O(h)

iii) —définition a l'aide des probabilités de transition — Pour tout n € N, pour tout
temps 0 <ty <t; < ... < tyy1 et pour tout état ig, ..., 011, ON @ :
P(th+1 = Z‘71+1|‘Xr?50 = iOa sy th = Zn) = Ptyy1—tn (Zm in+1)
ou P, = (p(i,7) 4,5 € I,t > 0) est la solution de :

d
—P,=PRPL, Fy=1.
dtt tdsy 0

et aussi de : p
%Pt:LPt, P(]:I

Dans ce cas, L est appelé le générateur du processus (X;);>o.

Preuve :  (i)= (i) Supposons (i), alors, quand h | 0, on a

2

Pi(X, =1i) = P(X, =i|Xy=1) > P(Ty > h) =e ' =1+ \h + o(h),
et pour j # 4, on a

P(X,=j) > Py <hYi=35T,>h)
= (1 —e M) e il

= )\iﬂ—ijh + O(h) = )\”h + O(h)
Donc, pour tout état j, on a

Si 'on somme pour tout état j € I fini, on constate que cette inégalité est en fait une
égalité. Enfin, on applique la propriété de Markov et on obtient (i).



(ii)=(i7) Posons p(i,j) = P'(X; = j). Si (#) est vérifié, alors, pour tout ¢, h > 0,
quand A | 0, uniformément en t

pij(t +h) = Z P'(X, = k) P(Xy, =j|X, = k)

kel
= Y pil(t)(0k; + Mejh + o(h)).
kel
Comme [ est fini, on obtient
pi;(t + h — pij(
]( d szk Qk] 1)

kel

Dong, lorsque h | 0, on a t — py(i, j) est dérivable & droite. En utilisant ["uniformité en
t, on peut remplacer ¢ par ¢t — h dans ’égalité ci-dessus : on obtient ainsi la dérivabilité
a gauche. Donc t — py(i, j) est dérivable et vérifie :

dp
U szk g, Pij(0) = 0y

kel
Et, comme I est fini, en utilisant la proposition 4, P, = (p;; : 1,7 € I) est I'unique
solution de chacune des équations.

En utilisant I’hypothese (i7), on obtient :
P(X,, = inpa|Xoy = 0y X, =in) = P(Xy,, = ine1| Xy, = in)
= P(Xi -1, = inp1]|Xo =in)
= Plois—tn (ins int1)-
(i7i)=-(¢) On a montré que si un processus satisfait (7), il satisfait aussi (7iz). Or
(i73) détermine entierement le processus. Donc (7ii) entraine (7). O

Théoreme 2 Soit (X;);>0 un processus de Markov sur un espace d’états finis de
générateur L. Alors opérateur défini par

VfecC),Vzel, P(f)(z)=E"[f(Xy)]= Zpt(x,y)f(y)

vérifie :

Preuve : C’est tout simplement le (4i7) du theoreme 1. O

Dans la suite, on notera T' ~ E(\) pour signifier que la variable T suit une loi
exponentielle de parametre A :

P(T>t)=e .

10



3 Construction du modele du votant sur un espace
d’états fini

3.1 Le générateur du votant

On note S = {—N, ..., N}¢ I'espace des sites sur lequel évolue le processus. Le
modele du votant concerne I’évolution d’une configuration n € {0,1}°. On note X =
{0,1}° I'espace des états. En chaque point de S se trouve un votant dont ’opinion
est modélisée par n(z) € {0,1}. A chaque étape un individu situé en un point x € S
change d’opinion ou non selon I’avis de ses voisins. Il change d’opinion au taux de saut :

1
57 2 Lowew) -

yeS
ly—=z|=1

On note n* la configuration n dans laquelle x a changé d’avis :

{n(y) siy#w,

n'(y) = 1—n(z) si y=ux.

Le générateur du modele du votant est la matrice L = (A(n,() : n,( € X) définie
par :

c(w,n) si ¢ =17,
)‘(7774) - _ZIGS C(%n) St <:n7

0 stnon,

avec :
1
c(z,1m) = o > )
yeS
ly—z|=1

On note :

p(77;77x) = C(i;’?) ’

{ Ay = ers c(z,n),

D’apres le paragraphe (2.2), cela signifie que, a chaque configuration 1 , on attend un
temps T, ~ £(An) avant de passer & une configuration n* avec la probabilité p(n,n®).

3.2 Une construction équivalente

On peut aborder différemment la construction du modele du votant :
Pour chaque configuration n € X, a chaque point x € S, on associe une variable
aléatoire T, , ~ £(c(z,n)) ou les (T},)zes sont indépendantes.
On peut alors implémenter la transition entre n et n¥ de la fagon suivante :

11



1/ on lance les variables (1,)zes;
2/ on choisit le y tel que
Tyy = glelg(Twn) ;
— on change n(y) en 1 — n(y).
On obtient alors la configuration n¥ pour laquelle on répete les trois procédures pré-
cédentes avec de nouvelles variables alétoires T} ,». On construit ainsi par étapes une
réalisation du processus stochastique.

Montrons que cette construction est équivalente a celle du paragraphe (3.1) :

Proposition 5 Le temps d’attente T,, entre chaque saut suit la méme loi dans les deux
constructions :

Ty = min(T; ) ~ E(Ay)

z€eS

ot Ay = c(z,n).

Preuve : Comme les (T} ,)scs sont indépendantes,

P(L, >t) = P(min(Ty,) >1) = P(({Tb, >1})
: z€S
= [l P@,>t)=Je i =e .
TES zES

Enfin, comme la fonction caractéristique détermine entierement la loi, on a bien
T, ~ E(Ny).

O

Proposition 6 La probabilité p(n,n®) de sauter de n a n* est la méme dans les deux
constructions.

On rappelle qu’au paragraphe (3.1), p(n, n*) était défini comme suit :

c(x,n)
A,

p(n,n") =

12



Preuve : On a, en utilisant I'indépendance des (7})zes,

pn,n") = PWy#w, Toy<Tyy) = P(({Tyy > Ten}) = E |exp(=>_ ey, )T
yF£T Y#£T

Or, pour toute variable exponentiellement distribuée Y ~ £()\), on a

Ele™"] = “AeMdy = .

Donc on obtient ( )

- c(z,n

p(n,n") =
>

yCm)

3.3 Caractérisation du générateur par son action sur les fonc-
tions
Regardons, dans le cas su modele du votant, comment le générateur L agit sur les
fonctions continues de X — R :
Théoréme 3 Le générateur L du processus (X;)i>o est caractérisé par

Viec(x), Lf(n)=>_clnlf(n")—f).

zeS

Preuve : Le résultat est immédiat en utilisant le théoreme 1 et la définition du
générateur du votant. En effet, pour (P;);>o associé au processus, on a

d
b =L et Bf(n) =E"[f(n)] = > pilno,m) f(n) -
t=0 neXx
Or la propriété (ii) du théoréeme 1 nous dit :
Pe(10,1) = Ono .y + A0, )b + 0(h).

Or, on rappelle la définition de L :

c(@, 1) sin =y,
Anmo,m) =< —Dpescl@,m) sin=mno,
0 Sinon.

Donc, on a

Pof(mo) = f(mo) + | D cla,mo) f(n§) = > cla,mo) f(mo) | h+ o(h),

TES €S

d’ou :

= Lf(mo) =Y cx,n0) Lf () — f(no)].

t=0 €S

13



4 Le modeéle dual du modele du votant

4.1 Une représentation graphique de la dualité

Soit (1:)¢>0 un processus du votant. Comme dans le paragraphe 2.1, on associe a

(Me)e>o :
— les instants de saut 17, 15, ... définis par :

To=0, Tpou=inf{t>T,:n #nr}
— la chalne discrete
auxquels on ajoute
— la chaine (X,,),>0 des votants qui ont changé d’avis : sachant 1,
Xn+1 =z ou Nn+1 = 777’{

— (Y}?)n>0 définie par : (Y},),>0 est un ensemble de variables aléatoires indépen-
dantes vérifiant : P(Y;* = y) = 55 pour y tel que |y| = 1.

Ainsi, a l'instant 75, le votant situé en X,, = x change d’avis et prend celui de z 4+ Y,7.

On note & = {x € S : n(xr) = 1} 'ensemble des votants ayant une opinion favo-
rable.

On va étudier le processus a 'aide d’une représentation graphique. Pour chaque n
et + = X, on trace une fleche de (z +Y,*,T,) a (x,T,). Cela signifie que le point
(z,T,) prend lopinion de (z + Y T,,).

Définition 9 On dit qu’il y a un chemin de (x,0) a (y,t), noté (x,0)~>(y,t), s’il
existe so =0 < 51 < S9... < S, + 1=t et xg =x,x1,...,0, =y tels que :

— pour tout i € {1,...,n}, il y a une fleche de x; | a x;;

— il n’y a pas de fleches arrivant sur les segments verticauz {x;} X [s;, Siv1].

S’il y a un chemin de (z,0) a (y,t), cela signifie que (y,t) a pris 'opinion de (z, 0).
On peut imaginer un fluide qui entre en les points de &, et suit les fleches.
On pose pour A € Y, ’ensemble des sous-parties finies de S :

E={y: Iwec A (z,0)~(y,t)}.

Alors, si A = & défini par & = {z € S : no(x) = 1}, &' donne I'ensemble des
votants favorables au temps t.

14
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Si I'on veut calculer ’opinion de x a l'instant ¢; dans ’exemple ci-dessus, il suffit
de travailler “a I’envers”, c’est-a-dire remarquer qu’a t = t5, x prend ’opinion de =z +1,
qui lui méme a t, a pris U'opinion de x 4 2. Conclusion : x a 'instant ¢; a I'opinion de
x + 2 a l'instant 0.

Nous pouvons donc introduire une définition graphique du processus dual du modele
du votant. A partir de 'instant 7', graphiquement, il suffit de changer I’orientation des
fleches et de changer de sens le temps : £ = T — t. De méme que précedemment, on
peut définir des chemins, pour B € Y,

& ={: Iy € B,(y,0)~>(x1)}.
Alors, pour tout A, B €Y, on a

P{'nB#£0} = P{Fna+0}]. 2)

Le paragraphe suivant va nous permettre de définir proprement la dualité.

4.2 Définitions

Le but de cette section est d’établir la dualité entre le modele du votant, et le mo-
dele des marches aléatoires coalescentes. Pour cela, nous nous restreignons au cas fini.

Soit Ay = {-N, ..., N}¢
Définition 10 Le modele des marches aléatoires coalescentes est un processus de Mar-
kov Ay a valeurs dans P(An) =l’ensemble des parties de Ay . Il correspond a I’évolution
de |A| marches aléatoires simples partant de chacun des points de A, ayant en outre
la propriété de fusionner a chaque rencontre plutot que de se croiser simplement. On
notera L le générateur infinitésimal d’un tel processus.

Définition 11 Soient n, et (; deux processus de Markov a valeurs dans X et Y respec-
tivement, et soit H(n, () une fonction mesurable bornée sur X XY . Les processus n; et
(i sont alors dit dual l'un vis-a-vis de ’autre, relativement a H si

EnH(T/t, C) = ECH(% Ct)a

15



pour toutne€ X et ( €Y.
Nous allons ici nous interesser a la dualité relative a la fonction :
H(n, A) = [[(1 —n()).
TEA

1 siVee Ayn(z) =0
0 sinon
Dans ces conditions, on peut remarquer que

clen) = (1= (@) + @a(e) = 1) S 5 Hn ()

ly—z|=1

La fonction H(n, A) vaut donc {

nombre de voisins de x d’opinion différente
nombre total de voisins

ce qui traduit bien : ¢(z,n) =

4.3 Main a la patte

Nous allons voir que grace a la dualité, le modele complexe du votant peut se
ramener au modele beaucoup mieux connu des marches aléatoires coalescentes. On
passe d’un domaine infini dimensionnel a2 un domaine fini dimensionnel.

4.3.1 Calculs

On rappelle que I'on note L la matrice génératrice du processus du votant, et £ la
matrice génératrice du processus des marches aléatoires coalescentes.

Lemme 1 V7 € {0,1}*¥ VA € P(Ay) on a
LH(., A)(n) = LH(n,.)(A)

Preuve : On calcule :

LH(., A)(n)
— Z c(z,n)(H (e, A) — H(n, A))

IGAN
en utilisant la représentation de ¢(z,n) vue en 4.1 :

= > [(t—n(x) +20n(=) - 1) Y %(1 =)l T @ =)t = n.(2)) = (1 = n(2))]

TEAN ly—z|=1 yeA\{z}

= Y00 S O AU - Hn )

€A |y—z|=1
= LH(n,.)(A).
(|

Théoreme 4 Soient n, et A; deux processus de Markov de matrice génératrice respec-
tivement L et L. Soient n € {0,1}* et A € P(A). Alors

E"(H (1, A)) = E*(H (n, Ay))
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Preuve : Notons f4a = H(.,A), g, = H(n,.), et w,(A) = E"(H(n;, A)), alors, par
définition :
E"(H (i, A)) = e~ fa(n)
EA(H(n, A1) = e “g,(4)
Le lemme 1 permet d’identifier I’action des 2 générateurs sur H, c’est a dire de
caractériser la dérivée au temps 0 des espérances des 2 processus. Pour identifier les 2

processus a un temps t arbitraire, on se sert de l'unicité de la solution de 1’équation
différentielle 4 R(t) = —LR(t) pour R(0) fixé, vue & la proposition 4.

ur(A) = e fa(n)

d’o, ;
Eut(A) = _eitLLfA(n)
or, d’apres le lemme 1,
1
Lfa(n) = Lga(n) =55 > (H(n, AU{yI\{a}) - H(n, 4)
nyiIA:l
d’ou
L) = == 3 (Favtnia — F2)0)
dtUt 2d —~ Au{y}\{=z} A)N
ly—=z|=1
1
= o 2 [e™ favgi(ey (1) — e fa(n)]
ly—z|=1
1
= —3g (ue(AU{y\{z}) — w(A)) = —Lu(A)
\yfﬂ\tl

Ainsi, d’aprés la proposition 4, VA € P(Ay) :
uy(A) = €7 g, (A)

Ce qui nous donne le résultat voulu. O

4.3.2 Interprétation

Alinsi, I’espérance que 7, n’ait que des 0 dans A est la méme que ’espérance que 7
n’ait que des 0 dans A;.

17



4.4 Quelques mots sur le modele du votant sur un espace
d’états infini

On admet ici que le modele du votant sur un espace dénombrable infini, en 1’oc-
currence Z? se traite de ma meéme facon que dans le cas de m’espace fini. Cela vient
de ce que, si 'on regarde I’évolution d’un processus stochastique sur l'intervalle de
temps [0,T], elle peut étre approximée par une évolution sur un domaine finie (dont le
diameétre croit avec T).

18



5 Etude de la convergence du modele du votant

On considere (X;);>¢ un modele du votant sur Z%. On veut étudier son comporte-
ment a 'infini.

Soit Y I’ensemble des sous-parties finies de S. Si p est une mesure de probabilité
sur X, on définit ji(A) pour A € Y par

i(A) = p{n : Vo € A;n(z) = 1}.

Soit A; une chaine de Markov sur Y dans lequel les points suivent indépendamment
une chaine de Markov continue avec des taux de saut 7"~ £(1) et des probabilités de
transition p(z,y) = ﬁ lorsque |y — z| = 1. De plus, deux chaines qui se rencontrent
coalescent. C’est le dual du modele du votant (cf. partie (4)).

| —

1

\—\;
-

.
|

:IO

Théoreme 5 La relation de dualité s’écrit, pour p mesure de probabilité sur X,

fir(A) = EAﬂ(At) ‘

avec [y = pby.

Preuve : On a montré que le modele dual vérifiait, pour toute valeur initiale 7 :
PlVr € A, n(2) =1] = PAVx € A, n(x) =1]

Si on choisit 7 selon la loi u, alors 7, suit la loi py. Donc

/ duln) Pz € A, m(z) = 1] = ju(A),
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et
[ dnt) P € A (o) =1 = B4

Pour « € [0, 1], on considére une mesure v, sur X vérifiant :
VeeS, vo{n:n)=1}=«
On peut prendre par exemple la mesure définie comme la mesure produit :

Vo = ® (@) et VneX, vn)=ad,_, +(1—-a)d,_,
z€S

Autrement dit, chaque site est occupé par un vote 1 indépendamment des autres a la
probabilité a.

5.1 Cas général

Théoreme 6
i) pho = limy_,oo 14 S(t) existe pour tout o € [0,1] et po € T ;
ii) Vr € S, pa{n :n(x) =1} = a.

Preuve : Notons A = {xy,...,x,} ou les z; sont distincts. On considere (A;);>o et
{X}, ... X}i>0 avec X} = z; ou les (X]') coincident avec les chaines issues de A,
avant qu’elles ne coalescent, puis continuent sans fusionner. Alors, pour tout instant ¢,
Ay Cc{X} X)L

Par définition de 1 , on a A C B = u(A) > ji(B), donc :

E40,(A) > E@m) [, ({X}, .., XI'})]

= B [Va(ﬂ{n (X)) = 1})] :

et comme les (X}) sont indépendants, on a :

EAﬁa(At) > E@1@n) [H ya({n : n(XtZ) = 1})]

=1

> REELTR)qn _ gn Ua(A).
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La propriété de Markov et I'inégalité précédente impliquent :
g

B0 (Ares) = BB 00 (Ars) |F]] = BAEY 54(A)] 2 B4 (Ay).

Donc t +— EAD,(A;) est une fonction croissante et majorée, et admet donc une
limite fi,(A) supérieure ou égale a 7,(A). On a donc :

fa(A) = lim B0, (A;) > 04 (A). (3)

t—o00

En utilisant la relation de dualité du théoreme 5, on en déduit 'existence de la
limite.

On en déduit p, € Z grace a la proposition 2.

Enfin, on a clairement

Ve € 5, fia({}) = Pa({z}).

On en déduit (i7). O

5.2 Cas des dimensions 1 et 2

Théoréme 7 Soit o € [0,1]. Si d < 2, alors

lim v, P, = ad; + (1 — a)dy.
t—00

Cela signifie qu’on tend vers un consensus. Avec probabilité «, a la limite, tout le
monde vote 1.

Preuve : Remarquons tout d’abord que, par la relation de dualité donnée par le
théoreme 5, on a 1’équivalence :

limtﬁoo ILLPt = 0551 + (1 — 05)50

t
vAeY, limE*u(A)=a

t—00
On introduit le temps d’arrét
T =inf{t > 0: |A;] = 1}.

Alors P(7 < 00) = 1. En effet, si d < 2, deux marches aléatoires se rencontrent presque
siirement (prendre leur différence : c’est une marche aléatoire simple dans Z%. Donc 0
est récurrent — cf. annexe p.27—), donc c’est vrai aussi lorsqu’elles sont en nombre fini.
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On a donc :
hrn E*u(4,) = hm EAE (A 7]

= EA[hmEA[ At|.7:]

= EA[hmE [ At+T|.7:]
= B'{lim BV (4] = o
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6 Amas en dimension 1

On se place maintenant dans un modele du votant basique ou S = Z et X = {0, 1}%.
D’apres les théoremes de convergence, on sait que :

lim pS(t) = ady + (1 — a)do

t—00
ou o= pu{n:n(x) =1} avec u € S. Cela signifie donc qu’en dimension 1, les opinions
ont tendance a s’uniformiser pour former un unique amas, constitué de 0 ou constitué
de 1.

Mais plus précisément, comment et a quelle ”vitesse” se forment ces amas? C’est
a cette question que I'on se propose de répondre dans cette section.

6.1 Définition et outils de base

Définition 12 Les amas d’une configuration n de X sont les composantes connezes
des ensembles {x : n(x) = 0} et de {x : n(z) =1}. La longueur moyenne des amas de
n est donnée par la formule :

Cm) = I "
= lim
W= 5% nombre damas de n dans [—n;n]’

dans le cas ou cette limite existe.

Définition 13 Soit n un état de X et f une fonction définie sur X, alors on définit 7,
par :

Ton(y) =n(y — x)

Ta:f(n) = f(Txn)

Théoréme 8 (théoréme ergodique) Soit pune mesure ergodique et f est une fonc-
tion de L*(u, X), alors :

lim M = /fd,u [L-PS.
n

n— 00

Théoreme 9 Pour le processus du votant que l’on consideére, si ju € S, alors, Vt > 0,
puS(t) € Se.

6.2 Convergence des amas

Avec ces définitions qui formalisent la notion intuitive des paquets, on peut main-
tenant démontrer quelques lemmes :

Lemme 2 Soit un modeéle du votant avec yu € S, comme distribution initiale. Alors :

1
[17:(0) # n:(1)]

Clm) = pS(t)-ps.
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Preuve : D’apres le théoreme 9 , p € S, entraine uS(t) € S, puis on applique le
théoreme 8 a la fonction f(’l]t) = l{nt(o);ﬁnt(l)}. O

. , . iy . .
Lemme 3 Soit0 <y <, alors la sériey_;° | — converge et il existe ¢y, ¢y constantes

telles que
a5

N>1

Preuve : Calculs. O
Théoreme 10 S% la distribution initiale du modele du votant est ergodique et si o =

pu{n:n(0) =1} €0, 1], alors

C(me) VT
Vi 2a(l—a)

en probabilité pour t — oo

Preuve : D’apres le lemme 2, il suffit de montrer

2a(1 — )

}g}}o Vi P[n:(0) # n:.(1)] = NG

On a,
Pn(0) # n(1)] = Pmp(0) = 1]+ Pln(1) = 1] — 2 P (0) = (1) = 1]
d’on, avec la dualité, si A; est un processus du modele dual partant de Ay = {0,1} :

P1(0) # me(1)] = 2 — 2BV (i(Ay)),

puis, soit Z(t) la différence de 2 marches aléatoires simples sur Z, soit 7 = inf{t >
0 tel que Z(t) = 0} et soit P! la mesure de probabilité sachant Z(0)=1 , alors :

P,(0) # m(1)] = 2a P(r > 1) = 2) ({0, 2}) PY(Z(t) = 2,7 > 1)

r=1

Or, d’apres le principe de réflection (Cf Karlin & Taylor, 1975) :
PYZ(t) =z,7 <t) =P (Z(t) = —2)
donc, en notant py(z) = P°(Z(t) = x) pour tout x > 1, on a :
PYZ({t) =z, 7 >t) =pi(z — 1) —p(z + 1)

et ainsi :

Pn,(0) # n(1)] = 22 A0, 1)) (pe(x = 1) = pu(z + 1))
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Ensuite, on sait qu’il existe une mesure de probabilité v sur I' = [—7, 7| (tout

simplement la transformée de Fourier de M) telle que :
£2(0)

j(0.2) = [ =iy,
I

d’ou
Pn(0) # m(1)] = 2aZ(pt(x —1) = p(r +1)) /F(l — e (dy)

A ce stade, pour pouvoir conclure, avec le théoreme de convergence dominée, il ne
reste plus qu’a montrer :

. = ; 1 siy=0
v/ —1) — iy
lim V7t g_l(pt(x 1) —pi(z+1))e { 0 sinon

t—o0

Pour cela, on utilise d’abord la formule d’inversion de Fourier pour écrire :

1 .
pt(gj) = % /F efwwefﬁ(lfcos(g))da (4)

d’otu, avec le changement de variable A = v/2to, on a par convergence dominée :

, 1 |

Alinsi, pour v = 0, on a le résultat voulu :
lim V7t Y ~(pe( = 1) = pu(w + 1)) = lim Vat(p,(0) + pi(1)) = 1
t— o0 P t—o0

Ensuite, pour v # 0, c’est plus délicat. D’abord on integre par partie :

pr—1) —pr+1) = L / e 7 Sin(a)eiﬂ(l*cos(”))da
T Jr

1 —iTo
_ 1 / T (cos(o) — 2t sin?(0))e=21= () gy
Tl T

Puis, le lemme 3 nous permet d’écrire, d’apres le théoreme de convergence dominée :

iil?(’y—o')
: (cos(or) — 2¢ sin® (o) )e~2(—cos(@)

V2tY (e =1) —pulo+1))e™ = g / 2

X

De la, on coupe l'intégrale en 2 :
-pour {o : |o| > %}, I'expression ci-dessus tend directement vers 0 lorsque t tend

vers oo
-pour {o : |o| < %}, on procede comme précédemment au changement de variable

A = o0V/2t et on arrive au résultat voulu par convergence dominée. O

25



6.3 Quelques résultats amusants en dimension 1

Pour A; un processus de Markov du modele dual et B une partie finie de S, on note
ici PP la mesure de probabilité sachant Ay = B.

Lemme 4 Il existe une constante c telle que

P14, = 2) < c—x
(| t| ) = \/E
pour tout x > 1 et t > 0.

Preuve : En reprenant les notations précédentes, on a :
PO (A, = 2) = P*(r > 1)
Puis, par le principe de réflection,
P*(r <t) =2P*(Z(t) < 0) = P*(|Z(t)] > =),

d’ou avec (6),

z—1
PO A, =2) = PY(|Z(t)| < ) Z pe(k)
=—(z—-1)
< (22— 1)pi(0)
ce qui nous permet de conclure avec (7). O

Lemme 5 Il existe une constante c telle que
pleoul(14,) = 3) < c%
pour tout x,y > 1 et t > 0.

Preuve : Soient X, (t), Xy(t) et X3(t) trois marches aléatoires simples indépendantes
sur Z, puis U(t) = X (t) — Xo(t) et V(t) = X3(t) — Xao(t). Alors, en considérant la
marche aléatoire (U(t),V(t)) sur Z?, on pourrait montrer

plme0ub(| 4, = 3) < P20 (|4,| = 2) PO¥}(|4,| = 2)

ce qui permettrait alors de conclure avec le lemme 4. O
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ANNEXE :
Récurrence et transience des marches aléatoires
simples sur Z¢

Définition 14 Soientd > 1 et e; le point de Z¢ dont toutes les composantes sont nulles
sauf la i-éme qui vaut 1. Soit (Y,) une suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi, telle que, pouri=1,...,d, P(Y, =¢;) = P(Y, = —¢;) = 1/(2d).

La suite X,, =Y, + ... + Y, Xo = 0 s’appelle la marche aléatoire simple sur 7.°.

Théoréme 11 La marche aléatoire simple sur Z® est récurrente pour d = 1,2 et tran-
siente st d > 3.

Preuve : La marche est clairement irréductible. Donc il suffit d’étudier P™(0,0), la
probabilité d’étre de retour en 0 au temps n. On voit immédiatement que P™(0,0) =0
si n est impair. Si n = 2p, P"(0,0) est la probabilité que, pour chaque i = 1, ...,d, il
y ait autant de k£ pour lesquels Y; = e; que de k pour lesquels Y, = —e;. Appelons az()d)

cette probabilité.

Commencons par le cas d = 1. Alors, par la formule de Stirling,

a,z()l) =Cy, ~ ——.

VTP
La série est donc divergente : la chaine est récurrente.
Pour d = 2, si 'on prend deux copies indépendantes de la marche aléatoire sur Z,

en tournant la figure de /4, on voit que I’on obtient une marche aléatoire sur Z?. Plus
exactement, en notant Y, = (V! ¥'2) la marche sur Z?, les marches

Vi+v? v-Yv?
2 7 2

sont des marches aléatoires simples sur Z, donc, comme produit de deux marches aléa-
toires récurrentes, le couple formé de ces deux marches est récurrent. (Y;,) est donc
aussi récurrente.

Le calcul explicite dans le cas d > 3 est beaucoup plus difficile, car la marche
aléatoire sur Z% et le produit de d marches aléatoires sur Z ont des comportements
différents (la premiére se déplace sur 2d points voisins, la seconde sur 2% points voisins).
Nous pouvons nous en sortir par 'astuce suivante : si n € Z%, et en désignant par .y
le produit scalaire euclidien de R?, nous avons

1 :
@r) /[_ . exp(in.0)dd = 1gn—o.
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En intégrant par rapport a la mesure P, on obtient, pour toute variable aléatoire X a
valeurs dans Z<, et en notant ¢x(f) = Elexp(iX.0)] (la transformée de Fourier de la
loi de X),

P(X = 0) = (er)d /[_M]dE[exp(iX.e)]dez (Qi)d /[_m]d o (0)d0.

Or, en posant f(#) = Elexp(iY;.0)] = ézgl:l cos(6;), on a ¢, (0) = f(0)" et donc

P(Xy=0) = g /[ IOKD

Finalement, en sommant, ce qui est licite puisque tout est positif,
1 1
P(X;,=0)=—— ——df.
2 P =0 = | T=rar

Il reste a travailler un peu pour montrer que cette intégrale est convergente si d > 3,
ce qu’on peut faire en observant que les seuls endroits ou cette intégrale pose probleme

sont en (0,...,0), (7,...,m) et (—m,...,—m). Il faut alors faire un développement en
coordonnées polaires au voisinage de chacun de ces points et on montre que 'intégrale
est bien convergente. O
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