
EXPOSE DE MA�ITRISE

Le mod�ele du votant

propos�e par

Thierry BODINEAU

Catherine Lagneau

Guillaume Moroz

� juillet ����



Table des mati�eres

� Introduction �

� Construction d�un processus de Markov �
��� D�e�nition g�en�erale � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Construction d�un processus �a partir d�un g�en�erateur

in�nit�esimal � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	
��
 Equivalence des constructions dans un espace d��etats �ni � � � � � � � � �

� Construction du mod�ele du votant sur un espace d��etats �ni ��

�� Le g�en�erateur du votant � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� Une construction �equivalente � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�
 Caract�erisation du g�en�erateur par son action sur les fonctions � � � � � �


� Le mod�ele dual du mod�ele du votant ��
��� Une repr�esentation graphique de la dualit�e � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� D�e�nitions � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��
 Main �a la patte � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	

��
�� Calculs � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	
��
�� Interpr�etation � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� Quelques mots sur le mod�ele du votant sur un espace d��etats in�ni � � � ��

	 Etude de la convergence du mod�ele du votant �

��� Cas g�en�eral � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Cas des dimensions � et � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� Amas en dimension � ��
	�� D�e�nition et outils de base � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

	�� Convergence des amas � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

	�
 Quelques r�esultats amusants en dimension � � � � � � � � � � � � � � � � �	

�



� Introduction

Le mod�ele du votant a �et�e introduit ind�ependamment par Cli�ord et Sudbury ���
�
et par Holley et Liggett ������ Il s�agit d�un cas particulier de syt�emes de particules
en interaction � on se donne S � Z

d� l�espace des sites sur lequel nous allons d�e�nir le
processus� et W � f�� �g l�ensemble des opinions possibles sur chaque site�
Les points de S seront not�es x�y�z��� et les con�gurations de l�espace des �etats X � W S

seront not�ees � ou ��

Le m�ecanisme d��evolution est d�ecrit par �

��x� se change en �� ��x� au taux de saut
�

�d

X
y�S

jy�xj��

�f��y�����x�g �

Une interpr�etation possible �Holley et Liggett� est que les sites de Zd repr�esentent
les votants qui peuvent balancer entre deux opinions politiques �� ou ��� Un votant
attend un temps suivant une loi exponentielle avant de se laisser in�uencer par ses
voisins selon la loi d�ecrite ci�dessus �il prend l�opinion de la majorit�e de ses voisins avec
une probabilit�e proportionnelle �a leur nombre��

Une autre interpr�etation �Cli�ord et Sudbury� est une mod�elisation de concurrence
entre deux populations �� et �� o�u les sites qui ont les m�emes valeurs repr�esentent
les territoires de chacune des populations� Un site est alors envahi selon le nombre de
concurrents sur les sites voisins�

Nous allons d�e�nir pr�ecisement le mod�ele� puis �etudier la convergence en temps� la
question principale �etant la d�etermination des mesures invariantes qui permettent de
d�ecrire l�issue du vote� Le consensus est repr�esent�e par les masses de Dirac �� et �� qui
sont des mesures invariantes triviales� et nous verrons qu�en dimension inf�erieure �a ��
ce sont les seules� Mais il y en a d�autres pour les dimensions sup�erieures� En�n� nous
�etudierons plus pr�ecisement la convergence en dimension ��






� Construction d�un processus de Markov

Dans le cas de notre mod�ele� seuls les espaces �nis ou d�enombrables nous inter�
ressent�

��� D�e�nition g�en�erale

D�e�nition � Soit I un ensemble �ni ou d�enombrable�
Un processus stochastique �Xt�t�� �a valeurs dans I est une famille de variables

al�eatoires sur I ind�ex�ees par R� � On suppose en plus que le processus t� Xt est continu
�a droite� avec limites �a gauche en tout point� La �ltration Ft est la tribu ��Xu� u � t�
engendr�e par les �ev�enements mesurables avant le temps t�

On dit que �Xt� est un processus de Markov �a valeurs dans I si� pour tout temps
t� � ��� � tn��� et pour tout �etats i�� ���� in��

P�Xtn�� � in��jXtn � in� ���� Xt� � i�� � P�Xtn�� � in��jXtn � in�� ���

De plus� si la loi de Xtn�� sachant Xtn ne d�epend que de tn�� � tn� on dit que le
processus est homog�ene� Dans ce cas� pour s � t� la loi de Xt sachant Xs est donn�ee
par �

P�Xt � jjXs � i� � pt�s�i� j��

o�u la famille pt�i� j� est une famille de noyaux markoviens�

Le choix de la continuit�e �a droite est compr�ehensible � le processus reste un temps
strictement positif sur un point avant de sauter au suivant� Le choix de l�existence
d�une limite �a gauche vient de ce qu�on ne s�interesse pas ici �a l�existence d�explosions�
Mais cette hypoth�ese sera toujours v�eri��ee si l�espace est �ni�

D�e�nition � On appelle instants de saut du processus �Xt�t�� les instants T�� T�� ���
d�e�nis par �

T� � �� Tn�� � infft � Tn � Xt �� XTng�
pour n � � avec inf � � ��

On appelle temps d�attente les variables �

	n �

�
Tn � Tn�� si Tn�� ���
� sinon�

On associe �a �Xt�t�� une cha	
ne de Markov discr�ete �Yn�n�� donn�ee par �

Yn � XTn �

�
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Remarque � La propri�et�e de Markov est encore vraie pour les cha��nes de Markov
continues � cela se d�eduit imm�ediatement du r�esultat sur les cha��nes discr�etes appliqu�e
�a �Yn�n���

D�e�nition � On note Pt l�op�erateur lin�eaire d�e�ni par �

	f 
 C�I�� 	x 
 I� Pt�f��x� � E�f�Xt�jX� � x� �
X
y

pt�x� y�f�y��

Si le processus de Markov est issu du point x au temps t � �� on note �

Ex�f�Xt��
�
� E�f�Xt�jX� � x��

Proposition � L�op�erateur Pt v�eri�e �
i� P� � I�
ii� Pt � Ps � Pt�s�
iii� la fonction t� Pt est continue en ��

D�e�nition � La famille fPt� t � �g d�op�erateurs lin�eaires d�e�nis cidessus est appel�ee
semi�groupe de Markov associ�e au processus�

D�e�nition 	 Soit � une mesure de probabilit�e sur I� Sa mesure image par Pt est not�ee
�Pt et est d�e�nie par �

	y 
 I� �Pt�y� �
X
x

��x�pt�x� y��

ce qui signi�e �

�Pt�f� �
X
x

��Pt��x�f�x� �
X
x

��x�Ptf�x��

�



La mesure �Pt est la distribution du processus �a l�instant t lorsque la distribution
initiale est ��

D�e�nition � La mesure de probabilit�e � est dite invariante pour le processus si

	t � �� �Pt � ��

On notera P l�ensemble des mesures de probabilit�e sur X et I l�ensemble des mesures
invariantes�

Proposition � Si� pour � 
 P� � � limt�� �Pt existe� alors � 
 I�

Preuve � En utilisant le �ii� de la proposition �� on a

lim
t��

�Pt� �z �
� �

� lim
t��

�Ps�t � lim
t��

�PtPs� �z �
�Ps

�

��� Construction d�un processus �a partir d�un g�en�erateur

in�nit�esimal

Dans ce paragraphe� nous allons construire un processus de Markov particulier
�a l�aide d�une matrice g�en�eratrice� Nous verrons au paragraphe ��
 qu�en fait� tout
processus dans un espace d��etats �nis peut se construire de cette mani�ere�

D�e�nition  On dit qu�une matrice L � �ij � i� j 
 I� est un g�en�erateur in�nit�e�

simal si elle v�eri�e �
i� � � �ii �� pour tout i �
ii� ij � � pour tout i �� j �
iii�

P
j�I ij � � pour tout i�

On notera i � �i� �� �ii�
D�e�nition � On dit que � � ��ij � i� j 
 I� est une matrice stochastique si elle
v�eri�e �

i� � � �ij pour tout i�j �
ii�

P
j�I �ij � � pour tout i�

Proposition � Pt est une matrice stochastique�

Exemple � Pour illustrer la signi�cation d�une matrice stochastique� on consid�ere le
processus �a trois �etats �
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o�u le nombre sur une ��eche allant de i �a j correspond �a la probabilit�e de passer de l��etat
i �a j� On peut alors construire une matrice stochastique correspondant au processus ��

� ��� ��� �
� � �

��
 � ��


�
A

A chaque g�en�erateur in�nit�esimal L � �ij � i� j 
 I�� on peut associer une matrice
stochastique �L � ��ij � i� j 
 I� d�e�nie par �

�ij �

�
ij�i si j �� i et i �� ��
� si j �� i et i � ��

�ii �

�
� si i �� ��
� si i � ��

Nous pouvons alors d�e�nir un processus de Markov �Xt�t�� de g�en�erateur L et de
distribution initiale �� �

� sa cha��ne discr�ete associ�ee �Yn�n�� est une cha��ne de Markov discr�ete de distri�
bution initiale �� et de matrice de transition �L �

� ses temps d�attente 	n sachant Yn�� sont ind�ependants et suivent une loi expo�
nentielle de param�etre �Yn����

Pour construire un tel processus� on se donne �Yn�n�� une cha��ne de Markov discr�ete
de distribution initiale �� et de matrice de transition �L et des variables al�eatoires
ind�ependantes t�� t�� ��� de loi exponentielle de param�etre �� ind�ependantes des �Yn��
Puis on pose 	n � tn��Yn��� �temps d�attente�� Tn � 	� � ���� 	n �instants de saut� et

Xt �

�
Yn si Tn � t � Tn���
� sinon�

Alors �Xt�t�� v�eri�e bien la propri�et�e ��� du paragraphe ��� qui d�e�nit un processus
de Markov�
Concr�etement� cette construction signi�e que� apr�es le saut �a l�instant Tn au point
Yn � XTn� on attend un temps exponentiel de param�etre �Yn�� puis on saute vers un
autre point y avec la probabilit�e ��Yn� y��





Ainsi� la matrice L contient toutes les informations concernant le processus �Xt�t���

��� Equivalence des constructions dans un espace d��etats �ni

On aimerait caract�eriser un processus �Xt�t�� dans un espace d��etats �ni �a l�aide
d�un g�en�erateur in�nit�esimal� Le th�eor�eme � va nous permettre de lier les op�erateurs
lin�eaires Pt d�e�nis au ����� au g�en�erateur L�

Proposition � Soit Q une matrice sur un ensemble �ni I� Posons R�t� � etQ� Alors
�R�t� � t � �� a les propri�et�es suivantes �

i� R�s � t� � R�s�R�t� pour tout s� t �
ii� R est l�unique solution de l��equation

d

dt
R�t� � R�t�Q� R��� � I�

iii� R est l�unique solution de l��equation

d

dt
R�t� � QR�t�� R��� � I�

iv� pour k 
 N� on a 	
d

dt


k
�����
t��

R�t� � Qk�

Preuve � �i� Comme sQ et tQ commutent� on a

	s� t 
 R� esQetQ � e�s�t�Q�

�ii���iii���iv� La s�erie de matrices

R�t� �
�X
k��

�tQ�k

k 

a un rayon de convergence in�ni� On peut donc d�eriver terme �a terme et on obtient
imm�ediatement que R v�eri�e les �equations de �ii� et �iii�� Puis en r�eit�erant la d�erivation
terme �a terme� on obtient �iv��

Montrons que l��equation �ii� a une unique solution �
Si M�t� v�eri�e l��equation �ii�� alors �

d

dt
�M�t�e�tQ� �

	
d

dt
M�t�



e�tQ � M�t�

	
d

dt
e�tQ



� M�t�Qe�tQ � M�t���Q�e�tQ � �

donc M�t�e�tQ est une constante et par donn�ee initiale� M�t� � R�t��
On raisonne de m�eme pour �iii�� �

�



Th�eor�eme � Soit �Xt�t�� un processus continu �a droite �a valeurs et admettent des
limites �a gauche dans un ensemble �ni I� Soit L un g�en�erateur in�nit�esimal et �L la
matrice stochastique associ�ee� Alors les conditions suivantes sont �equivalentes �

i� �construction du ����� � Conditionnellement �a fX� � ig� la cha	
ne de Markov
�Yn�n�� associ�ee au processus �Xt�t�� est de distribution initiale �i et de matrice
de transition �L et� pour chaque n � �� conditionnellement �a Y�� ���� Yn��� les
temps d�attente 	�� ���� 	n sont ind�ependants et suivent une loi exponentielle de
param�etres respectifs �Y��� ���� �Yn��

ii� �d�e�nition in�nit�esimale � Pour tout t� h � �� conditionnellement �a Xt � i�
Xt�h est ind�ependant de �Xs � s � t� et� quand h � �� uniform�ement en t� pour
tout j�

P�Xt�h � jjXt � i� � �ij � ijh � o�h��

iii� �d�e�nition �a l�aide des probabilit�es de transition � Pour tout n 
 N � pour tout
temps � � t� � t� � ��� � tn�� et pour tout �etat i�� ���� in��� on a �

P�Xtn�� � in��jXt� � i�� ���� Xtn � in� � ptn���tn�in� in���

o�u Pt � �pt�i� j� � i� j 
 I� t � �� est la solution de �

d

dt
Pt � PtL� P� � I�

et aussi de �
d

dt
Pt � LPt� P� � I�

Dans ce cas� L est appel�e le g�en�erateur du processus �Xt�t���

Preuve � �i��ii� Supposons �i�� alors� quand h � �� on a

Pi�Xh � i�
�
� P�Xh � ijX� � i� � Pi�T� � h� � e��ih � � � iih � o�h��

et pour j �� i� on a

Pi�Xh � j� � P�T� � h� Y� � j� T� � h�

� ��� e��ih��ije
��jh

� i�ijh � o�h� � ijh � o�h��

Donc� pour tout �etat j� on a

Pi�Xh � j� � �ij � ijh � o�h��

Si l�on somme pour tout �etat j 
 I �ni� on constate que cette in�egalit�e est en fait une
�egalit�e� En�n� on applique la propri�et�e de Markov et on obtient �ii��

�



�ii��iii� Posons pt�i� j� � Pi�Xt � j�� Si �ii� est v�eri��e� alors� pour tout t� h � ��
quand h � �� uniform�ement en t

pij�t � h� �
X
k�I

Pi�Xy � k� P�Xt�h � jjXt � k�

�
X
k�I

pik�t���kj � kjh � o�h���

Comme I est �ni� on obtient

pij�t � h�� pij�t�

h
�
X
k�I

pik�t�qkj � o����

Donc� lorsque h � �� on a t� pt�i� j� est d�erivable �a droite� En utilisant l�uniformit�e en
t� on peut remplacer t par t�h dans l��egalit�e ci�dessus � on obtient ainsi la d�erivabilit�e
�a gauche� Donc t� pt�i� j� est d�erivable et v�eri�e �

dpij
dt

�t� �
X
k�I

pik�t�qkj� pij��� � �ij�

Et� comme I est �ni� en utilisant la proposition �� Pt � �pij � i� j 
 I� est l�unique
solution de chacune des �equations�

En utilisant l�hypoth�ese �ii�� on obtient �

P�Xtn�� � in��jXt� � i�� ���� Xtn � in� � P�Xtn�� � in��jXtn � in�

� P�Xtn���tn � in��jX� � in�

� ptn���tn�in� in����

�iii��i� On a montr�e que si un processus satisfait �i�� il satisfait aussi �iii�� Or
�iii� d�etermine enti�erement le processus� Donc �iii� entra��ne �i�� �

Th�eor�eme � Soit �Xt�t�� un processus de Markov sur un espace d��etats �nis de
g�en�erateur L� Alors l�op�erateur d�e�ni par

	f 
 C�I�� 	x 
 I� Pt�f��x� � Ex�f�Xt�� �
X
y

pt�x� y�f�y�

v�eri�e �
	t � �� Pt � etL�

Preuve � C�est tout simplement le �iii� du theor�eme �� �

Dans la suite� on notera T � E�� pour signi�er que la variable T suit une loi
exponentielle de param�etre  �

P�T � t� � e��t�

��



� Construction du mod�ele du votant sur un espace

d��etats �ni

��� Le g�en�erateur du votant

On note S � f�N� ���� Ngd l�espace des sites sur lequel �evolue le processus� Le
mod�ele du votant concerne l��evolution d�une con�guration � 
 f�� �gS� On note X �
f�� �gS l�espace des �etats� En chaque point de S se trouve un votant dont l�opinion
est mod�elis�ee par ��x� 
 f�� �g� A chaque �etape un individu situ�e en un point x 
 S
change d�opinion ou non selon l�avis de ses voisins� Il change d�opinion au taux de saut �

�

�d

X
y�S

jy�xj��

�f��y�����x�g �

On note �x la con�guration � dans laquelle x a chang�e d�avis �

�x�y� �

�
��y� si y �� x �
�� ��x� si y � x �

Le g�en�erateur du mod�ele du votant est la matrice L � ���� �� � �� � 
 X � d�e�nie
par �

��� �� �

�
�

c�x� �� si � � �x�
�Px�S c�x� �� si � � � �
� sinon�

avec �

c�x� �� �
�

�d

X
y�S

jy�xj��

�f��y�����x�g �

On note � �
� �

P
x�S c�x� �� �

p��� �x� � c�x���
��

�

D�apr�es le paragraphe ������ cela signi�e que� �a chaque con�guration � � on attend un
temps T� � E��� avant de passer �a une con�guration �x avec la probabilit�e p��� �x��

��� Une construction �equivalente

On peut aborder di��eremment la construction du mod�ele du votant �
Pour chaque con�guration � 
 X � �a chaque point x 
 S� on associe une variable
al�eatoire Tx�� � E�c�x� ��� o�u les �Tx���x�S sont ind�ependantes�
On peut alors impl�ementer la transition entre � et �y de la fa!con suivante �

��



�" on lance les variables �Tx���x�S �
�" on choisit le y tel que

Ty�� � min
x�S

�Tx��� �

� on change ��y� en �� ��y��
On obtient alors la con�guration �y pour laquelle on r�ep�ete les trois proc�edures pr�e�
c�edentes avec de nouvelles variables al�etoires Tx��y � On construit ainsi par �etapes une
r�ealisation du processus stochastique�

r r r r r r r r �

�t

�
y x

Ty��

�y

Tx��

Montrons que cette construction est �equivalente �a celle du paragraphe �
��� �

Proposition 	 Le temps d�attente T� entre chaque saut suit la m	eme loi dans les deux
constructions �

T� � min
x�S

�Tx��� � E���

o�u � �
P

x c�x� ���

Preuve � Comme les �Tx���x�S sont ind�ependantes�

P�T� � t� � P�min
x�S

�Tx��� � t� � P�
�
x�S

fTx�� � tg�

�
Y
x�S

P�Tx�� � t� �
Y
x�S

e�c�x���t � e���t�

En�n� comme la fonction caract�eristique d�etermine enti�erement la loi� on a bien

T� � E����

�

Proposition � La probabilit�e p��� �x� de sauter de � �a �x est la m	eme dans les deux
constructions�

On rappelle qu�au paragraphe �
���� p��� �x� �etait d�e�ni comme suit �

p��� �x� �
c�x� ��

�
�

��



Preuve � On a� en utilisant l�ind�ependance des �Tx���x�S�

p��� �x� � P�	y �� x� Tx�� � Ty��� � P�
�
y ��x

fTy�� � Tx��g� � E

�
exp���

X
y ��x

c�y� ���Tx���

�
�

Or� pour toute variable exponentiellement distribu�ee Y � E��� on a

E�e�sY � �

Z �

�

e�sye��ydy �


s � 
�

Donc on obtient

p��� �x� �
c�x� ��P
y c�y� ��

�

�

��� Caract�erisation du g�en�erateur par son action sur les fonc	

tions

Regardons� dans le cas su mod�ele du votant� comment le g�en�erateur L agit sur les
fonctions continues de X � R �

Th�eor�eme � Le g�en�erateur L du processus �Xt�t�� est caract�eris�e par

	f 
 C�X �� Lf��� �
X
x�S

c�x� �� �f��x�� f���� �

Preuve � Le r�esultat est imm�ediat en utilisant le th�eor�eme � et la d�e�nition du
g�en�erateur du votant� En e�et� pour �Pt�t�� associ�e au processus� on a

d

dt
Pt

����
t��

� L et Ptf���� � E�� �f��t�� �
X
��X

pt���� ��f��� �

Or la propri�et�e �ii� du th�eor�eme � nous dit �

pt���� �� � ����� � ���� ��h � o�h��

Or� on rappelle la d�e�nition de L �

���� �� �

�
�

c�x� ��� si � � �x� �
�Px�S c�x� ��� si � � �� �
� sinon�

Donc� on a

Ptf���� � f���� �

�X
x�S

c�x� ���f��x� ��
X
x�S

c�x� ���f����

�
h � o�h��

d�o�u �
d

dt
Ptf����

����
t��

� Lf���� �
X
x�S

c�x� ��� �f��x� �� f����� �

�

�




	 Le mod�ele dual du mod�ele du votant


�� Une repr�esentation graphique de la dualit�e

Soit ��t�t�� un processus du votant� Comme dans le paragraphe ���� on associe �a
��t�t�� �

� les instants de saut T�� T�� ��� d�e�nis par �

T� � �� Tn�� � infft � Tn � �t �� �Tng

� la cha��ne discr�ete
�n � �Tn �

auxquels on ajoute
� la cha��ne �Xn�n�� des votants qui ont chang�e d�avis � sachant �n�

Xn�� � x o�u �n�� � �xn

� �Y x
n �n�� d�e�nie par � �Yn�n�� est un ensemble de variables al�eatoires ind�epen�

dantes v�eri�ant � P�Y x
n � y� � �

�d
pour y tel que jyj � ��

Ainsi� �a l�instant Tn� le votant situ�e en Xn � x change d�avis et prend celui de x� Y x
n �

On note �t � fx 
 S � �t�x� � �g l�ensemble des votants ayant une opinion favo�
rable�

On va �etudier le processus �a l�aide d�une repr�esentation graphique� Pour chaque n
et x � Xn� on trace une ��eche de �x � Y x

n � Tn� �a �x� Tn�� Cela signi�e que le point
�x� Tn� prend l�opinion de �x � Y x

n � Tn��

D�e�nition 
 On dit qu�il y a un chemin de �x� �� �a �y� t�� not�e �x� �����y� t�� s�il
existe s� � � � s� � s���� � sn � � � t et x� � x� x�� ���� xn � y tels que �

� pour tout i 
 f�� ���� ng� il y a une ��eche de xi�� �a xi �
� il n�y a pas de ��eches arrivant sur les segments verticaux fxig � �si� si����

S�il y a un chemin de �x� �� �a �y� t�� cela signi�e que �y� t� a pris l�opinion de �x� ���
On peut imaginer un �uide qui entre en les points de �� et suit les ��eches�
On pose pour A 
 Y � l�ensemble des sous�parties �nies de S �

�At � fy � �x 
 A� �x� �����y� t�g �

Alors� si A � �� d�e�ni par �t � fx 
 S � ���x� � �g� �At donne l�ensemble des
votants favorables au temps t�

��



�r r r r r r Z

�t

�
x

�t�
�t�

�t�

�t	
�t


Si l�on veut calculer l�opinion de x �a l�instant t� dans l�exemple ci�dessus� il su#t
de travailler $�a l�envers%� c�est��a�dire remarquer qu��a t � t
� x prend l�opinion de x� ��
qui lui m�eme �a t� a pris l�opinion de x � �� Conclusion � x �a l�instant t� a l�opinion de
x � � �a l�instant ��

Nous pouvons donc introduire une d�e�nition graphique du processus dual du mod�ele
du votant� A partir de l�instant T � graphiquement� il su#t de changer l�orientation des
��eches et de changer de sens le temps � �t � T � t� De m�eme que pr�ecedemment� on
peut d�e�nir des chemins� pour B 
 Y �

��Bt � fx � �y 
 B� �y� �����x� t�g �
Alors� pour tout A�B 
 Y � on a

P
�
�At � B �� �� � P

n
��Bt � A �� �

o
� ���

Le paragraphe suivant va nous permettre de d�e�nir proprement la dualit�e�


�� D�e�nitions

Le but de cette section est d��etablir la dualit�e entre le mod�ele du votant� et le mo�
d�ele des marches al�eatoires coalescentes� Pour cela� nous nous restreignons au cas �ni�

Soit &N � f�N� ���� Ngd
D�e�nition �� Le mod�ele des marches al�eatoires coalescentes est un processus de Mar
kov At �a valeurs dans P�&N� �l�ensemble des parties de &N � Il correspond �a l��evolution
de jAj marches al�eatoires simples partant de chacun des points de A� ayant en outre
la propri�et�e de fusionner �a chaque rencontre plut	ot que de se croiser simplement� On
notera L le g�en�erateur in�nit�esimal d�un tel processus�

D�e�nition �� Soient �t et �t deux processus de Markov �a valeurs dans X et Y respec
tivement� et soit H��� �� une fonction mesurable born�ee sur X �Y � Les processus �t et
�t sont alors dit dual l�un vis�avis de l�autre� relativement �a H si

E�H��t� �� � E�H��� �t��

��



pour tout � 
 X et � 
 Y �

Nous allons ici nous interesser �a la dualit�e relative �a la fonction �

H��� A� �
Y
x�A

��� ��x���

La fonction H��� A� vaut donc

�
� si 	x 
 A� ��x� � �
� sinon

Dans ces conditions� on peut remarquer que

c�x� �� � ��� ��x�� � ����x�� ��
X

jy�xj��

�

�d
H��� fyg�

ce qui traduit bien � c�x� �� � nombre de voisins de x d�opinion di�erente
nombre total de voisins


�� Main �a la patte

Nous allons voir que gr�ace �a la dualit�e� le mod�ele complexe du votant peut se
ramener au mod�ele beaucoup mieux connu des marches al�eatoires coalescentes� On
passe d�un domaine in�ni dimensionnel �a un domaine �ni dimensionnel�

����� Calculs

On rappelle que l�on note L la matrice g�en�eratrice du processus du votant� et L la
matrice g�en�eratrice du processus des marches al�eatoires coalescentes�

Lemme � 	� 
 f�� �g�N �	A 
 P�&N � on a

LH��� A���� � LH��� ���A�

Preuve � On calcule �

LH��� A����

�
X
x��N

c�x� ���H��x� A��H��� A��

en utilisant la repr�esentation de c�x� �� vue en ��� �

�
X
x��N

���� ��x�� � ����x�� ��
X

jy�xj��

�

�d
��� ��y����

Y
y�Anfxg

��� ��y������� �x�x��� ��� ��x���

�
X
x�A

�

�d

X
jy�xj��

�H��� A � fygnfxg��H��� A��

� LH��� ���A��

�

Th�eor�eme � Soient �t et At deux processus de Markov de matrice g�en�eratrice respec
tivement L et L� Soient � 
 f�� �g�N et A 
 P�A�� Alors

E��H��t� A�� � EA�H��� At��

�	



Preuve � Notons fA � H��� A�� g� � H��� ��� et ut�A� � E��H��t� A��� alors� par
d�e�nition �

E��H��t� A�� � e�tLfA���

EA�H��� At�� � e�tLg��A�

Le lemme � permet d�identi�er l�action des � g�en�erateurs sur H� c�est �a dire de
caract�eriser la d�eriv�ee au temps � des esp�erances des � processus� Pour identi�er les �
processus �a un temps t arbitraire� on se sert de l�unicit�e de la solution de l��equation
di��erentielle d

dt
R�t� � �LR�t� pour R��� �x�e� vue �a la proposition ��

ut�A� � e�tLfA���

d�o�u�
d

dt
ut�A� � �e�tLLfA���

or� d�apr�es le lemme ��

LfA��� � LgA��� �
�

�d

X
x�A

jy�xj��

�H��� A � fygnfxg��H��� A��

d�o�u

d

dt
ut�A� � �e�tL �

�d

X
x�A

jy�xj��

�fA�fygnfxg � fA����

� � �

�d

X
x�A

jy�xj��

�e�tLfA�fygnfxg���� e�tLfA����

� � �

�d

X
x�A

jy�xj��

�ut�A � fygnfxg�� ut�A�� � �Lut�A��

Ainsi� d�apr�es la proposition �� 	A 
 P�&N � �

ut�A� � e�tLg��A�

Ce qui nous donne le r�esultat voulu� �

����� Interpr�etation

Ainsi� l�esp�erance que �t n�ait que des � dans A est la m�eme que l�esp�erance que �
n�ait que des � dans At�

�




�
 Quelques mots sur le mod�ele du votant sur un espace

d��etats in�ni

On admet ici que le mod�ele du votant sur un espace d�enombrable in�ni� en l�oc�
currence Zd se traite de ma m�eme fa!con que dans le cas de m�espace �ni� Cela vient
de ce que� si l�on regarde l��evolution d�un processus stochastique sur l�intervalle de
temps ���T�� elle peut �etre approxim�ee par une �evolution sur un domaine �nie �dont le
diam�etre cro��t avec T��

��




 Etude de la convergence du mod�ele du votant

On consid�ere �Xt�t�� un mod�ele du votant sur Zd� On veut �etudier son comporte�
ment �a l�in�ni�

Soit Y l�ensemble des sous�parties �nies de S� Si � est une mesure de probabilit�e
sur X � on d�e�nit ���A� pour A 
 Y par

���A� � �f� � 	x 
 A� ��x� � �g�
Soit At une cha��ne de Markov sur Y dans lequel les points suivent ind�ependamment

une cha��ne de Markov continue avec des taux de saut T � E��� et des probabilit�es de
transition p�x� y� � �

�d
lorsque jy � xj � �� De plus� deux cha��nes qui se rencontrent

coalescent� C�est le dual du mod�ele du votant �cf� partie �����

�r r r r r r r r Z

�t

r

r

A�

Th�eor�eme 	 La relation de dualit�e s��ecrit� pour � mesure de probabilit�e sur X �

��t�A� � EA���At�

avec �t � �Pt�

Preuve � On a montr�e que le mod�ele dual v�eri�ait� pour toute valeur initiale � �

P��	x 
 A� �t�x� � �� � PA�	x 
 At� ��x� � ��

Si on choisit � selon la loi �� alors �t suit la loi �t� DoncZ
d���� P��	x 
 A� �t�x� � �� � ��t�A��

��



et Z
d���� PA�	x 
 At� ��x� � �� � EA���At��

�

Pour � 
 ��� ��� on consid�ere une mesure �� sur X v�eri�ant �

	x 
 S� ��f� � ��x� � �g � �

On peut prendre par exemple la mesure d�e�nie comme la mesure produit �

�� �
O
x�S

��x�� et 	� 
 X � ��x�� ��� � ���x�� � ��� ����x��

Autrement dit� chaque site est occup�e par un vote � ind�ependamment des autres �a la
probabilit�e ��

��� Cas g�en�eral

Th�eor�eme �
i� �� � limt�� ��S�t� existe pour tout � 
 ��� �� et �� 
 I �
ii� 	x 
 S� ��f� � ��x� � �g � ��

Preuve � Notons A � fx�� ���� xng o�u les xi sont distincts� On consid�ere �At�t�� et
fX�

t � ���� X
n
t gt�� avec X i

� � xi o�u les �Xn
t � coincident avec les cha��nes issues de At

avant qu�elles ne coalescent� puis continuent sans fusionner� Alors� pour tout instant t�
At � fX�

t � ���� X
n
t g�

Par d�e�nition de �� � on a A � B  ���A� � ���B�� donc �

EA����At� � E�x������xn�
�
����fX�

t � ���� X
n
t g�
�

� E�x������xn�

�
���

n�
i��

f� � ��X i
t� � �g�

�
�

et comme les �X i
t� sont ind�ependants� on a �

EA����At� � E�x������xn�

�
nY
i��

���f� � ��X i
t� � �g�

�

� E�x������xn��n � �n � ����A��

��



La propri�et�e de Markov et l�in�egalit�e pr�ec�edente impliquent �

EA����At�s� � EA�EA�����At�s�jFs�� � EA�EAs ����At�� � EA����As��

Donc t �� EA����At� est une fonction croissante et major�ee� et admet donc une
limite ����A� sup�erieure ou �egale �a ����A�� On a donc �

����A� � lim
t��

EA����At� � ����A�� �
�

En utilisant la relation de dualit�e du th�eor�eme �� on en d�eduit l�existence de la
limite�

On en d�eduit �� 
 I gr�ace �a la proposition ��

En�n� on a clairement

	x 
 S� ����fxg� � ����fxg��

On en d�eduit �ii�� �

��� Cas des dimensions � et �

Th�eor�eme  Soit � 
 ��� ��� Si d � �� alors

lim
t��

��Pt � ��� � ��� �����

Cela signi�e qu�on tend vers un consensus� Avec probabilit�e �� �a la limite� tout le
monde vote ��

Preuve � Remarquons tout d�abord que� par la relation de dualit�e donn�ee par le
th�eor�eme �� on a l��equivalence �

limt�� �Pt � ��� � ��� ����
m

	A 
 Y� lim
t��

EA���At� � �
�

On introduit le temps d�arr�et

	 � infft � � � jAtj � �g�

Alors P�	 ��� � �� En e�et� si d � �� deux marches al�eatoires se rencontrent presque
s�urement �prendre leur di��erence � c�est une marche al�eatoire simple dans Zd� Donc �
est r�ecurrent ' cf� annexe p��'�� donc c�est vrai aussi lorsqu�elles sont en nombre �ni�

��



On a donc �

lim
t��

EA���At� � lim
t��

EA�EA����At�jF	 ��

� EA
h

lim
t��

EA����AtjFs�
i

� EA
h

lim
t��

EA����At�	 jFs�
i

� EA� lim
t��

EA� ����At��� �z �
� �

� � �

�

��



� Amas en dimension �

On se place maintenant dans un mod�ele du votant basique o�u S � Z et X � f�� �gZ�
D�apr�es les th�eor�emes de convergence� on sait que �

lim
t��

�S�t� � ��� � ��� ����

o�u � � �f� � ��x� � �g avec � 
 S� Cela signi�e donc qu�en dimension �� les opinions
ont tendance �a s�uniformiser pour former un unique amas� constitu�e de � ou constitu�e
de ��

Mais plus pr�ecis�ement� comment et �a quelle %vitesse% se forment ces amas ( C�est
�a cette question que l�on se propose de r�epondre dans cette section�

��� D�e�nition et outils de base

D�e�nition �� Les amas d�une con�guration � de X sont les composantes connexes
des ensembles fx � ��x� � �g et de fx � ��x� � �g� La longueur moyenne des amas de
� est donn�ee par la formule �

C��� � lim
n��

�n

nombre d	amas de � dans ��n�n�
�

dans le cas o�u cette limite existe�

D�e�nition �� Soit � un �etat de X et f une fonction d�e�nie sur X � alors on d�e�nit 	x
par �

	x��y� � ��y � x�
	xf��� � f�	x��

Th�eor�eme � �th�eor�eme ergodique� Soit �une mesure ergodique et f est une fonc
tion de L����X�� alors �

lim
n��

Pn

k�� 	kf

n
�

Z
fd� �ps�

Th�eor�eme 
 Pour le processus du votant que l�on consid�ere� si � 
 Se alors� 	t � ��
�S�t� 
 Se�

��� Convergence des amas

Avec ces d�e�nitions qui formalisent la notion intuitive des paquets� on peut main�
tenant d�emontrer quelques lemmes �

Lemme � Soit un mod�ele du votant avec � 
 Se comme distribution initiale� Alors �

C��t� �
�

P��t��� �� �t����
�S�t�ps�

�




Preuve � D�apr�es le th�eor�eme � � � 
 Se entra��ne �S�t� 
 Se� puis on applique le
th�eor�eme � �a la fonction f��t� � �f�t������t���g� �

Lemme � Soit � � y � �� alors la s�erie
P�

i��
eixy

x
converge et il existe c�� c� constantes

telles que

sup
N��

j
nX

x��

eixy

x
j� c� � c� j log y j

Preuve � Calculs� �

Th�eor�eme �� Si la distribution initiale du mod�ele du votant est ergodique et si � �
�f� � ���� � �g 
��� ��� alors

C��t�p
t
�

p
�

����� ��
en probabilit�e pour t��

Preuve � D�apr�es le lemme �� il su#t de montrer

lim
t��

p
t P��t��� �� �t���� �

����� ��p
�

On a�

P��t��� �� �t���� � P��t��� � �� � P��t��� � ��� � P��t��� � �t��� � ��

d�o�u� avec la dualit�e� si At est un processus du mod�ele dual partant de A� � f�� �g �

P��t��� �� �t���� � ��� �Ef���g����At���

puis� soit Z�t� la di��erence de � marches al�eatoires simples sur Z� soit 	 � infft �
� tel que Z�t� � �g et soit P � la mesure de probabilit�e sachant Z����� � alors �

P��t��� �� �t���� � �� P��	 � t�� �
�X
x��

���f�� xg� P��Z�t� � x� 	 � t�

Or� d�apr�es le principe de r�e�ection �Cf Karlin ) Taylor� ���� �

P ��Z�t� � x� 	 � t� � P ��Z�t� � �x�

donc� en notant pt�x� � P ��Z�t� � x� pour tout x � �� on a �

P ��Z�t� � x� 	 � t� � pt�x� ��� pt�x � ��

et ainsi �

P�t��� �� �t���� � �
�X
x��

��� ���f�� �g���pt�x� ��� pt�x � ����

��



Ensuite� on sait qu�il existe une mesure de probabilit�e � sur * � ���� �� �tout

simplement la transform�ee de Fourier de �
���x�
�
���

� telle que �

����� x� � �

Z
�

eix���d���

d�o�u

P��t��� �� �t���� � ��
�X
x��

�pt�x� ��� pt�x � ���

Z
�

��� eix����d��

A ce stade� pour pouvoir conclure� avec le th�eor�eme de convergence domin�ee� il ne
reste plus qu��a montrer �

lim
t��

p
�t

�X
x��

�pt�x� ��� pt�x � ���eix�
�

� si � � �
� sinon

Pour cela� on utilise d�abord la formule d�inversion de Fourier pour �ecrire �

pt�x� �
�

��

Z
�

e�ix�e��t���cos����d� ���

d�o�u� avec le changement de variable  �
p

�t�� on a par convergence domin�ee �

lim
t��

p
�tpt�x� �

�

��

Z �

��

e�
�

�
��d �

�p
��

���

Ainsi� pour � � �� on a le r�esultat voulu �

lim
t��

p
�t

�X
x��

�pt�x� ��� pt�x � ��� � lim
t��

p
�t�pt��� � pt���� � �

Ensuite� pour � �� �� c�est plus d�elicat� D�abord on int�egre par partie �

pt�x� ��� pt�x � �� �
i

�

Z
�

e�ix� sin���e��t���cos����d�

�
�

�

Z
�

e�ix�

x
�cos���� �t sin�����e��t���cos����d�

Puis� le lemme 
 nous permet d��ecrire� d�apr�es le th�eor�eme de convergence domin�ee �

p
�t

�X
x��

�pt�x����pt�x����eix� �

p
�t

�

Z
�

�X
x��

eix�����

x
�cos�����t sin�����e��t���cos����

De l�a� on coupe l�int�egrale en � �
�pour f� � j�j � j�j

�
g� l�expression ci�dessus tend directement vers � lorsque t tend

vers �
�pour f� � j�j � j�j

�
g� on proc�ede comme pr�ec�edemment au changement de variable

 � �
p

�t et on arrive au r�esultat voulu par convergence domin�ee� �

��



��� Quelques r�esultats amusants en dimension �

Pour At un processus de Markov du mod�ele dual et B une partie �nie de S� on note
ici PB la mesure de probabilit�e sachant A� � B�

Lemme � Il existe une constante c telle que

P f��xg�jAtj � �� � c
xp
t

pour tout x � � et t � ��

Preuve � En reprenant les notations pr�ec�edentes� on a �

P f��xg�At � �� � P x�	 � t�

Puis� par le principe de r�e�ection�

P x�	 � t� � �P x�Z�t� � �� � P ��jZ�t�j � x��

d�o�u avec �	��

P f��xg�At � �� � P ��jZ�t�j � x� �
x��X

k���x���

pt�k�

� ��x� ��pt���

ce qui nous permet de conclure avec ��� �

Lemme 	 Il existe une constante c telle que

P f�x���yg�jAtj � 
� � c
xy

t

pour tout x� y � � et t � ��

Preuve � Soient X��t�� X��t� et X��t� trois marches al�eatoires simples ind�ependantes
sur Z� puis U�t� � X��t� � X��t� et V �t� � X��t� � X��t�� Alors� en consid�erant la
marche al�eatoire �U�t��V�t�� sur Z�� on pourrait montrer

P f�x���yg�jAtj � 
� � P f�x��g�jAtj � ��P f��yg�jAtj � ��

ce qui permettrait alors de conclure avec le lemme �� �

�	



ANNEXE �

R�ecurrence et transience des marches al�eatoires

simples sur Zd

D�e�nition �� Soient d � � et ei le point de Z
d dont toutes les composantes sont nulles

sauf la i�eme qui vaut �� Soit �Yn� une suite de variables al�eatoires ind�ependantes et
de m	eme loi� telle que� pour i � �� ���� d� P�Yn � ei� � P�Yn � �ei� � ����d��
La suite Xn � Y� � ��� � Yn� X� � � s�appelle la marche al�eatoire simple sur Zd�

Th�eor�eme �� La marche al�eatoire simple sur Zd est r�ecurrente pour d � �� � et tran
siente si d � 
�

Preuve � La marche est clairement irr�eductible� Donc il su#t d��etudier Pn��� ��� la
probabilit�e d��etre de retour en � au temps n� On voit imm�ediatement que Pn��� �� � �
si n est impair� Si n � �p� Pn��� �� est la probabilit�e que� pour chaque i � �� ���� d� il

y ait autant de k pour lesquels Yk � ei que de k pour lesquels Yk � �ei� Appelons a
�d�
p

cette probabilit�e�

Commencons par le cas d � �� Alors� par la formule de Stirling�

a���p � Cp
�p �

�p
�p

�

La s�erie est donc divergente � la cha��ne est r�ecurrente�

Pour d � �� si l�on prend deux copies ind�ependantes de la marche al�eatoire sur Z�
en tournant la �gure de ���� on voit que l�on obtient une marche al�eatoire sur Z�� Plus
exactement� en notant Yn � �Y �

n � Y
�
n � la marche sur Z�� les marches

Y �
n � Y �

n

�
�
Y �
n � Y �

n

�

sont des marches al�eatoires simples sur Z� donc� comme produit de deux marches al�ea�
toires r�ecurrentes� le couple form�e de ces deux marches est r�ecurrent� �Yn� est donc
aussi r�ecurrente�

Le calcul explicite dans le cas d � 
 est beaucoup plus di#cile� car la marche
al�eatoire sur Zd et le produit de d marches al�eatoires sur Z ont des comportements
di��erents �la premi�ere se d�eplace sur �d points voisins� la seconde sur �d points voisins��
Nous pouvons nous en sortir par l�astuce suivante � si n 
 Z

d� et en d�esignant par x�y
le produit scalaire euclidien de Rd � nous avons

�

����d

Z
����d

exp�in���d� � �fn��g�

�



En int�egrant par rapport �a la mesure P� on obtient� pour toute variable al�eatoire X �a
valeurs dans Zd� et en notant �X��� � E�exp�iX���� �la transform�ee de Fourier de la
loi de X��

P�X � �� �
�

����d

Z
����d

E�exp�iX����d� �
�

����d

Z
����d

�X���d��

Or� en posant f��� � E�exp�iY����� � �
d

Pd

i�� cos��i�� on a �Xn��� � f���n et donc

P�X�p � �� �
�

����d

Z
����d

f����pd��

Finalement� en sommant� ce qui est licite puisque tout est positif�

X
p

P�X�p � �� �
�

����d

Z
����d

�

�� f����
d��

Il reste �a travailler un peu pour montrer que cette int�egrale est convergente si d � 
�
ce qu�on peut faire en observant que les seuls endroits o�u cette int�egrale pose probl�eme
sont en ��� ���� ��� ��� ���� �� et ���� �������� Il faut alors faire un d�eveloppement en
coordonn�ees polaires au voisinage de chacun de ces points et on montre que l�int�egrale
est bien convergente� �
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