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Avant-propos

L’analyse semi-classique s’intéresse aux liens entre les deux grandes théories non
relativistes qui régissent la mécanique. La mécanique classique décrit de maniere sa-
tisfaisante I’évolution des systémes macroscopiques. Néanmoins, elle ne permet pas
de résoudre certains problémes, comme par exemple le spectre d’émission discret des
atomes. Ces problémes ont été résolus par I'introduction de la mécanique quantique
au début du XXe siécle, depuis la quantification de I’énergie par M. Planck en 1900
jusqu’au formalisme actuel élaboré notamment par P. Dirac et E. Schrodinger dans
les années 1920. Cette théorie fait apparaitre une nouvelle constante fondamentale,
la constante de Planck A. D’un point de vue mathématique, on peut voir 4z comme
un parametre que ’on peut faire tendre vers 0 : on parle de limite semi-classique.
On peut justifier ’étude de cette limite de deux manieres. Tout d’abord, on s’attend
a ce que le comportement des objets quantiques s’approche de celui des objets clas-
siques lorsque A tend vers 0. En effet, dans de nombreux cas, les effets quantiques
disparaissent lorsque les grandeurs caractéristiques du systéme considéré deviennent
grandes devant h. Ensuite, I’étude des propriétés quantiques a h fixé s’avere souvent
tres difficile, alors qu’il est plus simple d’obtenir des résultats asymptotiques.

Dans les années 1930, Hermann Weyl introduit la quantification qui porte son
nom. La quantification désigne le principe de construction des opérateurs quan-
tiques associés aux opérateurs classiques définis sur 'espace des phases. Cet exposé
s’intéresse aux propriétés de cette quantification lorsque l'espace des phases est le
tore T?. Nous montrons notamment deux résultats marquants dans ce modéle. Le
premier est la Loi de Weyl qui affirme que les résultats de mesures quantiques se
répartissent comme ceux des mesures classiques dans la limite semi-classique. Le se-
cond est le théoreme de Schnirelmann, qui stipule que presque tous les états propres
d’un opérateur quantique dont '’analogue classique est ergodique sont équidistribués
dans la limite semi-classique.



Résultats majeurs

Apres une bréve approche qualitative, nous construisons la quantification de Weyl
sur le tore :

Théoréme. Il existe une suite d’applications Opy : C®°(T?) — L(CN) qui satis-
fait les propriétés suivantes :

(i) Opn(1) =idon et Opy est C-linéaire

(i) Opy(a@) = Opn(a)' pour tout a € C®(T?)

(iii) pour toutes fonctions a,b € C®(T?), Opn(a)Opn(b) = Opn(ab) + rn(a,b)

avec ||rn(a,b)|| — 0 quand N tend vers l'infini.
(iv) pour a € C®(T?%), on a + tr(Opn(a)) . Jr2adp
—00

Dans la suite de notre mémoire, nous nous intéressons aux propriétés d’ergodicité
quantique. Nous démontrons tout d’abord que nous pouvons quantifier ’action du
b
sous-groupe G de SL(2,Z) des matrices <CCL J telles que ab = c¢d =0 [2].
Théoréme. Il existe une représentation unitaire Uy de G sur CV telle que pour
tout f € C®(T?) et pour tout g € G on a :

Un(9)Opn(f)Un(g)! = Opn(fog™)

Nous caractérisons ensuite les éléments dont 'action sur le tore est classique-
ment ergodique. Le dernier grand résultat que nous présentons est le théoreme de
Schnirelmann, que nous démontrons dans le cas particulier du tore :

Théoreme. Soit p un élément ergodique de G, et considérons pour tout N une base
propre (wjv) de Un(p). Alors il existe une suite d’ensembles E(N) C {1,..., N} telle
que :

. #E(N
() B o

(ii) pour toute suite (jn) telle que jx € E(N), pour toute fonction f € C®(T?),
on a:

o (NI = [, f
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Introduction

Notre mémoire étudie certaines propriétés des objets mathématiques présents en
mécanique quantique, il semble donc utile de rappeler comment cette théorie est
formulée mathématiquement.

En mécanique analytique (mécanique classique), I’état d’un systéme est représenté
par un point de l'espace des phases de coordonnées (g;, p;), qui correspondent aux
positions et aux impulsions des particules composant le systéme a un instant donné.
L’évolution du systeme est régie par le principe de moindre action, qui implique en
particulier I’existence d’une fonction H, appelée hamiltonien du systéme, telle que
les équations du mouvement sont données par :

dgi _ 0H
dt — Op;
dp; _ _OH
dt 9q;

En général le hamiltonien d’un systeme correspond a son énergie. Toutes les grandeur
physiques liées au systéme (énergie cinétique, énergie potentielle, moment cinétique,
etc.) sont des fonctions des variables (g;, p;). On parlera d’observables classiques.

En mécanique quantique, ’état d’un systeme est représenté par un vecteur
normalisé d’un espace de Hilbert séparable H. Pour toute grandeur physique A liée
au systeéme, il existe un opérateur hermitien A sur H, appelé observable quantique de
la grandeur A, tel que la valeur moyenne des mesures de la grandeur A sur le systéme
dans I'état ¢ est donnée par (A) = (Ay|y). De plus, I’évolution du systéme est régie
par ’équation de Schrédinger ih0;y) = H1p, ou H est le hamiltonien quantique du
syteme, c’est-a-dire ’observable qui correspond au hamiltonien classique. Si la valeur
de h est fixée pour la physique, rien n’empéche de la voir comme un parametre que
I’on peut faire varier d’un point de vue mathématique.

Ainsi, une grandeur physique A est représentée en mécanique classique par une
fonction C* sur 'espace des phases, et en mécanique quantique par un opérateur
hermitien A sur un espace de Hilbert Hy, pour une certaine valeur de fi. L’idée est
d’étudier le lien entre les opérateurs quantiques Ay et la fonction a dans la limite
semi-classique, i.e. lorsque 'on fait tendre A vers 0.

Dans notre mémoire, nous étudierons donc la limite semi-classique dans le cadre
dun toy-model qui est le tore T2, pour éviter les nombreuses difficultés techniques
qui apparaissent lorsque 'espace des phases classiques est R??. De plus, le paramétre
considéré ne sera pas h mais un entier N tel que A = % Ce sera aussi la dimen-
sion de l'espace de Hilbert considéré : la limite semi-classique sera alors obtenue
pour N tendant vers 'infini. Ce choix est justifié par des considérations théoriques
que l'on peut trouver dans [DEGO3]. Enfin, cette correspondance entre les fonctions
classiques (position, énergie...) sur I'espace des phases, et les observables quantiques
associés (qui sont donc des endomorphismes de CV) sera naturellement étudié sous
Pangle d’une suite d’applications Opy : C%°(T?) — £(C"). On imposera a cette
application de vérifier un certain nombre de regles qui sont indispensables & la cohé-
rence du modele, nous construirons une telle suite d’opérateurs, avant d’étudier les
propriétés de tels objets. Une telle suite d’opérateurs sera nommée quantification. Il



n’y a pas unicité de la quantification, mais toutes les quantifications coincident dans
la limite semi-classique.

Quelques notations

Dans tout le mémoire, les couples seront notés en gras : on aura par exemple
m = (my, ma).

La transconjuguée de M sera notée MT, la conjuguée M.

Remarquons que CV peut étre vu comme 'ensemble des fonctions de Z /nZ dans
C. Cette vision de CV en tant qu’ensemble de fonctions périodiques nous incite &
introduire les transformées de Fourier discretes. On pose donc Fy : cV — ¢V,
Fn(q) = ﬁ DM @b(k‘)e%ﬂw la transformée de Fourier discréte, et Fy'i(k) =
\/Lﬁ Z(J]V:l d)(q)ew la transformée inverse.

Enfin, on notera p la mesure de Lebesgue sur le tore.

1 Approche qualitative

1.1 Particule ponctuelle 1D

Dans cette partie, nous allons observer comment se construit l’espace de mo-
délisation quantique dans le cas d’une particule 1D. L’espace des phases est alors
R?2, et Pespace de hilbert L2 (R, C). Nous chercherons a repérer dans le cas du tore
quelques éléments de la premieére construction, et & justifier ainsi 'importance de
certaines observables dont on se servira par la suite. Notons cependant ceci : si 'ap-
proche de la physique quantique pour un espace des phases R? peut s’appuyer sur
des considérations physiques, I’exemple du tore quantique est essentiellement formel,
et ne décrit aucun objet physique. En effet, si I’on peut raisonnablement périodiser
la position (particule sur un cercle), il est plus compliqué de faire de méme avec
I’impulsion.

Prenons donc ’exemple d’une particule ponctuelle 1D. En mécanique classique,
I’état d’une particule est déterminé par sa position x et son impulsion p. En mé-
canique quantique, il doit donc exister sur Hy, deux observables (rappelons que ce
sont des opérateurs linéaires hermitiens) X et P, telles que pour tout état quan-
tique ¥ € Hj, la position moyenne de la particule dans I'état v est donnée par
(X|y) et son impulsion moyenne par (Pi|y). Par ailleurs, la position et I'impul-
sion de la particule sont les seuls parametres qui déterminent le systéme, donc la
donnée des opérateurs X et P doit déterminer entiérement la modélisation quan-
tique du systeme. En particulier, les conditions imposées & X et P déterminent Hj,.
Par des considérations qualitatives, on peut montrer que la condition imposée est
[X, P] = ih. 1l se trouve que l'espace le plus simple sur lequel des opérateurs X et
P existent et vérifient cette relation de commutation est Hp = L?(R) muni des opé-
rateurs X et P définis par X (z) = zip(x) et Py(z) = —ihy)/(z). 11 faut toutefois
faire attention au domaine de définition des opérateurs car beaucoup de difficul-
tés techniques importantes apparaissent dans le cas de la particule ponctuelle, mais
nous allons voir que dans le cas du tore, 'espace Hj, est de dimension finie et les
opérateurs considérés sont partout bien définis.



1.2 Tore quantique

Passons maintenant au tore quantique et essayons d’appliquer le méme type de
raisonnement. Rappelons que les valeurs de A possibles sont discretes et proportion-
nelles a l'inverse des entiers, et donc I'espace de modélisation quantique est indexé
par un entier IV, la limite semi-classique consistant a faire tendre N vers 'infini. On
admet aussi que 'espace de Hilbert Hy peut étre pris égal a ch.

Posons alors deux observables fondamentales sur CV, qui joueront un role crucial
dans la suite des constructions. Ils sont au tore ce que X et P sont a la particule
1D.

Définition 1.1. Pour tout ¢ € C (vu comme 'ensemble des fonctions de Z/NZ
2im
dans C), on pose t11(q) = e ¥ 1b(q) et ta1)(q) = (g — 1).

Propriété. Les opérateurs t1 et to vérifient les propriétés suivantes :
1. t1 et ty sont linéaires et unitaires

2. On a clairement t¥ =t} =1
2im(g—1)

3. tat19(q) = t1(qg—1) = e~ N (q—1), ettitatp(q) :Q_e%tgw(q) =e

1) = ezlﬁwtgtlw(q)ce qui donne la relation [t1,to] = e N

2imq

N h(q—

2immymo

4. Il vient par récurrence [t7",t5"?] = e

On peut construire toute une famille d’observables a partir de t; et t3, en les
multipliant entre eux. On définit une famille privilégiée de telles observables :

_ iTmymo

Définition 1.2. On pose Ty(m) =e

mimo
ty g
Remarque. On aurait pu faire un autre choix de phase, mais celui ci est le plus

symétrique : on « coupe la poire - et le commutateur - en deux »...

irw(m,n)

Lemme 1.1. Ty(m)Tn(n) =e~ &  Tn(m+mn), ou w(m,n) = ming — man;.

Cette relation s’obtient directement en calculant avec les relations de commu-
tation des t;. Cette propriété de multiplication n’est pas anodine. Développons un
peu : si on prend « et § deux entiers, on aura :

iTo i3 im(a+B+w(m,n))
N

(% Ty(m)) - (M Ty(n)) = ¢ Ty (m +n)

On remarque que les calculs restent vrai pour « et 5 dans Z/2NZ, et m et n dans
(Z/2NZ)?. On vient en fait de définir une représentation irréductible du groupe de
Heisenberg H(NV).

Définition 1.3. On définit pour tout N le groupe H(N) = (Z/2NZ)? x Z/2NZ
muni de la loi de groupe (m, a)(n, ) = (m+n,a+ f+w(m,n)), ol w désigne la
forme symplectique w(m,n) = ming — maon;.

Il est clair par le lemme 1.1 que g; : (m, @) — eMTaTN(m) est une représenta-
tion. Cette représentation est irréductible puisque ¢; admet comme base propre la
base canonique de CV et que ¢y agit cycliquement sur les éléments de cette base.

Théoréme 1.1. g1 est l'unique représentation irréduct_z’ble de H(N) telle que (N,0,0)
et (0,N,0) agissent trivialement et (0,0,1) agit par e~ .



Démonstration. Considérons une telle représentation. Soit A une valeur propre de

A = 01(1,0,0), et ¢ un vecteur propre associé. A est une racine N-ieme de I'unité

puisque par hypotheése AN = 1. Notons B = 01(0,1,0). Le Commutateur de (1,0,0)
et (0,1,0) est (0,0,2) qui agit par e ¥ et donc ABY = e~ BAy donc Asz

227r

e N AB1. Ainsi B est un vecteur propre de A associé a la valeur _propre e 5 A, et
donc By est une vecteur propre de A associé & la valeur propre e =5 )\ et quitte a
changer les notations, on peut choisir A = 1. Ainsi en ’espace vectoriel engendré par
les B¥1) pour 0 < k < N — 1 est stable par 'action de H(N) (on utilise ici le fait que
BN = 1). La représentation étant irréductible, cette famille forme donc une base
de l'espace. L’action de (0,0,1), (0,1,0) et (0,0,1) sur cette base est déterminée,
et puisque ces éléments engendrent le groupe H(V), on obtient bien 'unicité de la
représentation. ]

Remarque. En fait, on aurait pu construire les éléments t; et to simplement en
s’intéressant aux représentation irréductibles de H(N), et donc construire notre
espace uniquement en supposant 1ex1stence de deux opérateurs qui sont d’ordre
N et dont le commutateur vaut e’> . Une approche similaire est présentée dans
[DEGO3], et justifie au passage la dlscrétisation de h. On fait ici le lien avec le cas
R? : Despace de Hilbert est avant tout déterminé par deux observables particuliéres
qui ne commutent pas, et par leur commutateur.

2 Quantification de Weyl sur le tore

2.1 Principes de quantification

Maintenant que nous avons construit Hy, essayons de fixer un certain nombre de
régles qui permettront de définir une quantification Opy : T? — L’(CN ).

La propriété qui définit les observables quantiques est que, si A est une obser-
vable associée a un grandeur physique A, la moyenne de la grandeur A mesurée
dans un état physique ¢ est donnée par la formule (A) = (Ay|¢). Cette pro-
priété est essentiellement linéaire. Il est donc naturel de demander que Opy soit
linéaire. Par ailleurs, la méme considération nous pousse & imposer Opy (1) = idgw.
D’autre part, puisque on va considérer des fonctions qui prennent des valeurs com-
plexes, on va aussi étudier le lien avec la conjugaison. Si A est une grandeur phy-
sique complexe, dans un état ¢ la moyenne de A vaut (A) = (Ay|y). I semble
naturel de demander (A) = (A) ce qui vaut aussi (Af|p). On imposera donc
Opy(a) = Opx(a)!. Intéressons nous maintenant aux liens entre produits (d’obser-
vables ou de fonctions) et Opy : que demander & Opy (ab) 7 Il n’est pas raisonnable
de vouloir Opy(ab) = Opn(a)Opn(b), car cela impliquerait que pour toutes fonc-
tions a,b € C>°(T?),0pn(a)Opn(b) = Opn(b)Opy(a). Or le produit des matrices
n’est pas commutatif contrairement a celui des fonctions, ce qui pose probléme dans
la définition des observables. Par ailleurs, il est bien connu qu’en physique quan-
tique, les observables ne commutent pas toujours : on a par exemple considéré les
observables t1 et t5 dans la section 1.1. Toutefois, on impose que dans la limite semi-
classique, le commutateur de deux observables tende vers 0. En effet, en physique
quantique, le commutateur de deux grandeurs est souvent multiple de A, et il est
clair qu’en physique classique, le produit de fonctions est commutatif. On demande
donc Opy(a)Opn(b) = Opn(ab) + ry(a,b) avec ||ry] ey 0.



Définition 2.1. Une quantification sur le tore est une suite d’applications Opy :
C>(T?) — E(CN ) qui satisfait les propriétés suivantes :

(i) Opn(1) =iden et Opy est C-linéaire
(ii) Opn (@) = Opx(a)t pour tout a € C>®(T?)
(iii) pour toutes fonctions a,b € C®(T?), Opy(a)Opy(b) = Opn(ab) + ry(a,b)
avec ||ry(a,b)|| — 0 quand N tend vers l'infini.

2.2 Une quantification du tore

Avant de passer a 1’énoncé du résultat principal de cette section, on énonce un
lemme classique de décroissance des coeflicients de Fourier :

Lemme 2.1. Pour tout a € C®(T2, C) et pour tout entier k € N, il existe une
—k
constante Cy, € R telle que pour toutm € Z2, on a |a(m)| < Cy <1 +/m? + m%) .

Démonstration. On a
1 ) 1 .
la(m)| = |/ 6_2“””2“/ a(xy, x0)e” FT ML g dy |
0 0

Simi #0,ma#0:

—2iTmix1 1

1 1 :
+— / Ora(zy, xg)efzmmlxldxl
2immq Jo

1 ‘
I = / (I(CC],.’EQ)Gim{T(mlxldIl _ la(xl7 1’2).6
0 —2immy

0

Par périodicité de a, le premier terme est nul, et en itérant & fois, on obtient :

I'= M /01 Ofa(wy, wa)e” MM diy
d’ou :
~ _ 1 Y osimmin [ Ak —2izmazs
la(m)| = @) | /0 e /0 ora(zy,za)e dxodry |
= | [ Obota(e) ()
< W/rz | O5oFa(x) | de
1
= Grmm)
< ! - Ck
1t \/md+m3
ol Cy = ||050%a(x)| 0. Les cas my = 0 et mg = 0 se traitent de la méme manicre [J

Nous allons maintenant construire une quantification, dite quantification Weyl,
a partir des opérateurs t; et to et grace a la transformée de Fourier sur le tore.
En effet, les opérateurs recherchés étant linéaires, on peut commencer par définir la
quantification sur une base de C>(T?, C) que I'on munit du produit scalaire usuel.
Posons, pour m € Z2, ym : @ € T? — e2imam — g2im(zimitrame)  quj est dans
C>(T?,C).



Lemme 2.2. {xm, m € Z?}est une base hilbertienne de C®°( T2, C).

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoréme de Stone-Weierstrass
appliqué a I’espace engendré par les Yom. O

Ainsi, en posant @(m) = [ a(x)xm(x)du(z), on a pour a € C*(T?, C) I'iden-
tité a = 3, cz2 @(M)Xm. Il nous reste a définir Opy (xm), et & vérifier que la suite
d’applications obtenue en prolongeant par Fourier vérifie les principes de quantifi-
cation.

On se rappelle alors la construction des observables t; et t5 dans la partie 1.1. On
pose t; = Opn(x(1,0)) et to = Opn(x(0,1)). C’est naturel : si 'on voit T? comme
S! x 8!, alors x(1,0) et x(0,1) correspondent aux projections sur les premiéres et
les secondes coordonnées. t1 et to jouant le méme role que X et P dans le cas L?, ce
choix est donc logique. On pose plus généralement Opy (x(m1,m2)) = Tn(my, ma),
ou Tx a été défini en 1.2.

Théoréme 2.1 (Quantification Weyl). La suite d’applications de C>°( T2, C) dans
L(CN) qui 6 xm associe Ty (m) prolongée par linéarité en
Opy(a) = Y a(m)Ty(m)
meZ?
est une quantification sur le tore, appelée quantification de Weyl.
Afin d’établir ce théoréme, il nous faut montrer un lemme préliminaire.

Lemme 2.3. Pour aj,as € C°(T%) on a :

10pn (a1)Opn (a2) =Opn (ara2)]] < = ( > Imllai(m ) (Z Inlllaz(n )

meZ? neZ?

Démonstration. On peut écrire :

Opn(a1)Opn(az) = ) a@i(m)az(n)Ty(m)In(n)

m,neZ?

itw(m,n) -
= Z e N aj(m)az(n)Ty(m +n)
'rn,neZ2

irtw(m,k) P
= Z e~ N aj(m)az(k — m)Tn(k)
m,keZ?

ol w(m,n) = ming — maon; provient de la commutation des 7.
De plus,

Opn(aiag) = Y ai(m)az(k —m)Ty(k)
m,kcZ?

Cela revient a montrer que araz(k) = 3°,,cz2 a1(m)az(k — m).

Or,on a :
@a(k) = > @(m)a(n)Xmin() (k)
m,nez?
= m’nzezg a(m)@(n) /1‘2 Xm+nfk(a:)d,u/(a:)
— Y @m)ak-m)
m,nez?



Ainsi,

itw(m,n)

|0pn(a1)Opn(ag) — Opy(araz)| < > e v — 1] ai(m) || az(n) |
m,neZ?
Le lemme suit alors de
iTw(m,n)
[T 1<) Swimn) |< Llim|ln]

O]

Démonstration du théoréme 2.1. Remarquons tout d’abord que la bonne définition
de Opy est assurée par le lemme 2.1.
Montrons maintenant que la quantification Weyl vérifie les quatres propriétés du
théoreme 2.1.
(i) Sia =1, d(m) = dp—(0,0), dott Opy(1) = Tn(0) = Idgn. Par ailleurs, la
C-linéarité est assurée par la C-linéarité de la transformée de Fourier.
(ii) Opn (@) = X ez2 a(m)Ty(m). Or,a@ = [r2a@(m)xmdx = a(—m), d’ott Opy(a =
Smezz a(m)Tn(—m). Or, t;™ = (t")1(i = 1,2), d'ou Ty (m)" = Ty(—m),
ce qui donne bien Opya@ = Opy(a)'.

(iii) C’est une conséquence directe du lemme 2.3 : ||Opy(a1)Opn(a2)—Opn(aiaz)| <
N (Zimezz Imlllai(m)l) (Zpezz Inlllla(n)ll) — 0

O]

Dans la suite de notre exposé Opy désignera toujours la quantification Weyl en
I’absence de précision. Ce n’est pas la seule quantification du tore possible, et plu-
sieurs résultats du mémoire peuvent étre obtenus uniquement & partir des principes
de quantification.

3 Loi de Weyl

3.1 Introduction

Nous allons montrer dans cette partie des propriétés sur la répartition des valeurs
propres de Opy(a) pour a € C®°(T?, R). La restriction aux fonctions & valeurs réelles
a notamment pour conséquence que Oppy(a) est hermitienne. Si on considére une
fonction f: R — R et M une matrice hermitienne, on peut alors définir f(M) :

Définition 3.1. Soit M € L(CV) et f une application de R dans R. Par le théo-
reme spectral, il existe des scalaires A1,..., A\ € R et des projecteurs orthogonaux
Iy, ..., Iy tels que M = \IT;. On pose alors f(M) = > f(\)IL.

Remarque. Cette construction ne s’applique pas aux endomorphismes auto-adjoints
d’espaces vectoriels de dimension infinie. Mais une telle construction n’est pas né-
cessaire dans notre mémoire : on se contente de faire tendre la dimension de notre
espace vers l'infini.

La définition 3.1 nous incite & nous demander ce que ’on peut dire de f(Opy(a))
sia € C®(T%,R) et f € C®(R,C). On est bien sur tenté de relier cette grandeur &
Opn(foa) :la proposition 3.1 établit un résultat de de type. Pour pouvoir I’établir,
montrons tout d’abord un lemme qui relie asymptotiquement les normes des valeurs
propres de Opy(a) a la norme infinie de a.
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Lemme 3.1. Soit a € C®°(T?, C).Alors limsupy_, . ||[Opy(a)| < sup, 2 |a(z)|

Remarque. Cette inégalité est vraie pour toutes les quantifications. Pour la quanti-
fication de Weyl, on a égalité, ce qui sera une conséquance de la loi de Weyl.

Démonstration. Soit M > sup,.p2|a(z)|. On a M? —a® > 0, donc il existe

b € C®(T%R) tel que M? — a> = B> En passant dans L(CY), M? —
Opn(a)Opy(a) = Opn(b)? + 7y, avec 1y — 0. Soit v € CV. Alors 0 <

N—o0
(Opn (b)?ulu) = M?||u||® — [|Opn(a)ul|* — (ryulu) Or, |(ryulu)| < [[rx|l|lul?, dot
|Opn (a)ul|? < (M2 +||ry]|)|lul?. Finalement, |[Opy(a)| < /M2 + [[rn]| qui donne
bien limsup ||Opn(a)| < M.
O

Proposition 3.1. Pour toutes fonctions a € C*°(T?, R) et f € C*(R, C), on a
Opn(foa) = f(Opn(a)) +7n(f,a) avec rn(f,a) —— 0.

Démonstration. Soit M une matrice hermitienne. || f(M)| = supycgpar) [F(A)], et
(f +9)(M) = f(M)+ g(M). D’apres le lemme 3.1, il existe une constante C' > 0
telle que pour tout N € N, ||Opn(a)|| < C et |a| < C. Soit € > 0. Par le théoréme
de Weierstrass, il existe un polynome P tel que ||[P — f||, [—c- Posons alors A =

f(Opn(a)), B= P(Opn(a)), C =Opy(Poa), D=O0pnN(foa).
— |JA — BJ| < ¢ est clair par calcul sur les valeurs propres.

— |[|B = C|| — 0 par les propriétés (i) et (iii) de la définition 2.1.
N—o00

— limsup ||C' — DJ| < e d’apres le lemme 3.1.

Par inégalité triangulaire, on a donc limsup [|[A — D|| < 2e. On conclut en faisant
tendre € vers 0. O

3.2 Loi de Weyl
Théoréme 3.1. (Loi de Weyl) Soit a € C°(T% R) et f € C*°(R, C). Alors :

7 Opn(a) = [ (Foadn

N N—)oo

Ce résultat découle de la section précédente, ainsi que de la propriété suivante
vérifiée par la quantification de Weyl :

Propriété. Pour a € COO(TQ),

(iv) 5 (Op(a)) — [ adu

sinon.

T2
Démonstration. On a en fait pour a € C°(T?) et R > 1, + tr(O N( ) = Jp2 adp+
Ou,r () En effet, 5 tr(Opy(a)) = § tr(C ez a(k) T (k )) = ¥ Lrezz a(k) tr(Ty (k) =
(x). Or,
iTmymo . o 2
tr(TN(m)I{ oo sim=0[NZ’]

C’est clair en regardant les expressions de t; et ty dans la base canonique de C.
En effet, la diagonale est nulle si mg # 0[N, et si ma = 0[N],m; # 0[N], alors la
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trace est nulle comme somme des racines de 'unité. Ainsi, pour tout R > 1, il existe
une constante C'gr > 0 telle que

1 . . immymy .
| t2(Opn(a)) —a(0,0) | =| Y ak)e ¥ < Y a(k) |
keNZ? keNZ?
k#(0,0)
< Z Cr(1+ ||k|)~®  (d’aprés le lemme 2.1)
keNZ?
1\ _R
<a(L) cn X Ikl
*2
keN

Or, > pen+2 |k|| =% converge pour R > 2 par produit de Cauchy. On obtient le
résultat voulu car

a(0,0) = /2adu
T
O

Démontrons maintenant la loi de Weyl. D’apres la propriété 3.2 et le lemme 3.1,

(7 (0P (a))) = 1 (0P (F 0 ) + ()

Jmo - foadu
ce qui conclut.

Avant d’en voir une conséquence a la section suivante, remarquons que ce résultat
est en fait valable pour n’importe quelle quantification qui vérifie la propriété (iv).
On trouve d’ailleurs parfois cette propriété comme quatriéme principe qui caractérise
une quantification. D’autre part, on peut obtenir une version légerement plus forte
de la loi de Weyl, en supposant f seulement continue.

Proposition 3.2. Soit a € C*(T% R) et f € CO(R, C). Alors :

S 0 Opv (@) = [ (7o

N N—ro00
Démonstration. Soit C' > 0 tel que ||Opn(a)|| < C et |a| < C. Soit € > 0. 1l existe
un polynéme P € C[X] tel que |P — f|(x) < e sur [—c¢, c]. Ainsi que précédemment,
posons A = % tr(f(Opn(a))), B = +tr(P(Opn(a))), C = [r2Poadu et D =
Jr2 f oadp. En se ramenant aux valeurs propres, on a ||A — B|| < e. D’aprées la loi
de Weyl C*°, on a ||B — (| feaed 0. Enfin, il est clair que |C' — D| < 2. On conclut

par inégalité triangulaire. O

Remarque. On peut reformuler la loi de Weyl avec le vocabulaire de la théorie de
la mesure. En effet, on peut considérer les mesures v, et vy sur R définies par
Va(A) = poa=t(A) et vy(A) = % 2oreSp(Opn (a)na 9(A)A ott g(A) est la multiplicité
de A comme valeur propre de Opy(a). La loi de Weyl se reformule alors simplement
en vy converge en loi vers v,.
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3.3 Interprétation
Corollaire 3.1. +#5p(Opn(a)) N[, B] — p(a™([a, B])) sauf pour un nombre

N—o00
au plus dénombrable de a, 5.

Démonstration. C’est un résultat classique de théorie de la mesure : si v converge

en loi vers vy, alors pour toute fonction f borélienne bornée de R dans R, telle

que v4(C(f)) = va(R), A}im E(f(vn)) = E(f(vq)). Le résultat est obtenu en prenant
—00

f =14 si (o, B) n'est pas point de discontinuité de g : (a, ) — va([a, B]). O

Remarque. En physique quantique, les résultats de mesure sont précisément les va-
leurs propres des observables. La loi de Weyl tisse donc un lien entre les résultats
de mesures classiques et ceux de mesures quantiques dans la limite semi-classique.
On voit que ces derniers se répartissent en suivant la pondération donnée par a : on
peut en effet définir une mesure image a,p positive sur R. La loi de Weyl se réécrit
alors ainsi : dans la limite semi-classique, la moyenne de f sur les valeurs propres de
20pn(a) est égale a la valeur moyenne de f pour la mesure image a. .

4 Quantum maps

4.1 Opérateurs d’évolution

Dans la premiére partie nous avons construit les observables quantiques, qui
correspondent aux fonctions C* sur le tore (grandeurs physiques). Dans cette par-
tie, nous allons construire un autre type d’opérateurs quantiques. Considérons une
transformation d’un systéme physique (une évolution temporelle ot une symétrie
par exemple). Classiquement, une telle transformation est représentée par une fonc-
tion du tore dans lui méme. Dans le cas d’une évolution temporelle, cette fonction
est le flot de ’équation de Hamilton (présentée en introduction). C’est un difféomor-
phisme de I’espace des phases, et lorsque ce dernier est R?", le champ hamiltonien
est a divergence nulle, et il préserve donc la mesure de Lebesgue. Ainsi la fonction qui
représente une transformation du systéme dans le monde classique est un difféomor-
phisme préservant la mesure. On peut maintenant se demander quel est 'opérateur
qui réalise la transformation dans le monde quantique. Puisque les vecteurs représen-
tant des états quantiques sont les vecteurs de norme 1, cet opérateur doit préserver
la norme hermitienne. Par des considérations qualitatives, on peut méme montrer
que 'opérateur doit conserver le module du produit scalaire entre deux vecteurs, et
donc 'opérateur d’évolution doit étre un opérateur unitaire linéaire ou anti-linéaire.
On se contentera ici de la linéarité (en physique, les transformations anti-linéaires
interviennent lorsqu’il y a renversement du temps, mais ce n’est pas notre propos
ici).

Considérons donc un difféomorphisme ¢ de T? qui préserve la mesure de Lebesgue.
On cherche & construire un opérateur unitaire Upy(¢) sur CV qui représente la
transformation dans I’espace quantique. Si v est un vecteur normé, pour a € C>°(T?),
la moyenne de a dans 1’état ¢ est donnée par (a) = (Opn(a)|t), la moyenne de ao¢
par (a o ¢) = (Opn(a o ¢)i|1)) et la moyenne de a dans 1’état apres transformation
du systeme par ¢ est donnée par

(Opn (a)Un($)¢|Un(0)1h) = (Un(6) Opn(a)Un (d)[e))
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On veut que les deux dernieres quantités coincident dans la limite semi-classique,
c’est-a-dire que :

[Un(¢)"Opn(a)Un(¢) — Opn(ac @) 20

Dans la pratique, on considére rarement une transformation seule, mais 'action
d’un groupe de transformation sur un systeme (par exemple les rotations, les trans-
lations, ou le flot du champ hamiltonien). Dans le cas du tore, on va s’intéresser aux
propriétés de 'action de SL(2,Z).

4.2 Action de SL(2,Z) sur le tore

Théoréme 4.1. On suppose que N est pair. Alors il existe une représentation
unitaire Uy de SL(2,Z) sur CV telle que pour tout f € C®(T%) et pour tout
g€ SL(2,Z) ona :

Un(9)Opn(f)Un(g)" = Opn(fog™")

Ce résultat est plus fort que celui demandé : on a une égalité et pas simplement
une propriété asymptotique. Mais ce n’est valable que pour N pair; on peut méme
démontrer que c’est faux dans le cas ou NN est impair. Par ailleurs, ce n’est pas
vrai dans le cas général avec des difféomorphismes quelconques; mais par contre le
résultat semi-classique ||[Un(#)TOpx(a)Un(¢) — Opn(a o ¢)]| fevd 0 est vérifié, ce

qui est connu sous le nom de théoreme d’Egorov. On a donc ici un cas particulier
d’exactitude dans le théoreme d’Egorov.

Démonstration. Notons p; la représentation unitaire de H(NN) décrite dans la pre-
miére partie. Le groupe SL(2,Z) agit sur H(N) par g - (m,a) = (gm,«), l'ac-
tion préservant la structure de groupe. Mais on peut aussi faire agir SL(2,Z) par
g*(m,a) = (g7 - (m,a), qui préserve également la structure de groupe, car on
compose le morphisme p; par automorphisme de SL(2, Z) qui envoie g sur (gfl)T.
Notons alors, pour tout g € SL(2,Z), o, la représentation de H(N) définie par
04(m, @) = 01(g*(m, )). C’est encore une représentation unitaire de H(N) sur CV,

i

et 'action de SL(2, Z) sur I’élément (0, 1) étant triviale, 04(0,1) = 01(0,1) = eN.

Soit g = (i 2), et montrons que g4(1,0,0)Y = ©,(0,1,0)Y = 1. On a

g * (N,0,0) = (aN,cN,0) et g * (0,N,0) = (bN,dN,0). Donc g4(1,0,0)N =

iracN2
o1(aN,cN,0) = e N = (=1)Neb. De méme 04(0,1,0)N = (=1)M*. Ainsi pour
N pair on a bien gg(l,O,O)N = 04(0,1, 0)N =1, alors que si N est impair il faut se
restreindre aux matrices telles que ac = bd = 0 [2].

Par le théoreme 1.1, g, et o1 sont donc équivalentes, et ’on dispose d’'un opérateur
d’entrelacement u, : CY — CV tel que pour tout (m,a) € H(N) on a g1(g *
(m,a)) oug = ug o p1(m, ). Notons que par lemme de Shur, u, n’est pas défini
de maniére unique mais & une constante multiplicative pres. Par ailleurs, on vérifie
aisément que si u, et wu, sont des opérateurs d’entrelacements associés a g et h
dans SL(2,Z), alors uguy, est un opérateur d’entrelacement associé a gh. Cela laisse
espérer que I’on puisse choisir les u, de sorte & obtenir une représentation de SL(2, Z)
sur CV, mais ce n’est pas évident, puisqu’il faut faire un choix de constante.
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Supposons pour le moment que 1’on puisse faire un choix d’opérateurs d’entrela-
cements qui fournissent une représentation unitaire Uy : SL(2,Z) — U(CY). Soit
f € C®(T?). On peut alors écrire

Un(9)0pn(f)Un(9)" =TUn(g) Y f(m)Tn(m) Un(g)'

Le résultat souhaité suit simplement d’un changement de variable dans I'intégrale :

gm / f gmmdw_/ f zmgmdm_/ f zmmdm

Ici, on utilise le fait que le déterminant de g est 1, que donc g préserve la mesure
de Lebesgue sur le tore. On reconnait les coefficients de Fourier de f o g~!. Ainsi on
obtient bien Un(g)Opy(f)Un(g)" = Opn(f o g~!) comme on voulait. Il nous reste
donc & montrer que ’on peut faire un bon choix pour les opérateurs d’entrelacement.

Le plus simple est de faire le calcul explicite des opérateurs via des générateurs
de SL(2,Z). En effet, SL(2,Z) est engendré par S = <(1] _01> et T = (é })
et les relations S* = 1 et (ST)3 = S? (ce n’est pas évident, on pourra en trouver
une démonstration dans [DV]). Il s’agit donc de trouver des opérateurs U(S) et
U(T') associés a S et T' qui sont unitaires et vérifient les mémes relations. U(S) est
définit par les relation U(S) Ty (m)U(S) = Tn(STm), et il suffit de le vérifier
pour m = (1,0,0) et m = (0,1,0). On obtient donc les relations U(S)~1t,U(S) =
t1 et U(S)~'t;U(S) = t5'. Ainsi, & un scalaire pres, I'opérateur recherché est la
transformée de Fourier discrete Fy.

Le cas de 'opérateur U(T") demande plus de calcul. En effet, les relations s’écrivent
U(S) 15U(S) =ty et U(S) ', U(S) = eNtyt;. Par la premiere relation, U(T) et ¢

sont codiagonalisables, et donc il existe des scalaires Ay tels que U(T )qﬁk = M\ ¢ La
z7r(2k 1)

2
deuxieme relation donne donc )\k)\,;_ll =e . On obtient A\, = \ge ¥ R . Notons
que pour NN impair, on aurait Ay = —Xp et donc on ne peut pas construire de
représentation comme cela. Montrons que 'on peut faire un choix de Ay, que 'on
note simplement A dans la suite, qui donne une représentation de SL(2,Z) sur ch.

1l s’agit de vérifier les relations U(S)* = Fa = 1 et (FNU(T))? = F3%. La premiere
égalité provient d’un simple calcul :

Frilq Ze*%”qfw( )= Z %ﬂl(ﬁkW(k) =¥(=q)

k,l

et ainsi on a bien .7-"}4\, =1.
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ir 2im(N—1)
Notons D la matrice diagonale de coefficients A, e N A, ...,e” N \. Par change-

ment de base, on a en notant U = U(T) I’égalité U = ]-"ND]-"]QI. Pour simplifier le
calcul on a les équivalences suivantes :

FNUFNUFNU = FnFy © Fy UFNUFNU =14 UFNyU = D! & DU = F5'D

Calculons maintenant les coefficients de D~ Fy D~ 1.

2im

(DilfNDil)a,B — N2 R (@45 AFaBy—2 _ N—1/2,~F(a—B)% \ 2

Par ailleurs U = FyDF &1 ce qui permet de calculer les coefficients de U :

Wap == > e A (B=)y  57°

Ainsi on a l'identité voulue si et seulement si A vérifie :

NNV e ® =
~€Z/NZ

Or l'opérateur U est inversible et donc en particulier ses coefficients sont non nuls,
ainsi la somme des e N7 est non nulle. Ainsi on peut choisir un tel A, qui sera auto-
matiquement de module 1 puisque un produit de matrices unitaires reste unitaire.
Ceci achéve la preuve du théoréme. O

Remarque. On obtient par le calcul effectué que le module de }_ c7/n7 e N7 st

N1/2 lorsque N est pair, ce qui n’est pas une évidence a priori.

Il est frustrant de devoir se restreindre au cas ou N est pair, alors que toutes les
autres constructions sont vraies pour N quelconques. Pour contourner cette diffi-
culté, il faut accepter de faire agir un groupe moins gros, précisément le groupe des
g € SL(2,Z) tels que pour tout N € N*, on a g4(N,0,0) = 04(0,N,0) = 1. Le calcul

effectué plus haut montre que G est ’ensemble des matrices de SL(2,Z)

b
d
telles que ab = c¢d = 0 [2]. De la méme maniére on obtient donc le théoréme suivant :
Théoréme 4.2. Il existe une représentation unitaire Uy de G sur CV telle que
pour tout f € C*°(T?) et pour tout g € G on a :

Un(9)Opn(f)Un(g)! = Opn(fog™)

La preuve de ce fait ne découle pas directement de la démonstration précédente
puisque 'on a utilisé des générateurs particuliers de SL(2,Z). On trouvera un ar-
gument complet dans [DEGO03]. Notons que le groupe G considéré est suffisamment
gros pour que le résultat soit intéressant. Par ailleurs, comme on le verra dans la
section suivante, il contient des éléments ergodiques. Cela permettra de faire le lien
avec la partie suivante qui étudie les propriétés d’ergodicité quantique.
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4.3 Propriétés ergodiques de ’action de SL(2,7Z)

Dans cette section on va introduire quelques éléments de théorie ergodique qui
seront utiles par la suite. La plupart des résultats sont tirés de [LC].

Définition 4.1. Un systéme dynamique mesuré est un quadruplet (X, B, u,T) ou
(X,B, 1) est un espace mesuré et T : X — X une application mesurable qui
conserve la mesure au sens suivant : pour tout A € B, u(T~1(A)) = u(A).

Dans le cas qui nous intéresse, 'espace mesuré considéré est le tore T? muni de
la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue, et on prendra comme application
T les éléments de SL(2,Z).

Si on considére un systéme dynamique mesuré (X, B, u, T'), alors pour toute fonc-
tion mesurable f: X — C on peut définir f oT et si f est nulle presque partout,
comme u(T~H(f~1(C*))) = u(f~1(C*)) = 0, f o T est nulle presque partout. Cela
permet donc en quotientant par la relation « étre égale a presque partout » de définir
foT pour f € LP(u) de maniere indépendante de la fonction choisie pour représen-
ter la classe d’équivalence. La formule de transfert donne [y foTdu = [y fdu en
utilisant I'invariance de la mesure par 7T. Dans le cas ot p = 2 on définit donc un
opérateur linéaire unitaire © sur L?(u) par ©(f) = f o T. Dans de nombreux cas,
on s’intéresse aux propriétés des moyennes de Birkhoff de la suite, c’est-a-dire des
sommes %Zz;é foTF, et aleurs propriétés asymptotiques. On a alors le résultat
suivant :

Théoréme 4.3 (Von Neumann). Soit p la projection orthogonale de L?(u) sur
I’ensemble des fonctions invariantes par T, ker(© — Id). Alors pour tout f € L?(u),
les moyennes de Birkhoff % Zz;é foT* convergent vers p(f) en norme L2.

Démonstration. Notons que puisque O est continue, ker(© — Id) est fermé et donc
la projection est bien définie. Montrons que ker(© — Id) = (im(© — Id))*, ce qui
implique (ker(© — Id))* = im(© — Id). On sait que (im(© — Id))* = ker(©* — Id),
ou ©* désigne 'opérateur adjoint de ©, et il faut donc montrer que ker(© — Id) =
ker(©* — Id). On a ||©*|| = ||©]| = 1 et donc si f € ker(© — Id) on a :
0= [ 16°(f) - s dp
X
= [1e (Edu= [ o (pdu~ [ O (Hfdut [ 177 dp
X X X X
< [AfPan— [ e)sdu= [ rorndu+ [ 142
X X X X

:/X|@(f)\2du—/X@(f)fdu_/Xf@(f)du+/x|f|zdu
—0

et donc f € ker(©* — Id). Par symétrie, on a l'inclusion réciproque.

Or si f est invariante par T, les moyennes de Birkhoff de f sont égales a f et
donc ces derniéres convergent bien en norme L? vers f = p(f). Par ailleurs si f =
O(g) —g = goT — g pour une fonction g € L?, alors :

1n—1 1n—1 1
=S foTF==3 (goTF' —goT") = —(goT" —g)
" =0 " =0 n
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et comme la norme L? de g o T™ est égale a celle de g, les moyennes de Birkhoff de
f convergent en norme L? vers 0 = p(f). Par densité, le résultat est vrai pour toute
fonction f € im(© — Id), ce qui achéve la preuve du théoréme de Von Neumann. [J

Avant de passer a 'ergodicité, on énonce sans démonstration le théoréme ergo-
dique de Birkhoff, qui concerne la convergence presque sire :

Théoréme 4.4 (Birkhoff). Soit (X, B, u,T) un systéme dynamique mesuré et f €
LY (). Alors il existe une unique fonction f* € LY(u) invariante par T telle que :

pour presque tout x € X on a X Z;é o Tk(x) I ()

1. -

2. 1 f* Ml < M1 f1pa

3. st X est de mesure finie, alors les moyennes de Birkhoff de f convergent vers
£* dans LV et done | f*llp = | fllpr et fy f*dp= [y fdu

4. st T est inversible, pour presque tout z € X on a %Zz;é foT k(z) ——

n—oo
[ (@)
On va maintenant définir la notion qui nous intéressera dans la suite :

Définition 4.2. Soit (X, B, u, T') un systéeme dynamique mesuré. Les deux proprié-
tés suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout A € B, si T71(A) = A alors u(A) =0 ou u(X\A) =0
(ii) toute fonction f: X — C invariante par T est constante presque partout

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que le systeme dynamique est ergodique.

Démonstration. Supposons (i). Soit f : X — C invariante par 7. Pour tout bo-
rélien B de C, A = f~1(B) vérifie T~!(A) = A, et donc A est de mesure nulle ou
pleine. Pour n € N on partitionne le plan complexe en carrés de c6té 27", Alors un
seul de ces carrés est de mesure pleine d’apres ce qui précéde. On construit donc une
suite décroissante de carrés C),, de coté 27". Soit a € C l'unique complexe tel que
{a} = N, C),. Alors T est presque partout égale a a.

Réciproquement si on suppose (ii), alors pour tout partie A telle que T-1(A) = A,
I'indicatrice de A est invariante par 1T', donc elle est constante presque partout, et
donc A est de mesure nulle ou pleine. O

Dans la pratique, on considere souvent des fonctions définies a un ensemble de
mesure pres (fonctions LP par exemple), et on a alors un critére d’ergodicité plus
utile :

Proposition 4.1. Soit (X, B, u,T) un systéme dynamique mesuré, tel que u(X) <
oo et T inversible. Alors le systéme est ergodique si et seulement si toute fonction
f: X — Cinvariante parT presque partout, i.e. telle que pour presque tout x € X,
foT(x)= f(x), est constante presque partout.

Démonstration. La condition énoncée est clairement suffisante puisque en particu-
lier les fonctions invariantes par 1" sont constantes presque partout. Réciproquement,
considérons une telle fonction f, on va se ramener au critére précédent en construi-
sant un fonction g invariante par T telle que f = g presque partout. Par hypothese,
il existe un ensemble F¥ C X mesurable, de mesure pleine, tel que foT = f sur F.
Supposons d’abord que T~!(E) = E ce qui implique T(E) C E et T(X\FE) C X\E.
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Alors on peut considérer la fonction ¢ définie par g = f sur E et g = 0 sur le complé-
mentaire de F. g est mesurable et presque partout égale a f. De plus si x € F, alors
T(x) € Eetdonc goT(x) = foT(x)= f(x) =g(x)etsix € X\E, T(z) € X\E et
donc goT(xz) = 0 = g(x). Donc si le systéme est ergodique, g est constante presque
partout, et donc f est constante presque partout.

Il reste donc & construire un tel ensemble E. Posons F' = {z € X, foT(z) = f(x)}.
F' est un ensemble mesurable de mesure pleine. On pose alors E = N,ezT"(F'). On
aFE C Fdonc foT = fsur E,et T"YE) = Npez T H(T™(F)) = NpezT" 1 (F)=F
(ici on utilise le fait que T est inversible). Enfin, F est une intersection dénombrable
d’ensembles de mesure pleine, et comme la mesure de X est finie, on en déduit que
FE est encore de mesure pleine, ce qui conclut la preuve. ]

Dans les conditions du théoréme précédent, puisque les indicatrices d’ensembles
mesurables sont dans LP(u), on a encore une derniére caractérisation de I'ergodicité :

Proposition 4.2. Soit (X, B, u, T) un systéme dynamique mesuré, tel que pu(X) <
oo et T est inversible. Alors le systéme est ergodique si et seulement si toute fonction
f € LP(u) invariante par T est constante.

Qualitativement, si un systéme est ergodique, pour presque tout point z € X,
la suite des points T*z recouvre uniformément X . L’hypothése d’ergodicité est tres
importante en physique statistique, puisqu’elle permet de dire que la moyenne spa-
tiale d’une quantité est égale a sa moyenne temporelle. L’énoncé précis de ce fait est
le suivant :

Proposition 4.3. Soit (X, B, u,T) un systéme dynamique ergodique, et f € L*(p).
Alors pour presque tout x € X,

ln—l N 1
nkz:%fOT(fU)mu(X)/deu

avec la convention que la moyenne de f est nulle si pu(X) = oo.

Démonstration. Considérons la fonction f* invariante par T fournie par le théoréme
de Birkhoff. Puisque T est ergdique, f* est constante. Si X est de mesure infinie,
alors f* = 0 puisque la seule fonction constante de L'(u) est la fonction nulle. Si X
est de mesure finie, on a [y f*du = [y fdu et donc f* = ﬁ Ix fdp. O

On a un résultat analogue pour les fonctions de L?(p) :

Proposition 4.4. Soit (X, B, u,T) un systéme dynamique ergodique, et f € L*(p).
Alors la somme %Zz;éf o Tk converge en norme L? vers la moyenne de f. En
particulier elle tend vers 0 si u(X) = oo.

Démonstration. D’apres le théoreme de Von Neumann, les moyennes de Birkhoff de
f convergent en norme L? vers la projection de f sur Iensemble des fonctions de
L?(p) invariantes par T. Comme le systéme est ergodique, la limite est donc une
fonction presque partout constante, disons égale a a. Si u(X) = oo, alors la seule
fonction constante de L?(u) est la fonction nulle et donc les sommes convergent vers
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0. Si X est de mesure finie, alors L?(y) C L'(p) et la convergence L? implique la
convergence L'. En particulier on a :

1n—1
d:/— ode—>/ad:Xa
/Xfu XnkZ:%f st [ ade = p(X)
ce qui donne bien le résultat voulu. ]

Maintenant que les éléments de base de théorie ergodique sont posés, on va pouvoir
passer & la caractérisation des éléments A € SL(2,Z) dont I’action sur le tore est
ergodique.

Proposition 4.5. Soit A € SL(2, Z). Alors laction de A sur T? est ergodique si et
seulement si aucune de valeurs propres complexes de A n’est une racine de 'unité.

On a donc un critere simple a utiliser en pratique.

Démonstration. Considérons une fonction f € L?(u) et décomposons la dans la
base hilbertienne des fonctions e*® : f(z) = 3" ce™®®. Alors on obtient fo A(z) =
3 etk (Az) — Eckei(ATk)'m. f est invariante par A si et seulement si pour tout
kc Z?on a cyry, = .

Supposons qu’aucune des valeurs propres de A (qui sont les valeurs propres de
AT) n’est une racine de I'unité, et que f est invariante par A. Pour tout n € N*,
(AT)™ — Id est inversible et donc si k est non nul, les (A7)"k sont deux & deux
distincts. Or 3 |cx|? < oo et donc ¢ = 0 pour k non nul. Ainsi f est constante.

Si I'une des valeurs propres de A est une racine de 'unité, en particulier il existe
un entier n non nul tel que (AT)” — Id n’est pas un isomorphisme de C2. Son
déterminant sur C est donc nul, et comme le déterminant est un invariant de corps,
(AT)™ — Id n’est pas un isomorphisme de Q2. Ainsi il existe un élément k € Q? tel
que (AT)"k = k et quitte & multiplier par un bon entier, on peut choisir k dans
Z2. Alors la fonction f(x) = Z?;& eUATY T ost une fonction L2 non constante et
invariante par A. O

Remarque. En particulier, si tr(A) > 2, alors A est ergodique sur le tore. En effet
A est trigonalisable sur C, et en notant A et p ses valeurs propres comptées avec
multiplicité, on a Ay = 1. L’une d’entre elle est de module strictement supérieur a 1
par la condition tr(A) > 2 et I'inégalité triangulaire, et donc l'autre est de module
strictement inférieur & 1. Aucune n’est une racine de 'unité donc par la proposition,
laction de A sur T? est ergodique.

5 Ergodicité quantique

5.1 Mesures semi-classiques

Les résultats que 'on va énoncer dans cette partie concernent ce que ’on peut
interpréter comme la localisation des états quantiques dans ’espace des phases clas-
sique, toujours dans la limite semi-classique. Considérons un état quantique ¢ € ch.
On peut définir une distribution v sur T? en posant :

Va € C*(T?), v(a) = (Opn(a)i|)
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On vérifie facilement que c’est une forme linéaire continue sur C>(T?). Une telle
distribution est appelée distribution microlocale. En général, ce n’est pas une mesure
de probabilité sur T?, et donc v ne peut pas s’interpréter de maniére simple comme
une répartition du systéme dans l’espace des phases (on aurait par exemple pu
espérer que la distribution v représente la densité de probabilité de présence du
systéme dans l’espace des phases). Néanmoins, on peut définir une loi de probabilité
pour les fonctions dépendant d’une seule variable. En effet si a est une fonction C*
ne dépendant que de la variable x1, périodique, on peut écrire :

v(a) = (Opn(a)plv) = > a(m){In(m)yly) = Y a(m){t'yv]y)

meZ>? meZ

ou a(m) désignent les coefficients de Fourier en tant que fonction d’une seule variable.
iTmgq
|2

Or (H|) = Xye % [th(q)
via)= Y Yame @l = Y ()R

4E€Z/NZ m q€Z/NZ

et donc on obtient :

Ainsi on peut interpréter |1(¢)|?> comme la probabilité de trouver I'état en position
eSF L état 1 décrit donc la répartition spatiale (i.e. en terme de position) du
systeme. Ce résultat est a lier a 'interprétation consensuelle de la fonction d’onde
¥ décrivant 'état d’un systéme lorsque l'espace des phases est R® x R? (particule
ponctuelle) : |¢(x)|?dx décrit la densité de probabilité de présence de la particule

au point x.

Les propriétés des distributions microlocales pour un état v fixé sont tres difficiles
a décrire. En général on considére des suites d’états ¢ (souvent, les états sont des
modes propres d’observables ou d’opérateurs d’évolutions), avec ¢ € CY, et la suite
de distributions microlocales (vy) associée. On peut étudier le comportement des
distributions dans la limite semi-classique N — oo. On dit alors qu’une distribution
v est une mesure semi-classique associée a la suite d’états ¥y s’il existe une suite
extraite (Ng)y telle que pour tout a € C>°(T?), vy, (a) = v(a) (on reconnait

la notion de convergence au sens des distributions, convergence qui est associée a
la topologie produit). La section suivante s’intéresse au théoreme de Shnirelmann,
qui stipule que lorsque la suite ¥y est une suite d’états propres d’un opérateur
d’évolution qui est classiquement ergodique, dans la plupart des cas elle converge
vers la mesure uniforme sur le tore.

5.2 Le théoréme de Shnirelmann

Théoréme 5.1 (Schnirelmann). Soit ¢ un élément ergodique de G, et considérons
pour tout N une base propre (d)JN) de Un(p). Alors il existe une suite d’ensembles
E(N) c{1,...,N} telle que :

) #EWDN)
(0 552!

(ii) pour toute suite (jn) telle que jn € E(N), pour toute fonction f € C®(T?),
on a :

o (PN = [, F
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Démonstration. Pour f € C®(T?) on pose Vary(f) = + > (OpN (f)vj]v5)]2

Quitte a translater f, on peut supposer que f est de moyenne nulle. Montrons que

Varn(f) e 0. En utilisant le fait que (¢;) est une base de Uy () puis le théoreme
— 00

d’Egorov exact, on a :

(Opn ()ilbs) = (Opn (f)Un ()51 Un (0)15)
= (Un () Opn () Un (9)t5145)
= (Opn (f o @)Wjleby)

Ainsi pour tout entier k on a (Opy(f)w;]1;) = (Opn(f o ©*);]1p;). En posant
F, = %Zkf o¢* ona (Opn (f)¥5105) = (Opn(Fi)jltbs) et il vient donc :

Vary(f) = 5 S HOpx(1)316)/°
;
_ ;f%: (O (Fi)w;|) 2
< ]1[%: 0D~ (Fi )|
— %Z(OPN(Fk)TOPN(Fk)ijﬂ
;
Par ailleurs Opy (F})'Opn (Fi,) = Opn (| Fi|*) + O(N~1) ce qui donne :

Varn(f) = 5 Y (Opx (1Fi?)lus) + O )
J

1 _
=+ tr(Opn(IF[*)) + O(N )
et donc limsup Varn(f) < [p2 |Fx|* du d’apres propriété (iv), et ainsi le théoréme
de Von Neumann permet de conclure que Vary(f) e 0.
—00

On pose alors ay = Vary(f) et on considére les ensembles :

E(N) = {j € {1,.., N}, {Opn (£)vil) | < ay*}

Il est évident que pour toute suite 1}, telle que jx € E(N), (Opn(f)w;]14) e 0.
—00

Pour montrer que la suite d’ensembles E(NV) est de densité 1, on applique l'inégalité
de Markov. On munit ’ensemble {1, ..., N} de la probabilité uniforme et on considere
la variable aléatoire X définie par X (j) = [(Opn(f)tj];)|*. Alors la probabilité que
X soit plus grand que a%z est plus petite que ay/ ajlf = a%z qui tend vers 0, et
donc la suite E(N) est bien de densité 1. Ainsi, si f est une fonction donnée, on
peut construire une suite d’ensembles E(NV) vérifiant les propriétés demandées. Le
probléme a ce stade est que la suite E(N) n’est a priori pas indépendante de la

fonction f.
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Pour résoudre ce probléme, on numérote Z? = {my,, k € N} et on considére pour
tout entier k la suite des ensembles Ej,(N) construits & partir des fonctions €™+ qui
forment une base hilbertienne de C* (Tz). Supposons tout d’abord que I'on dispose
d’une suite d’ensembles F(N) vérifiant les propriétés demandées indépendamment
de k. Alors la suite E(N) vérifie les propriétés demandées pour toute fonction f :

~

en effet dans ce cas, (Opn(f)Vjy|Vin) = Yom f(M)(Tn(m); ¥, ) et pour m non
nul, (Tn(m)v;,|vy) e 0. Comme la série des coeflicients de Fourier converge
— 00

absolument, on peut intervertir sommation et passage a la limite ce qui donne :
(Opy(Nibin i) 2 FO) = [ fan
—00 T

Pour construire une telle suite E(N), on dispose donc des suites Fy(N) pour
tout entier k. On peut de plus, quitte a faire des intersections finies qui conservent
la densité 1 des suites, supposer que l'on a les inclusions Ei1(N) C Eg(N). On
construit ensuite une suite (Ng)r comme suit : Ng = 0, et si Ng < N1 < ... < Ni_1
sont construits, on choisit un entier N > Nj_q tel que pour tout N > N on ait
%(N) > 1 —27F (ce qui est possible car la suite est de densité 1). On pose alors
E(N) = Ei(N) si Ny < N < Ng41. 1l est clair par construction que la suite E(N)
est de densité 1. De plus si jy € E(N) pour tout entier N, alors pour tout entier
k, & partir d’un certain rang jy € Ey(N) et donc (Tn (mi) iy [1)y) feavd 00,my,» C€

qui acheve la démonstration du théoreme de Shnirelmann. ]

Ergodicité quantique unique Le théoréme de Shnirelmann montre ainsi que,
dans la limite semi-classique, presque tous les les états propres de la transformation
ergodique ¢ tendent a étre répartis uniformément sur le tore. C’est un résultat tres
général : premierement, il ne dépend pas de la quantification choisie puisqu’elles
coincident dans la limite semi-classique. Ensuite, ce résultat est valable sur d’autres
espaces que le tore, par exemple lorsque ’espace des phases considéré est une variété
riemannienne et le difféomorphisme considéré le flot géodésique lorsque ce dernier
est ergodique, ce qui est toujours le cas lorsque la courbure est négative [Non09].
On peut aussi alors se poser la question de l'existence de suites d’états propres
(¥)n) qui auraient des mesures semi-classiques associées différentes de la mesure de
Lebesgue. La fait qu’il n’existe pas de telles suites est une propriété appelée ergodicité
quantique unique. On connailt des contre-exemples a I'ergodicité quantique unique
[FNDBO03], mais en se restreignant a certains types d’états propres, on peu démontrer
sa validité [KR99]. On la conjecture aussi vraie lorsque ’espace des phases est une
variété de courbure négative et la transformation considérée le flot géodésique [RS94].

5.3 Autres résultats de localisation de modes propres

On rassemble dans cette partie deux résultats liés a la localisation des états
propres d’observables, qui montre que le résultat d’équirépartition du théoreme de
Shnirelmann n’est pas valable pour n’importe quel type d’états propres.

Proposition 5.1. Soient f € C®(T?), et (Yn) une famille de vecteurs normés
tels que Opn(f)in = 0. Alors si g € C®(T?) est nulle au voisinage de f~1(0),
10PN (9)n ]| = O(N).
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En d’autres termes plus qualitatifs, si (¢y) est une suite d’états propres pour
une observable f associés a la valeur propre 0, le support des distributions associées
se concentre autour de f~!(0). En particulier, si v est une mesure semi-classique
associée a la suite, son support est contenu dans f~1(0).

Démonstration. Par hypothese, f ne s’annule pas sur le support de g qui est compact
(c’est un fermé du tore qui est compact), et donc |f| admet un minimum sur le
support de g. Ainsi il existe € > 0 tel que si | f(z)| < € alors g(x) = 0.

Considérons une fonction xy € C*°(R), telle que x(t) = 1sit > e et x(t) =0
X

si t < 5. On pose alors, pour tout x € T2, h(z) = (f(gf))‘)

!
€
2

. La fonction h ainsi
définie est de classe C* et s’annule lorsque |f(zx)| < Par ailleurs elle vérifie
f(x)h(x) = x(|f(x)]) = 1 lorsque |f(x)| > €, et donc en particulier sur le support
de g. Nous avons donc pour tout € T? lidentité g(x)h(x)f(x) = g(x). Par
construction des observables quantiques on a donc :

Opn(9)Opn(h)Opn(f) = Opn(9) + 7N

avec |[ry]| = O(N~!) quand N tend vers l'infini. En appliquant cette égalité au
vecteur ¢y il vient donc 0 = Opn(9)¥n +rnYn et done |[Opy ()] = |IrvYn]] =
O(NY). O

En fait, le controle asymptotique de ||Opn(g)¥n|| est beaucoup plus fort que
cela :

Proposition 5.2. Dans les mémes hypothéses que précédemment, on a :
VA€ Ry, ||Opn(g)dn| =O(N"4)

On notera dans la suite ||[Opy(g)Yn] = O(N—)

Démonstration. On aura besoin de revenir a la construction des observables quan-
tiques en affinant le résultat concernant le produit d’observables :

Lemme 5.1. Soient a,b € C®°(T?). Alors Opy(a)Opn(b) = Opy(ab) + ry(a,b) et
le reste est de la forme

K
n(a,b) = " Opw (&%) + Rvxc(ab)
k=1

avec Ry x(a,b) = O(N~E=1) et les pj, € C°(T?) sont des fonctions dont le support
est contenu dans l’intersection des supports de a et de b.

Démonstration. Fixons un entier K. Alors il existe une constante C' > 0 telle que :

zeR, e —kz_%) X

| < ClaffH

En effet, cette inégalité est valable au voisinage de 0 par le développement de ’expo-
nentielle a 'ordre K, disons sur [—¢, ]. Par ailleurs le membre de gauche est dominé
par \x|K en 'infini, donc quitte a modifier la constante C, I'inégalité est aussi valable
pour |z| > A avec A assez grand. Enfin I'inégalité est vraie sur tout R par compacité
de [-A, —¢] U, A].
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On prend alors nos fonctions a et b et on écrit (voir le lemme 2.3) :

Opn (a)Op (b) — Opar(ab) = 3 (e ¥ — 1)a(p)b(q) T (p + q)
pP,q

—ZZ o kaQ) a(p)b(q)Tn(p+ q)

P‘Ik: 1

+ Z NK+1 w(p,q) M a(p)b(q)Tn(p + q)

ou les C'(p,q) sont des constantes sans intérét mais uniformément bornées par la
constante C' > 0 fournie par la remarque précédente. Par ailleurs l'inégalité de
Cauchy-Schwarz donne |w(p,q)| < ||p|lllg]l et donc les coefficients de la forme
w(p, q)kii(p)g(q) sont & décroissance rapide. Ainsi on peut faire toutes les inter-
versions et les regroupements souhaités dans les sommes infinies manipulées. Par
ailleurs les coefficients d(m) = 3>, ., w(p, q)*a(p)b(q) sont & décroissance rapide
par rapport & m, ce qui donne :

Z (p7 ) ()5< TN b,.q Z Z )g() (m)

b,q m p+q=m

=Y d(m)T,

(m)e'™® ce qui définit une fonction de classe C*

On pose alors py(x) = “4
sur T2 De la méme maniére, les coefficients c¢(m) = > p.q C(0, q)w(p, q)a(p)b(q)
sont a décroissance rapide par rapport a m, et donc p(x) = >, c¢(m)e™?* définit
une fonction C* sur T2. Donc Opy(p) est un opérateur borné indépendamment de
N. En posant Ry = N~5~1Opy(p) on a bien :

2

K
OpN(a)OpN(b) OpN ab OpN Z L +RNK

avec pp € C°(T?) et | Ry k|| = O(N~K~1). Tl reste encore & montrer que le support
des pj est contenu dans l'intersection de ceux de a et b. La preuve de ce fait repose
sur le calcul suivant :

-y Y i gfambigem

m p+q m
=Y Y Cinfepa)apha)e ™
m p+q=m
(4ir) WZ Y- @im)*w(p, )Fa(p)b(g)e™®
m p+qg=m

De plus le facteur (2im)**w(p, q)F s’écrit comme une somme de monémes de la
forme (2im)2*pk1ph2¢l2l2 avec Iy + 1y = k1 + ka = k. Or on a un lien entre dérivation
d’une fonction et multiplication des coeflicients de Fourier par des monomes de cette
forme, et donc la fonction pg s’écrit comme somme et différence de termes de la forme
oF10F2q - 9"19"2b (3 une constante multiplicative prés). Le fait que ces termes sont
tous nuls en-dehors de l'intersection des supports de a et b acheéve la preuve du

lemme. O
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Montrons que I’on peut contrdler la vitesse de décroissance en O(N~2). En posant
e = hf on a d’apreés le lemme précédent Opy(h)Opn(f) = Opn(e+ £) + O(N~2)
et le support de p est contenu dans celui de h. On peut donc définir [ = f puisque
p est nulle au voisinage de f~1(0). Toujours par le lemme précédent on obtient :

Opn(h+N7'1)Opn(f) = Opn(e+ N (p+1f))+O(N~?) = Opn(e) + O(N?)

En multipliant par Opy(g) a gauche dans 1’égalité il vient donc Opn(g)Opn(h +
N=)Opn(f) = Opn(g+ N71p') + O(N~2) et le support de p’ est contenu dans
celui de g, et donc en particulier p’ est nulle au voisinage du support de f, ce qui
permet d’appliquer ce que 'on a déja fait précédemment :

0 = Opn(9)¥n + N~'0pn(p)on + O(N~2) = Opn(g)en + O(N~2)

car on sait que ||Opy(p')¥n|| = O(N~1). on obtient donc |Opn(g)in| = O(N~2).
Pour montrer que ||Opy(g)¥n| = O(N~M) pour tout M € N*, on procede par
récurrence en généralisant ce procédé. O

Nous avons donc obtenu un résultat assez intuitif sur la localisation des modes
propres d’observables dans la limite semi-classique, qui permet aussi de contraindre le
support des mesures semi-classiques associées & une suite d’états. Malheureusement,
les hypotheses de la proposition 5.1 sont dans la pratique rarement vérifiées : méme
si une fonction a prend la valeur A en un certain point, il n’y a aucune raison a priori
qu’une des observables Opy(a) ait pour valeur propre A, et il est donc encore moins
probable que 'on dispose d’une telle suite de modes propres. Par contre, la loi de
Weyl assure que si a prend la valeur A, alors il existe une suite Ay de valeurs propres
de Opn(a) qui converge vers A. En fait de fagon remarquable le résultat démontré
reste valable :

Proposition 5.3. Soient a < b deux réels, f € COO(T2) et Y une suite de vecteurs
normés tels que Opn(f)n = vty avec Ay € [a,b]. Soit g € C(T?) nulle au
voisinage de f~1([a,b]). Alors |Opn(g)¥n]|| = O(N—>).

En particulier si Ay converge vers A et que I'on suppose qu’il existe € > 0 tel
que g est nulle sur f~1(JA — &, A + ¢[), alors on a encore ||Opy(9)Yn|| = O(N~>).

La encore, on aura besoin de revenir & la construction des observables quantiques.
On va passer par le lemme suivant :

Lemme 5.2. Soient (ay) et (b,) des familles de fonctions de C*(T?%), ot \ et p sont
des paramétres prenant leurs valeurs dans des compacts L et M. On suppose que les
ay etb, ainsi que toutes leurs dérivées dépendent continument des paramétres. Alors
Opn(ax)Opn(bu) — Opn(arby) = rn(ax,by) et |[ra(ax,by)|| < % ot la constante C
est indépendante de A et .

Démonstration. D’apres le lemme 2.3, on a 'inégalité suivante :

1O~ (ax)Opn (by) = Opn (axby) % ( > Imlllax(m ) (Z Inll}[B,(r )

meZ? neZz?
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Or par la relation entre dérivation des fonctions et multiplication des coefficients de
Fourier par des facteurs 2immy on a :

— m 5h2
Y lmlllaxm)l < > L‘Qlla%ag-ax(m)ll

2
mezZ? mcZ? (1 + Hm” )

|||
< Z W”a%a%'a,\”oo
m

Or l'application (), ) € L x T? — 0703 - a)(x) est continue sur le compact L x T?
donc elle est bornée. Ainsi la somme ), . 2 ||m]|[|ax(m)]| est majorée indépendam-
ment de A. Il en va de méme pour -, o HnHHE(n)H ce qui conclut la preuve du
lemme. O

On peut donc passer a la preuve de la derniére proposition.

Démonstration. 11 existe par compacité un ¢ > 0 tel que si f(x) € [a — ,b + €]
alors g(x) = 0. On reprend la fonction x de la preuve précédente et on pose, pour

A € [a,b], hy = w Alors sur le support de g on a (f — A)hy = 1 et donc

g(f = Nhy = g sur T2 Les fonctions f — ) et hy ainsi que toutes leurs dérivées sont
continues en (A, x) et on peut appliquer le lemme précédent. Il vient donc :

Opn (9)Opn (hay)OpN(f — An) = Opn(g) + 7N

ott |[rn|| < §. En appliquant cette égalité aux vecteurs ¥y on obtient |Opy (g)¥n| =
O(N~1!). Ensuite, pour obtenir |[Opy(g)¥n| = O(N=) pour tout M > 0, il faut
montrer que la formule du lemme 5.1 est valable de maniére uniforme si I’on considere
des familles de fonctions qui dépendent de maniére continue de parameétres prenant
leurs valeurs dans des compacts. On ne le fera pas ici, mais la démonstration reprend
des techniques que l'on a déja employées. O
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