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� Introduction

��� Motivations

Les probabilit�es libres interviennent dans l��etude des matrices al�eatoires de grandes tailles �sous certaines
conditions on d�emontre qu�une famille de matrices al�eatoires est asymptotiquement libre�� Elles interviennent
aussi pour l��etude du groupe fondamental de L�F� � �on d�e�nira cette notation dans la suite��

��� Di��erents types d�alg�ebres

D�e�nition ��� On appelle ��alg	ebre ou alg	ebre involutive une alg	ebre A sur C munie d�une involution not�ee
x �� x� telle que 


�x� y�� � x� � y�

��x�� � �x�

�xy�� � y�x�

D�e�nition ��� On dit qu�une ��alg	ebre est une C��alg	ebre si elle est munie d�une norme d�alg	ebre de Banach
telle que jjxx�jj � jjxjj��

D�e�nition ��� Soit A une C��alg	ebre unitaire� soit � un morphisme d�espace vectoriel conservant l�involution
de A dans C � on dit que � est un �etat si ���� � � et si pour tout x de A ��xx�� � ��

D�e�nition ��� On dit qu�une C��alg	ebre est une W ��alg	ebre si elle est isomorphe 	a une sous�C��alg	ebre d�un
B�H� ferm�ee pour la topologie faible�

Par la suite on travaillera toujours avec des alg	ebres unitaires� En particulier quand on parlera
d�alg	ebre engendr�ee il s�agira toujours d�alg	ebre unitaire engendr�ee�

Pour plus de d�etails sur la th�eorie de ces alg	ebres� on pourra se r�ef�erer 	a ����

��� Espaces de probabilit�e non commutatifs

D�e�nition ��
 Un espace de probabilit�e non commutatif est une alg	ebre unitaire A sur C munie d�une forme
lin�eaire � 
 A� C telle que ���� � ��

D�e�nition ��� Un espace de probabilit�e non commutatif �A��� est appel�e un C��espace de probabilit�e si A
est une C��alg	ebre et � un �etat�

D�e�nition ��� Un C��espace de probabilit�e non commutatif �A��� est appel�e un W ��espace de probabilit�e si
A est une W ��alg	ebre et si � est un �etat ultra�faiblement continu ��

�� cf� ���

�



��	 Variables al�eatoires dans un espace de probabilit�e non commutatif

D�e�nition �� Si �A��� est un espace de probabilit�e non commutatif alors on appelle variable al�eatoire tout
�el�ement f de A� La distribution de f est la forme lin�eaire �f sur C �X � d�e�nie par 


�f 
 P �� ��P �f��

Remarque ��� L�analogie avec les probabilit�es classiques est �evidente dans la mesure o	u la loi d�une variable
al�eatoire X est d�e�nie par la donn�ee de E�F �X�� pour toute fonction continue F � Cependant on ne peut d�e�nir
F �f� si F n�est pas un polyn�ome dans le cas non commutatif� sauf dans des cas particuliers comme celui des
C��espaces de probabilit�e� Le terme non commutatif venant du fait que les alg	ebres consid�er�ees ne sont en
g�en�eral pas commutatives�

Remarque ��� Dans le cas d�un C��espace de probabilit�e� prenons f dans A tel que f � f� alors le spectre
de f est r�eel et born�e donc compact� notons le K� On va alors montrer qu�il existe une mesure d�f sur K telle
que 


��P �f�� �

Z
K

P �t�d�f �t� �P � C �X �

On voit donc que
�
�C���a� b�� C �� jj�jj� �� �

�
est un exemple canonique de C��espace de probabilit�e non com�

mutatif�

��
 Libert�e

D�e�nition ��� Soit �A��� un espace de probabilit�e non commutatif� Soient �Ai�i�I des sous�alg	ebres unitaires
de A� elles sont dites libres si ��a� � � � an� � � si aj � Aij � ker��� et i� �� i� �� 	 	 	 �� in �cela signi�era que deux
indices cons�ecutifs sont distincts��

Remarque ��� Si �Ai�i�I est libre et engendre A alors � est enti	erement d�e�nie par ses restrictions aux Ai�

�On peut le voir dans la mesure o	u a � b� ��a�� o	u ��b� � �� on notera
�
a l��el�ement b�

Remarque ��� Soit �Ai�i�I une famille de sous�alg	ebres unitaires d�une alg	ebre� Si on se donne des d�ecompo�

sitions en somme directe Ai � C � �
�
Ai� la famille des

�
Ai engendre la m�eme alg	ebre que la famille des Ai�

On d�emontre d�autres �enonc�es techniques sur les probabilit�es libres �cf� �����

D�e�nition ���� Soit �A��� un espace de probabilit�e non commutatif et soit �ai�i�I une famille d��el�ements de
A� on dit qu�elle est libre �resp� ��libre� si les alg	ebres unitaires �resp� les ��alg	ebres� engendr�ees sont libres�

� Produits libres

La notion de probabilit�e libre est intimement li�ee 	a la notion de produit libre� qui permet de construire des
familles libres de loi donn�ee� C�est donc l�analogue du produit tensoriel des mesures pour la notion d�ind�epen�
dance�

��� Groupes

D�e�nition ��� Soit �Gi�i�I une famille de groupes� on appelle produit libre de cette famille et on note �i�IGi

l�unique groupe G �	a isomorphisme pr	es� muni de morphismes �i 
 Gi � G qui v�eri�e 
 quelque soit le groupe N
et les morphismes �i 
 Gi � N � il existe un unique morphisme � 
 G� N �not�e �i�I�i� tel que le diagramme
suivant commute 


Gi G

N

�i

�

�i

�



En e�et si ce groupe existe il est unique �	a isomorphisme pr	es� comme �el�ement universel pour la cat�egorie
des groupes� Et on en a une repr�esentation 


G � fgi� � � � gin j n � N n f�g � gij � Gijg n feg 
 f�g
muni de la multiplication par concat�enation�

��� Alg�ebres unitaires

On d�e�nit de la m�eme mani	ere le produit libre d�alg	ebres unitaires 
 �i�IAi �qui est aussi un �el�ement fon�
damental pour la cat�egorie des alg	ebres unitaires munies des morphismes unitaires�� Il peut �etre vu comme
l�alg	ebre engendr�ee par l�ensemble des mots dont l�alphabet est compos�e des �el�ements des Ai et munie de la
multiplication par concat�enation et de la simpli�cation 


a� � � � aj����a
���
j � �a

���
j �aj�� � � � an � �a� � � � aj��a

���
j aj�� � � � an � �a� � � � aj��a

���
j aj�� � � � an

et le � est commun 	a tous les Ai�
Par ailleurs on voit sans di�cult�e que si Ai � C ��Vi en tant qu�espace vectoriel alors �i�IAi est isomorphe

en tant qu�espace vectoriel 	a 


C � C � �
M
n��

�
� M

i� ��i� �������in
Vi�  	 	 	  Vin

�
A

��� Espaces de Hilbert

On regarde 	a pr�esent la cat�egorie C des espaces de Hilbert munis d�un �el�ement de norme � particularis�e
�not�e �H� 	�� munis des morphismes d�espaces vectoriels T 
 H� � H� tel que jjT jj � � et T	� � 	�� On a alors
T �	� � 	� �en e�et h	�� T �	�i � � et si jjxjj � � alors hx� T �	�i � � donc jjT �	�jj � � et on a bien T �	� � 	���

D�e�nition ��� Soit �Hi� 	i�i�I une famille d�objets de C� leur produit libre not�e �i�IHi est �H� 	� donn�e par 


H � C 	 �
M
n��

�
� M

i� ��i� �������in

�
Hi�  	 	 	 

�
Hin

�
A

o	u
�
Hi� Hi � C 	i � Ici les sommes sont prises orthogonales et on a compl�et�e pour avoir un Hilbert�

D�e�nition ��� �Espace de Fock� Soit H un espace de Hilbert� On appelle espace de Fock 


T �H� � C � �
M
n��

H	n

L	a encore les sommes sont orthogonales et on compl	ete� Dans ce cadre � est dit vecteur vide�

On remarque que
�T �Li�I Hi�� �

�
� �i�I�T �Hi�� ���

��	 C��alg�ebres unitaires

Comme pour les alg	ebres unitaires on peut d�e�nir le produit libre dans la cat�egorie des C��alg	ebres unitaires
munies des morphismes d�alg	ebres unitaires qui commutent avec l�involution comme �el�ement fondamental de
cette cat�egorie �en fait c�est la C��alg	ebre enveloppante du produit libre d�alg	ebres unitaires��

��
 Repr�esentations et �etats

D�e�nition ��� ��Etat produit libre� Soit �Ai�i�I une famille de C��alg	ebres et �i des �etats sur les Ai� On
peut alors construire les repr�esentations GNS associ�ees 
i 
 Ai � B�H� 	i� telle que �i�a� � h
i�a�	i� 	ii� On
peut alors construire une repr�esentation 
 � �i�I
i du produit libre A � �i�IAi sur �H� 	� � �i�I�Hi� 	i�� On
d�e�nit l��etat produit libre par ��a� � h
�a�	� 	i�
Proposition ��� Les Ai sont libres dans ��i�IAi� ���

On a donc d�ej	a un premier exemple de famille libre� Par ailleurs l��etat produit libre ainsi d�e�ni est le seul
�etat qui donne une famille libre�

On peut de la m�eme mani	ere donner un sens aux produits libres d�alg	ebres de von Neumann

�



� Analyse harmonique libre

��� Convolution libre additive

D�e�nition ��� Soit x� et x� des variables al�eatoires libres dans un espace de probabilit�e non commutatif �A���
de distribution �x� et �x� � On s�int�eresse 	a la distribution �x��x� � On la notera �x� � �x� �

Remarque ��� On peut bien �ecrire �x� � �x� car cette distribution ne d�epend que de �x� et de �x� � En e�et
si l�on se donne un autre espace de probabilit�e non commutatif �B��� et deux �el�ements libres a et b dans B qui
ont pour distribution �x� et de �x� � alors la distribution de a � b est la m�eme que celle de x� � x� d�apr	es la
remarque ����

Remarque ��� � est donc commutative�

Exemple � Si �� et �� sont deux mesures 	a support compact sur R alors on peut les voir comme distributions
de variables al�eatoires libres autoadjointes et consid�erer �� � �� qui sera encore une mesure 	a support compact
comme distribution d�une variable autoadjointe� �Il su�t de prendre le produit libre des deux espaces de fonctions
C� munis des mesures sur les compacts supports et dans lesquels l�Id a les bonnes distributions��

D�e�nition ��� On note � l�ensemble des formes lin�eaires de C �X � unitaires �i�e qui envoient � sur ���

On verra par la suite que toute forme lin�eaire sur C �X � unitaire peut��etre vu comme la distribution d�une
variable al�eatoire et qu�il existe des polyn�omes universels Pn tels que 


�� � ���X
n� � Pn����X�� � � � � ���X

n�� ���X�� � � � � ���X
n��

Il est cependant tr	es di�cile de calculer explicitement �� � �� et cela n�a bien souvent aucun sens� en
particulier dans le cas o	u l�on a deux mesures� On veut alors un r�esultat sous forme de mesure et non comme
forme lin�eaire explicite sur C �X �� Pour ce faire on va introduire la R�transform�ee�

��� R�transform�ee

����� Op�erateurs de cr�eation

On va travailler ici dans des ��alg	ebres concr	etes 
 ce sont des alg	ebres d�op�erateurs sur des espaces de Fock
ou sur des espaces de Fock alg�ebriques�

D�e�nition ��� Soit H un espace de Hilbert� alors son espace de Fock alg�ebrique est d�e�ni comme son espace
de Fock sauf que l�on ne compl	ete pas les sommes� On le notera Tal�H�� Mais on garde les H	n �i�e� les produits
tensoriels compl�et�es��

D�e�nition ��� Soit H un espace de Hilbert et x � H un �el�ement de norme �� On d�e�nit l�op�erateur de cr�eation
	a gauche associ�e 	a e� comme 


lx 
 T �H� � T �H�

� �� x

k�  	 	 	  kn �� x k�  	 	 	  kn

lx � B�T �H�� et jjlxjj � �� Si on a une famille de vecteurs �ei�i�I � on notera li l�op�erateur de cr�eation 	a gauche
associ�e au vecteur ei�

On peut calculer l�adjoint de lx 


l�x��� � �

l�x�k� � hk� xi�
l�x�k�  	 	 	  kn� � hk�� xik�  	 	 	  kn

Remarque ��� On a l�e lf � he� fi Id�

Remarque ��� Il nous arrivera de faire agir lx sur Tal�H�� dans ce cas on notera encore l�x l�op�erateur d�e�ni
comme pr�ec�edemment�

�



D�e�nition ��
 Soit H un espace de Hilbert de dimension N et de base orthonorm�ee �e�� � � � � en�� On consid	ere

En� l���alg	ebre des op�erateurs agissant sur Tal�H� de la forme 
X
� � p � P

� � q

X
i�� � � � � ip
j�� � � � � jq
� f�� � � � � ng

ci������ip�j������jq li� � � � lip l
�
j�
� � � l�jq

munie de l�application lin�eaire �n qui associe 	a un tel op�erateur le nombre c
�


D�e�nition ��� On notera � l��el�ement � dans T �H� et on l�appellera vecteur vide�

Remarque ��
 On a aussi �n�T � � hT �����i�

Proposition ��� Les deux variables al�eatoires de E� suivantes sont libres 


T� � l� �

�X
k��

�k���l
�
��

k

T� � l� �

�X
k��

k���l
�
��

k

����� Une repr�esentation de �����

Proposition ��� Quelque soit � � �� il existe une unique variable al�eatoire dans En de la forme l��
P�

n�� �n�l
�
��

k

qui a pour distribution ��

D�e�nition ��� �R�transform�ee au sens de Voiculescu� Voiculescu appelle alors la s�erie

�X
n��

�nz
n

la R�transform�ee de �� On la notera plut�ot ici R��transform�ee�

Cependant �m�eme si les polyn�omes Ln sont connus�� cette d�e�nition n�est pas pratique car il est assez di�cile
de calculer R�� On voit cependant imm�ediatement que la fonction � �� R� est un morphisme de groupe de
����� dans �En���� On privil�egiera alors l�approche de Haagerup�

��� R�transform�ee � l�approche de Haagerup

Haagerup a une d�emarche l�eg	erement di��erente de celle de Voiculescu 
 il d�e�nit la R�transform�ee 	a partir
de s�eries explicites sur la distribution 	a consid�erer�

On se place dans une ��alg	ebre A munie d�une application lin�eaire � de A dans C telle que ���� � � et on
se donne une variable al�eatoire a dans A et on consid	ere sa distribution �a�

Remarque ��� On est amen�e 	a travaill�e dans l�ensemble des s�eries symboliques C ��z��z�� �� qui est un groupe
s�il est muni de la composition� Quand on parlera d�inverse ce sera toujours au sens de la composition�

D�e�nition �� Pour a �x�e on d�e�nit la s�erie symbolique 


G��� �
�X
n��

��n���a�X
n�

L�inverse de G a alors un sens et est de la forme 


G���z� �
�

z
�

�X
n��

�nz
n�

et la R�transform�ee est d�e�nie par 


R�a�z� � G���z�� �

z

�



Remarque ��� Le choix de G n�est pas fortuit 
 elle appara��t comme une extension de la transform�ee de Cauchy�
En e�et si la distribution consid�er�ee est une mesure � 	a support compact alors 


G��� �

Z
R

d��t�

�� t

et dans le cas g�en�eral d�une alg	ebre de Banach� on a 


G��� � ���� � a���� �j�j � jjajj

Remarque �� Pour le th�eor	eme qui suit on consid	ere des op�erateurs sur T �H� de la forme a � li � f�li�
� o	u

f est un polyn�ome� L��etat sur un B�T �H�� est T �� hT�j�i� La distribution de a dans B�T �H�� est la m�eme
que dans En �pour n � i�� De plus les r�esultats de libert�e sont conserv�es�

Th�eor	eme ��� �� Soit f un polyn�ome et soit

a � l� � f�l���

R�a �z� � f�z�� z � C �
�� Si f et g sont deux polyn�omes et

a � l� � f�l���
b � l� � f�l���

alors a et b sont libres
�� et

R�a �R�b � R�a�b

Th�eor	eme ��� Les assertions du th�eor	eme ��� restent vraies si on remplace f par n�importe quelle s�erie formelleP�
k�� �kz

k et g par
P�

k�� kz
k �o	u �k et k � C ��

On obtient aussi l�identit�e entre R��transform�ee et R�transform�ee�

Corollaire ��� Soit a et b deux variables al�eatoires libres dans un espace de probabilit�e non commutative 


Ra�b � Ra �Rb

Corollaire ��� R est un isomorphisme du groupe ����� dans le groupe des s�eries formelles�

��	 Du bon usage de la R�transform�ee

Le calcul de la R�transform�ee appara��t donc comme un moyen simple d�obtenir ����� sous forme de mesure
quand �� et �� sont des mesures �ou bien quand l�on s�attend 	a trouver une mesure�� Le proc�ed�e est le suivant 


� Calculer la transform�ee de Cauchy�

� Inverser les s�eries qu�on a trouv�ees�

� Les sommer�

� Les inverser 	a nouveau�

� Calculer la transform�ee de Cauchy inverse

��
 Th�eor�eme de la limite centrale libre

Il existe un analogue du th�eor	eme de la limite centrale dans le cadre des probabilit�es libres c�est le r�esultat
�enonc�e 	a la �n de ce paragraphe�

D�e�nition ��� �Loi du demi�cercle� On appelle loi du demi�cercle centr�ee en a et de rayon r � � la distri�
bution d�e�nie par 


�a�r�P � �
�


r�

Z a�r

a�r
P �t�

p
r� � �t� a��dt

 



Ces lois jouent un r�ole �equivalent 	a celui des gaussiennes dans le cas des probabilit�es classiques�

Remarque ��� On voit imm�ediatement que �a�r � �b�s � �a�b�
p
r��s�

Th�eor	eme ��� �Repr�esentation de la loi du demi�cercle� La variable al�eatoire a � l� � l�� a pour distri�
bution la mesure d� � ��
�����t�dt o	u � est la fonction 	a support dans ���� �� d�e�nie par ��t� �

p
�� t��

D�emonstration 
 Comme a est autoadjoint on sait que sa distribution est une mesure 	a support compact sur R�

On a R�z� � z donc G��� � ��p	���
� � L�inversion de la transform�ee de Cauchy nous dit alors que � a pour

densit�e 


lim
y���

� �



�G�x� iy� � ��
�����x�

D�e�nition ���� On dit qu�une suite ��n� de distributions converge !en distribution" vers � si 


�P � C �X �� �n�P � �
n�� ��P �

Th�eor	eme ��� �Th�eor	eme de la limite centrale� Soit �A��� un espace de probabilit�e non commutatif et
soit �aj�j�N� une suite de variables al�eatoires libres dans A telles que 


� �i� ��aj� � � �j � ��

� �ii� supj�� j��akj �j �� �k � ��

� �iii� limn�� �
n

Pn

j�� ��a
�
j � �

r�

	 � ��

Alors si sn � �p
n
�a� � 	 	 	� an� alors la suite �sn�n converge en loi vers la loi du demi�cercle ���r�

�� Convolution libre multiplicative

Le m�eme genre de raisonnement peut �etre fait pour l��etude de la distribution du produit ab de deux �el�ements�
On obtient alors l�existence de ce que l�on appelle la S�transform�ee qui est multiplicative� On note la loi de ab 

�a � �b�

� Lois in�niment divisibles

De m�eme qu�en th�eorie classique des probabilit�es il existe des mesures in�niment divisibles� il existe des
mesures in�niment divisibles pour la loi � et la loi �� On sait les caract�eriser dans certains cas par une propri�et�e
analogue 	a celle de la formule de L�evy�Khinchine pour la transform�ee de Laplace�

Th�eor	eme ��� � Une mesure � �MR est ��in�niment divisible si et seulement si sa R�transform�ee admet
un prolongement analytique au voisinage de �C n R� 
 f�g tel que �R�z� � � si �z � ��

� Soit R une fonction analytique au voisinage de �C n R� 
 f�g telle que R�z� � R�z� et �R�z� � � si
�z � �� Alors R est la R�transform�ee d�une mesure ��in�niment divisible � �MR�

� Soit � �MR qui est ��in�niment divisible et soit R� sa R�transform�ee� Alors 


R��z� � ��

Z
R

z

�� tz
d��t� �z � �C n R� 
 f�g

o	u � et la mesure positive � se trouvent comme suit 
 Soit f�tjt � �g � MR tel que R�t �z� � tR��z��
Alors 


� � lim
���

�

�

Z
R

td���t�

et � est la limite faible�� de la suite 
 �
�
t�d���

Ce th�eor	eme ce montre essentiellement en �etudiant les propri�et�es d�analycit�e de laR�transform�ee� Par ailleurs
on a le m�eme genre de th�eor	eme pour la convolution � sur le cercle unit�e de C ou sur R� �

#



� Matrices al�eatoires et libert�e asymptotique

D�e�nition 
�� Soit ����� �� un espace de probabilit�e� on note L �
T

��p�� Lp ���� L�ensemble des matrices
al�eatoires de taille n� n sera alors

�Mn� �n� � �L Mn�C �� E  �n�

o	u �n est la trace normalis�ee 
 �
n
Tr�

D�e�nition 
�� �Libert�e asymptotique�

Soit �T
�n�
i �i�I une suite de familles de variables al�eatoires chacune dans �An� �n�� On dit que la suite des

distributions jointes ��
�T

�n�
i

�i�I
�n�N converge vers � si 


�
�T

�n�
i

�i�I
�P � �

n�� ��P � �P � C hXi ji � Ii

D�e�nition 
�� Soit I �
S
j�J Ij une partition de I � Une suite de familles �T

�n�
i ji � Ij�j�J d�ensembles de

variables al�eatoires est dite asymptotiquement libre quand n tend vers l�in�ni si elle poss	ede une distribution
limite � et si �Xiji � Ij�j�J est libre dans �C hXi ji � Ii� ���

Le principal th�eor	eme qu�a montr�e Voiculescu sur les matrices al�eatoires de ce type est le suivant 


Th�eor	eme 
�� �Matrices sym�etriques 	a coe�cients complexes gaussiens�

� Soit
Y �s� n� �

X
��i�j�n

a�i� j�n� s�e�i� j�n� � Mn

pour s � N et telles que a�i� j�n� s� � a�i� j�n� s� et 


f�a�i� j�n� s� j � � i � j � n� s � Ng 
 f�a�i� j�n� s� j � � i � j � n� s � Ng
est une famille de variables al�eatoires ind�ependantes� Et plus pr�ecis�ement 
 si i �� j �a�i� j�n� s� et
�a�i� j�n� s� suivent la loi N ��� �

�n � et les a�i� i�n� s� suivent la loi N ��� �
n
��

� Soit �D�t� n��t�N � $n o	u $n � �  Mn�C � est l�alg	ebre des matrices diagonales de tailles n � n

dont les coe�cients sont des constantes� Supposons que �D�t� n��t�N aie une distribution limite et que
supn jjD�t� n�jj �� pour tous les t� Alors la famille 


�fD�t� n�jt � Ng� fY ��� n�g� fY ��� n�g� � � �
est asymptotiquement libre et la distribution limite de chaque Y �i� n� est une loi du demi�cercle �����

Les matrices al�eatoires jouent un grand r�ole dans la th�eorie des probabilit�es libres et plus particuli	erement
dans leurs applications 	a la th�eorie des sous�facteurs du groupe libre 	a une in�nit�e de g�en�erateurs�

D�e�nition 
�� Si G est un groupe au plus d�enombrable� l��G� est un espace de Hilbert de base orthonormale
f�g j g � Gg� On peut alors consid�erer ��G� l�ensemble des translations 	a gauche agissant sur l��G� 
 �g��h� � �gh�
Alors ��G� � B�l��G��� On appellera L�G� � ���G�� l�alg	ebre de von Neumann engendr�ee par ��G��

D�e�nition 
�
 On appelle F� le groupe libre 	a une in�nit�e �d�enombrable� de g�en�erateurs l�ensemble des
�el�ements � de R� n f�g tels qu�il existe e � F� B�l��F� �� de trace � tel que 


e�F� B�l��F� ��e � F�

On peut notamment d�emontrer le th�eor	eme suivant d�u 	a Radulescu 


Th�eor	eme 
�� Le groupe fondamental de F�N � est R�� �

Toute cette th�eorie s�appuie essentiellement sur la proposition suivante 


Proposition 
�� Soit �A� �� et �B��� deux C��alg	ebres �resp� W ��alg	ebres� dont les repr�esentations GNS sont
�d	eles et telles qu�on poss	ede �fi�i�I une famille g�en�eratrice de A et �gi�i�I une famille g�en�eratrice de B qui
ont la m�eme ��distribution� Alors il existe un isomorphisme de C��alg	ebres �resp� W ��alg	ebres� � de A dans B
tel que � � � � � et �i � I ��fi� � gi�

%



Cette proposition dit qu�il su�t d��etudier un exemple de variable al�eatoire qui a la distribution � pour en
d�eduire un ensemble de propri�et�es �pas uniquement li�ees 	a la distribution comme l�inversibilit�e� la positivit�e����
de toute variable al�eatoire qui a pour distribution � et qui est dans une C��alg	ebre�

� Une autre d�emonstration pour laR	transform�ee et la S	transform�ee

�� Pr�eliminaires

Lemme ��� Soit M une s�erie formelle non commutative 	a m variables et P un polyn�ome non commutatif 	a m
variables� Alors l�op�erateur

a � M�l�� � � � � � l
�
m� � P �l�� � � � � lm�

est bien d�e�ni de Tal�H� dans lui�m�eme� Il en est de m�eme de

b � P �l�� � � � � lm�M�l�� � � � � � l
�
m�

D�emonstration 
 Dans les deux expressions pr�ec�edentes� les s�eries in�nies mises en jeu sont bien d�e�nies comme
on les fait agir sur des tenseurs de longueur �nie donc les termes de la s�eries sont nulles au bout d�un certain
rang� On peut donc dire que c�est les limites des s�eries tronqu�ees pour la topologie faible associ�ee 	a la topologie
discr	ete sur Tal�H��

D�e�nition ��� On note ici M l�ensemble des s�eries de Laurent formelles� i�e� des 


�X
k��n

�kz
k

C�est un corps pour le � et le � usuels�

D�e�nition ��� Pour tout �el�ement m � M� on notera ��m� sa valuation� En particulier ���� ���

Le recours 	a la notation sous forme de s�erie n�implique en rien qu�on d�e�nit z comme �el�ement de C 
 c�est la
convention usuelle�

On sera amen�e 	a travailler dans les M�espaces vectoriels Vm d�e�nis par 


Vm �

������	
�����


�X
n��

X
i�� � � � � in

� f�� � � � �mg

mi������in�z�ei�  	 	 	  ein j lim
n�� ��mi������in� ��

�������
�����

muni de la topologie m�etrique associ�ee 	a la distance suivante 


d�x� y� � exp����x � y��

o	u ��x� est la plus petite valuation des coe�cients de x�
On a une autre repr�esentation de Vm 


Vm � f
�X

k��N
zkxk j N � N� xk � Tal�H�g

et alors si x �
P�

k��N zkxk� ��x� est le plus petit k tel que xk soit non nul �et c�est � si x � ���

Lemme ��� Vm est complet quelque soit m � N�

D�emonstration 
 Soit �yn� une suite de Cauchy dans Vm� On utilise la repr�esentation de Vm que l�on vient de
donner pour dire que le coe�cient de zk est constant au bout d�un certain rang et on note cette constante xk
�en e�et donnons nous un rang n tel que ��xn � xn�p� � k� � � pour tout p � N alors le coe�cient de zk reste
constant 	a partir du rang n pour tout k � k��� De m�eme la valuation est elle aussi constante 	a partir d�un
certain rang et vaut N � Notons 


y �

�X
k��N

zkxk � Vm

&



alors la suite �yn� converge vers y�

Lemme ��� Soit T lin�eaire de Tal�H� dans lui�m�eme� on peut la prolonger en une application lin�eaire continue
de Vm dans lui�m�eme �qu�on appellera toujours T ��

D�emonstration 
 Il su�t de poser 


T �

�X
�N

zkxk� �

�X
�N

zkT �xk�

et comme cette application augmente la valuation� elle est ��lipschitzienne�

Lemme ��� Soit T M�lin�eaire et continu sur Vm� alors il existe une unique famille d�op�erateurs �Tk� qui
stabilisent Tal�H� tels que 


T �

�X
k��M

zkTk

�la somme �etant prise au sens de la convergence faible��

Lemme ��
 R�eciproquement� tout op�erateur de la forme pr�ec�edente est bien d�e�ni �i�e� la somme converge
bien pour la topologie forte��

D�emonstration du lemme  �� 
 il su�t de consid�erer les applications Tk d�e�nie comme prolongements 	a Vm des
applications 'kTj Tal�H� �ou 'k est la fonction d�e�nie de Vm dans Tal�H� par

P�
k��N zkxk �� xk��

On remarque qu�alors Tk est nulle pour k assez petit� En e�et 
 supposons que l�on aie des k � Z aussi petit
que l�on veut tels que Tk �� � et choisissons �xk�k�Z� � �Tal�H��N tel que la suite �Tk�xk��k�Z� ne soit pas pas

presque nulle et telle que �
Pl

n�� T�n�x�n��l�N ne soit jamais nulle 	a partir d�un certain rang �ce qui est bien
possible puisque les Tk�xk� ne sont pas tous nuls et que l�on peut multiplier chaque xk par un scalaire non nul��
Alors si l�on pose pour p � N 


yp �

pX
n��

znx�n � Vm

On obtient que �yp� est une suite de Cauchy �donc convergente� mais que 


T �yp� �

pX
n��

znT �x�n�

n�est pas de Cauchy puisque si p �� q et Tp�xp� �� � et Tq�xq� �� � alors ��T �yp��T �yq�� � � �pourvu que p et q
soient assez grands�� Or on a suppos�e que T �etait continue donc ce n�est pas possible� On a donc bien d�emontr�e
le lemme  �� 


T �

�X
k��M

zkTk

et l�unicit�e est donn�ee par l�application de T aux �el�ements de la forme ei�  	 	 	  ein �

D�emonstration du lemme  �� 
 Prenons 


x �

�X
n��N

znxn

et appliquons lui 


Ul�x� �

lX
k��M

zkTk�x� � yl

alors �yl� est de Cauchy puisque pour p � � et l � �


yl�p � yl �

l�pX
k�l��

zkTk�x�

et donc 

��yl�p � yl� � ��x� � �l � �� �

l��
�

��



Donc T est bien d�e�nie comme limite des Ul dans la topologie faible� Et par ailleurs il est continu �et m�eme
exp��M��lipschitzien�� Le fait que la topologie m�etrique soit plus �ne que la topologie forte est alors �evident�

On peut alors munir L�Vm� de la distance 


d�T� S� � exp����T � U��

o	u ��T � est la valuation de T �i�e� le plus petit k tel que Tk soit non nuls si T �� � et � sinon�� On se place
dor�enavant dans cette topologie qui est plus �ne que la topologie faible�

Proposition ��� L�Vm� munie de cette topologie m�etrique est complet�

D�emonstration 
 Soit Un une suite de Cauchy de L�Vm� alors on peut �ecrire 


Un �

�X
k��Mn

zkT
�n�
k

et pour k �x�e� la suite T
�n�
k est constante et vaut un certain Tk 	a partir d�un certain rang 
 il su�t de prendre

un rang n tel que ��Un�p �Un� � k��� On remarque que Mn est lui aussi constant 	a partir d�un certain rang
et vaut M � Et alors on pose 


U �

�X
k��M

zkTk

U est bien limite des Un�

Proposition ��� Soit �Sk�k��M une suite d�op�erateurs de valuation minor�ee agissant sur Vm alors l�op�erateur 


T �

�X
k��M

zkSk

est bien d�e�ni �i�e� il y a bien convergence pour la topologie m�etrique��

D�emonstration 
 posons L � minf��Sk� j k � �Mg et 


Ul �

lX
k��M

zkSk

alors ��Ul�p � Ul� � l� L donc la suite des Ul est de Cauchy et donc converge vers T qui est alors bien d�e�ni�

D�e�nition ��� On sera amen�e 	a travailler dans les espaces de probabilit�e non commutatif Lm des op�erateurs
sur les Vm munis des formes lin�eaires �m�T � � 
m�T�� o	u � est le vecteur vide �i�e� �� et 



m 


�X
n��

X
i�� � � � � in

� f�� � � � �mg

mi������in�z�ei�  	 	 	  ein �� m


Lemme ��� Dans L�� si on se donne M�� � � � �Mn des s�eries formelles non commutatives en deux variables
alors 


�� �M��l
�
� � l

�
���l� � l�� � � �Mn�l

�
�� l

�
���l� � l��� � ���M��l

�
� � l

�
��l� � � �Mn�l

�
� � l

�
��l��

D�emonstration 
 on le montre par r�ecurrence sur n�
Premier cas 
 n � � est �evident �� des deux c�ot�es�� Passage de n 	a n� � 
 �Ecrivons 
 M��X�Y � � B��X�Y �X �

C��X�Y �Y � a� alors 


M�l�� � l
�
���l� � l�� � a��l� � l�� �B��l

�
� � l

�
�� � C��l

�
� � l

�
��

M�l�� � l
�
��l� � a�l� �B��l

�
� � l

�
�� � C��l

�
� � l

�
��

Or comme comme �l� � l��M��l
�
� � l

�
���l� � l�� � � �Mn�l

�
� � l

�
���l� � l��� appartient 	a x�  Tal�H��x�  Tal�H� et

l�M��l
�
� � l

�
��l� � � �Mn�l

�
� � l

�
��l�� appartient 	a x�  Tal�H�� on aboutit en utilisant l�hypoth	ese de r�ecurrence�

Proposition ��� Les distributions de l� � l� � f�l��� � g�l��� et de l� � f�l��� � g�l��� �o	u f et g sont des s�eries
formelles� sont identiques�

C�est une cons�equence imm�ediate du lemme pr�ec�edent�

��



�� D�emonstration alg�ebrique de l�additivit�e de la R�transform�ee

On se place dans le M�espace vectoriel 


V� �

� �X
n��

mn�z�e
	n
� j lim

n�� ��mn� ��
�

On notera 


�z �

�X
n��

zne	n�

� � e	�
� � �

Et on notera 



� 

�X
n��

mn�z�e
	n
� �� m� �M

On travaillera d�esormais dans l�espace de probabilit�e non commutatif des op�erateurs sur V� muni de la forme
lin�eaire 


� 
 T �� 
��T��

On notera l� la translation vers la droite l�� la translation vers la gauche �i�e� on reprend la d�e�nition donn�ee
pr�ec�edemment��

On s�int�eresse aux op�erateurs de la forme 


a � l� � f�l���

o	u f est une s�erie formelle �i�e� il n�y a que des mon�omes analytiques�� Et on note �a sa distribution� Il ag��t
bien sur V� d�apr	es le lemme  ��

Proposition ��� Soit T � �
z
� zf�z�� a� alors T est inversible�

En e�et� il su�t de montrer que l�op�erateur 


U �

�X
p��

zp�a� f�z��p

est bien d�e�ni� Mais c�est bien le cas gr�ace 	a la proposition  ���

Proposition ��
 La R�transform�ee de a est f �

Si on reprend formellement la d�emonstration de Haagerup on trouve que 


a�z �

�
�

z
� f�z�

�
�z � �

z
�

et donc �nalement en inversant et en appliquant �� on trouve 


�

���
�

z
� f�z�

�
� a

���
�

� z

Il ne reste plus qu�	a voir que 

���z � a���� � G�z�

mais cela est impossible de fa(con directe �i�e� en utilisant la d�e�nition de G que donne Voiculescu� puisque l�on
devrait trouver un �el�ement qui est dans C ��z��z�� �� nM �si �a n�est pas presque nulle� alors qu�a priori on ne
veut travailler que dans M� Pour cela on va montrer que la s�erie formelle G

�
�
z

�
convient� i�e� 


�

��
�

z
� a

���
�

� G

�
�

z

�

��



Mais cela est �evident 
 �
�

z
� a

���

� z��� az��� � z

�X
n��

znan

est bien d�e�ni d�apr	es la proposition  �� et 



�

�
z

�X
n��

znan�

�
�

�X
n��

zn���a�X
n� � G

�
�

z

�

On a donc bien le r�esultat �enonc�e dans la proposition pr�ec�edente�
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