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Introduction

La question du transport optimal est un probléme d’optimisation sous contrainte
qui a été soulevé pour la premiére fois par MONGE en 1781. La théorie a connu de
nombreux développements au cours du 20iéme siécle. Aujourd’hui, on lui découvre des
applications nouvelles en informatique. Nous allons étudier en particulier son apport en
traitement de I'image et en apprentissage supervisé.

La premiére partie introduit le cadre théorique du transport optimal. Dans les deux
parties qui suivent, on développe les outils de calcul qui lui sont liés, a savoir la pro-
grammation linéaire et un algorithme de régularisation entropique.

On présente comment ces outils permettent de calculer le barycentre d'une famille
d’'images selon une métrique associée au transport optimal, pertinente pour certains
problémes informatiques.

Enfin on s’intéresse a une application en apprentissage supervisé de cette théorie.
Si on se donne un graphe et sur certains de ces sommets une distribution de probabi-
lité, la théorie du transport optimal permet d’affecter aux sommets vides une mesure
de probabilité. Ce procédé d’affectation particulier permet de préserver une certaine
cohérence que 1’on expliquera.



Conventions et notations

Si X est un espace munie d’une topologie connue, CP(X) désigne 'espace des
fonctions continues bornées sur X

Si X et Y sont deux ensembles et si a et b sont des applications & valeurs réelles
définies respectivement sur X et Y, alors pour (z,y) € X X Y,a @ b(z,y) =
a(z) + b(y).

Si X est un espace mesurables, M (X) désigne 'espace des mesures positives sur
X.

Si X et Y sont deux espaces mesurés et si v sont des mesures définies respecti-
vemetn sur X et Y, I1(u, v) désigne 'ensemble des mesures sur X x Y dont les
mesures marginales sont respectivement p et v.

Si n,m sont des entiers non nuls, M, ,,(€2) désigne l'espace vectoriel des matrices
a n lignes et m colonnes et a coefficients dans €.

e Pour M une matrice, on note M? sa transposée.
e On note R’} ensemble des vecteurs de R™ a coefficients strictement positifs.
e On note M, ,,(R;) et M, ,,,(R; ) ensemble des matrices a coefficients respective-

ment positifs strictement positifs.

On note D,,(R) ensemble des matrices diagonales de taille n a valeurs dans R
(idem pour Ry.).

Siu € R", diag(u) est la matrice diagonale de taille n ou diag(u);; = w; pour tout
i€ [1,n].

oc=(1,-, 1)
e Si E est un espace vectoriel, on note E* son dual et (.|.) le produit de dualité,

que l'on confond avec le produit scalaire canonique dans les espaces vectoriels de
dimension finie.
||z|| désigne la norme infinie d’un vecteur x.
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Chapitre 1

Outils de Transport Optimal

L’objet de cette section est d’introduire le cadre théorique pour I’étude menée par la
suite. On y présente le probléme du transport optimal sous ses deux formes historiques :
le probléme de MONGE et le probléme de KANTOROVITCH, et on démontre I’existence
de solutions a ces problémes. On présente la distance de Wasserstein sur les espaces de
mesures finies. On démontre enfin un résultat important de dualité dans le cadre du
transport optimal, qui généralise la dualité utilisée en programmation linéaire.

1.1 Problémes de MONGE et KANTOROVITCH

On considére dans cette section deux espaces probabilisés (X, u) et (Y,v). On se
donne également une fonction ¢ : X x Y — R appelée fonction de coiit. Physique-
ment, le probléme du transport optimal consiste & déterminer comment transporter
de la "‘masse"’ située sur X suivant la répartition u vers ’espace Y, de telles sortes
qu’apres le transport, la masse ait la répartition v, et ceci avec un coiit de transport
minimal. Le colt de transport d’une unité de masse située en x € X vers y € Y est
donné par ¢(z,y). Le probléme a été posé historiquement de deux maniéres différentes.

Dans un premier temps, on cherche une relation déterministe entre la répartition
initiale de la masse et sa répartition finale. On entend donc envoyer toute la masse
située en x € X en un unique y € Y. Le probléme ainsi posé est le suivant :

Probléme de MONGE : Déterminer T réalisant :

inf c(x, T(x))pu(dx
o /X< (2))u(dz)

polT 1l =v

Les T vérifiant o T~ = v sont appelés plans de transport. Néanmoins, le probléme
ainsi posé n’admet pas, a priori, de solution. En effet, il faut s’assurer qu’il existe des
plans de transport, ce qui est faux en général : il suffit de p soit une masse de Dirac



et v une mesure atomique dont le support est de cardinal au moins 2 pour que de tels
plans de transports n’existent pas. Ceci conduit & une autre formulation, distincte, du
probléme du transport optimal :

Probléme de KANTOROVITCH : Déterminer v une mesure sur X X Y réalisant :

inf / cdry
v € M(p,v) Jxxy

On dit alors que les v sont des plans de transport. La différence avec le probléme de
MONGE est la suivante : les plans de transports considérés ne sont plus ici nécessaire-
ment déterministes, il se peut que la moitié de la masse située en un x € X soit envoyée
sur y; € Y et 'autre moitié vers y, € Y. En outre, il existe naturellement des plans de
transport puisque p ® v en est un. Dans la suite, on travaillera donc de préférence dans
le cadre posé par le probléme de KANTOROVITCH.

Existence de solutions au probléme de KANTOROVITCH

Théoréme 1. Soit X et Y deux espaces métriques compacts. Soit p et v des mesures
de probabilité respectivement sur (X, B(X)) et (Y,B(Y)). Soit c: X XY — R continue.
Alors le probléeme de KANTOROVITCH admet des solutions.

Démonstration. On a déja vu qu’il existe des plans de transport. Soit (v, )nen € (g, )Y
telle que [, cdy, tende vers Vinfimum. E = (C° (X x Y,R);||.||,,) est un espace de
Banach, donc d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu, la boule unité de son dual est
faible-* compacte. Or, l'intégration contre une mesure de probabilité v, est une forme
linéaire continue dans cette boule unité. Il existe donc, aprés extraction, ¢ une forme
linéaire sur F telle que pour toute fonction f € E :

[ i = ot6)

Or, par le théoréme de représentation de Riesz, on peut écrire ¢ comme 'intégration
contre une certaine mesure v sur X X Y. On a donc v, — 7y étroitement. Reste a vérifier
que les mesures marginales de 7 sont bien p et v, ce qui est évident en intégrant une
fonction continue sur X x Y ne dépendant pas de la variable y € Y puis en passant a

la limite, et en procédant de méme pour une fonction de dépendant pas de la variable
r e X. O

1.2 Formulation Duale du probléme de KANTOROVITCH

Les applications que nous verrons dans le suite de la théorie du transport optimal
concernent le transport entre mesures atomiques. Dans ce cadre les résultats de dua-
lité s’énoncent naturellement en terme de Lagrangien (Cf. cours de modélisation de



B. Maury [6]). On se place ici dans la situation suivante : on se donne deux espaces
compacts X et Y, ainsi que des mesures p et v respectivement sur X et Y. Nous dé-
veloppons ici les résultats de dualité, que nous utiliserons dans le cadre restreint des
mesures atomiques a support fini. Soit v une mesure positive sur X x Y. Alors :

0sivyeluv
sup {/ad,ujL/de—/ a@bdy}: v (M )
(a,b)eCR(X)xC)(Y) L/ X Y XxY +00 sinon

En effet, si v € II(u,v), alors en intégrant sur chaque tranche pour un couple de
fonctions mesurables (a,b) quelconque, on a 1’égalité voulue. Autrement, on peut sup-
poser, quitte & considérer les cas symétrique, qu’il existe A C X mesurables tel que
Y(A xY) > p(A). On considére maintenant une fonction a = A\14 et b = 0. On peut
approcher cette fonction, en norme infinie, par une fonction continue. En faisant tendre
A — +00 et € = 0, on obtient 1’égalité dans le second cas.

On peut donc écrire :

min / cdy = inf / cdy+ sup {/ad,u%—/bdl/—/ a@bdv]
vell(pv) Jxxy VEML(XXY) Jx <y (a,p)eC?(X)xCO(v) L/ x Y XxY

= inf sup {/adu%—/bdu%—/ (c—a@b)dv]
VEM(XXY) (g h)ecd(x)xc0(v) L/ x Y XxY

A ce stade du calcul, on souhaite justifier qu’il est licite d’inverser les opérateurs
sup et inf dans I’expression ci-dessus. En effet, le cas échant, on aurait :

min / cdy = sup inf {/adu—l—/bdu—l—/ (c—a@b)d'y}
Vell(pw) Jx xy (a,b)€CO (X)xCO (V) YEMH(XXY) [ J x % XxY

= sup [/adu+/bdu+ inf / (c—a@b)dv}
(a,b)eCd(X)xc(Y) LI X )% YEML(XXY) Jxxy

Or si 'on impose désormais v € M, (X x Y) au lieu de v € II(y, v), alors, pour a

et b fixées :
Osta®b<c
inf / (c—a@b)dfy:{ -
VEML(XXY) Jxuy —00 sinon

Théoréme 2 (dualité de KANTOROVITCH). Sous les hypothéses du théoréme précédent,
et si on suppose en outre que ¢ > 0 et qu’il existe (a,b) € CP(X)xCAY) tel que ¢ > a®b.

La recherche de
sup / a dp + / b dv
{(@b)ecy(X)xC)(V)|adb<c} /X Y

est appelée appélée probleme dual de KANTOROVITCH. On a :

min / cdy= sup /adu+/bdu
YEl(wv) J x <y {(@becd(X)xc(Y)|awb<c} 7/ X Y



Remarque 1. On peut démontrer que sous les hypothéses ci-dessus le probleme dual
admet un couple de fonction maximisantes, appelées potentiels de KANTOROVITCH.
Nous verrons dans la derniére partie une esquisse de la preuve.

1.3 Démonstration du théoréme de dualité

Dans le calcul précédent, nous avons vu que le point essentiel de la preuve est
la justification d’une inversion borne supérieure/ borne inférieure, autrement dit la
possibilité d’appliquer un théoréme du type minimax. Replacons ce probléme dans le
cadre de I'optimisation convexe et posons :

M (X xY) x (C(X) x C( Y)) —
(v, (a,b)) n—>/ad,u—|—/bd1/—|—/ (c—a®b) dy

On reconnait en £ un Lagrangien. On observe également que £ est affine en chacune
de ses variables, donc a fortiori convexe par rapport a I'une et concave par rapport a
I’autre. Le théoréme de SION énonce que sous une hypothése de compacité de 'un des
deux espaces de départ et de régularité de £, une telle inversion d’opérateurs borne
supérieure/borne inférieure est possible, autrement dit que le Lagrangien £ dispose
bien d’un point-selle. La non-compacité des espaces de départ pour £ rend impossible
une application du théoréme se SION et il semble impossible d’adapter les calculs qui
précédent, par exemple en restreignant les espaces de départ pour les rendre compacts,
tout en conservant I’équivalence avec le probléme dual. Nous allons donc proposer une
preuve différente de I'inversion borne supérieure/borne inférieure.

L

La transformée de LEGENDRE-FENCHEL fournit I'existence d’une point selle pour
les Lagrangiens convexes/concaves. C’est ’approche proposée dans [2].

Définition 1 (Transformée de LEGENDRE-FENCHEL). Soit E un espace vectoriel normé,
et f une fonctionnelle convere sur E & valeurs dans R U {+o0}. La transformée de
LEGENDRE-FENCHEL f* de f est définie sur E* par :

f*(u) = sup [(ulz) — f(z)]

zeE
On vérifie facilement que f* est convexe.

Théoréme 3 (Dualité de FENCHEL-ROCKAFELLAR). Soit E un espace vectoriel normeé,
et f et g deuz fonctionnelles converes sur E a valeurs dans R U {+oc0}. On suppose
qu’il existe vy € E tel que :

f(xg) < 400

g(xp) < +00

fest continue en x



Alors :
inf /() + g(@)] = max [~ f*(~u) — g"(w)

ueb*

Démonstration. On reformule I'égalité & démontrer en :

m = inf [f(z) + g(x)] = sup nf_ [(ulz —y) + f(z) + g(y)]

Pour un v € E* fixé, on a naturellement

inf [{ulz —y) + f(2) +9(y)] <m

x,YE

en évaluant en un x = y quelconque. On a donc d’office 'une des deux inégalités.
Définissons :

clf) = (=) € ExRA> f(z)}
Clg) = {(zA) € EXRI]A <m—g(x)}

Par convexité de f et g, il est immédiat que C'(f) et C'(g) sont également convexes,

et non vide puisque f et g ne sont pas égales a +oo. Par définition de m, C(f) et C(g)
sont disjoints. En outre, puisque f est finie et continue en x, elle est finie au voisinage

de zg, donc (g, f(zg) + 1) € Col'(f) D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, on dispose

d’une forme linéaire non triviale sur £ x R telle que pour z; € C(f) et tout z, € C(g),
U(z4) 2 ().

Ecrivons [ : (z,\) € E X R+ (u|z) + ) pour un u € E* et un v € R tels que u et
a ne sont pas simultanéement nuls.

Vérifions que o > 0. Par 'absurde, si a = 0, alors, puisque f est continue en x, il
existe un voisinage U de zp et un A > 0 tel que U x [A; +o00[C C(f). Soit = € U, alors
(u|x — z9) > 0 puisque g(zy) < +00. Or U est un voisinage de zo donc u=0et [ =0 :
contradiction. Donc a # 0. En évaluant enfin en xq et en faisant tendre le parameétre
A — 400 avec A fixé, on obtient enfin o > 0.

Posons maintenant v = 2u. Pour (zy,\) € C(f) et (zg, A e C(g) :
(w]zs) + A > (v]z,) + A
En passant a la borne supérieure en \ et inférieure en A, il vient :
(vlzp) + flrg) = (vlzg) +m — g(zy)

Et cette derniére inégalité demeure si f(xy) ou g(z,) n'est pas fini. Ceci permet de
conclure directement quant a la seconde inégalité. O
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Démonstration du théoréme de dualité de Kantorovitch : Soit donc X, Y
des espaces compacts mesurables, et ¢ € C°(X x Y) positive. On pose E = Cp(X x Y).
D’aprés le théoréme de Riesz, E* n’est autre que l'espace des mesures de Radon sur
X xY. On définit :

O0siu> —c
frue BFr— .
+ 00 sinon
/adu+/bdusiu:a€9b
g:ueE— X Y
+ oo sinon

Avec zp = 1, f(z0) < +00, g(zg) < +00 et f est évidemment continue en x, puisque
c est positive par hypothése.
On commence par calculer f* et g*. Soit v € E*.

e = sl [ et @)

dcE

0si® > —c¢
= sup / —Ody — _
cE | Jxxy -+ 00 sinon

= sup  — / Ddy
{PEE|P>—c} XxY

= sup / Ddry
{deE|d<c} J XxY
/ cdysiye Mi(X xY)
== XxY
+ o0 sinon
De méme,
i} OsiVa,b/ a@bdv=/ad,u+/bdy
g (v) = XxY X Y
+ 00 stnon
Il vient :
. . / cdy siy € M (X XY) 0sivyell(u,v)
sup [—f"(=7) —g"(v)] = sup |—¢ Jxxy = .
yEE* yeE* . + ocostnon
+ 00 si1non

= sup — / cdy
~yell(u,v) XxY

= inf / cdy
vEll(pv) Jx xy

10



En outre,

0sid>—c /ad,u+/bd1/si(b:a@b
+ X Y

+ 00 sinon

= inf /ad,u+/bdu
adb>—c X v

= sup/ad,u—i—/bdl/
adb<cJ X Y

D’apreés le théoréemes de dualité de FENCHEL-ROCKAFELLAR, on a la dualité de
KANTOROVITCH :

B o) = g { _
+ o0 sinon

inf / cdy = sup / ad,u—i—/bdl/
vell(uv) S x sy adb<cJ X Y

Remarque : Il existe d’autres preuves du théoréme de dualité de Kantorovitch,
reposant sur le concept de monotonie c-cyclique, voir par exemple [1] ou [3].

1.4 Cas particulier du transport optimal discret, in-
troduction de problémes linéaires

Nous nous intéressons désormais au cas des mesures atomiques sur des espaces
vectoriels de dimension finie. Nous introduisons dans cette partie les notations adoptées
dans |7]. Dans toute la suite, on fixe un d € N et considére deux mesures et v atomiques
sur R? de supports respectifs X = {z1;---;2z,} et Y = {y1;-- - ;ym}, et de méme masse
finie. On note a; les masses affectées aux z; et b; les masses affectées aux y;.

On se donne également la fonction de cotit suivante que nous utiliserons pour les
applications informatiques : c(z,y) = ||z —y||. Pour p > 1, la p-iéme distance de
Wasserstein sur espace des mesures atomiques sur R? est définie par :

WP(u,v) = | inf / @d)p
p('u ) <'\/6H(u,u) Rd xRd i

En pratique, on utilisera p = 2.
Pour p > 1 on introduit la matrice de cofits :

M = (l|lzi = y;|I")iensm), jem)

Une mesure positive v € II(4, ) n’est autre que la donnée des masses v; ; affectées
aux points (x;,y;). Autrement dit, on peut la représenter comme une matrice I' =
(7ij) € Mym(Ry4), et les contraintes marginales deviennent :

1—‘]-m = (alu"' 7am)t
Ftln - (b1>"' abn)

11



On pose a = (ay, -+ ,a,) et b = (b1, -+ ,by). Le théoréme de dualité de KANTO-
ROVITCH s’écrit ici :

W2(u,v) = sup <ala>+ < plb>
{a,B8|Vi,j a;+b;<M; ;}

La partie qui suit présente 'algorithme du simplexe qui permet de calculer, pour
a et b fixés, un couple de potentiels de KANTOROVITCH («, /3). Nous verrons plus loin
que ces potentiels, ici sous forme de vecteur, permettent de calculer des barycentres au
sens de la distance de Wasserstein par une descente de gradient.

12



Chapitre 2

Programmation linéaire

Dans cette partie, on s’intéresse a aux programmes linéaires, qui sont des problémes
d’optimisation sous contraintes de formes linéaires. On les utilise comme outil pour la
recherche de gradients de fonctions convexes, en 'occurrence des coiits de transports.
On développe également I'algorithme du simplexe qui permet de résoudre ces problémes
en temps fini.

2.1 Programmes linéaires

On appelle programme linéaire un probléme posé sous la forme suivante :
Déterminer

min C* X

avec AX=B; X>0

ou C', X et B sont des vecteurs colonnes, et A une matrice rectangle. Les vecteurs
X vérifiant AX = B ; X > 0 sont dits admissibles. On appelle aussi programme li-
néaire un probléme qui se pose sous une forme similaire sans la condition de positivité
des coefficients de X. En pratique, on se rameéne toujours a la forme précédente, dite
standard par ajout de variables artificielles et/ou par changement de variables. Nous
ne détaillerons pas les astuces de calcul pléthoriques qui permettent de s’y ramener.
Il convient cependant de noter que la technique employée pour se ramener a la forme
standard et les conventions choisies peuvent étre déterminantes pour l'efficacité de 1’al-
gorithme de résolution : celui-ci nécessite a priori le calcul de I'inverse d’une matrice
carrée de taille le nombre de contraintes. Cette opération est notoirement couteuse en
temps d’exécution. Bien choisir les variables employées peut permettre d’exploiter une
particularité des données et d’éviter ou accélérer ce calcul d’inverse.

Définition 2. Soit un programme linéaire sous forme standard, avec A € M, ,,(R) oa
m < n. On suppose A de rang m, ie que les contraintes sont linéairement indépendantes.
Soit A une matrice extraite de A inversible, contenant les colonnes iq,...,1, de A. On
se donne X l'unique solution du systéme AX = B vérifiant X; = 0 si Vj,i; # i. On dit

13



que X est une solution basique du programme linéaire, associée a la base constituée des
colonnes iy, ..., i, de A.

Lemme 1. Soit Ay,..., A, € R", et X, B € R" tels que > ) x;A; = B et X > 0.
Si les A; ne sont pas linéairement indépendants, alors il existe Zq,...,T,-1 € Ry et

1, ., 0p—1 tels que :
p—1
E I‘inj =B
J=1

Démonstration. : On considére la matrice dont les colonnes sont les A;. Par hypothése,
on peut trouver T = (ty,...,t,)" € Ker(A)\ {0}. Quitte & multiplier par -1, on dispose
d’au moins un ¢ tel que t; > 0. Soit € > 0.
p
i=1
On fait tendre € — 0 positivement, jusqu’a ce que I'un des termes de la somme s’an-
nule. On prend pour ¢;;...;%,_; les indices des termes restants, complétés si nécessaire

d’indices de termes s’étant annulés. Enfin on prend Z;; = x;; — t;;. OJ

Théoréme 4. Soit un programme linéaire donné sous la forme précédente. On suppose
A€ My n(R), avee m <n et A de rang m. Alors :

1. Sl existe un vecteur admissible, il existe une solution basique du programme.

2. 87l existe un vecteur admassible réalisant le minimum voulu, alors il existe une
solution basique réalisant ce minimum.

Démonstration. Soit X = (x1,...,x,)" un vecteur admissible. Notons Aj,..., A, les

colonnes de A. Alors : .
i=1

D’aprés le lemme précédent, si x n’est pas une solution basique, on dispose de X
admissible vérifiant X > 0, et tel que #supp(X) < n — 1, en conservant le rang de la
famille des colonnes de A qui ne sont pas multipliées pas 0 dans la somme. On itére
ce procédé jusqu’a obtenir m colonnes de A formant une famille libre, et le vecteur X
obtenu in fine correspond bien a une solution basique.

Pour le second point du théoréme, on utilise exactement le méme procédé : on
part d’une solution optimale cette fois, puis on effectue une succession d’opérations
qui permettent d’aboutir & une solution basique. Il suffit donc de montrer que cette
succession d’opération laisse invariante la valeur de C*X.

On reprend les conventions du Lemme 1, et on considére la fonction :
P:er— CYX — €
Ou X est une solution optimale du programme linéaire.
® > 0 au voisinage de 0 et atteint un minimum local en 0 par hypothése. Or ¢

est linéaire, donc @ est constante. Il en résulte qu’a chaque itération dans la méthode
itérative précédente, C'X = C*X, ce qui achéve la preuve. O
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2.2 L’algorithme du simplexe

Le principe de l'algorithme du simplexe est donc le suivant : sous ’hypothése ou
le programme linéaire admet une solution optimale, on peut la chercher sous la forme
d’une solution basique optimale. On commence par se donner une solution basique,
et on écrit le systéme dans cette base de facon & avoir les m premiére colonnes de A
formant la matrice identité. On prend comme premiére solution basique celle donnée
par les m premiéres colonnes de A, et on suppose qu’elle n’est pas optimale. On fait
également I’hypothése que A n’est pas dégénérée, ie que m colonnes distinctes de A sont
toujours linéairement indépedantes. On note Yi,...,Y,, les colonnes de A.

Etape 1 : On détermine quelle colonne doit intégrer la base de R™. Soit X =
(x1,...,2,) une solution de AX = B. Alors :

WY1+ oY+ .. +r,Yp=B—2n1Ymi— ... — 1Y,
On effectue le produit scalaire & gauche par (cy,...,¢y,). 1l vient :
m n
inci = 20 — Z X2
i=1 i=m+1

m

En posant zp = Y " ¢B; et pour i > m+1: z = ijl

Yoy Tici de part et d’autre. 11 vient :

¢;Y;;. Puis on ajoute

C'X = 20+ Z zi(c; — 2j)

i=m+1

2o est ici la valeur de C* X, ou X, est la solution basique initiale. On a supposé que
cette derniére n’était pas optimale, ce qui permet d’affirmer qu’il existe au moins un
Jje€m-+1,...,n tel que ¢; — z; < 0. En effet, une solution basique autre a tous ses
coefficients positifs. Un tel j peut étre introduit dans la base afin de diminuer C*X. En
général, on choisit d’introduire la colonne jo pour laquelle ¢; — z; est minimal.

Etape 2 : On doit déterminer quelle colonne doit quitter la base afin de conserver
une solution basique. On s’inspire de la démonstration du lemme. Y}, s’écrit :

Y, = Zyjo,iyi
=1

puisqu’on s’est ramené au cas ou les premiéres colonnes de A forment la matrice iden-
tité. On prend € > 0 et on considére B — €Y),. On regarde la premiere valeur de e qui
annule un coefficient, a la ligne [. La colonne numéro [ quitte alors la base pour étre
remplacée par Y.
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Etape 3 : On réécrit le systéeme dans la nouvelle base donnée, et on itére le procédé
jusqu’a obtenir une solution basique optimale.

Terminaison de 1’algorithme : A chaque passage dans une boucle, la grandeur
C'X diminue strictement. Or il existe un nombre fini de solutions basiques et une seule
valeur de C'X est associée a chacune d’entre elles. Ceci impose que ’algorithme se
termine. On repére que l'algorithme cesse lorsque dans 1’étape 1 aucun des facteurs
c; — z; nest strictement inférieur a 0. II faut alors justifier que 'on a trouvé une
solution basique optimale. C’est le cas puisque toute autre solution basique X doit
avoir ses coefficients x; positifs, aussi C*'X > z,, 2y étant la valeur de C'X, ou X est
la derniere solution basique rencontrée. X, est donc optimale et I’algorithme renvoit un
bon résultat.

Pour plus de détails sur cet algorithme, on pourra se référer a [4] ou bien a [5].
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Chapitre 3

Application au traitement de I'image :
barycentres de Wasserstein par
descente de gradient

On reprend ici les notations introduites dans le chapitre 1 pour le probléme de
transport optimal entre deux mesures atomiques sur R”.

Soit N € N*, On se donne une famille des mesures de probabilité atomiques (v;)1<;<n
sur un espace 2, telles que pour tout i, v; est portée par un ensemble Y; de cardinal
m; et est représentée par un vecteur de masses b;. On dit qu’une mesure de probabilité
atomique (i, x portée par un ensemble fini X et représentée par un vecteur de masse a
est un barycentre de Wasserstein des (1) si :

1
(a, X) minimise N Z WE(pa,x, Vi)

. 2 .
En pratique, nous allons prendre 2 = [1,256]"" par exemple,pour qu'une image de
n? pixels puisse étre représentée comme une mesure atomique sur €.

3.1 Potentiels de Kantorovitch comme sous gradients

Posons f : (a,X) — >, WF(jtax,v;). On souhaite réaliser une descente de
gradient pour atteindre le minimum de f.

Définition 3. Soit C' une partie conveze de RY pour un certain d > 1. Soit = une
fonctionnelle convexe sur C' . On dit qu’un vecteur w est un sous-gradient pour = en
xeC si:

Vy e C, E(@) + (wly —z) < E(y)

Théoréme 5 (Potentiels de KANTOROVITCH comme sous-gradients). Soit n,m € N*,
Soit b € R un vecteur de masses et M = (m; ;) € M, ,,(Ry) (matrice de coits). La
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fonctionnelle :
b:aeR"+— sup ala + '
{a,B|Vi,5 a;+B;<m; ;}
est conveze. On identifie ®(a) comme un codt de transport minimal, et pour tout tout
a € R™ et tout couple de potentiels de KANTOROVITCH optimauz (o, 5%), o est un
sous-gradient pour ® en a.

Démonstration. Pour a € R", ®(a) est la solution du probléme dual associé au pro-
gramme linéaire :

IIHHZ mi,j%j
,J
v € (a,b)

Et on sait donc par dualité que ®(a) est la solution de ce probléme primal pour un
b fixé. On écrit ce probléme sous forme canonique :

{ min (c|u)

Au=wv

Pour une certaine matrice A et un certain vecteur c. Soit v € R” fixé. On pose P(v) =
{u|Au = v,u > 0}, et F'(v) = min,ep() (clu). I est une fonction convexe. Prenons en
effet 0 € [0, 1] et vy, vy des vecteurs. Posons v = (1 — 0)v; + 0vy. Remarquons qu’en se
restreignant dans un premier temps aux (1 — 0)u; + Ous avec uy € P(vy), us € P(vg) il
vient :

inf cluy =(1—=0)F(v;) + 0F (v
u=(1—0)u1+0uz;u1 €P(v1), UQGP(UQ)< | > ( ) ( 1) ( 2)

D’ou il résulte que :
F((l — 9)’111 + 91)2) S (1 — Q)F(’Ul) + QF(UQ)

Soit maintenant p une solution optimale au probléme dual pour v. On sait par
dualité que (p|v) = F(v). Soit maintenant u = Axy pour un certain zo > 0. Pour z
une solution admissible au probléme primal associé a u, on a (p|lu) < (c|z), donc par
passage a la borne inférieure, (p|u) < F'(u). D’ou enfin :

F(v) + (plu = v) < F(u)

Revenons a ®. Si on considére plus largement

®(a,b) = sup ala+ '
{e.B8I¥i,j ci+B;<m;;}

les considérations précédentes permettent d’affirmer que pour un (a, b) fixé, tout couple
(a*, 5*) solution du probléme dual est un sous-gradient pour ®. A fortiori, a* est donc
un sous-gradient pour ®. Ceci achéve la preuve du théoréme. O
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Revenons & notre fonctionnelle
XN
fi(a,X)eEXQ" — Nzwf(ﬂa,x,w)
i=1

ol = est un convexe inclus dans >, que l'on suppose ouvert.
Soit X € Q" fixé et a € =. Si on se donne pour tout ¢ compris entre 1 et N
un potentiel de KANTOROVICH optimal «; associé au probleme WP(u, x,v;), alors

naturellement,
N
O
i=1

est un sous-gradient de P’application partielle f(., X') au point a.
En effet, pour 1 < i < N, on a par dualité de KANTOROVICH

Wh(pxar Vi) = sup o'a+ B

qui admet donc comme sous gradient a X fixé a].

L’application a — f(a, X) étant convexe, I'algorithme de descente de gradient va
donc converger vers un minimiseur de la fonctionnelle partielle (a X fixé). Nous pouvons
procéder ainsi en calculant les «f avec I’algorithme du simplexe (cf chapitre précédent).
Mais nous voulons minimiser cette fonctionnelle par rapport a a et a X, ce qui conduit
a nous intéresser a ce qui se passe en X.

3.2 Différentiabilité en le support des images

Dans cette partie, nous conserverons les notations de la partie précédente (& la défi-
nition de f prés). Le but de ce chapitre est d’approcher un minimiseur de la fonctionnelle
fi(a,X)— Zf\il WP (pta,x, i) par une descente de gradient.

La différentiabilité ou du moins sous-différentiabilité en le support X est beaucoup
moins évidente que celle en a. Nous allons ici nous borner a I’étude des cas p = 2 et
Q) = R comme c’est le cas dans larticle de Cuturi [7].

Nous allons représenter le support de j, x X comme une famille de n vecteurs
(7%)1<i<n dans R? et donc comme une matrice de taille d x n. On notera également (xy;)
cette matrice : z; désigne alors la k-éme coordonnée du i-éme vecteur x¢ de la famille.
De méme, si Y représente le support d’une mesure v de taille m, c’est une famille de
m vecteurs et on peut donc la représenter comme une matrice d x m. On note b; la
pondération de 3/ pour la mesure v. Puisque p = 2, les cofits qui nous intéressent sont
les m; ; = ||2* — 97| > = 300, |zal® — 2k + |y;a]> Sion note Myy = m; ; la matrice
des coits associée, le cotit d’un plan de transport 7' = (t;;) est donné par

C(T) T MXY Zmzy i
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On remarque alors que pour 7' € U(a, b)

(T, Mxy) = Z |ty — 2winysuti; + lyinl*ti; = Z a;lzal® + Z bilysel® — 2(T,'XY)
i,5,k ik 7.k

et donc si on note x = diag(*X X) et y = diag(*Y'Y’), on a alors
(T, Mxy) = "xa+"'yb—2(T,'XY)
Ainsi,

W3 (ptax, V) = Tér?]i(gb) txa+'yb—2(T,'XY) ="xa + 'yb + 2 Ter?]i(g,b) (X, =Y'T)

Nous allons maintenant étudier, pour a € © et v fixés, la fonction

g:X € Myp(R) = Wi(ptax,v) = "xa+yb+ 2TnUn(nb) (X, =Y'T)
cU(a,

On a alors la remarque évidente suivante :

Remarque 2. g est un minimum de fonctions convexes, et n’est donc pas a priori
convee.

Un calcul simple donne par ailleurs :
txa+tyb — 2(T,'XY) = tyb+ || Xdiag(a'/?) — Y'Tdiag(a?)||> — ||Y!Tdiag(a="?)||>.

On peut dans un premier temps faire la remarque suivante pour mieux comprendre la
nature de g :

Remarque 3. U(a,b) est un polytope convere car c¢’est un convere compact défini par
un nombre fini d’inégalités affines. Notons T1,..., Ty ses points extrémaux. Alors les
points extrémauz de —Y'U(a,b) sont les (—Y'T})1<i<nr et donc puisque T — (X, =Y'T)
est linéaire, elle atteint son minimum en un des points extrémaux. On peut donc écrire
_t t . _

g(X) ="za+ yb+2lgz11§r]1w<X, Y*T;)

St on note
I, = {X € My, (R) : Vi' £4, (X,-Y'T;) < (X, —YtTi/>}

Alors T'; est convexe car défini par des inégalités affines, et sur chaque I';, on a

9(X) = g;(X) = twat+yb+2(X, =Y'T)) = tyb+|| X diag(a'?) =Y T;diag(a="?)||*—||Y T, diag(a="/?)||?

qui est une fonction conveze (une sorte de parabole).

20



Remarquons que chaque g; est de classe C! et que 1'on a
VX € Myy(R), Vgi(X) = 2(Xdiag(a"?) - Y'T,diag(a™"/?))
On peut alors établir la proposition suivante.

Proposition 1. On a

1. g(X) H)ﬁ +o00 et donc en particulier g posséde un minimum ;
—00

2. st X est un minimiseur de g, alors il existe 1 <1 < M tel que
X =Y'Tdiag(a™)

1l existe donc 1 < i < M tel que g atteint son minimum en YtTidiag(a_l) ;

3. il est possible de trouver algorithmiquement un minimiseur de g.

Démonstration. Prouvons tous les points.

1. En écrivant g;(X) = tyb+ || X diag(a'/?) —Y*T;diag(a='/?)||> - ||Y ! T;diag(a="/?)||?,
il est évident que pour tout 1 < < M, on a

|1 X [ =00

et donc que g(X) = minj<;<ps g:(X) || T) +00 comme minimum d’un nombre
T X||—=o0

fini de fonctions tendant vers I'infini. Cette méme écriture g = min; g; montre que
g est continue et donc que g posséde un minimum sur M, ,(R).

2. Soit X un minimiseur de g. Il existe alors 1 < i < M tel que g(X) = g;(X) >
g:(Y'Tidiag(a™)) > g(Y'Tidiag(a™"')) En particulier si X est un minimiseur de
g, toutes les inégalités sont des égalités et donc g;(X) = ¢;(Y'Tidiag(a™t)) d’ou
X = Y'Tdiag(a™'). Par existence d’un minimiseur d’aprés le point précédent, on
a bien I'existence de 1 < 7 < M tel que g atteint son minimum en Y*'T;diag(a™?!).

3. Expliquons rapidement le principe d’un tel algorithme. On peut calculer les 7T;
comme point extrémaux d’un domaine défini par des contraintes affines. On peut
donc calculer les Y'T;diag(a™!). Puis on trouve les i tels que Y'Tidiag(a™') € T
en testant les inégalités; il en existe au moins un (le minimiseur de 2.). Puis
pour ces 7 restant, on trouve celui qui correspond a la valeur de g(Y'T;diag(a™"))
minimale : Y*T;diag(a™!) est alors le minimiseur cherché.

O

L’algorithme présenté ci-dessus a I’énorme défaut de nécessiter le calcul de tous les
points extrémaux de U(a, b) ce qui n’est pas possible en un temps raisonnable. De plus,
il permet de minimiser g, mais notre but est de minimiser f en a et en X. Nous allons
expliquer un autre algorithme qui ressemble plutot a une méthode de NEWTON par
rapport & X. Cuturi prétend dans [7] que cet algorithme converge vers un minimiseur
de fenaeten X.
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Si on reprend la définition, il vient
W3 (hax,v) = 'yb + || Xdiag(a'/?) — YT diag(a™"?)[|* — ||[Y'T"diag(a™"?)|?

ou T™ est un plan de transport optimal. Remarquons que ce plan n’est pas forcément
un des T; évoqués précédemment si il n’y a pas unicité du plan de transport opti-
mal. Si on dispose d’un tel plan de transport, et si a a fixé on remplace X par un
élément de la forme 60X + (1 — 0)Y'T*diag(a™") (ce qui est I'idée d’une méthode de
Newton : on approche quadratiquement notre fonction partielle), alors on a g(6.X +
(1 —0)Y'"T*diag(a™")) < g(X) dés que @ € [0,1]. La raison pour laquelle on a intérét
a calculer T pour faire cette étape alors que c’est trés couteux est que puisque 1’on
calcule une solution du probléme dual a* de toutes les manieéres, calculer parallélement
une solution 7" du probléme primal n’est pas trés compliqué. L’algorithme que nous
allons mettre en place pour tenter de calculer un minimiseur de f se déroule de la facon
suivante :

e On se donne en entrée les mesures (1;)1<;<n avec leur support Y; € M ,,. (R) et les
pondérations b; € X,,, associées, et on initialise ’algorithme avec un X € My, (R)
et un a € X,.

e Puis tant que notre (X, a) n’a pas convergé (ce qu’il faudrait prouver), on calcule
d’abord un nouveau a par un pas de descente de gradient & X fixé (comme dans
la partie précédente). Puis pour tout 1 < i < N, on calcule un plan de trans-
port optimal T}* associé au cott Wi(ux ., ). On applique enfin la méthode de

7

NEWTON proposée ci-dessus pour changer X en

N
(1-0)X+0 (% > YJT;*) diag(a™")
=1

Remarque 4. On peut également prescrire le cardinal X, ce qui revient a ajouter une
contrainte supplémentaire.

3.3 Un exemple simple

On considére maintenant des images codées sur 80x80 pixels en niveaux de gris. On
les représente dans [1, 80]2 comme des masses de dirac en les (i,7) avec i et j entiers,
avec une masse proportionnelle & la teinte du pixel situé en (i, j). Prenons les 4 images
suivantes (un cercle désigne un pixel noir en son centre).

La moyenne géométrique de ces 4 images donne un nuage de point. Il devient délicat
de remarquer qu’il s’agit d’une succession de point alignés verticalement. Si on considére
un nombre plus important d’images, disons dés le seuil de 10, un observateur n’est plus
capable de reconnaitre cette propriété dans le nuage de point : la moyenne que 1’on a
produite a perdu le caractére géométrique sous-jacent a toutes ces images. Sans mauvais
jeu de mot, on en a perdu le sens commun. C’est I'intérét du barycentre de Wasserstein.

Montrons que la barycentre de Wasserstein des 4 images précédentes a bien la forme
voulu. Par souci de concision, on impose au barycentre d’étre un mesure dont le support
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est de cardinal 2. Nous justifierons cette restriction un peu plus loin.

Etant données deux mesures {0z, y1); Orgite) | €6 {O(ways); Ozanser }, leur bary-
centre de Wasserstein pour W5 est 5(x1+m2 vt ); 5(zl+z2 v typtete deés que €,¢ > 0.
z 0 2 B R R

Autrement dit, il est obtenu par translation/dilatation entre les deux images/mesures
de départ.

On écrit toutes les images qui précéedent comme des mesures de la forme p; =

{5(%%%72.); 5(%“%&) avec ¢ € [1,4]. On cherche donc le barycentre de Wasserstein sous

la forme p = {5(%,%); 5(%%)}'
Soit i € [1,4].

Wg(ﬂh P) = (%,z’ - xa)z + (ya,i - ya)2 + (xb,i - l’b)z + (yb,z' - yb)2
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En minimisant la somme des W3, on trouve :

( xa,l + xa,2 + xa,3 + 37[174
Loy =

4
ya,l + ya,2 + ya,3 + ya,4

Yo = 4
Tp1 + Tp2 + Tp3 + Tpa

Ty = 1
Y1 T U2t Yp3 T+ Yba

\ Yo = 4

Ce qui correspond bien & un barycentre de Wasserstein de nos 4 images de la forme
avancée précédemment. Il convient pour terminer de justifier notre recherche d’un bary-
centre dont le support est de cardinal 2 et de discuter le résultat sans cette contrainte.
D’une part on peut restreindre I’étude au cas ou I'image finale est de support fini dans
la mesure ou c’est toujours ce que 'on fait : quand on fixe une image de taille 80x80
pixels par exemple, ce n’est jamais qu'une image 1000x1000 pixels dont le support est
de cardinal 80% = 6400. D’autre part, sans cette contrainte, on aurait obtenu un résultat
similaire (a4 observer sur une simulation numérique, car le calcul sur papier est fasti-
dieux). Les points chargés de masse sous ’hypothése "le support est de cardinal " sont
toujours les plus chargés dans le cas général, mais certains points dans leur voisinage
le sont aussi, formant une tache colorée dont 'intensité est décroissante & mesure que
I’on s’éloigne du centre de la tache.

Ce calcul modeste peut sembler parfaitement trivial. Il illustre cependant le princi-
pal intérét de la distance de Wasserstein pour le traitement d’image : les barycentres
produits conservent relativement bien les formes géométriques des images de départ.
Une application plus frappante proposée par Cuturi dans |7] est de calculer la moyenne
d’écritures humaines. Si on demande a un panel d’individu d’écrire le chiffre 2 sur un
écran tactile, tous ’écrivent avec une forme différente, une taille différente et une po-
sition différente sur ’écran. La moyenne empirique des écritures est une tache, leur
barycentre de Wasserstein est un 2 lisible.
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Chapitre 4

Calcul par régularisation entropique

Dans tout ce chapitre, on fixe a € X, et b € X, représentant deux mesures de
probabilités discrétes ot toutes les pondérations sont strictement positives, M = (m;;)
une matrice des coiits (ot (m;;) est le cout de transport de ¢ vers j). On rappelle que
I’on note

U(a,b) = {TeMmm(R_,_) . th = Q;, 1 SZSTL, th :bj, 1 S] Sm}
j=1 1=1

I’ensemble des plans de transports de marginales a et b. Nous cherchons & minimiser,
pour 7' € U(a,b) le cott de transport

C(T)=(T,M) = szijtij

Le but de cette partie est de trouver un moyen efficace d’approcher un plan de
transport optimal 7™, ainsi qu’une solution «o*, 8* du probléme dual

max ‘oa +' b
adB<M

4.1 Reégularisée entropique et approximation de la so-
lution

Dans cette section, nous allons définir une suite de nouveaux problémes dits "régu-
larisées" qui vont approcher notre probléme initial. Dans un premier temps nous allons
définir ces nouveaux problémes, et dans un second temps nous allons montrer que leurs
solutions convergent en un certain sens vers les solutions de notre probléme initial. Nous
nous inspirons ici principalement du cours de B. Maury [6] pour les démonstrations, et
reprenons en grande partie les notations de l'article [7].
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4.1.1 Deéfinitions, formulation des problémes primal et dual

Pour trouver une bonne estimation du plan de transport, on va quelque peu modifier
la fonction de coit en lui ajoutant un facteur entropique.

Définition 4 (Régularisée entropique). Soit n,m € N, et T' = (t;j)1<i<n, 1<j<m un plan
de transport. On définit son entropie

1<i<n 1<j<m

Pour A > 0, on définit la régularisée entropique de C' comme

1 1
Le probléme de minimisation de la fonction de cotit C, admet une formulation duale.

Proposition 2. On a la formulation duale :

1
: C T — t t b__ —)\(mij—ai—ﬁj)
P, OND) = x| faa+t b= 30 e

On utilise d’abord le lemme

Lemme 1. Puisque a et b ont toutes leur coordonnées strictement positives (hypothése
sur les pondérations faite au début), pour tout X > 0, C admet un unique minimiseur
T* sur U(a,b) avec tf}- > 0 pour tout i, j.

Démonstration. Puisque U(a,b) est un convexe compact et que C) est continue et
strictement convexe sur U(a, b), Cx admet bien un unique minimiseur 7* sur U(a, b).
On montre que tg\j > 0 en remarquant que la dérivée en 0 de zlogx est —oo ce qui

force & éviter les bords.
]

Formulons le probléme en termes de Lagrangien. Tout découlera ensuite de 1’exis-
tence et "quasi-unicité" d’un point-selle.

Lemme 2. Soit U = M, ,,(R;4), on veut minimiser C sous les contraintes affines
piT) = a; =Y ti; =0, b;(T) =bj =Y t;; =0
j i

On introduit donc le Lagrangien
Ly : UxR"™™ — R
T.(a,8) = C\T)+ Y cpi(T)+ Y By (T)
( J
Alors il admet un point selle (T*, a?, )
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Démonstration. Notons K = {T € M,, ,,(R) : ¢;(T) =0, ¢;(T) = 0Vi, j}

On sait que la fonctionnelle C'y admet un minimiseur sur U N K en T?. Puisque les
contraintes d’égalité qui définissent K sont affines et que Cy est une fonctionnelle C!
sur U, on a l'existence de multiplicateurs de Lagrange : il existe a*, 3 tels que

(@, 8Y) - (P(T), (1Y) = 0 et VOAT?) + Y adVer(T) + ) B3V (T7) = 0

La premiére condition est réalisée puisque 7% € U(a,b), la condition d’optimalité est
donc

1
V(i,j) € [1,n] x [1,m], my + ~(1 +logty) — o — B} =0 (x)

A
Réciproquement, puisque la fonctionnelle C) est convexe et que les contraintes le sont
également, un tel triplet 7%, o, 3* est un point-selle du lagrangien. O

Nous pouvons maintenant prouver la formulation duale du probléme :

Démonstration. Puisque le lagrangien admet comme point-selle 7%, a*, 8, on a

TeI?Ji({zl,b) OMT) = (a,g)ne?g}fmn Gila, B) avec Ga(a, B) = Tugf LA(T; 0 )

Or pour «, 3 fixés :

AT o, p) = ZozlaZ + Zﬁjb + <Z (mij — o — B + 10g tij) w)

Z‘?j

ou le terme entre parenthéses est une somme de termes strictement convexes en les t;;.
En minimisant la valeur de chaque terme, on retrouve comme dans (%) que le minimiseur
est caractérisé par
tiy = le—k(mz‘j—ai—ﬁj)
e
et donc finalement on a bien :
t t 1 —X(mij—ai—B;)
Gala, B) = "aa +1 f— — e Amimais
e =
Z7‘7
]

Remarquons que ’on a ['unicité de la solution du probléme primal car le minimiseur
de C'\ est unique. En revanche, nous n’avons pas a priori unicité de la solution au
probléme dual et donc de o*. La proposition suivante montre qu’il y a presque unicité :

Proposition 3. Le probleme dual admet un unique mazimiseur (a*, 3 tel que la
moyenne de o’ est nulle.
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Démonstration. Calculons la matrice Hessienne de GG ce qui revient essentiellement &
calculer la matrice Hessienne de

Ja (Oé, 6) s Z eA(oerI—ﬁj—mij)
i,3

On a que
8F(a 5) 0 si ’il §£ ’ig
Bandoy, | XD AT sii= i =y
J

90, | N 2T ST ==
OF(a, 5)
80@8@

On a donc, pour («, 3) € R™™ fixé, pour tout (z,y) € R™™™ H(«a, 8)[(z,y)] - (z,y) qui
vaut

)\2 Z 6)\052‘1,22 Z e)\(ﬁj —mij) + )\2 Z e)\ﬁjy]z Z e)\(()ci—mij) _I_ 2)\2 Z l,iyje)\(ai+6j—mij)
( J J { 2%

ce qui s’écrit également

— )\26)\(012- +5j —mij)

N (@i yy) Nt tmm)
¥}
Cette quantité est strictement positive si, et seulement si (z,y) ¢ Vect(—1,1) et est
nulle si et seulement si (x,y) € Vect(—1,1).

La matrice Hessienne de G, est donc négative et de noyau engendré par (—1,1)
pour tout couple («, ).

On remarque ensuite que Vv € Vect(—1,1), Gi((a, 8)+v) = Gi(a, ) ce qui permet
de restreindre G a ’orthogonal de (—1,1). On sait alors que sur cet ensemble, toutes les
Hessiennes de GG, sont définies négatives, et donc que G, admet un unique maximiseur
sur lorthogonal de (—1, 1) qui est aussi le maximiseur sur tout R"*™. Ainsi, ’ensemble
des maximiseur est une droite affine de la forme (a, ) + R(—1,1) et il existe bien un
unique maximiseur (a*, 3*) tel que la moyenne de o soit nulle. a

Dorénavant, nous désignerons par (7%, a*, 4*) I'unique point-selle de L, tel que la
moyenne de o’ soit nulle.

Remarque 5. On peut réécrire C comme une divergence de KULLBACK-LEIBLER :

1 tii g
C)\(T) = X Z tij log (n_ﬂ) avec 1;; = €_>‘m”
i, K

Les conditions d’optimalité (x) s’ecrivent alors

1+log(t;j) +Aa; +A3; =0

nlj
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4.1.2 Convergence des solutions du probléme régularisé vers les
solution du probléme initial

Nous avons donc, pour A > 0, un point selle du Lagrangien (7%, a?, 8*) tel que la
moyenne de o’ soit nulle. La question qui se pose est maintenant de savoir si ce triplet
converge, lorsque A tend vers +oo vers un point selle du lagrangien du probléme non
régularisé.

On peut montrer (cf [6]) que T* converge vers un plan de transport optimal du
probléme non régularisé qui minimise I’entropie parmi les plans de transports optimaux.
Pour ce qui est des a?, 3%, on peut montrer qu’elles sont bornées et que toute suite
extraite convergente converge vers une solution du probléme dual; le probléme est
que cette solution n’est pas toujours unique. Mais algorithmiquement, si on se donne
A suffisamment grand, alors le triplet sera proche d’un point-selle, quand bien méme
celui-ci ne serait pas unique.

4.2 Calcul effectif des solutions au problémes primal
et dual pour la régularisée entropique

D’aprés la section précédente, nous pouvons donc avoir une bonne approximation de
la solution de notre probléme si on résoud le probléme régularisé pour A suffisamment
grand. Dans cette partie, nous proposons une fagon efficace de calculer ces solutions,
en s’appuyant principalement sur 1’algorithme de SINKHORN [9] conformément a ce qui
est proposé dans 'article de Cuturi [7].

4.2.1 Reformulation du probléme

Ici nous reformulons juste le probléme pour se ramener a 'algorithme de SINKHORN.

Proposition 4. Posons K = (n;;) = (e7*™i) € M, ,,(Ry4) Alors il existe deuz vec-
teurs u € R | et v € R, tels que

logu log u;
_logu | >.;log

T = diag(u) K diag(v) et o = ;) yv

(1,...,1)
Démonstration. Soit (T, a?, %) le point-selle de Ly. On pose

U; ::e_)‘a?, 1<i<net vj:e_’\@_l, 1<7<m
Les vecteurs u et v vérifient évidemment la deuxiéme condition. La premiére est consé-

quence directe de I'écriture des conditions d’optimalité.
O

Enoncons maintenant une forme de réciproque
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Proposition 5. Soit T' € U(a,b). Supposons qu’il existe deuz vecteurs v € R’} et
v e RT, tels que

T = diag(u) K diag(v) < Y(i,75) € [1,n] x [1,m], tij = u;vjm;;

Alors TN =T et o = —18% 4 %(1, 1)

Démonstration. Posons

o = _log;\u, et B — _log);\v]
Nous avons alors immédiatement la relation (x) qui est la relation sur les gradients dans
le théoréeme de KUHN et TUCKER. Or puisque 7" € U(a,b) il vérifie les contraintes et
donc par le théoréme de KUHN et TUCKER, (T, «, ) est un point-selle de L. Il s’en
suit que 7' = T par unicité du minimiseur de C) et que « est de la forme o + z. En
regardant la moyenne, on trouve le résultat. O

+1

4.2.2 Résolution : I'algorithme de SINKHORN

Théoréme 6 (SINKHORN(1967)). Soit m,n € N*.

Fizons des entiers strictement positifs r,...,r, €t c1,...,Cm (7 pour row et ¢ pour
column). On pose |1 = %

Soit A € Mn,m(RJrJr)lune matrice & coefficients strictement positifs. Alors :

1. il existe une unique matrice B telle que :
o Vi€ [I,n], Y01 Bij = pri et ¥Vj € [L,m], Y31, Bij = ¢; (on impose les
sommes des lignes et des colonnes) ;
o Il existe deux matrices Dy € D, (Ry4) et Dy € D,,,(Ryy) telles que

DADy, =B

2. les matrices Dy et Dy sont unique a une multiplication par un scalaire strictement
positif pres;

3. Le procédé qui consiste a renormaliser successivement les lignes et les colonnes
de A (pour que la somme vaille bien ce que l'on veut sur chaque ligne/colonne)
converge. Plus précisément si on pose
* Ag = A;

* pour k >0
(k)

i on note r®) = Age et doncr,”’ est la valeur de la somme de la i-éme ligne
de la matrice Ay,. On définit r/r® le vecteur de coordonnées ri/rz-(k),
On pose alors Sy, = diag(r/r®)) € D, (R, ) et A} = SpAy la renormalisa-
tion des lignes de AF.

i on pose de meéme ¢F) = te A} ; la somme des termes de la colonne j de la
matrice A} vaut donc cg»k), On pose alors Ty, = diag(c/c®) € D,,(R, ) et

A1 = ATy qui est donc une renormalisation des colonnes.
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Alors la suite Ay (0w les colonnes sont renormalisées) converge vers B et la suite
A converge vers L B.
w

Commencons par les preuves d’unicité.

Démonstration. Supposons que l'on ait
D, = diag(x), Dy = diag(y), D) = diag(2'), Dj = diag(y’)

telles que D1 ADy et D} AD) satisfassent les conditions voulues. Posons

@ ;
Vie[l,n], pp=—"etVje[l,m], ¢ = Y
Z; Y
On a que
HTi = Z x;aijy;‘ =Di inaij%yj
j=1 j=1
Donc
m -1 -1 m 1
11%17ji£n Di = Pig = MTig <Z1 xioaz‘onjyj> > (lrgnjagﬁ Qj> T4 <Z1 ﬂfioaijyj> = (lrgnjaéﬁ Qj) (1)
j= j=

De méme on montre que

-1
max ¢; < ( min p;
1<j<m 1<i<n

On a donc

~1
Mais si les ¢; ne sont pas tous égaux, I'inégalité est stricte dans (1). Donc tous les ¢;
sont égaux a un certain ¢. De méme, tous les p; sont égaux a un certain p et on a pq = 1.
On a ainsi montré que D] = pDy, D} = qDs et donc D1ADS = pgDyADy = D1 AD, ce
qui montre a la fois I'unicité dans le point 1. et dans le point 2.. O

Pour prouver 'existence et la convergence de 1’algorithme de renormalisation, nous
allons reprendre la procédure du théoréme en posant également deux nouvelles suites
auxiliaires z® € R, et y®) e R, .

Définition 5 (Suites auxiliaires). On note a = min;; a;; et 6 = max; ; c;,r;. On définit
alors
x 20 = §2q712e e R, et y](-o) = 0712012, (30 i) et Ag = diag(x®) Adiag(y©®)
la renormalisation des colonnes de A ;
* pour k >0
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(k)

)

(k

i on note r®) = Age et donc r,” est la valeur de la somme de la i-éme ligne

de la matrice Ay,. On définit v/r*) le vecteur de coordonnées ri/r§k).

On pose alors Sy = diag(r/r™®) € D,(R,,) et A} = S, Ay la renormalisation

des lignes de A*.

On note My, = ||(riz™ /r¥) 1 cicnl|. On pose alors x50 = 6424220 (r /r®)),2®).
i on pose de méme ) = te Al ; la somme des termes de la colonne j de la

matrice A}, vaut donc c§k). On pose alors Ty, = diag(c/c®)) € D,,(R.,) et
A1 = ATy, qui est donc une renormalisation des colonnes.

On pose enfin y](-kH) = 5_1/2a1/2Mk(C/C(k))jy](‘k)

Remarque 6. Pour que les suites Ay coincident dans la définition que nous en faisons
ici et dans ’énoncé du théoréme précédent, il faut que les colonnes de A soit déja renor-
malisée. Il est évident qu’on peut s’y ramener quitte a effectuer une étape d’algorithme
avant.

Remarque 7. Au vu des définitions de 2* et y®, on a bien que pour tout k € N, Aj, =
diag(x®) Adiag(y®). En particulier, puisque les Ay, sont toutes renormalisée en co-
lonnes, on a que pour tout k € N :

Vj e [1,m], ixgk)aijy](-k) =¢j
i=1
Nous allons prouver le lemme suivant :
Lemme 3. Posons
V= {(m,y) eR™™ : Vj e [1,m], ixiaijyj =¢; et ||z|| <627V et ||y|| < 51/2a_1/2}
i=1
On définit sur V' la fonction

(2 Vv — R+
m m
-1 . -1
i — max | T, E r;Q;7Y; | — 1Min T, E T;Q;7Y;
( 7y) 1§z§n ) — 7 Z]y] 1§z§n 7 — 7 ’l]y]
J= J=

Alors :
1. pour tout k € N, (z® y*) eV ;
2 (o, y) - 0;

3. toute valeur d’adhérence de la suite (x*),y*®)) est o coordonnées strictement po-
sitives.
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Avant de le prouver, expliquons juste pourquoi ce lemme prouve tout ce qu’il nous
mangquait.

Le premier point du lemme montre que z*) et y*) sont bornées ce qui montre
que la suite Ay que nous avons défini dans la deuxiéme procédure est bornée puisque
Ay = diag(z™)Adiag(y™). Soit B’ = limy Ayp) une valeur d’adhérence de la suite
(Ay). Puisque la suite (z(¥®) y®@(*)) est bornée, elle a une valeur d’adhérence (z,y)
qui d’apreés le lemme a toutes ses coordonnées strictement positives : on peut donc écrire
B’ = diag(x)Adiag(y) avec x,y strictement positifs. Par propriété des A, pour tout
s 22 Bij = c; en faisant passer cette condition a la limite. Puisque o(z®, y*)) — 0,
on a également l'existence d’une constante K strictement positive telle que pour tout
i, >; Bij = Kri. Or Ky ,r; = Y ;¢; et donc K = p, ce qui montre que B’ est la
matrice B du théoréme dont nous avons prouvé 'unicité (cela prouve donc 'existence
de B). On a ainsi que la suite Ay de la deuxiéme procédure admet une unique valeur
d’adhérence qui est B : elle converge donc vers B.

Montrons a présent le lemme.

Démonstration. 1. Tout d’abord, une remarque précédente montre que pour tout k €
N, le couple (z®),y*)) vérifie la condition sur la somme des colonnes. Montrons
donc les bornes voulues.

— Ona |[2O]| = [|62a72¢|| = 61/2a7 1 et ||y©O|] = ||5_1/2a1/20j (Cr ay) ™ <
042412 Tls sont donc bien dans V
— Soit k € N. Par définition, [z"*"| = 612a=Y20 M (r; /r) 2™ < 6271207 M,

par définition de M} et donc
||$(k)|| < 51/2&_1/2

— Soit 1 < 5 < m. Alors

Et donc .
(c/c(k))jy](k) =¢j (Z (r/r* )Zx aw>

Ainsi, pour tout ¢ € [1,n], on a :

(c/c®) ™ < ¢ <(r/r(’“))ix§’“)aij> < <(T/T(k))ix§k)> Sa-!
et donc puisque ceci est vrai pour tout ¢ par définition de M}, il vient
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Alinsi, par définition
|y(k+1 ‘ 5_1/2a1/2Mk(C/C(k))jy](-k) < 51/2CL_1/2

et donc
Hy(k—l-l)H < 51/2a—1/2
(k) 4®)) est donc bien a valeurs dans V.
(k) R
.Onnoteiciagk):%et5§k): i pour tout k€N, 1 <i<n, 1 <j<m.

Soit k € N, on fixe 1 < i’f,ik <netl< jl,j2 < m tels que agf) = maxj<j<n a,(’“’,
; <i<

a(,]f) = minj<;<, & (k) et de méme pour . On a alors

La suite (z

(k+1) (k—‘,—l)) (k1) (k+1)

= a~k+1 Of.k+1

(k+1)
_Tk+1§ xk+1 a g y] _Tk+1§ karl CL +]yj

@ (™ y

_ B\ o\t
- rikil <a§kil> zi,gllaiéﬂjg <ﬁ;§)) yg)

-1
o) oWagin; (59)

<
.

IS
o=
iR

[\V)

VRS

Par les définitions précédentes, on a donc

1 —1
¥ (x(k+1)> y(k+1)> < T;}H (04(1]21) 55(1]31@'“1 ik (5(f)> y(lz)
is i iy L2 J2 2 J2
1

2 J J
_ o\ L o\~
ot (597 () a0
i#i
1 ~1
gt (o) A ()
1 1 1 T ;
-1
z'_’fil <5 ,?) Z <O‘(§11> x(kila k1 y](k)
i#i
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En remarquant qu’avec les définitions

k k k k
3 (o) el = 37 (i) =

J J
on a
-1 —1
o (xH) y*+) = <5]§1:>> ol (@,’2 1) xffjl gy ®
2 2 2 2
o L B B\ L
+ <5](k)) 11— k«lu <a(k11) I(kJ)rla'Zk+1]ky(k)
1 2 2 2
-1 -1
- <ﬁ](f)> T:cil <OK(1]21> xglljJ)rlaikJrl]ky(-IZ)
1 (51 “ 1 1
-1 —1
() (1 (o) gl
2 1 1

1 —1
- k) (k) (k) -1 (k) (k) (k)
1—r;t oz( T Aokt 1Y r sy T Aokt 1Y g
( ot | Yy i+ z’;“]fyj{c ikt | Yyt ik Z§+1]§y]§

Si on pose dj, = min, ; r; la(k) 1x(k)a”y]( ) on a alors la majoration

o (2*HD, y+ ) < ((5;12))_1 _ (ﬁ;§)>_l> (1 — 2dy)

Posons p = min, ;(r;, ¢;) et R =3, s a;;.
—OnapourkeNetl1<i:<n:

—1
(k)=1, (k) _ T
Ofi Zlﬁ'i = Tik - ®) (Z a”y ) T

Z] 1 ZE a”l]y]

En utilisant le fait que yj(»k) < 6120712 et les définitions, il vient

-1 (k (Zaw> r-a1/25_1/2 ZpR_1a1/25_1/2

— De méme pour ke Net 1 <j<m:

m -1 m -1
=¢j <Z aisz(.k)> > <Z aiJ-) cja1/25_1/2 > pR_1a1/25_1/2
j=1 j=1

— Ainsi il vient :
dy > p*R™2a%6 2
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— En remarquant ensuite que pour tout £ € N et tout 1 < j < m, on a

k) - - k)—1_(k k
ﬁ( ! Z (Ap)y; = Za§ " )%ya( )
=1 i=1
Puisque >, :ng)aijy](-k) = ¢; par définition de nos suites, on a donc

-1 -1
()™ < g < (o)
2 1

Ceci étant valable pour tout 7, on a donc en particulier :

()"~ () ") = e =)

Finalement, on a donc
o (l,(k—i-l)’ y(k—i-l)) < (1-202R%a%672) <O‘§§) B a(fj)) = (1-2°R2a%57%) ¢ (x(’“), y(k))

ot 0 < (1 —2p*R2%a?672) < 1 et donc

© (x(l'f)7 y(k)> -0

. Pour montrer cela, il suffit de montrer que toutes les coordonnées sont bornées

par des constantes strictement positives indépendantes de k.

e Par un calcul précédent (deux premiers développements de agffll)), on a que
1

pour tout k € N et pour tout 1 <7 <m

< ) 93 (k) a” <ﬁ(k ) ?J](k)

(k-l—l -1

Ms

Puisque

on trouve ’encadrement
1 -1
k k+1 k
()" <o ()
En le combinant a ’encadrement
—1 —1
CORET A
2 1

on trouve que pour tout kK € Net 1 <7 <n

o9 >
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Puisque précédemment on a montré la majoration

3 (2 —

-1
MO MORES (Z aij> ria1/25_1/2 > pR_1a1/25_1/2

i7j
on a donc que pour tout £k € Net 1 <17 <n,

:L"Ek) > agg)pR_lamd_m >0
1

ce qui montre que |inf |x§k)\ > agg)pR—1a1/25—l/2 >0l
1 1

e On avait montré avant que pour tout k € Net 1 <j<m
y](-k) > pR_1a1/25_1/2

ce qui montre que

vk € N, inf [y > pR™1a!/25712 > 0
J
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Chapitre 5

Application a la diffusion de mesures
de probabilité sur les sommets d’un
graphe

Cette partie s’inspire fortement de 'article de Solomon [8]. Avant de considérer des
applications informatiques plus fines que les précédentes, nous allons devoir revisiter
la dualité de KANTOROVITCH pour esquisser la preuve résultat suivant (voir [2|, thm.
2.18) :

Théoréme 7. Soit p, v deur mesures de probabilité sur X et'Y des compacts de R.
On note F et G leurs fonctions de répartition. Soit v une mesure de probabilité sur R*
telle que pour tout x,y :

(oo, z] X |=00,y]) = min(F(z), G(y))

Alors v € Il(p, v) ety est un plan de transport optimal pour la fonction de cott c(x,y) =
|z — y|%. Par conséquent :

W2 (1, v) = / F\ (1) — G )Pt

[0,1]

5.1 Monotonicité c-cyclique

On commence par regarder quelques résultats intermédiaires présentés dans [1].

Définition 6 (Ensembles c-cycliquement monotones). Soit X,Y des ensembles et c :
X XY r— RU{+o0}. SoitI' C X xY. On dit que I" est c-cycliquement monotone si
pour toute famille finie (x1,y1), -, (Tn,yn) € L' et pour tout o permutation de [1,n] :

D elwiy) <Y elwi yow)
i i

On dit qu’un plan de transport est c-cyclique si son support est c-cycliquement mo-
notone.
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Définition 7 (Fonctionnelle c-cylique). Awvec les notations de la définition précédente,
pour une fonctionnelle ® : X — R U {+o0} , on appelle c-transformée de ® la fonc-
tionnelle donnée par :

vy €Y, ¥(y) = inf [c(z,y) — (z)]

Réciproqguement, pour ¥ : Y —— R U {400}, on appelle ¢-transformée de ¥ la
fonctionnelle donnée par :

Vo € X, ®°(z) = inf [c(x,y) — U(y)]

yey

<

On dit que ® est c-convexe s’il existe O telle que & = P
c-concave s’il existe © telle que ¥ = o

, et on dit que VU est

Nous énongons maintenant deux propositions dont nous ne donnerons volontaire-
ment pas la preuve afin de ne pas alourdir notre propos. On trouvera des preuves
détaillées dans [1], thm 1.36 et 1.37.

Proposition 6. Si () #' C X xY est c-cycliquement monotone, et sic: X xY — R,
alors on dispose d’une fonction c-concave ® # —oo : X — RU {—o0} telle que :

I C{(zr,y) € X xXY|® P Px,y) = c(z,y)}.

Proposition 7. St~ est un plan de transport optimal et si ¢ est continue sur X x Y,
alors I' est c-cycliquement monotone.

Il en résulte un raffinement du théoréme de dualité de KANTOROVITCH :

Théoréme 8 (Retour sur la dualité de KANTOROVITCH). Si X et Y sont compacts :

min = max [/ (IDd,u+/ (IDCdV}
~ell(u,v) {® c—convexe|PDPc<c} X Y

5.2 Idée de la preuve de 'expression de la distance de
Wasserstein avec les fonctions de répartition

Il faut commencer par démontrer le résultat suivant :

Proposition 8 (Critére d’optimalité de KNOTT-SMITH). Soit p et v des mesures de
probabilité sur X et Y des compacts de R?, que l'on étend naturellement en mesures
de probabilité sur R:. On considére la fonction de coit c(x,y) = |x — y|®. Si un plan
de transport vy € I(u,v) de support I est optimal alors il existe une fonction convere
semi-continue inférieurement ® telle que T' C Graph(0P).
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Démonstration. On sait d’aprés ce qui précede que ’on dispose d’un plan v de transport
optimal. On sait également que 1'on dispose d’une fonction ¢ sur X telle que (¢, ¢°)
réalise le sup dans le théoréme de dualatité de KANTOROVITCH :

/ (6@ ¢ —)dy =0
XxY

Or l'intégrande est postif, donc nul y-presque partout. Le réultat découla alors d’une
caractérisation du sous-différentiel( cf |2] prop. 2.4 p. 69, 2.12 p.80). O

Preuve du théoréme principal : On reprend les notations du théoréme. Montrons
que
I C{(z,y)|F(z7) <G(y) et Gly™) < Fa)}.

En effet, si on se donne un couple (x¢,yo) tel que F(zg5) > G(y). F est croissante donc
on dispose de U un voisinage de z tel que F(z) > G(yo) pour tout x € U. Or G est
croissante et continue a droite donc on dispose de V' un voisinage de yq tel que pour
tout (z,y) e U xV :

min F'(z), G(y) = G(y).

En particulier v(U x V') = 0 donc (¢, yo) ¢ I'. On peut vérifier que le membre de droite
correspond & un ensemble monotone, donc I' est inclus dans le sous-différentiel d’une
fonction semi-continue inférieurement convexe. D’aprés le critére de KNOTT-SMITH, 7y
est un plan de transport optimal.

Remarquons maintenant que si A est la mesure de Lebesgue sur R?, v = )Xo
(F~1,G71). Cette égalité apparait naturellement en regardant les boréliens de la forme
J—00, z[ x ]—00,y[.

Il en résulte que :

/ny edy = /[0’1] c(F7H(1),GTH(t)) dt.

L’idée qui motive ce chapitre est relativement simple. Donnons-nous un graphe non
orienté G = (V, E) ou V est 'ensemble des sommets et £ 'ensemble des arétes (qui
peut représenter par exemple des villes d'un pays reliées par des routes).

Supposons que sur un sous-ensemble Vi de V, nous ayions des informations qui
peuvent s’exprimer comme distributions (par exemple, on peut prendre Vj 1’ensemble
des ports et pour chaque port de Vj, on de donnerait les arrivages de blé sur ’année).

L’objectif est de proposer une approche mathématique et algorithmique a la résolu-
tion des deux problémes suivants :

e comment déduire des informations sur les sommets de Vj des infomations sur tous

les sommets, et quel modéle adopter ?

e comment faire diffuser I'information, en partant des sommets de V[ sur tous les

sommets de V' 7
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5.3 Eléments de calcul différentiel sur les graphes

Le but est de présenter un cadre assez général permettant de faire du calcul diffé-
rentiel sur les graphes : on voit assez bien le lien avec le probléme initial puisque 1'un
des objectifs est de faire de la "diffusion".

Pour cette partie, nous nous inspirons fortement des articles de Y.-S. Chung [10],
[11] et [12], en précisant quelques définitions.

5.3.1 Premiéres définitions sur un graphe

Soit G = (V,E) un graphe non orienté, ou V est I'ensemble des sommets et
E C Py(V) ={{x,y} : x,y € V} est 'ensemble des arétes. On note également V(G)
I'ensemble des sommets de G et E(G) 'ensemble de ses arétes. On va supposer dans
tout ce qui suit que G est un graphe fini ce qui simplifie notamment I’étude des fonctions
sur G. Il est possible de faire cela sur des graphes dénombrables, a condition d’imposer
des conditions du type L' sur ces fonctions.

Pour tout (z,y) € V2, on note x ~ y le fait que {z,y} € E, c'est a dire que z et
y soient reliés par une aréte. On se permettra également dans la suite le léger abus de
notation z € G pour désigner x € V. De plus, on notera indiféremment f : G — R ou
f 'V — R une application de ’ensemble des sommets de G dans R.

Nous allons également nous donner une application w : V x V — R, qui vérifie

~w(zy) >0 {z,yt e

a V(m,y) S V2, w(x,y) = w(y,x)
Ainsi, w(z, y) représente en quelque sorte la capacité a conduire de I'information entre le
sommet z et le sommet g ; n’avoir pas d’aréte entre un sommet x et y est équivalent a ce
que 'information ne puisse pas se propager directement entre x et y. Nous appellerons
w la fonction de pondération des arétes.

Donnons maintenant les définitions principales permettant de faire du calcul diffé-
rentiel sur les graphes.

Définition 8 (poids et probabilités de passage). Etant donné un sommet x € V, on
pose d,x le poids total du sommet x, c’est a dire

d,x = Zw(m,y) = Zw(x,y)

yeVv Yy~
Etant donné x,y € G, on pose

w(z,y)
d,T
lsidyc=0etx=y

st d,x >0
p(r,y) =

0 stnon

qui représente la probabilité de passage du sommet x au sommet y.
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(a) graphe quelconque (b) graphe étoilé (arétes pondérées
par 1)

FIGURE 5.1 — Exemples de graphes GG

Définition 9 (intégrale, différentielle). Soit f : G — R. Alors :
e on définit l'intégrale de f sur G

/ fd, = / f@)dyr =" f(x)dya
G G zeV
Naturellement, on définit le volume du graphe G :
Vol(G) = / 1d,, = Zdwfb’ = Z w(z,y)
a

z€V (z,y)eV?2

e on définit la dérivée directionnelle de f en x € G selony € G :

Doy f(x) = [f(y) = f(@)] V(2. y)

Naturellement, on définit le gradient de f enx €V

Vol (@) = (Duy() ey

L’expression du gradient que nous avons ci-dessus permet de définir le laplacien de
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f: G — R en posant

V.?JEVAf ZDwyODwyf()
- Z Dw,yf(z) V p(:E, y)
= [ Jp(z,y)

yev
= > It Ip(z,y)

5.3.2 Calcul différentiel sur un sous-graphe

Dans cette partie, nous allons fixer G un graphe qui sera en quelque sorte notre
espace de départ. Nous allons maintenant faire du calcul différentiel sur des sous-graphes
de G.

Rappelons que (5,7) est un sous-graphe de G si i : V(S) — V(G) et si i(E(S5)) =
{{i(z),i(y)} : {z,y} € E(S)} C E(G) NP2(V(S)). On dit que S est un sous-graphe
induit de G si i(E(S)) = E(G)NP(V(S)). Pour simplifier les notations, on considérera
a partir de maintenant que V'(S) est inclus dans V(G) et on omettra i.

Etant donné un sous-graphe de G, il est naturellement muni d'une fonction de
pondération héritée de w :

{WS(xvy) = (A)(LL’,y) si {flf,y} € E(S)

ws(z,y) = 0 sinon

D’aprés ce qui précede, nous disposons d’un calcul différentiel sur le graphe S. Mais
étant donné f: G — R, f: S — R sa restriction a S, on a

dyoX ~
1 25 d, = d,,
/G f V(S) de /S f S

En général, nous n’avons donc pas

/G fisd, = /S Fos

car la mesure point par point dépend du graphe.

La définition de I'intégrale sur un sous-graphe S de G n’est donc pas évidente ; nous
allons distinguer deux cas :

— étant donné f: G — R, alors

/S fdy = /G f1sd,
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(a) graphe quelconque (b) graphe étoilé (arétes pondérées
par 1)

FIGURE 5.2 — Exemples de sous-graphes S (en trait plein) de G (en pointillé)

[ = [ s,

et plus généralement, on fera du calcul différentiel sur f en la considérant sur
le graphe S muni de wg que 'on renote w pour simplifier (sauf dans quelques
démonstrations ot on mélera les deux).
Alinsi, préciser le graphe de départ de nos fonctions sera primordial car notre calcul
différentiel en dépend (on donne le graphe de départ et non le sommet de départ car les
arétes présentes ou non jouent un role dans la pondération et donc le calcul différentiel).

— étant donné f: S — R, alors

Si nous devions faire une analogie avec le calcul différentiel classique, notre graphe
initial G serait en quelque sorte notre espace de départ R?. Etant donné un sous-graphe
S de G, nous allons par la suite le voir comme un ouvert €2 : I’étude d’équations sur 2
ne peut se faire sans des conditions sur son bord, que nous allons définir.

Définition 10 (bord,adhérence). Soit S un sous-graphe de G. On définit
~ le bord de S :

0S :={zeV(G)\V(S) : JzeV(Y), z~uzx}

Par la suite, si on considérera S a la fois comme un sous-ensemble de V(G) et
comme le graphe (0S,0).
— ladhérence de S :

S:=(SUIS,E(S)U{{z,y} € E(G) : x€dS etye S})
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c’est a dire le graphe dont les sommets sont la réunion des sommets de S et de
son bord, et dont les arétes sont celles de S plus celles qui relient S a son bord.
On omet celles qui auraient pu relier deur sommets de 0S dans G.

Illustrons ce que représente I’adérence : nous représentons ici S en trait plein, S en
gras et le reste du graphe G en pointillés.

w(2,5)

(a) graphe quelconque (b) graphe étoilé (arétes pondérées
par 1)

FIGURE 5.3 — Illustration des adhérences

Remarque 8. S est un sous-graphe de G mais aussi de S. Il est méme un sous-graphe

induit de S.

Le bord dépend évidemment du graphe de départ G. Dorénavant, nous fixerons G,
S désignera toujours un sous-graphe de G, et S désignera I'adhérence de S dans G.

Supposons que S soit un sous-graphe d’un graphe H, et soit f : S — R. On appelle
extension de f a H I'application de H dans R qui coincide avec f sur S et qui est nulle
ailleurs. On la note encore f.

Lemme 4. Supposons que S soit un sous-graphe induit de G. Alors
Vo €S, dwgzv =d,x

Démonstration. Soit x € S et y € G. Supposons que {z,y} € E(G), alors y € S ou
y € 0S et donc en particulier y € S. Si y € 95, alors {x,y} € E(S) par définition. Si

y € S, alors puisque S est induit, {z,y} € E(S) C E(S). Dans tous les cas, {z,y} €

E(S). Ainsi,

Vy € G, {z,y} € E(S) & {z,y} € E(G)

et le lemme en découle O
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On déduit de ce lemme les conséquences directes suivantes :

Proposition 9. Si S est un sous-graphe induit de G et f : S - R et g: G — R sont
deux fonctions, alors B
e si f et g coincident sur S

Vre S, VyeS, D,,f(xr) = D,,q(x);

Lf(x)dwzzég(z)dwz

Définissons enfin les dérivées normales sortantes, ce qui nous permettra d’obtenir
des formules type formule de Green.

e si f et g coincident sur S

Définition 11 (dérivée normale sortante). Soit G un graphe, S un sous-graphe de G,
f:G—=RetzedS. On définit la dérivée normale sortante de f en z :

=) - rn 22 = ) - 3 p e

O,n
w yeSs w yeS

avec d z = Zw(y, z)

yeS

Remarquons que si G = S, alors d',x = d,x et donc Af(z) = —91E) - De maniere

, Own
générale, d,z = d,_z.

5.3.3 Formules

De ces définitions, nous déduisons des formules qui ressemblent énormément a celles
que nous connaissons en analyse et qui montrent la conservations de nombreuses preuves
et propriétés de ces opérateurs.

Théoréme 9. Soit G un graphe, [ et g deux fonctions de G dans R. Alors

- /G 9(Auf)d, = /G Vg Vofd, (5.1)

Démonstration. Puisque pour tout x,y € G, p(x,y)d,xr = p(y, x)d,y, on a

/G Vo - Vogdo = 3 (£(@) = FW)9(x) — 9(0)v/p(@ 9)/2(@: Y)dua

z,yeG

= 9(@) Y (f(x) = F)p@, y)dor + > gw) Y (fy) = f(2))p(y, 2)dwy
zelG yeG yelG zeG

=2 [ adura,
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Ce théoréme montre en particulier qu’étant donné deux fonctions f,g: G — R, on

/ gA,fd, = / fALgd, (5.2)
G G
De plus, si on définit ’énergie de Dirichlet de f: G — R :

Enlf) = [ IVurPd,

alors d’apres la formule 5.1, on a également

En(f) = /G F(~Auf)d,

Théoréme 10 (laplacien du produit). Soit G un graphe, f et g deux fonctions de G
dans R. Alors

Au(fg) = fALg+ Vuf - Vug + gAuf (5.3)

Démonstration. Soit x € G. Alors

Au(fg) (@) =D [fW)gly) — f(x)g(x)] p(z, y)

yeG
Y [ Wew) + f(@)g(x) — fW)g(x) — g(y) f(2)]p(z. y)
yeG
= f(2)Aug(z) + g(@)Auf(x) + > (Fy) = F(@)(9(y) — 9(@) /P, 1)/ p(x, y)

= [(2)Aug(z) + 9(2)Auf () + Vo f(z) - Vag(z)

On en particulier, pour f: G — R
Au(f?) = 2fAuf +|Vufl? (5.4)

Théoréme 11 (formule de Green). Soit f,g : S — R deuz fonctions. Alors on a la
formule de Green :

_ of dg
[ tosas = sasgd. = | (gaw—n - faw—n) 0, (55)

Démonstration. D’aprés la formule 5.2, on a

/ (9Auf — fALg)dy + / (90uf — fALg)dy = /_ (90uf — FAug)du =0
S o8 S
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Or d’apres une remarque dans la définition de la dérivée normale sortante,

_0f(%)

O,n

ce qui nous donne le résultat voulu. O

Vz €05, A,f(z) =

Soit f,g : S — R. En applicant la formule de Green & fg et 1, et la formule 5.3
pour calculer A,(fg), on trouve

. _ [ 9f9)
[ vut g+ [ rasg s gng = [ (5:6)

5.3.4 Laplacien, propriétés des fonctions harmoniques

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a ’opérateur Laplacien et a I’existence
de solutions f : S — R a un probléme du type :

A, f =0sur S
f est prescrite sur 0S5

Laplacien

Soit G' un graphe, on peut voir le laplacien de G comme une matrice :

Ay(z,y) = {p(:p,y) six#y

ple,z) —1lsiz=y

en remarquant que A, peut se voir comme un endomorphisme linéaire de RV(@). Etant
donné f: G — R, on a donc avec ces notations

Vo € G, Auf(@) =Y Aul(z,y)f(y)
yeG

Dans cette partie, nous allons étudier cette matrice et fixer une fois pour toute les
notations liées au laplacien.

Définition 12 (matrice symétrique associée au laplacien). Soit G un graphe tel que
Vere G, dyx >0
Posons D = diag((v/dw2)zec). On définit la matrice symétrique associée au laplacien :

W@ sy
Va,y € G, Ly(x,y) =4 " dorduy

wiz, ) — 1 sinon

d,x

On a directement
L, =DA,D™!
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Nous allond maintenant nous intéresser aux valeurs propres et aux vecteurs propres
de la matrice £,. Dans la suite, étant donné deux fonctions f, g de G dans R (que 1’on
identifie & RV(%), on note (-, -) le produit scalaire canonique, c’est a dire

(f9) = f(x)g(x)

zeG

Proposition 10. Les valeurs propres de L,, sont comprises entre —2 et 0.

Démonstration. Soit donc f: G — R. On a

_ T w(:)s,y) . x 2
=3 [f( ) mf(y)] > 1t

Z {f(x)Mf(y)H = Z f(x) w(z,y) F(y) W(Z/ax)]

e dyxA/dyy ogeC d,x d.y
@] w.n)]"
w(z, w(y,x
(Cauchy-Schwarz) < [Z flz)? d xy ] Z fy)? dy ]
z,yeG “ Lz,yeG wY
=> fx)
zeG

Ce qui montre que pour tout f: G — R, on a

et donc que les valeurs propres de £, sont comprises entre —2 et 0. En particulier, £,

est une matrice symétrique négative.
O

En se servant de la preuve précédente, on peut décrire le noyau de L,,. En effet, par
le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz, on a

L,f=0&3k>0, Vz,y e G, f(z) wilx,xy) — kf(y) wilx,yy)

et donc

L,f=0&3k>0, V{z,y} € E(G), f(x) — f(y)

\/dw—$ d.y
Soit f une fonction de laplacien nulle sur GG. Notons G, ..., Gy les composantes connexes
du graphe G, et prenons une telle composante G;.
Soit xy un sommet fixé de G, et écrivons f(xg) = v dyxo.

(5.7)
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Puisque d,zo > 0, il existe y € G; tel que y ~ z¢. En applicant 5.7 & zy et y, et
en échangeant leur roles, on trouve que nécessairement k = 1 (sauf si f est nulle en x

auquel cas on montre facilement que f est nulle sur toute la composante connexe).

W) —

™ ;. Par connexité de Gj,

Puis pour tout voisin y de xy, on a d’aprés 5.7 que
on en déduit

ou

T  — \Jdyx

Ainsi, on trouve que
N
Ker(L,) C @]Rf,
i=1

Il est facile de montrer que cette inclusion est en fait une égalité. On a donc

N
Ker(L,) = P RS;
i=1

La dimension du noyau du laplacien est donc le nombre de composantes connexes du
graphe GG. On a donc vérifié le résultat intuitif suivant : les éléments du noyau du
laplacien sont exactement les fonctions localement constantes.

Fonctions harmoniques

Nous allons maintenant énoncer quelques propriétés des fonctions harmoniques et
montrer ’existence de solutions au problémes du type

{Awf:OsurS

5.8
A, f est prescrite sur 9.5 (5:8)

Définition 13 (fonction harmonique). Soit f : S — R. On dit que f est harmonique
St

Vee S, A,f(x)=0

Proposition 11. Soit S un sous-graphe conneze de G et f : S — R telle que
Vee S, A,f(x) >0

Si f atteint son mazimum sur S, alors f est constante.

Démonstration. Supposons que f atteigne son maximum en z € S. On a

Auf(@) = 0e Y [f(y) = f(@)]plz,y) >0

Y~z
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Tous les termes de la somme de droite sont négatif car le maximum de f est atteint en
x. Ils sont donc tous nuls, et puisque pour tout y ~ z, on a que p(z,y) > 0, pour tout
y~x, f(xr) = f(y) et donc le maximum de f est aussi atteint en tous les voisins de z.
Par connexité de S et donc de S, la fonction est constante. O

Remarquons que si S n’est pas connexe, on a tout de méme prouvé quesi f : S — R
atteint son maximum en z € S, alors f est constante égale a f(z) sur la composante
connexe de x dans S.

Corollaire 1. Soit S un sous-graphe connezxe de G tel que toute composante connexe
de S est de bord non vide. Soit f : S — R telle que

Vee S, A,f(x) >0
Alors [ atteint son maximum sur 0S, ie

Vo €S, f(r) < max f(y)

yeas

Démonstration. Il suffit d’appliquer le maximum : si le maximum est atteint sur S,
alors il est atteint sur toute une composante connexe dans S et donc par hypothése en
au moins un point du bord. O

Un cas particulier du corollaire précédent est le cas ot on se donne GG connexe,
Vo C V(G) non vide et S le sous-graphe induit par les sommets V(G) \ Vj.

En effet, fixons C' une composante connexe de S, ¢ € C et vy € Vj que nous avons
supposé non vide. Puique G est connexe, il existe un chemin reliant ¢ a vy ; en prenant
le premier élément de ce chemin qui n’est pas dans C, celui-ci sera dans le bord de C'
et donc de S.

Comme conséquence de la proposition et du corollaire précédent, nous avons les
deux propositions suivantes.

Proposition 12 (p_rincipe du minimum et du maximum). Soit S un sous-graphe
connexe de G et f: S — R. Alors
i siVe €S, A,f(x) >0 et si f atteint son mazimum sur S, f est constante ;
i siVr €S, A,f(x) <0 et si f atteint son minimum sur S, f est constante ;
1t st f est harmonique et si f atteint son maximum ou son minimum sur S, f est

constante.

Proposition 13 (régularité des fonctions harmoniques). Soit S un sous-graphe de G
dont le bord de toutes les composantes connezes est non vide et f : S — R. Alors

i siVe e S, A,f(x) >0,

Vo €S, f(r) < max f(y)

yeas
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ii siVz € S, Auf(z) <0,

vees, f(z)> 52%% f(y)

i si f est harmonique,

Ve s, ;2},% fly) < f(z) < irégzgf(y)

Nous allons maintenant voir que la formulation variationnelle fonctionne aussi pour

le calcul différentiel sur les graphes.

Théoréme 12. Soit G un graphe, Vo un sous-ensemble de V(G), et fo : Vo — R.

Notons S le sous-graphe de G induit par V(G) \ Vy. Posons
E={g:G—=R : gy, = fo}

l’ensemble des fonctions sur le graphe & valeurs prescrites sur Vy. Si f minimise [’énergie

de Dirichlet parmis les fonctions dont la valeur au bord est fy

1 9 .
Enlf) = 5 | Vs du = mip nls)
alors f est solution au probléeme

Ayf =0 surS
Vg € Vo, f(vo) = folwo)

Démonstration. L’application

Ep : RV@ — R

1
g — 5/ |ng|2 dy,
G
est une application C' sur RV(@. De plus, pour z € V(G), on a
o0& 1
U] _ LS a4(e) — e p)dar = —darAf(2)

yeG

On suppose qu’elle atteint son minimum en f sur le sous-espace vectoriel affine (fo @

0) + Ker(Pgv ). On a alors l'existence de multiplicateurs de Lagrange :

I Ne) € RV D vz e V(Q), 85§£f) + Pavo(A\y) = 0
et donc en paritculier
vz € V(G)\ Vi, a%f)zo

Pour x € V(G) \ W, si d,x > 0, cela montre directement que A, f(z) = 0 et sinon, z
n’a pas de voisins et donc on a également A, f(z) = 0.
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Ceci est une généralisation de I’énoncé initialement souhaité : si on prend S un
sous-graphe de G et que 1’on applique le théoréme avec G + S et Vi + 95, on montre
que si f minimise I’énergie de Dirichlet, alors f est solution du probléme 5.8. En fait,
la seule information qui compte vraiment est celle que I'on a sur 0S.

Proposition 14. Reprenons les mémes notations que dans le théoréme précédent.

i Si S est connexe et si S # 0, alors il existe une unique solution au probléme

{ A,f =0 surS (5.9)

f = fo surVy

it Si S est connexe et si S =0, alors 'ensemble des solutions au probléme 5.9 est
l’ensemble des fonctions constantes.

1t L’ensemble des solutions au probléeme 5.9 est un espace vectoriel affine de di-
mension N, ot N est le nombre de composantes connexes a bord vide de S. En
particulier, si toutes les composantes connexes de S sont a bord non vide, la so-
lution est unique.

Démonstration. e Pour l'existence d’'un minimiseur de I’énergie de Dirichlet, il suffit
de remarquer que celle-ci est strictement convexe si G est connexe et a comme
limite +00 en 4-00. Sinon, on décompose G en composantes connexes, on remarque
que I’énergie de Dirichlet de G est la somme des énergies de Dirichlet de ses
composantes connexes, et on minimise chacune d’entre elles.

e [’unicité est une application triviale du principe du maximum : pour le premier
point, on se donne deux solutions et on s’intéresse a leur différence, qui est har-
monique a l'intérieure et nulle sur au bord donc nulle; pour le deuxiéme, on a
déja montré que ’ensemble des fonctions de laplacien nul sur un graphe connexe
est I’ensemble des fonctions constantes.

O

Nous avons ici tout pour mettre en place un algorithme qui, étant donné un graphe
G, un sous ensemble Vj non vide de V (G), une fonction fy € RY, nous fournit I’ensemble
des solutions au probléme 5.9.
Pour simplifier, supposons que les sommets sont numérotés sous la forme 1,....m,m + 1, ..., n.
—_—— ———

Vo V(G)\Vo
On peut alors voir fy comme un vecteur Yy € R™, et un élément f de E' (I'ensemble des
fonctions dont la restriction a V vaut fy) comme un vecteur de la forme

o Yb n—m
f= (X) avec X € R

Si on décompose la matrice du laplacien sur G sous la forme

A% B
Aw = ( CU’J AL/\VQ)
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Ainsi, on a
(ALY, BX
wr- (30 ()

Trouver f de laplacien nul sur S (défini dans les théorémes précédents) revient donc a

résoudre le systéme
AW X = —CY,

5.4 Harmonisation de distributions de probabilités dans
un graphe

Dans cette partie, nous allons fixer une bonne fois pour toute un graphe pondéré
G = (V, E,w), un sous-ensemble de sommets non vide Vj C V(G). Nous allons encore
noter S le sous-graphe induit par les sommets V (G)\ Vj, et nous allons de plus supposer
que toute composante connexe de S a un bord non vide (rappelons que c’est directement
le cas si G est lui méme connexe).

On note Prob(R) 'ensemble des mesures de probabilité sur R. Au lieu d’associer
un réel & un sommet du graphe, on va dans toute la suite lui associer une mesure de
probabilité. Ainsi, le probléme devient : étant donné des mesures de probabilité j, pour
v € Vy, comment définir des mesures p, pour tout x € G de maniére "harmonique" ?

TN TN
/ \ / \
'\ Ha, M3

~ /\\ //\ -7

N\ 7
N\ 7/
AN 7
/ A
7 AN
/ AN

TN/ N TN
/ \ / \
f | 1 '
\ Ml / \ /LQ /

~_~ N7

(a) graphe quelconque (sans w) (b) graphe étoilé

FIGURE 5.4 — lllustration de l'objectif : trouver les 7 harmoniquement

La premiére approche intuitive est d’essayer de se ramener au probléme précédent.
Supposons que nos mesures i, pour v € V; soient des densités p, par rapport a la
mesure de LEBESGUE. On pourrait, pour tout € R, définir (p,(z)) comme solution au
probléme de Dirichlet dans avec (p,(z))yey, comme conditions au bord (probléme réel
de la partie précédent), ce qui définirait les densités p, point par point. Le probléme
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de cette approche est le méme que celui de l'interpolation eulérienne des mesures : si
on ’applique a un graphe ou I'inconnu se situe entre deux mesures dy et d;, alors cette
interpolation va mener a une mesure de la forme ¢(Jo+9;) alors que ’on voudrait plutot,
comme dans 'interpolation de MCCANN une mesure de la forme tdg 5.

C’est pour cela que l'on va plutot utiliser des distances de WASSERSTEIN pour
comparer nos mesures. Plus précisément, nous allons définir I’équivalent de I’énergie de
Dirichlet et essayer de la minimiser.

Définition 14 (énergie de Dirichlet). Soit p : G — Prob(R) une application qui
chaque sommet x de G associe une mesure de probabilité p,. On définit ’énergie de
Dirichlet de p :

Enl) = 5 3 Wilter m)p(e, v = 5 37 ()W, )

xvyeG x,yEG

Rappelons quelque définitions et propriétés propres aux distributions de probabilité
sur R.

Etant donné une mesure de probabilité p : B(R) — [0,1], on appelle fonction de
répartition de p 'application

F : R — [0,1]
x> p(] —o0,1])

Elle est croissante et continue & droite. On appelle pseudo-inverse continu a droite
I’application
Ft 00,1 — R
s — inf{zx € R, F(x) > s}

qui est comme son nom l’'indique continue a droite, et croissante. De plus, u est la mesure
image de la mesure de lebesgue sur |0, 1[ par la fonction F~*. Il y a donc correspondance
entre

e les mesures de probabilités sur R ;

e les fonctions de ]0, 1] dans R continues & droite et croissantes.

Par exemple, donnons-nous une probabilité atomique a support fini g =3 " | p;dq,
avec 1 < ... < T, p; > 0et Y " p; = 1. Sion note, pour tout 0 < i <n, s; = Z;zlpi,
alors F'~1(s) = z; pour tout s € [s;_1, s;[.

Réciproquement, si on se donne une fonction en escalier croissante continue a droite
de ]0,1[ dans R, il est facile de retrouver la mesure atomique dont elle est le pseudo-
inverse continu a droite.

Rappelons enfin le résultat montré dans une section précédente.

Théoréme 13 (VILLANI). Soit g, i1 € Prob(R) et soit Fy' et F{' leur pseudo-
inverses. Alors

W) = [ (F7(5) = Fy ' (s)) s
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Nous allons donc maintenant essayer de reformuler notre probléme. On a donc tou-
jours une mesure /i, pour tout v € Vg. Pour tout v € Vp, on note £, ! le pseudo-inverse
continu a droite de p,. Pour tout s €]0,1], on note g la solution au probléme de
Dirichlet classique 5.9 :

A,gs =0 sur S
gs(v) = F_l(s) sur Vj

v

c’est le minimiseur de 1’énergie de Dirichlet associée.
On a alors le lemme suivant :

Lemme 5. Pour tout © € G, s+ gs(x) est croissante et continue a droite.

Démonstration. Soit 0 < s < s’ < 1 et soit x € G. Puisque A, (gs — gs) = 0 sur S, par
la proposition 13 (propriété des fonctions harmoniques)

min (gy (v) = gs(v)) < (9o — gs)(2) < max (go(v) — gs(v))

veV) veVh

et donc

min (F7H(s) = E7N(s)) < (99 — go)(2) < max (F(s") = F(s))

Cela montre directement a la fois la croissance et la continuité a droite des g;.
O

On peut donc définir, pour tout x € G, p, comme la mesure image par s — g,(x)
de la mesure uniforme sur |0, 1] (i.e. la mesure de LEBESGUE) : s +— g4(z) est alors le
pseudo-inverse de cette mesure.

On a alors le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 14. L’application p : G — Prob(R) que nous venons de définir minimise
I’énergie de Dirichlet.

Démonstration. On note x 'esemble des fonctions g : Gx]0, 1[— R telles que pour tout
r € G, s — g(x,s) soit B(]0, 1[)-mesurable et telles que pour tout s €]0, 1] et pour tout
v e Vo, glv,s) = F,(s).

Considérons le probléme de minimisation

minéole) = 5 3 wle.n) [ (ole.s) = alon))ds

geX
z,yeG

On sait que, par définition de nos gs(x) comme solution du probléme de Dirichlet
a s fixé (et donc comme minimiseur de 1’énergie de Dirichlet associée), que pour tout
s €0, 1] et pour tout g € x
1 2 _ 1 2
5 > wlz,y)(gs(x) — ga())” < 3 > wlay)(gle, s) — gy, s))

z,yel z,yeG
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Si bien qu’en intégrant par rapport a s, on trouve que pour tout g € Y,

3 3 wlwn) [ 0@ =) <5 Y wle) [ (ates) = gly.s)ds

z,yeG z,yeG

et donc

3 2 wla) [ (0.60) = .0)Pds < min (o)

geX
z,yeG

Or le théoréme de VILLANI énoncé susditement montre d’une part que

LS vy [ (0@) - g)ds = = S wley)Wee )
2 ; 2

z,yeG z,yeG

et d’autre part que

min £p(g) < min Ep (1)
9€X p

ou u vérifie les conditions sur le bord. On a donc montré que p que nous avons construit
est un minimiseur de ’énergie de Dirichlet. O

Nous avons donc mis au point une méthode pour harmoniser les mesures inconnues
en fonction de celles au bord. De plus, on voit que la mise en place algorithmique est
évidente : puisque l’on sait résoudre le probléme de Dirichlet classique, il suffit de s’y
ramener en calculant les pseudo-inverses, ce qui d’aprés une remarque précédente est
facile pour des mesures atomiques, et qui l'est également pour les mesures a densité
connue.

Mais cette harmonisation en est-elle vraiment une ? La proposition suivante montre
que notre méthode ne déforme pas trop les mesures; ni les espérances, ni les variances
n’explosent.

Proposition 15. On a :
e si pour tout v € Vg, t — t est p,-intégrable, alors pour tout © € G, t — t est
le-intégrable et si m(x) désigne l’espérance de i, pour tout x € G, on a
inf m(v) < m(z) < sup m(v)
veV) veVy
e de méme, si pour tout v € Vg, u, admet un moment d’ordre deuz, alors pour tout
r € G, py admet un moment d’ordre deuz et si 0(x) désigne la variance de i,
pour tout x € G, on a
0 < o*(z) < maxo?(v)
veVy
Démonstration. Rappelons tout d’abord le fait suivant : soit g une mesure sur les
boréliens de R et F~! son pseudo inverse. Alors pour toute fonction ¢ positive ou pu
intégrable, on a

/R () = / o(F1(s))ds (5.10)
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On a
Vs €]0,1], Vx € G, mi‘glgs(v) < gs(z) < maxgs(v)

veVD veVp

ce qui montre que
Vs €]0,1], Vo € G, |gy(x)| < max |gs(v)] < D 1g:(v)]
veVo veVp

et donc

weed, [lawis< Y [ lowis

veVY

Or d’apreés 5.10, cela signifie exactement
Vi€ G, / e < 3 [ Jtldp,
R veV) R

donc t — t est bien pu, intégrable pour tout = € G.
Puis si on pose
m : G — R

1
xr — /td,ux:/ gs(z)ds
R 0

1
Ve e S, Aym(z) = / A,gs(x)ds =0
0 N e’

on a

Ce qui montre bien, d’aprés la proposition 13

Ve € G, minm(v) < m(x) < maxm(v)
veV) veWVy

Toujours d’apres 5.10, on a

1
Vo € G, o*(a) = [ [gn(o) — m(o)* ds
0
Or d’aprés la formule 5.4, on a, pour tout s €]0, 1],

Vo € 5, Au(lgs(x) — m(2)]") = 2(gs(z)—m(x)) Au(gs(2) — m(x)) +|Va(gs(x)—m(z))[?

(. /

~~
=0

et donc
Vo €S, Au(lgs(z) —m(x)]*) >0

En intégrant par rapport a s, on trouve donc

Vo €S, A,o%(z) >0
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et donc d’apres la proposition 13, on a

Vo € G, o*(r) < maxo®(v)
veVy
ce qui montre a la fois I'existence des moments d’ordre deux et ’encadrement

souhaité.
O

Remarque 9. 5i les mesures sont atomiques, alors tous les barycentres calculés seront
également des mesures atomiques. 1l est facile de vérifier que l'on a généralisé la notion
de barycentre de WASSERSTEIN dans R (il suffit de prendre un graphe étoilé).

Remarque 10. On voit facilement comment réaliser un algorithme permettant de cal-
culer les mesures manquantes : puisque [’on a exposé dans la partie précédente un algo-
rithme permettant de calculer les solutions au probléme de Dirichlet, il suffit de pouvoir
calculer les pseudo-inverses, ce qui est facile dans les deux cas suivants :

— pour les mesures atomiques comme expliqué plus haut ;

— de maniéere approchée pour les mesures a densité.

5.5 Diffusion sur les graphes

Avec le calcul différentiel que nous avons mis en place, ’article [12] prouve 'existence
et 'unicité de solutions & des problémes de diffusion du type suivant :

O F (x,t) — A F(z,t) = H(x,t) pour z € S

F(x,0) = f(x)
F(v,t) = g(v,t) pour v € OS

pourvu que H, f et g aient une certaine régularité.

En utilisant le méme type de méthodes que dans la section précédente, il est possible
de faire cela avec des mesures : on peut faire diffuser des mesures sur un graphe en
ajoutant une composante temporelle. La principale difficulté de formalisation vient que
la régularité en temps imposée sur les pseudo-inverses continus a droite est trop forte :
il est cependant possible d’affaiblir un peu ces hypothéses pour, a défaut d’avoir unicité
des solutions au probléme précédent, on ait existence.
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Conclusion

Nous avons donc vu ici deux applications de la théorie du transport optimal et de son
premier résultat fondamental, la dualité de KANTOROVICH. Ces deux applications tirent
profit du fait que le transport optimal, et plus précisément la distance de Wasserstein
conserve de nombreuses propriétés géométriques : dans le premier cas celles des images,
et dans le second celles des distributions de probabilité. Mais le gros inconvénient de
I'utilisation de notions de transport optimal & des fins algorithmiques est le calcul des
plans de transport optimal ainsi que des potentiels de KANTOROVICH : dans nos deux
problémes; il a fallu trouver un moyen d’accélérer la convergence des algorithmes, que ce
soit par la régularisation enthropique et I'algorithme de SINKHORN dans le premier cas
ou la restriction a des distributions de probabilité sur R et ’astuce du pseudo-inverse
dans le second.
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