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Introdution

La question du transport optimal est un problème d'optimisation sous ontrainte

qui a été soulevé pour la première fois par Monge en 1781. La théorie a onnu de

nombreux développements au ours du 20ième sièle. Aujourd'hui, on lui déouvre des

appliations nouvelles en informatique. Nous allons étudier en partiulier son apport en

traitement de l'image et en apprentissage supervisé.

La première partie introduit le adre théorique du transport optimal. Dans les deux

parties qui suivent, on développe les outils de alul qui lui sont liés, à savoir la pro-

grammation linéaire et un algorithme de régularisation entropique.

On présente omment es outils permettent de aluler le baryentre d'une famille

d'images selon une métrique assoiée au transport optimal, pertinente pour ertains

problèmes informatiques.

En�n on s'intéresse à une appliation en apprentissage supervisé de ette théorie.

Si on se donne un graphe et sur ertains de es sommets une distribution de probabi-

lité, la théorie du transport optimal permet d'a�eter aux sommets vides une mesure

de probabilité. Ce proédé d'a�etation partiulier permet de préserver une ertaine

ohérene que l'on expliquera.
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Conventions et notations

• Si X est un espae munie d'une topologie onnue, C0b (X) désigne l'espae des

fontions ontinues bornées sur X

• Si X et Y sont deux ensembles et si a et b sont des appliations à valeurs réelles

dé�nies respetivement sur X et Y , alors pour (x, y) ∈ X × Y, a ⊕ b(x, y) =
a(x) + b(y).
• Si X est un espae mesurables,M+(X) désigne l'espae des mesures positives sur

X .

• Si X et Y sont deux espaes mesurés et si µ,ν sont des mesures dé�nies respeti-

vemetn sur X et Y , Π(µ, ν) désigne l'ensemble des mesures sur X × Y dont les

mesures marginales sont respetivement µ et ν.
• Si n,m sont des entiers non nuls, Mn,m(Ω) désigne l'espae vetoriel des matries

à n lignes et m olonnes et à oe�ients dans Ω.
• Pour M une matrie, on note M t

sa transposée.

• On note R
n
++ ensemble des veteurs de R

n
à oe�ients stritement positifs.

• On note Mn,m(R+) et Mn,m(R++) ensemble des matries à oe�ients respetive-

ment positifs stritement positifs.

• On note Dn(R) ensemble des matries diagonales de taille n à valeurs dans R

(idem pour R++).

• Si u ∈ R
n
, diag(u) est la matrie diagonale de taille n où diag(u)ii = ui pour tout

i ∈ [[1, n]].
• e = (1, · · · , 1)t.
• Si E est un espae vetoriel, on note E∗

son dual et 〈.|.〉 le produit de dualité,

que l'on onfond ave le produit salaire anonique dans les espaes vetoriels de

dimension �nie.

• ||x|| désigne la norme in�nie d'un veteur x.
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Chapitre 1

Outils de Transport Optimal

L'objet de ette setion est d'introduire le adre théorique pour l'étude menée par la

suite. On y présente le problème du transport optimal sous ses deux formes historiques :

le problème de Monge et le problème de Kantorovith, et on démontre l'existene

de solutions à es problèmes. On présente la distane de Wasserstein sur les espaes de

mesures �nies. On démontre en�n un résultat important de dualité dans le adre du

transport optimal, qui généralise la dualité utilisée en programmation linéaire.

1.1 Problèmes de Monge et Kantorovith

On onsidère dans ette setion deux espaes probabilisés (X, µ) et (Y, ν). On se

donne également une fontion c : X × Y −→ R appelée fontion de oût. Physique-

ment, le problème du transport optimal onsiste à déterminer omment transporter

de la "`masse"' située sur X suivant la répartition µ vers l'espae Y , de telles sortes

qu'après le transport, la masse ait la répartition ν, et ei ave un oût de transport

minimal. Le oût de transport d'une unité de masse située en x ∈ X vers y ∈ Y est

donné par c(x, y). Le problème a été posé historiquement de deux manières di�érentes.

Dans un premier temps, on herhe une relation déterministe entre la répartition

initiale de la masse et sa répartition �nale. On entend don envoyer toute la masse

située en x ∈ X en un unique y ∈ Y . Le problème ainsi posé est le suivant :

Problème de Monge : Déterminer T réalisant :

inf
T : X → Y
µ ◦ T−1 = ν

∫

X

c(x, T (x))µ(dx)

Les T véri�ant µ◦T−1 = ν sont appelés plans de transport. Néanmoins, le problème

ainsi posé n'admet pas, a priori, de solution. En e�et, il faut s'assurer qu'il existe des

plans de transport, e qui est faux en général : il su�t de µ soit une masse de Dira
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et ν une mesure atomique dont le support est de ardinal au moins 2 pour que de tels

plans de transports n'existent pas. Cei onduit à une autre formulation, distinte, du

problème du transport optimal :

Problème de Kantorovith : Déterminer γ une mesure sur X × Y réalisant :

inf
γ ∈ Π(µ, ν)

∫

X×Y

cdγ

.

On dit alors que les γ sont des plans de transport. La di�érene ave le problème de

Monge est la suivante : les plans de transports onsidérés ne sont plus ii néessaire-

ment déterministes, il se peut que la moitié de la masse située en un x ∈ X soit envoyée

sur y1 ∈ Y et l'autre moitié vers y2 ∈ Y . En outre, il existe naturellement des plans de

transport puisque µ⊗ ν en est un. Dans la suite, on travaillera don de préférene dans

le adre posé par le problème de Kantorovith.

Existene de solutions au problème de Kantorovith

Théorème 1. Soit X et Y deux espaes métriques ompats. Soit µ et ν des mesures

de probabilité respetivement sur (X,B(X)) et (Y,B(Y )). Soit c : X×Y → R ontinue.

Alors le problème de Kantorovith admet des solutions.

Démonstration. On a déja vu qu'il existe des plans de transport. Soit (γn)n∈N ∈ Π(µ, ν)N

telle que

∫

X×Y
cdγn tende vers l'in�mum. E = (Co (X × Y,R) ; ‖.‖∞) est un espae de

Banah, don d'après le théorème de Banah-Alaoglu, la boule unité de son dual est

faible-* ompate. Or, l'intégration ontre une mesure de probabilité γn est une forme

linéaire ontinue dans ette boule unité. Il existe don, après extration, φ une forme

linéaire sur E telle que pour toute fontion f ∈ E :

∫

fdγn → φ(f)

Or, par le théorème de représentation de Riesz, on peut érire φ omme l'intégration

ontre une ertaine mesure γ sur X×Y . On a don γn → γ étroitement. Reste à véri�er

que les mesures marginales de γ sont bien µ et ν, e qui est évident en intégrant une

fontion ontinue sur X × Y ne dépendant pas de la variable y ∈ Y puis en passant à

la limite, et en proédant de même pour une fontion de dépendant pas de la variable

x ∈ X .

1.2 Formulation Duale du problème deKantorovith

Les appliations que nous verrons dans le suite de la théorie du transport optimal

onernent le transport entre mesures atomiques. Dans e adre les résultats de dua-

lité s'énonent naturellement en terme de Lagrangien (Cf. ours de modélisation de
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B. Maury [6℄). On se plae ii dans la situation suivante : on se donne deux espaes

ompats X et Y , ainsi que des mesures µ et ν respetivement sur X et Y . Nous dé-
veloppons ii les résultats de dualité, que nous utiliserons dans le adre restreint des

mesures atomiques à support �ni. Soit γ une mesure positive sur X × Y . Alors :

sup
(a,b)∈C0

b
(X)×C0

b
(Y )

[∫

X

a dµ+

∫

Y

b dν −
∫

X×Y

a⊕ b dγ
]

=

{

0 si γ ∈ Π(µ, ν)

+∞ sinon

En e�et, si γ ∈ Π(µ, ν), alors en intégrant sur haque tranhe pour un ouple de

fontions mesurables (a,b) quelonque, on a l'égalité voulue. Autrement, on peut sup-

poser, quitte à onsidérer les as symétrique, qu'il existe A ⊂ X mesurables tel que

γ(A × Y ) ≥ µ(A). On onsidère maintenant une fontion a = λ1A et b = 0. On peut

approher ette fontion, en norme in�nie, par une fontion ontinue. En faisant tendre

λ→ +∞ et ǫ→ 0, on obtient l'égalité dans le seond as.

On peut don érire :

min
γ∈Π(µ,ν)

∫

X×Y

c dγ = inf
γ∈M+(X×Y )

∫

X×Y

c dγ + sup
(a,b)∈C0

b
(X)×C0

b
(Y )

[∫

X

a dµ+

∫

Y

b dν −
∫

X×Y

a⊕ b dγ
]

= inf
γ∈M+(X×Y )

sup
(a,b)∈C0

b
(X)×C0

b
(Y )

[∫

X

a dµ+

∫

Y

b dν +

∫

X×Y

(c− a⊕ b) dγ
]

A e stade du alul, on souhaite justi�er qu'il est liite d'inverser les opérateurs

sup et inf dans l'expression i-dessus. En e�et, le as éhant, on aurait :

min
γ∈Π(µ,ν)

∫

X×Y

c dγ = sup
(a,b)∈C0

b
(X)×C0

b
(Y )

inf
γ∈M+(X×Y )

[∫

X

a dµ+

∫

Y

b dν +

∫

X×Y

(c− a⊕ b) dγ
]

= sup
(a,b)∈C0

b
(X)×C0

b
(Y )

[∫

X

a dµ+

∫

Y

b dν + inf
γ∈M+(X×Y )

∫

X×Y

(c− a⊕ b) dγ
]

Or si l'on impose désormais γ ∈ M+(X × Y ) au lieu de γ ∈ Π(µ, ν), alors, pour a
et b �xées :

inf
γ∈M+(X×Y )

∫

X×Y

(c− a⊕ b) dγ =

{

0 si a⊕ b ≤ c

−∞ sinon

Théorème 2 (dualité de Kantorovith). Sous les hypothèses du théorème préédent,

et si on suppose en outre que c ≥ 0 et qu'il existe (a, b) ∈ C0b (X)×C0b (Y ) tel que c ≥ a⊕b.
La reherhe de

sup
{(a,b)∈C0

b
(X)×C0

b
(Y )|a⊕b≤c}

∫

X

a dµ+

∫

Y

b dν

est appelée appélée problème dual de Kantorovith. On a :

min
γ∈Π(µ,ν)

∫

X×Y

c dγ = sup
{(a,b)∈C0

b
(X)×C0

b
(Y )|a⊕b≤c}

∫

X

a dµ+

∫

Y

b dν
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Remarque 1. On peut démontrer que sous les hypothèses i-dessus le problème dual

admet un ouple de fontion maximisantes, appelées potentiels de Kantorovith.

Nous verrons dans la dernière partie une esquisse de la preuve.

1.3 Démonstration du thèorème de dualité

Dans le alul préédent, nous avons vu que le point essentiel de la preuve est

la justi�ation d'une inversion borne supérieure/ borne inférieure, autrement dit la

possibilité d'appliquer un théorème du type minimax. Replaçons e problème dans le

adre de l'optimisation onvexe et posons :

L :







M+(X × Y )×
(
C0b (X)× C0b (Y )

)
−→ R

(γ, (a, b)) 7−→
∫

X

a dµ+

∫

Y

b dν +

∫

X×Y

(c− a⊕ b) dγ

On reonnait en L un Lagrangien. On observe également que L est a�ne en haune

de ses variables, don a fortiori onvexe par rapport à l'une et onave par rapport à

l'autre. Le théorème de Sion énone que sous une hypothèse de ompaité de l'un des

deux espaes de départ et de régularité de L, une telle inversion d'opérateurs borne

supérieure/borne inférieure est possible, autrement dit que le Lagrangien L dispose

bien d'un point-selle. La non-ompaité des espaes de départ pour L rend impossible

une appliation du théorème se Sion et il semble impossible d'adapter les aluls qui

préèdent, par exemple en restreignant les espaes de départ pour les rendre ompats,

tout en onservant l'équivalene ave le problème dual. Nous allons don proposer une

preuve di�érente de l'inversion borne supérieure/borne inférieure.

La transformée de Legendre-Fenhel fournit l'existene d'une point selle pour

les Lagrangiens onvexes/onaves. C'est l'approhe proposée dans [2℄.

Dé�nition 1 (Transformée de Legendre-Fenhel). Soit E un espae vetoriel normé,

et f une fontionnelle onvexe sur E à valeurs dans R ∪ {+∞}. La transformée de

Legendre-Fenhel f ∗
de f est dé�nie sur E∗

par :

f ∗(u) = sup
x∈E

[〈u|x〉 − f(x)]

On véri�e failement que f ∗
est onvexe.

Théorème 3 (Dualité de Fenhel-Rokafellar). Soit E un espae vetoriel normé,

et f et g deux fontionnelles onvexes sur E à valeurs dans R ∪ {+∞}. On suppose

qu'il existe x0 ∈ E tel que : 





f(x0) < +∞
g(x0) < +∞
fest ontinue en x0
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Alors :

inf
x∈E

[f(x) + g(x)] = max
u∈E∗

[−f ∗(−u)− g∗(u)]
.

Démonstration. On reformule l'égalité à démontrer en :

m = inf
x∈E

[f(x) + g(x)] = sup
u∈E∗

inf
x,y∈E

[〈u|x− y〉+ f(x) + g(y)]

Pour un u ∈ E∗
�xé, on a naturellement

inf
x,y∈E

[〈u|x− y〉+ f(x) + g(y)] ≤ m

en évaluant en un x = y quelonque. On a don d'o�e l'une des deux inégalités.

Dé�nissons :

C(f) = {(x, λ) ∈ E × R|λ > f(x)}
C(g) = {(x, λ) ∈ E × R|λ ≤ m− g(x)}

Par onvexité de f et g, il est immédiat que

◦

C(f) et C(g) sont également onvexes,

et non vide puisque f et g ne sont pas égales à +∞. Par dé�nition de m,

◦

C(f) et C(g)
sont disjoints. En outre, puisque f est �nie et ontinue en x0, elle est �nie au voisinage

de x0, don (x0, f(x0) + 1) ∈
◦

C(f). D'après le théorème de Hahn-Banah, on dispose

d'une forme linéaire non triviale sur E ×R telle que pour zf ∈
◦

C(f) et tout zg ∈ C(g),
l(zf ) ≥ l(zg).

Erivons l : (x, λ) ∈ E ×R 7→ 〈u|x〉+ αλ pour un u ∈ E∗
et un α ∈ R tels que u et

α ne sont pas simultanéement nuls.

Véri�ons que α > 0. Par l'absurde, si α = 0, alors, puisque f est ontinue en x0, il
existe un voisinage U de x0 et un A > 0 tel que U × [A; +∞[⊂ C(f). Soit x ∈ U , alors
〈u|x− x0〉 ≥ 0 puisque g(x0) < +∞. Or U est un voisinage de x0 don u = 0 et l = 0 :

ontradition. Don α 6= 0. En évaluant en�n en x0 et en faisant tendre le paramètre

λ→ +∞ ave λ̃ �xé, on obtient en�n α > 0.

Posons maintenant v = 1
α
u. Pour (xf , λ) ∈ C(f) et (xg, λ̃) ∈ C(g) :

〈v|xf〉+ λ ≥ 〈v|xg〉+ λ̃

En passant à la borne supérieure en λ̃ et inférieure en λ, il vient :

〈v|xf〉+ f(xf ) ≥ 〈v|xg〉+m− g(xg)

Et ette dernière inégalité demeure si f(xf) ou g(xg) n'est pas �ni. Cei permet de

onlure diretement quant à la seonde inégalité.
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Démonstration du théorème de dualité de Kantorovith : Soit don X, Y
des espaes ompats mesurables, et c ∈ C0(X × Y ) positive. On pose E = Cb(X × Y ).
D'après le théorème de Riesz, E∗

n'est autre que l'espae des mesures de Radon sur

X × Y . On dé�nit :

f : u ∈ E 7−→
{

0 si u ≥ −c
+∞ sinon

g : u ∈ E 7−→







∫

X

adµ+

∫

Y

bdν si u = a⊕ b

+∞ sinon

Ave x0 = 1, f(x0) < +∞, g(x0) < +∞ et f est évidemment ontinue en x0 puisque
c est positive par hypothèse.

On ommene par aluler f ∗
et g∗. Soit γ ∈ E∗

.

f ∗(−γ) = sup
Φ∈E

[∫

X×Y

−Φdγ − f(Φ)
]

= sup
Φ∈E

[
∫

X×Y

−Φdγ −
{

0 si Φ ≥ −c
+∞ sinon

]

= sup
{Φ∈E|Φ≥−c}

−
∫

X×Y

Φdγ

= sup
{Φ∈E|Φ≤c}

∫

X×Y

Φdγ

=







∫

X×Y

cdγ si γ ∈M+(X × Y )

+∞ sinon

De même,

g∗(γ) =







0 si ∀a, b
∫

X×Y

a⊕ bdγ =

∫

X

adµ+

∫

Y

bdν

+∞ sinon

Il vient :

sup
γ∈E∗

[−f ∗(−γ)− g∗(γ)] = sup
γ∈E∗



−







∫

X×Y

cdγ si γ ∈M+(X × Y )

+∞ sinon

−
{

0 si γ ∈ Π(µ, ν)

+∞sinon





= sup
γ∈Π(µ,ν)

−
∫

X×Y

cdγ

= inf
γ∈Π(µ,ν)

∫

X×Y

cdγ
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En outre,

inf
Φ∈E

f(Φ) + g(Φ) = inf
Φ∈E





{

0 si Φ ≥ −c
+∞ sinon

+







∫

X

adµ+

∫

Y

bdν si Φ = a⊕ b

+∞ sinon





= inf
a⊕b≥−c

∫

X

adµ+

∫

Y

bdν

= sup
a⊕b≤c

∫

X

adµ+

∫

Y

bdν

D'après le théorèmes de dualité de Fenhel-Rokafellar, on a la dualité de

Kantorovith :

inf
γ∈Π(µ,ν)

∫

X×Y

cdγ = sup
a⊕b≤c

∫

X

adµ+

∫

Y

bdν

Remarque : Il existe d'autres preuves du théorème de dualité de Kantorovith,

reposant sur le onept de monotonie -ylique, voir par exemple [1℄ ou [3℄.

1.4 Cas partiulier du transport optimal disret, in-

trodution de problèmes linéaires

Nous nous intéressons désormais au as des mesures atomiques sur des espaes

vetoriels de dimension �nie. Nous introduisons dans ette partie les notations adoptées

dans [7℄. Dans toute la suite, on �xe un d ∈ N et onsidère deux mesures µ et ν atomiques

sur R
d
de supports respetifs X = {x1; · · · ; xn} et Y = {y1; · · · ; ym}, et de même masse

�nie. On note ai les masses a�etées aux xi et bj les masses a�etées aux yj.
On se donne également la fontion de oût suivante que nous utiliserons pour les

appliations informatiques : c(x, y) = ‖x− y‖. Pour p ≥ 1, la p-ième distane de

Wasserstein sur l'espae des mesures atomiques sur R
d
est dé�nie par :

W p
p (µ, ν) =

(

inf
γ∈Π(µ,ν)

∫

Rd×Rd

cpdγ

) 1
p

En pratique, on utilisera p = 2.
Pour p ≥ 1 on introduit la matrie de oûts :

M = (‖xi − yj‖p)i∈[1;n], j∈[1,m]

Une mesure positive γ ∈ Π(µ, ν) n'est autre que la donnée des masses γi,j a�etées
aux points (xi, yj). Autrement dit, on peut la représenter omme une matrie Γ =
(γi,j) ∈Mn,m(R+), et les ontraintes marginales deviennent :

{

Γ1m = (a1, · · · , am)t
Γt1n = (b1, · · · , bn)
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On pose a = (a1, · · · , an) et b = (b1, · · · , bm). Le théorème de dualité de Kanto-

rovith s'érit ii :

W 2
2 (µ, ν) = sup

{α,β|∀i,j ai+bj≤Mi,j }

< α|a > + < β|b >
.

La partie qui suit présente l'algorithme du simplexe qui permet de aluler, pour

a et b �xés, un ouple de potentiels de Kantorovith (α, β). Nous verrons plus loin
que es potentiels, ii sous forme de veteur, permettent de aluler des baryentres au

sens de la distane de Wasserstein par une desente de gradient.
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Chapitre 2

Programmation linéaire

Dans ette partie, on s'intéresse à aux programmes linéaires, qui sont des problèmes

d'optimisation sous ontraintes de formes linéaires. On les utilise omme outil pour la

reherhe de gradients de fontions onvexes, en l'ourrene des oûts de transports.

On développe également l'algorithme du simplexe qui permet de résoudre es problèmes

en temps �ni.

2.1 Programmes linéaires

On appelle programme linéaire un problème posé sous la forme suivante :

Déterminer {

minCtX

ave AX = B ; X ≥ 0

où C, X et B sont des veteurs olonnes, et A une matrie retangle. Les veteurs

X véri�ant AX = B ; X ≥ 0 sont dits admissibles. On appelle aussi programme li-

néaire un problème qui se pose sous une forme similaire sans la ondition de positivité

des oe�ients de X . En pratique, on se ramène toujours à la forme préédente, dite

standard par ajout de variables arti�ielles et/ou par hangement de variables. Nous

ne détaillerons pas les astues de alul pléthoriques qui permettent de s'y ramener.

Il onvient ependant de noter que la tehnique employée pour se ramener à la forme

standard et les onventions hoisies peuvent être déterminantes pour l'e�aité de l'al-

gorithme de résolution : elui-i néessite a priori le alul de l'inverse d'une matrie

arrée de taille le nombre de ontraintes. Cette opération est notoirement outeuse en

temps d'exéution. Bien hoisir les variables employées peut permettre d'exploiter une

partiularité des données et d'éviter ou aélérer e alul d'inverse.

Dé�nition 2. Soit un programme linéaire sous forme standard, ave A ∈Mm,n(R) où
m ≤ n. On suppose A de rang m, ie que les ontraintes sont linéairement indépendantes.

Soit Ã une matrie extraite de A inversible, ontenant les olonnes i1, . . . , im de A. On

se donne X l'unique solution du système AX = B véri�ant Xi = 0 si ∀j, ij 6= i. On dit
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que X est une solution basique du programme linéaire, assoiée à la base onstituée des

olonnes i1, . . . , im de A.

Lemme 1. Soit A1, . . . , Ap ∈ R
n
, et X, B ∈ R

n
tels que

∑p
i=1 xiAi = B et X ≥ 0.

Si les Ai ne sont pas linéairement indépendants, alors il existe x̂1, . . . , x̂p−1 ∈ R+ et

i1, . . . , ip−1 tels que :

p−1
∑

j=1

x̂jAij = B

Démonstration. : On onsidère la matrie dont les olonnes sont les Ai. Par hypothèse,
on peut trouver T = (t1, . . . , tp)

t ∈ Ker(A) \ {0}. Quitte à multiplier par -1, on dispose

d'au moins un i tel que ti > 0. Soit ǫ > 0.
p
∑

i=1

(xi − ǫti)Ai = B

On fait tendre ǫ→ 0 positivement, jusqu'à e que l'un des termes de la somme s'an-

nule. On prend pour i1; . . . ; ip−1 les indies des termes restants, omplétés si néessaire

d'indies de termes s'étant annulés. En�n on prend x̂ij = xij − ǫtij .
Théorème 4. Soit un programme linéaire donné sous la forme préédente. On suppose

A ∈ Mm,n(R), ave m ≤ n et A de rang m. Alors :

1. S'il existe un veteur admissible, il existe une solution basique du programme.

2. S'il existe un veteur admissible réalisant le minimum voulu, alors il existe une

solution basique réalisant e minimum.

Démonstration. Soit X = (x1, . . . , xn)
t
un veteur admissible. Notons A1, . . . , An les

olonnes de A. Alors :

n∑

i=1

xiAi = B

D'après le lemme préédent, si x n'est pas une solution basique, on dispose de X̂
admissible véri�ant X ≥ 0, et tel que #supp(X̂) ≤ n − 1, en onservant le rang de la

famille des olonnes de A qui ne sont pas multipliées pas 0 dans la somme. On itère

e proédé jusqu'à obtenir m olonnes de A formant une famille libre, et le veteur X̂
obtenu in �ne orrespond bien à une solution basique.

Pour le seond point du théorème, on utilise exatement le même proédé : on

part d'une solution optimale ette fois, puis on e�etue une suession d'opérations

qui permettent d'aboutir à une solution basique. Il su�t don de montrer que ette

suession d'opération laisse invariante la valeur de CtX .

On reprend les onventions du Lemme 1, et on onsidère la fontion :

Φ : ǫ 7−→ Ct(X − ǫT )
Où X est une solution optimale du programme linéaire.

Φ ≥ 0 au voisinage de 0 et atteint un minimum loal en 0 par hypothèse. Or Φ
est linéaire, don Φ est onstante. Il en résulte qu'à haque itération dans la méthode

itérative préédente, CtX̂ = CtX , e qui ahève la preuve.
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2.2 L'algorithme du simplexe

Le prinipe de l'algorithme du simplexe est don le suivant : sous l'hypothèse où

le programme linéaire admet une solution optimale, on peut la herher sous la forme

d'une solution basique optimale. On ommene par se donner une solution basique,

et on érit le système dans ette base de façon à avoir les m première olonnes de A

formant la matrie identité. On prend omme première solution basique elle donnée

par les m premières olonnes de A, et on suppose qu'elle n'est pas optimale. On fait

également l'hypothèse que A n'est pas dégénérée, ie que m olonnes distintes de A sont

toujours linéairement indépedantes. On note Y1, . . . , Yn les olonnes de A.

Etape 1 : On détermine quelle olonne doit intégrer la base de R
m
. Soit X =

(x1, . . . , xn) une solution de AX = B. Alors :

x1Y1 + x2Y2 + . . .+ xmYm = B − xm+1Ym+1 − . . .− xnYn

On e�etue le produit salaire à gauhe par (c1, . . . , cm). Il vient :

m∑

i=1

xici = z0 −
n∑

i=m+1

xizi

En posant z0 =
∑m

i=1 ciBi et pour i ≥ m + 1 : zi =
∑m

j=1 ciYj,i. Puis on ajoute

∑n
i=m+1 xici de part et d'autre. Il vient :

CtX = z0 +

n∑

i=m+1

xi(cj − zj)

z0 est ii la valeur de CtX0 où X0 est la solution basique initiale. On a supposé que

ette dernière n'était pas optimale, e qui permet d'a�rmer qu'il existe au moins un

j ∈ m+ 1, . . . , n tel que cj − zj < 0. En e�et, une solution basique autre a tous ses

oe�ients positifs. Un tel j peut être introduit dans la base a�n de diminuer CtX . En

général, on hoisit d'introduire la olonne j0 pour laquelle cj − zj est minimal.

Etape 2 : On doit déterminer quelle olonne doit quitter la base a�n de onserver

une solution basique. On s'inspire de la démonstration du lemme. Yj0 s'érit :

Yj0 =

m∑

i=1

yj0,iYi

puisqu'on s'est ramené au as où les premières olonnes de A forment la matrie iden-

tité. On prend ǫ ≥ 0 et on onsidère B − ǫYj0. On regarde la première valeur de ǫ qui
annule un oe�ient, à la ligne l. La olonne numéro l quitte alors la base pour être

remplaée par Yj0.

15



Etape 3 : On réérit le système dans la nouvelle base donnée, et on itère le proédé

jusqu'à obtenir une solution basique optimale.

Terminaison de l'algorithme : A haque passage dans une boule, la grandeur

CtX diminue stritement. Or il existe un nombre �ni de solutions basiques et une seule

valeur de CtX est assoiée à haune d'entre elles. Cei impose que l'algorithme se

termine. On repère que l'algorithme esse lorsque dans l'étape 1 auun des fateurs

cj − zj n'est stritement inférieur à 0. Il faut alors justi�er que l'on a trouvé une

solution basique optimale. C'est le as puisque toute autre solution basique X doit

avoir ses oe�ients xi positifs, aussi C
tX ≥ z0, z0 étant la valeur de CtX0 où X0 est

la dernière solution basique renontrée. X0 est don optimale et l'algorithme renvoit un

bon résultat.

Pour plus de détails sur et algorithme, on pourra se référer à [4℄ ou bien à [5℄.
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Chapitre 3

Appliation au traitement de l'image :

baryentres de Wasserstein par

desente de gradient

On reprend ii les notations introduites dans le hapitre 1 pour le problème de

transport optimal entre deux mesures atomiques sur R
n
.

SoitN ∈ N
∗
. On se donne une famille des mesures de probabilité atomiques (νi)1≤i≤N

sur un espae Ω, telles que pour tout i, νi est portée par un ensemble Yi de ardinal

mi et est représentée par un veteur de masses bi. On dit qu'une mesure de probabilité

atomique µa,X portée par un ensemble �ni X et représentée par un veteur de masse a
est un baryentre de Wasserstein des (νi) si :

(a,X) minimise

1

N

∑

i

W p
p (µa,X , νi)

En pratique, nous allons prendre Ω = [1, 256]n
2
par exemple,pour qu'une image de

n2
pixels puisse être représentée omme une mesure atomique sur Ω.

3.1 Potentiels de Kantorovith omme sous gradients

Posons f : (a,X) 7−→ 1
N

∑

iW
p
p (µa,X , νi). On souhaite réaliser une desente de

gradient pour atteindre le minimum de f .

Dé�nition 3. Soit C une partie onvexe de R
d
pour un ertain d ≥ 1. Soit Ξ une

fontionnelle onvexe sur C . On dit qu'un veteur ω est un sous-gradient pour Ξ en

x ∈ C si :

∀y ∈ C, Ξ(x) + 〈ω|y − x〉 ≤ Ξ(y)

Théorème 5 (Potentiels de Kantorovith omme sous-gradients). Soit n,m ∈ N
∗
.

Soit b ∈ R
m
+ un veteur de masses et M = (mi,j) ∈ Mn,m(R+) (matrie de oûts). La
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fontionnelle :

Φ : a ∈ R
n 7−→ sup

{α,β|∀i,j αi+βj≤mi,j}

αta+ βtb

est onvexe. On identi�e Φ(a) omme un oût de transport minimal, et pour tout tout

a ∈ R
n
et tout ouple de potentiels de Kantorovith optimaux (α∗, β∗), α∗

est un

sous-gradient pour Φ en a.

Démonstration. Pour a ∈ R
n
, Φ(a) est la solution du problème dual assoié au pro-

gramme linéaire :







min
∑

i,j

mi,jγi,j

γ ∈ Π(a, b)

Et on sait don par dualité que Φ(a) est la solution de e problème primal pour un

b �xé. On érit e problème sous forme anonique :

{

min 〈c|u〉
Au = v

Pour une ertaine matrie A et un ertain veteur . Soit v ∈ R
n
�xé. On pose P (v) =

{u|Au = v, u ≥ 0}, et F (v) = minu∈P (v) 〈c|u〉. F est une fontion onvexe. Prenons en

e�et θ ∈ [0, 1] et v1, v2 des veteurs. Posons v = (1− θ)v1 + θv2. Remarquons qu'en se

restreignant dans un premier temps aux (1− θ)u1 + θu2 ave u1 ∈ P (v1), u2 ∈ P (v2) il
vient :

inf
u=(1−θ)u1+θu2;u1∈P (v1), u2∈P (v2)

〈c|u〉 = (1− θ)F (v1) + θF (v2)

D'où il résulte que :

F ((1− θ)v1 + θv2) ≤ (1− θ)F (v1) + θF (v2)

Soit maintenant p une solution optimale au problème dual pour v. On sait par

dualité que 〈p|v〉 = F (v). Soit maintenant u = Ax0 pour un ertain x0 ≥ 0. Pour x
une solution admissible au problème primal assoié à u, on a 〈p|u〉 ≤ 〈c|x〉, don par

passage à la borne inférieure, 〈p|u〉 ≤ F (u). D'où en�n :

F (v) + 〈p|u− v〉 ≤ F (u)

Revenons à Φ. Si on onsidère plus largement

Φ̃(a, b) = sup
{α,β|∀i,j αi+βj≤mi,j}

αta+ βtb

les onsidérations préédentes permettent d'a�rmer que pour un (a, b) �xé, tout ouple
(α∗, β∗) solution du problème dual est un sous-gradient pour Φ̃. A fortiori, α∗

est don

un sous-gradient pour Φ. Cei ahève la preuve du théorème.
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Revenons à notre fontionnelle

f : (a,X) ∈ Ξ× Ωn 7→ 1

N

N∑

i=1

W p
p (µa,X , νi)

où Ξ est un onvexe inlus dans Σn que l'on suppose ouvert.

Soit X ∈ Ωn �xé et a ∈ Ξ. Si on se donne pour tout i ompris entre 1 et N
un potentiel de Kantorovih optimal α∗

i assoié au problème W p
p (µa,X , νi), alors

naturellement,

1

N

N∑

i=1

α∗
i

est un sous-gradient de l'appliation partielle f(., X) au point a.
En e�et, pour 1 ≤ i ≤ N , on a par dualité de Kantorovih

W p
p (µX,a, νi) = sup

{α,β|∀i,j αi+βj≤||xi−yj ||p}

αta+ βtb

qui admet don omme sous gradient à X �xé α∗
i .

L'appliation a 7→ f(a,X) étant onvexe, l'algorithme de desente de gradient va

don onverger vers un minimiseur de la fontionnelle partielle (à X �xé). Nous pouvons

proéder ainsi en alulant les α∗
i ave l'algorithme du simplexe (f hapitre préédent).

Mais nous voulons minimiser ette fontionnelle par rapport à a et à X , e qui onduit

à nous intéresser à e qui se passe en X .

3.2 Di�érentiabilité en le support des images

Dans ette partie, nous onserverons les notations de la partie préédente (à la dé�-

nition de f près). Le but de e hapitre est d'approher un minimiseur de la fontionnelle

f : (a,X) 7→ 1
N

∑N
i=1W

p
p (µa,X , νi) par une desente de gradient.

La di�érentiabilité ou du moins sous-di�érentiabilité en le support X est beauoup

moins évidente que elle en a. Nous allons ii nous borner à l'étude des as p = 2 et

Ω = R
d
omme 'est le as dans l'artile de Cuturi [7℄.

Nous allons représenter le support de µa,X X omme une famille de n veteurs

(xi)1≤i≤n dans R
d
et don omme une matrie de taille d×n. On notera également (xki)

ette matrie : xki désigne alors la k-ème oordonnée du i-ème veteur xi de la famille.

De même, si Y représente le support d'une mesure ν de taille m, 'est une famille de

m veteurs et on peut don la représenter omme une matrie d × m. On note bj la
pondération de yj pour la mesure ν. Puisque p = 2, les oûts qui nous intéressent sont
les mi,j = ||xi−yj||2 =

∑d
k=1 |xik|2 − 2xikyjk + |yjk|2. Si on noteMXY = mi,j la matrie

des oûts assoiée, le oût d'un plan de transport T = (tij) est donné par

C(T ) = 〈T,MXY 〉 =
∑

i,j

mijtij

19



On remarque alors que pour T ∈ U(a, b)

〈T,MXY 〉 =
∑

i,j,k

|xik|2tij − 2xikyjktij + |yjk|2tij =
∑

i,k

ai|xik|2 +
∑

j,k

bj |yjk|2 − 2〈T, tXY 〉

et don si on note x = diag(tXX) et y = diag(tY Y ), on a alors

〈T,MXY 〉 = t
xa+ t

yb− 2〈T, tXY 〉

Ainsi,

W 2
2 (µa,X , ν) = min

T∈U(a,b)

t
xa+ t

yb− 2〈T, tXY 〉 = t
xa+ t

yb+ 2 min
T∈U(a,b)

〈X,−Y tT 〉

Nous allons maintenant étudier, pour a ∈ Θ et ν �xés, la fontion

g : X ∈Md,n(R) 7→W 2
2 (µa,X , ν) =

t
xa+ t

yb+ 2 min
T∈U(a,b)

〈X,−Y tT 〉

On a alors la remarque évidente suivante :

Remarque 2. g est un minimum de fontions onvexes, et n'est don pas a priori

onvexe.

Un alul simple donne par ailleurs :

t
xa+ t

yb− 2〈T, tXY 〉 = t
yb+ ||Xdiag(a1/2)− Y tTdiag(a−1/2)||2 − ||Y tTdiag(a−1/2)||2.

On peut dans un premier temps faire la remarque suivante pour mieux omprendre la

nature de g :

Remarque 3. U(a, b) est un polytope onvexe ar 'est un onvexe ompat dé�ni par

un nombre �ni d'inégalités a�nes. Notons T1, ..., TM ses points extrémaux. Alors les

points extrémaux de −Y tU(a, b) sont les (−Y tTi)1≤i≤M et don puisque T 7→ 〈X,−Y tT 〉
est linéaire, elle atteint son minimum en un des points extrémaux. On peut don érire

g(X) = t
xa+ t

yb+ 2 min
1≤i≤M

〈X,−Y tTi〉

Si on note

Γi =
{
X ∈Md,n(R) : ∀i′ 6= i, 〈X,−Y tTi〉 ≤ 〈X,−Y tTi′〉

}

Alors Γi est onvexe ar dé�ni par des inégalités a�nes, et sur haque Γi, on a

g(X) = gi(X) = t
xa+t

yb+2〈X,−Y tTi〉 = t
yb+||Xdiag(a1/2)−Y tTidiag(a

−1/2)||2−||Y tTidiag(a
−1/2)||2

qui est une fontion onvexe (une sorte de parabole).
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Remarquons que haque gi est de lasse C1 et que l'on a

∀X ∈Md,n(R), ∇gi(X) = 2(Xdiag(a1/2)− Y tTidiag(a
−1/2))

On peut alors établir la proposition suivante.

Proposition 1. On a

1. g(X) −→
||X||→∞

+∞ et don en partiulier g possède un minimum ;

2. si X est un minimiseur de g, alors il existe 1 ≤ i ≤M tel que

X = Y tTidiag(a
−1)

Il existe don 1 ≤ i ≤M tel que g atteint son minimum en Y tTidiag(a
−1) ;

3. il est possible de trouver algorithmiquement un minimiseur de g.

Démonstration. Prouvons tous les points.

1. En érivant gi(X) = t
yb+||Xdiag(a1/2)−Y tTidiag(a

−1/2)||2−||Y tTidiag(a
−1/2)||2,

il est évident que pour tout 1 ≤ i ≤ M , on a

gi(X) −→
||X||→∞

+∞

et don que g(X) = min1≤i≤M gi(X) −→
||X||→∞

+∞ omme minimum d'un nombre

�ni de fontions tendant vers l'in�ni. Cette même ériture g = mini gi montre que

g est ontinue et don que g possède un minimum sur Md,n(R).

2. Soit X un minimiseur de g. Il existe alors 1 ≤ i ≤ M tel que g(X) = gi(X) ≥
gi(Y

tTidiag(a
−1)) ≥ g(Y tTidiag(a

−1)) En partiulier si X est un minimiseur de

g, toutes les inégalités sont des égalités et don gi(X) = gi(Y
tTidiag(a

−1)) d'où
X = Y tTidiag(a

−1). Par existene d'un minimiseur d'après le point préédent, on

a bien l'existene de 1 ≤ i ≤M tel que g atteint son minimum en Y tTidiag(a
−1).

3. Expliquons rapidement le prinipe d'un tel algorithme. On peut aluler les Ti
omme point extrémaux d'un domaine dé�ni par des ontraintes a�nes. On peut

don aluler les Y tTidiag(a
−1). Puis on trouve les i tels que Y tTidiag(a

−1) ∈ Γi
en testant les inégalités ; il en existe au moins un (le minimiseur de 2.). Puis
pour es i restant, on trouve elui qui orrespond à la valeur de g(Y tTidiag(a

−1))
minimale : Y tTidiag(a

−1) est alors le minimiseur herhé.

L'algorithme présenté i-dessus a l'énorme défaut de néessiter le alul de tous les

points extrémaux de U(a, b) e qui n'est pas possible en un temps raisonnable. De plus,

il permet de minimiser g, mais notre but est de minimiser f en a et en X . Nous allons

expliquer un autre algorithme qui ressemble plut�t à une méthode de Newton par

rapport à X. Cuturi prétend dans [7℄ que et algorithme onverge vers un minimiseur

de f en a et en X .
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Si on reprend la dé�nition, il vient

W 2
2 (µa,X , ν) =

t
yb+ ||Xdiag(a1/2)− Y tT ∗

diag(a−1/2)||2 − ||Y tT ∗
diag(a−1/2)||2

où T ∗
est un plan de transport optimal. Remarquons que e plan n'est pas forément

un des Ti évoqués préédemment si il n'y a pas uniité du plan de transport opti-

mal. Si on dispose d'un tel plan de transport, et si à a �xé on remplae X par un

élément de la forme θX + (1 − θ)Y tT ∗
diag(a−1) (e qui est l'idée d'une méthode de

Newton : on approhe quadratiquement notre fontion partielle), alors on a g(θX +
(1 − θ)Y tT ∗

diag(a−1)) < g(X) dès que θ ∈ [0, 1[. La raison pour laquelle on a intérêt

à aluler T ∗
pour faire ette étape alors que 'est très outeux est que puisque l'on

alule une solution du problème dual α∗
de toutes les manières, aluler parallèlement

une solution T ∗
du problème primal n'est pas très ompliqué. L'algorithme que nous

allons mettre en plae pour tenter de aluler un minimiseur de f se déroule de la façon

suivante :

• On se donne en entrée les mesures (νi)1≤i≤N ave leur support Yi ∈Md,mi
(R) et les

pondérations bi ∈ Σmi
assoiées, et on initialise l'algorithme ave un X ∈Md,n(R)

et un a ∈ Σn.
• Puis tant que notre (X, a) n'a pas onvergé (e qu'il faudrait prouver), on alule

d'abord un nouveau a par un pas de desente de gradient à X �xé (omme dans

la partie préédente). Puis pour tout 1 ≤ i ≤ N , on alule un plan de trans-

port optimal T ∗
i assoié au oût W 2

2 (µX,a, νi). On applique en�n la méthode de

Newton proposée i-dessus pour hanger X en

(1− θ)X + θ

(

1

N

N∑

i=1

Yi
tT ∗
i

)

diag(a−1)

Remarque 4. On peut également presrire le ardinal X, e qui revient à ajouter une

ontrainte supplémentaire.

3.3 Un exemple simple

On onsidère maintenant des images odées sur 80x80 pixels en niveaux de gris. On

les représente dans [1, 80]2 omme des masses de dira en les (i, j) ave i et j entiers,

ave une masse proportionnelle à la teinte du pixel situé en (i, j). Prenons les 4 images

suivantes (un erle désigne un pixel noir en son entre).

La moyenne géométrique de es 4 images donne un nuage de point. Il devient déliat

de remarquer qu'il s'agit d'une suession de point alignés vertialement. Si on onsidère

un nombre plus important d'images, disons dès le seuil de 10, un observateur n'est plus

apable de reonnaître ette propriété dans le nuage de point : la moyenne que l'on a

produite a perdu le aratère géométrique sous-jaent a toutes es images. Sans mauvais

jeu de mot, on en a perdu le sens ommun. C'est l'intérêt du baryentre de Wasserstein.

Montrons que la baryentre de Wasserstein des 4 images préédentes a bien la forme

voulu. Par soui de onision, on impose au baryentre d'être un mesure dont le support
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Figure 3.6 � Baryentre de Wasserstein

est de ardinal 2. Nous justi�erons ette restrition un peu plus loin.

Etant données deux mesures

{
δ(x1,y1); δ(x1,y1+ǫ)

}
et

{
δ(x2,y2); δ(x2,y2+ǫ′)

}
, leur bary-

entre de Wasserstein pour W2 est

{

δ(x1+x2
2

,
y1+y2

2
); δ(x1+x2

2
,
y1+y2+ǫ+ǫ′

2
)

}

dès que ǫ, ǫ′ > 0.

Autrement dit, il est obtenu par translation/dilatation entre les deux images/mesures

de départ.

On érit toutes les images qui préèdent omme des mesures de la forme µi ={

δ(xa,i,ya,i); δ(xb,i,yb,i)

}

ave i ∈ [1, 4]. On herhe don le baryentre de Wasserstein sous

la forme ρ =
{
δ(xa,ya); δ(xb,yb)

}
.

Soit i ∈ [1, 4].

W

2
2(µ1, ρ) = (xa,i − xa)2 + (ya,i − ya)2 + (xb,i − xb)2 + (yb,i − yb)2
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En minimisant la somme des W 2
2 , on trouve :







xa =
xa,1 + xa,2 + xa,3 + xa,4

4

ya =
ya,1 + ya,2 + ya,3 + ya,4

4

xb =
xb,1 + xb,2 + xb,3 + xb,4

4

yb =
yb,1 + yb,2 + yb,3 + yb,4

4

Ce qui orrespond bien à un baryentre de Wasserstein de nos 4 images de la forme

avanée préédemment. Il onvient pour terminer de justi�er notre reherhe d'un bary-

entre dont le support est de ardinal 2 et de disuter le résultat sans ette ontrainte.

D'une part on peut restreindre l'étude au as où l'image �nale est de support �ni dans

la mesure où 'est toujours e que l'on fait : quand on �xe une image de taille 80x80

pixels par exemple, e n'est jamais qu'une image 1000x1000 pixels dont le support est

de ardinal 802 = 6400. D'autre part, sans ette ontrainte, on aurait obtenu un résultat

similaire (à observer sur une simulation numérique, ar le alul sur papier est fasti-

dieux). Les points hargés de masse sous l'hypothèse "le support est de ardinal " sont

toujours les plus hargés dans le as général, mais ertains points dans leur voisinage

le sont aussi, formant une tahe olorée dont l'intensité est déroissante à mesure que

l'on s'éloigne du entre de la tahe.

Ce alul modeste peut sembler parfaitement trivial. Il illustre ependant le prini-

pal intérêt de la distane de Wasserstein pour le traitement d'image : les baryentres

produits onservent relativement bien les formes géométriques des images de départ.

Une appliation plus frappante proposée par Cuturi dans [7℄ est de aluler la moyenne

d'éritures humaines. Si on demande à un panel d'individu d'érire le hi�re 2 sur un

éran tatile, tous l'érivent ave une forme di�érente, une taille di�érente et une po-

sition di�érente sur l'éran. La moyenne empirique des éritures est une tahe, leur

baryentre de Wasserstein est un 2 lisible.
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Chapitre 4

Calul par régularisation entropique

Dans tout e hapitre, on �xe a ∈ Σn et b ∈ Σm représentant deux mesures de

probabilités disrètes où toutes les pondérations sont stritement positives, M = (mij)
une matrie des oûts (où (mij) est le oût de transport de i vers j). On rappelle que

l'on note

U(a, b) =

{

T ∈Mn,m(R+) :

m∑

j=1

tij = ai, 1 ≤ i ≤ n;

n∑

i=1

tij = bj , 1 ≤ j ≤ m

}

l'ensemble des plans de transports de marginales a et b. Nous herhons à minimiser,

pour T ∈ U(a, b) le oût de transport

C(T ) = 〈T,M〉 =
n∑

i=1

m∑

j=1

mijtij

Le but de ette partie est de trouver un moyen e�ae d'approher un plan de

transport optimal T ∗
, ainsi qu'une solution α∗, β∗

du problème dual

max
α⊕β≤M

tαa+t βb

4.1 Régularisée entropique et approximation de la so-

lution

Dans ette setion, nous allons dé�nir une suite de nouveaux problèmes dits "régu-

larisées" qui vont approher notre problème initial. Dans un premier temps nous allons

dé�nir es nouveaux problèmes, et dans un seond temps nous allons montrer que leurs

solutions onvergent en un ertain sens vers les solutions de notre problème initial. Nous

nous inspirons ii prinipalement du ours de B. Maury [6℄ pour les démonstrations, et

reprenons en grande partie les notations de l'artile [7℄.
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4.1.1 Dé�nitions, formulation des problèmes primal et dual

Pour trouver une bonne estimation du plan de transport, on va quelque peu modi�er

la fontion de oût en lui ajoutant un fateur entropique.

Dé�nition 4 (Régularisée entropique). Soit n,m ∈ N, et T = (tij)1≤i≤n, 1≤j≤m un plan

de transport. On dé�nit son entropie

h(T ) =
∑

1≤i≤n

∑

1≤j≤m

tij log tij

Pour λ > 0, on dé�nit la régularisée entropique de C omme

Cλ(T ) = C(T ) +
1

λ
h(T ) =

∑

mijtij +
1

λ

∑

tij log tij

Le problème de minimisation de la fontion de oût Cλ admet une formulation duale.

Proposition 2. On a la formulation duale :

min
T∈U(a,b)

Cλ(T ) = max
(α,β)∈Rn+m

tαa+t βb− 1

eλ

∑

i,j

e−λ(mij−αi−βj)

On utilise d'abord le lemme

Lemme 1. Puisque a et b ont toutes leur oordonnées stritement positives (hypothèse

sur les pondérations faite au début), pour tout λ > 0, Cλ admet un unique minimiseur

T λ sur U(a, b) ave tλij > 0 pour tout i, j.

Démonstration. Puisque U(a, b) est un onvexe ompat et que Cλ est ontinue et

stritement onvexe sur U(a, b), Cλ admet bien un unique minimiseur T λ sur U(a, b).
On montre que tλij > 0 en remarquant que la dérivée en 0 de x log x est −∞ e qui

fore à éviter les bords.

Formulons le problème en termes de Lagrangien. Tout déoulera ensuite de l'exis-

tene et "quasi-uniité" d'un point-selle.

Lemme 2. Soit U =Mn,m(R++), on veut minimiser Cλ sous les ontraintes a�nes

ϕi(T ) = ai −
∑

j

tij = 0, ψj(T ) = bj −
∑

i

tij = 0

On introduit don le Lagrangien

Lλ : U × R
n+m −→ R

T, (α, β) 7−→ Cλ(T ) +
∑

i

αiϕi(T ) +
∑

j

βjψj(T )

Alors il admet un point selle (T λ, αλ, βλ)
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Démonstration. Notons K = {T ∈Mn,m(R) : ϕi(T ) = 0, ψj(T ) = 0∀i, j}
On sait que la fontionnelle Cλ admet un minimiseur sur U ∩K en T λ. Puisque les

ontraintes d'égalité qui dé�nissent K sont a�nes et que Cλ est une fontionnelle C1
sur U , on a l'existene de multipliateurs de Lagrange : il existe αλ, βλ tels que

(αλ, βλ) · (ϕ(T λ), ψ(T λ)) = 0 et ∇Cλ(T λ) +
∑

i

αλi∇ϕi(T λ) +
∑

j

βλj∇ψj(T λ) = 0

La première ondition est réalisée puisque T λ ∈ U(a, b), la ondition d'optimalité est

don

∀(i, j) ∈ [[1, n]]× [[1, m]], mij +
1

λ
(1 + log tλij)− αλi − βλj = 0 (∗)

Réiproquement, puisque la fontionnelle Cλ est onvexe et que les ontraintes le sont

également, un tel triplet T λ, αλ, βλ est un point-selle du lagrangien.

Nous pouvons maintenant prouver la formulation duale du problème :

Démonstration. Puisque le lagrangien admet omme point-selle T λ, αλ, βλ, on a :

min
T∈U(a,b)

Cλ(T ) = max
(α,β)∈Rn+m

Gλ(α, β) ave Gλ(α, β) = inf
T∈U

Lλ(T, α, β)

Or pour α, β �xés :

Lλ(T, α, β) =
n∑

i=1

αiai +

m∑

j=1

βjbj +

(
∑

i,j

(mij − αi − βj +
1

λ
log tij)tij

)

où le terme entre parenthèses est une somme de termes stritement onvexes en les tij .
En minimisant la valeur de haque terme, on retrouve omme dans (∗) que le minimiseur

est aratérisé par

tij =
1

e
e−λ(mij−αi−βj)

et don �nalement on a bien :

Gλ(α, β) =
tαa+t βb− 1

eλ

∑

i,j

e−λ(mij−αi−βj)

Remarquons que l'on a l'uniité de la solution du problème primal ar le minimiseur

de Cλ est unique. En revanhe, nous n'avons pas a priori uniité de la solution au

problème dual et don de αλ. La proposition suivante montre qu'il y a presque uniité :

Proposition 3. Le problème dual admet un unique maximiseur (αλ, βλ) tel que la

moyenne de αλ est nulle.

27



Démonstration. Calulons la matrie Hessienne de Gλ e qui revient essentiellement à

aluler la matrie Hessienne de

F : (α, β) 7→
∑

i,j

eλ(αi+βj−mij)

On a que

∂F (α, β)

∂αi1∂αi2
=







0 si i1 6= i2

λ2eλαi

∑

j

eλ(βj−mij)
si i = i1 = i2

∂F (α, β)

∂βj1∂βj2
=







0 si j1 6= j2

λ2eλβj
∑

i

eλ(αi−mij)
si j = j1 = j2

∂F (α, β)

∂αi∂βj
= λ2eλ(αi+βj−mij)

On a don, pour (α, β) ∈ R
n+m

�xé, pour tout (x, y) ∈ R
n+m

, H(α, β)[(x, y)] · (x, y) qui
vaut

λ2
∑

i

eλαix2i
∑

j

eλ(βj−mij) + λ2
∑

j

eλβjy2j
∑

i

eλ(αi−mij) + 2λ2
∑

i,j

xiyje
λ(αi+βj−mij)

e qui s'érit également

λ2
∑

i,j

(xi + yj)
2eλ(αi+βj−mij)

Cette quantité est stritement positive si, et seulement si (x, y) /∈ Vet(−1, 1) et est

nulle si et seulement si (x, y) ∈ Vet(−1, 1).
La matrie Hessienne de Gλ est don négative et de noyau engendré par (−1, 1)

pour tout ouple (α, β).
On remarque ensuite que ∀v ∈ Vet(−1, 1), Gλ((α, β)+v) = Gλ(α, β) e qui permet

de restreindre Gλ à l'orthogonal de (−1, 1). On sait alors que sur et ensemble, toutes les

Hessiennes de Gλ sont dé�nies négatives, et don que Gλ admet un unique maximiseur

sur l'orthogonal de (−1, 1) qui est aussi le maximiseur sur tout R
n+m

. Ainsi, l'ensemble

des maximiseur est une droite a�ne de la forme (α, β) + R(−1, 1) et il existe bien un

unique maximiseur (αλ, βλ) tel que la moyenne de αλ soit nulle.

Dorénavant, nous désignerons par (T λ, αλ, βλ) l'unique point-selle de Lλ tel que la

moyenne de αλ soit nulle.

Remarque 5. On peut réérire Cλ omme une divergene de Kullbak-Leibler :

Cλ(T ) =
1

λ

∑

i,j

tij log

(
tij
ηij

)

ave ηij = e−λmij

Les onditions d'optimalité (∗) s'erivent alors

1 + log

(
tij
ηij

)

+ λαi + λβj = 0
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4.1.2 Convergene des solutions du problème régularisé vers les

solution du problème initial

Nous avons don, pour λ > 0, un point selle du Lagrangien (T λ, αλ, βλ) tel que la

moyenne de αλ soit nulle. La question qui se pose est maintenant de savoir si e triplet

onverge, lorsque λ tend vers +∞ vers un point selle du lagrangien du problème non

régularisé.

On peut montrer (f [6℄) que T λ onverge vers un plan de transport optimal du

problème non régularisé qui minimise l'entropie parmi les plans de transports optimaux.

Pour e qui est des αλ, βλ, on peut montrer qu'elles sont bornées et que toute suite

extraite onvergente onverge vers une solution du problème dual ; le problème est

que ette solution n'est pas toujours unique. Mais algorithmiquement, si on se donne

λ su�samment grand, alors le triplet sera prohe d'un point-selle, quand bien même

elui-i ne serait pas unique.

4.2 Calul e�etif des solutions au problèmes primal

et dual pour la régularisée entropique

D'après la setion préédente, nous pouvons don avoir une bonne approximation de

la solution de notre problème si on résoud le problème régularisé pour λ su�samment

grand. Dans ette partie, nous proposons une façon e�ae de aluler es solutions,

en s'appuyant prinipalement sur l'algorithme de Sinkhorn [9℄ onformément à e qui

est proposé dans l'artile de Cuturi [7℄.

4.2.1 Reformulation du problème

Ii nous reformulons juste le problème pour se ramener à l'algorithme de Sinkhorn.

Proposition 4. Posons K = (ηij) = (e−λmij ) ∈ Mn,m(R++) Alors il existe deux ve-

teurs u ∈ R
n
++ et v ∈ R

m
++ tels que

T λ = diag(u)Kdiag(v) et αλ = − log u
λ

+

∑

i log ui
λn

(1, ..., 1)

Démonstration. Soit (T λ, αλ, βλ) le point-selle de Lλ. On pose

ui := e−λα
λ
i , 1 ≤ i ≤ n et vj = e−λβ

λ
j −1, 1 ≤ j ≤ m

Les veteurs u et v véri�ent évidemment la deuxième ondition. La première est onsé-

quene direte de l'ériture des onditions d'optimalité.

Énonçons maintenant une forme de réiproque
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Proposition 5. Soit T ∈ U(a, b). Supposons qu'il existe deux veteurs u ∈ R
n
++ et

v ∈ R
m
++ tels que

T = diag(u)Kdiag(v)⇔ ∀(i, j) ∈ [[1, n]]× [[1, m]], tij = uivjηij

Alors T λ = T et αλ = − log u
λ

+
∑

i log ui
λn

(1, ..., 1)

Démonstration. Posons

αi := −
log ui
λ

et βj = −
log vj
λ

+ 1

Nous avons alors immédiatement la relation (∗) qui est la relation sur les gradients dans
le théorème de Kuhn et Tuker. Or puisque T ∈ U(a, b) il véri�e les ontraintes et

don par le théorème de Kuhn et Tuker, (T, α, β) est un point-selle de Lλ. Il s'en
suit que T = T λ par uniité du minimiseur de Cλ et que α est de la forme αλ + x. En
regardant la moyenne, on trouve le résultat.

4.2.2 Résolution : l'algorithme de Sinkhorn

Théorème 6 (Sinkhorn(1967)). Soit m,n ∈ N
∗
.

Fixons des entiers stritement positifs r1, ..., rn et c1, ..., cm (r pour row et c pour

olumn). On pose µ =
∑

j cj∑
i ri

.

Soit A ∈ Mn,m(R++) une matrie à oe�ients stritement positifs. Alors :

1. il existe une unique matrie B telle que :

• ∀i ∈ [[1, n]],
∑m

j=1Bij = µri et ∀j ∈ [[1, m]],
∑n

i=1Bij = cj (on impose les

sommes des lignes et des olonnes) ;

• Il existe deux matries D1 ∈ Dn(R++) et D2 ∈ Dm(R++) telles que

D1AD2 = B

2. les matries D1 et D2 sont unique à une multipliation par un salaire stritement

positif près ;

3. Le proédé qui onsiste à renormaliser suessivement les lignes et les olonnes

de A (pour que la somme vaille bien e que l'on veut sur haque ligne/olonne)

onverge. Plus préisément si on pose

⋆ A0 = A ;

⋆ pour k ≥ 0

i on note r(k) = Ake et don r
(k)
i est la valeur de la somme de la i-ème ligne

de la matrie Ak. On dé�nit r/r(k) le veteur de oordonnées ri/r
(k)
i .

On pose alors Sk = diag(r/r(k)) ∈ Dn(R++) et A
′
k = SkAk la renormalisa-

tion des lignes de Ak.

ii on pose de même c(k) = teA′
k ; la somme des termes de la olonne j de la

matrie A′
k vaut don c

(k)
j . On pose alors Tk = diag(c/c(k)) ∈ Dm(R++) et

Ak+1 = A′
kTk qui est don une renormalisation des olonnes.
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Alors la suite Ak (où les olonnes sont renormalisées) onverge vers B et la suite

A′
k onverge vers

1
µ
B.

Commençons par les preuves d'uniité.

Démonstration. Supposons que l'on ait

D1 = diag(x), D2 = diag(y), D′
1 = diag(x′), D′

2 = diag(y′)

telles que D1AD2 et D
′
1AD

′
2 satisfassent les onditions voulues. Posons

∀i ∈ [[1, n]], pi =
x′i
xi

et ∀j ∈ [[1, m]], qj =
y′j
yj

On a que

µri =
m∑

j=1

x′iaijy
′
j = pi

m∑

j=1

xiaijqjyj

Don

min
1≤i≤n

pi = pi0 = µri0

(
m∑

j=1

xi0ai0jqjyj

)−1

≥
(

max
1≤j≤m

qj

)−1

µri0

(
m∑

j=1

xi0aijyj

)

=

(

max
1≤j≤m

qj

)−1

(1)

De même on montre que

max
1≤j≤m

qj ≤
(

min
1≤i≤n

pi

)−1

On a don

max
1≤j≤m

qj =

(

min
1≤i≤n

pi

)−1

Mais si les qj ne sont pas tous égaux, l'inégalité est strite dans (1). Don tous les qj
sont égaux à un ertain q. De même, tous les pi sont égaux à un ertain p et on a pq = 1.
On a ainsi montré que D′

1 = pD1, D
′
2 = qD2 et don D

′
1AD

′
2 = pqD1AD2 = D1AD2 e

qui montre à la fois l'uniité dans le point 1. et dans le point 2..

Pour prouver l'existene et la onvergene de l'algorithme de renormalisation, nous

allons reprendre la proédure du théorème en posant également deux nouvelles suites

auxiliaires x(k) ∈ R
n
++ et y(k) ∈ R

m
++.

Dé�nition 5 (Suites auxiliaires). On note a = minij aij et δ = maxi,j cj , ri. On dé�nit

alors

⋆ x(0) = δ1/2a−1/2e ∈ R
n
++ et y

(0)
j = δ−1/2a1/2cj (

∑n
i=1 aij)

−1
et A0 = diag(x(0))Adiag(y(0))

la renormalisation des olonnes de A ;

⋆ pour k ≥ 0
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i on note r(k) = Ake et don r
(k)
i est la valeur de la somme de la i-ème ligne

de la matrie Ak. On dé�nit r/r(k) le veteur de oordonnées ri/r
(k)
i .

On pose alors Sk = diag(r/r(k)) ∈ Dn(R++) et A
′
k = SkAk la renormalisation

des lignes de Ak.

On noteMk = ||(rix(k)i /r
(k)
i )1≤i≤n||. On pose alors x(k+1)

i = δ1/2a−1/2M−1
k (r/r(k))ix

(k)
i .

ii on pose de même c(k) = teA′
k ; la somme des termes de la olonne j de la

matrie A′
k vaut don c

(k)
j . On pose alors Tk = diag(c/c(k)) ∈ Dm(R++) et

Ak+1 = A′
kTk qui est don une renormalisation des olonnes.

On pose en�n y
(k+1)
j = δ−1/2a1/2Mk(c/c

(k))jy
(k)
j

Remarque 6. Pour que les suites Ak oïnident dans la dé�nition que nous en faisons

ii et dans l'énoné du théorème préédent, il faut que les olonnes de A soit déjà renor-

malisée. Il est évident qu'on peut s'y ramener quitte à e�etuer une étape d'algorithme

avant.

Remarque 7. Au vu des dé�nitions de xk et y(k), on a bien que pour tout k ∈ N, Ak =
diag(x(k))Adiag(y(k)). En partiulier, puisque les Ak sont toutes renormalisée en o-

lonnes, on a que pour tout k ∈ N :

∀j ∈ [[1, m]],

n∑

i=1

x
(k)
i aijy

(k)
j = cj

Nous allons prouver le lemme suivant :

Lemme 3. Posons

V :=

{

(x, y) ∈ R
n+m : ∀j ∈ [[1, m]],

n∑

i=1

xiaijyj = cj et ||x|| ≤ δ1/2a−1/2
et ||y|| ≤ δ1/2a−1/2

}

On dé�nit sur V la fontion

ϕ : V −→ R+

(x, y) 7−→ max
1≤i≤n

(

r−1
i

m∑

j=1

xiaijyj

)

− min
1≤i≤n

(

r−1
i

m∑

j=1

xiaijyj

)

Alors :

1. pour tout k ∈ N, (x(k), y(k)) ∈ V ;

2. ϕ(x(k), y(k))→ 0 ;

3. toute valeur d'adhérene de la suite (x(k), y(k)) est à oordonnées stritement po-

sitives.
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Avant de le prouver, expliquons juste pourquoi e lemme prouve tout e qu'il nous

manquait.

Le premier point du lemme montre que x(k) et y(k) sont bornées e qui montre

que la suite Ak que nous avons dé�ni dans la deuxième proédure est bornée puisque

Ak = diag(x(k))Adiag(y(k)). Soit B′ = limk Aψ(k) une valeur d'adhérene de la suite

(Ak). Puisque la suite (x(ψ(k)), y(ψ(k))) est bornée, elle a une valeur d'adhérene (x, y)
qui d'après le lemme a toutes ses oordonnées stritement positives : on peut don érire

B′ = diag(x)Adiag(y) ave x, y stritement positifs. Par propriété des Ak, pour tout
j,
∑

iB
′
ij = cj en faisant passer ette ondition à la limite. Puisque ϕ(x(k), y(k)) → 0,

on a également l'existene d'une onstante K stritement positive telle que pour tout

i,
∑

j B
′
ij = Kri. Or K

∑

i ri =
∑

j cj et don K = µ, e qui montre que B′
est la

matrie B du théorème dont nous avons prouvé l'uniité (ela prouve don l'existene

de B). On a ainsi que la suite Ak de la deuxième proédure admet une unique valeur

d'adhérene qui est B : elle onverge don vers B.

Montrons à présent le lemme.

Démonstration. 1. Tout d'abord, une remarque préédente montre que pour tout k ∈
N, le ouple (x(k), y(k)) véri�e la ondition sur la somme des olonnes. Montrons

don les bornes voulues.

� On a ||x(0)|| = ||δ1/2a−1/2e|| = δ1/2a−1/2
et ||y(0)|| = ||δ−1/2a1/2cj (

∑n
i=1 aij)

−1 || ≤
δ1/2a−1/2

. Ils sont don bien dans V
� Soit k ∈ N. Par dé�nition, |x(k+1)

i | = δ1/2a−1/2M−1
k (ri/r

(k)
i )x

(k)
i ≤ δ1/2a−1/2M−1

k Mk

par dé�nition de Mk et don

||x(k)|| ≤ δ1/2a−1/2

� Soit 1 ≤ j ≤ m. Alors

c
(k)
j =

n∑

i=1

(A′
k)ij =

n∑

i=1

(r/r(k))ix
(k)
i aijy

(k)
j

Et don

(c/c(k))jy
(k)
j = cj

(
n∑

i=1

(r/r(k))ix
(k)
i aij

)−1

Ainsi, pour tout i ∈ [[1, n]], on a :

(c/c(k))jy
(k)
j ≤ cj

(

(r/r(k))ix
(k)
i aij

)−1

≤
(

(r/r(k))ix
(k)
i

)−1

δa−1

et don puisque ei est vrai pour tout i par dé�nition de Mk il vient

(c/c(k))jy
(k)
j ≤M−1

k δa−1
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Ainsi, par dé�nition

|y(k+1)
j | = δ−1/2a1/2Mk(c/c

(k))jy
(k)
j ≤ δ1/2a−1/2

et don

||y(k+1)|| ≤ δ1/2a−1/2

La suite (x(k), y(k)) est don bien à valeurs dans V .

2. On note ii α
(k)
i =

r
(k)
i

ri
et β

(k)
j =

c
(k)
j

cj
pour tout k ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

Soit k ∈ N, on �xe 1 ≤ ik1, i
k
2 ≤ n et 1 ≤ jk1 , j

k
2 ≤ m tels que α

(k)

ik2
= max1≤i≤n α

(k)
i ,

α
(k)

ik1
= min1≤i≤n α

(k)
i et de même pour β. On a alors

ϕ
(
x(k+1), y(k+1)

)
= α

(k+1)

ik+1
2

− α(k+1)

ik+1
1

= r−1

ik+1
2

m∑

j=1

x
(k+1)

ik+1
2

aik+1
2 jy

(k+1)
j − r−1

ik+1
1

m∑

j=1

x
(k+1)

ik+1
1

aik+1
1 jy

(k+1)
j

= r−1

ik+1
2

m∑

j=1

(

α
(k)

ik+1
2

)−1

x
(k)

ik+1
2

aik+1
2 j

(

β
(k)
j

)−1

y
(k)
j

− r−1

ik+1
1

m∑

j=1

(

α
(k)

ik+1
1

)−1

x
(k)

ik+1
1

aik+1
1 j

(

β
(k)
j

)−1

y
(k)
j

= r−1

ik+1
2

(

α
(k)

ik+1
2

)−1

x
(k)

ik+1
2

aik+1
2 jk2

(

β
(k)

jk2

)−1

y
(k)

jk2

+ r−1

ik+1
2

∑

j 6=jk2

(

α
(k)

ik+1
2

)−1

x
(k)

ik+1
2

aik+1
2 j

(

β
(k)
j

)−1

y
(k)
j

− r−1

ik+1
1

(

α
(k)

ik+1
1

)−1

x
(k)

ik+1
1

aik+1
1 jk1

(

β
(k)

jk1

)−1

y
(k)

jk1

− r−1

ik+1
1

∑

j 6=jk1

(

α
(k)

ik+1
1

)−1

x
(k)

ik+1
1

aik+1
1 j

(

β
(k)
j

)−1

y
(k)
j

Par les dé�nitions préédentes, on a don

ϕ
(
x(k+1), y(k+1)

)
≤ r−1

ik+1
2

(

α
(k)

ik+1
2

)−1

x
(k)

ik+1
2

aik+1
2 jk2

(

β
(k)

jk2

)−1

y
(k)

jk2

+ r−1

ik+1
2

(

β
(k)

jk1

)−1∑

j 6=jk2

(

α
(k)

ik+1
2

)−1

x
(k)

ik+1
2

aik+1
2 jy

(k)
j

− r−1

ik+1
1

(

α
(k)

ik+1
1

)−1

x
(k)

ik+1
1

aik+1
1 jk1

(

β
(k)

jk1

)−1

y
(k)

jk1

− r−1

ik+1
1

(

β
(k)

jk2

)−1∑

j 6=jk1

(

α
(k)

ik+1
1

)−1

x
(k)

ik+1
1

aik+1
1 jy

(k)
j
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En remarquant qu'ave les dé�nitions

∑

j

(

α
(k)
i

)−1

x
(k)
i aijy

(k)
j =

∑

j

(A′
k)ij = r

(k)
i

on a

ϕ
(
x(k+1), y(k+1)

)
=
(

β
(k)

jk2

)−1

r−1

ik+1
2

(

α
(k)

ik+1
2

)−1

x
(k)

ik+1
2

aik+1
2 jk2

y
(k)

jk2

+
(

β
(k)

jk1

)−1
(

1− r−1

ik+1
2

(

α
(k)

ik+1
2

)−1

x
(k)

ik+1
2

aik+1
2 jk2

y
(k)

jk2

)

−
(

β
(k)

jk1

)−1

r−1

ik+1
1

(

α
(k)

ik+1
1

)−1

x
(k)

ik+1
1

aik+1
1 jk1

y
(k)

jk1

−
(

β
(k)

jk2

)−1
(

1− r−1

ik+1
1

(

α
(k)

ik+1
1

)−1

x
(k)

ik+1
1

aik+1
1 jk1

y
(k)

jk1

)

=

((

β
(k)

jk1

)−1

−
(

β
(k)

jk2

)−1
)

(

1− r−1

ik+1
1

(

α
(k)

ik+1
1

)−1

x
(k)

ik+1
1

aik+1
1 jk1

y
(k)

jk1
− r−1

ik+1
2

(

α
(k)

ik+1
2

)−1

x
(k)

ik+1
2

aik+1
2 jk2

y
(k)

jk2

)

Si on pose dk = mini,j r
−1
i α

(k)−1
i x

(k)
i aijy

(k)
j on a alors la majoration

ϕ
(
x(k+1), y(k+1)

)
≤
((

β
(k)

jk1

)−1

−
(

β
(k)

jk2

)−1
)

(1− 2dk)

Posons ρ = mini,j(ri, cj) et R =
∑

i,j aij .
� On a pour k ∈ N et 1 ≤ i ≤ n :

α
(k)−1
i x

(k)
i = xik

ri
∑m

j=1 x
(k)
i aijy

(k)
j

=

(
m∑

j=1

aijy
(k)
j

)−1

ri

En utilisant le fait que y
(k)
j ≤ δ1/2a−1/2

et les dé�nitions, il vient

α
(k)−1
i x

(k)
i ≥

(
∑

i,j

aij

)−1

ria
1/2δ−1/2 ≥ ρR−1a1/2δ−1/2

� De même pour k ∈ N et 1 ≤ j ≤ m :

y
(k)
j = cj

(
m∑

j=1

aijx
(k)
i

)−1

≥
(

m∑

j=1

aij

)−1

cja
1/2δ−1/2 ≥ ρR−1a1/2δ−1/2

� Ainsi il vient :

dk ≥ ρ2R−2a2δ−2
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� En remarquant ensuite que pour tout k ∈ N et tout 1 ≤ j ≤ m, on a

β
(k)
j = c−1

j

n∑

i=1

(A′
k)ij = c−1

j

m∑

i=1

α
(k)−1
i x

(k)
i aijy

(k)
j

Puisque

∑m
i=1 x

(k)
i aijy

(k)
j = cj par dé�nition de nos suites, on a don

(

α
(k)

ik2

)−1

≤ β
(k)
j ≤

(

α
(k)

ik1

)−1

Cei étant valable pour tout j, on a don en partiulier :

((

β
(k)

jk1

)−1

−
(

β
(k)

jk2

)−1
)

≤ (α
(k)

ik2
− α(k)

ik1
)

Finalement, on a don

ϕ
(
x(k+1), y(k+1)

)
≤ (1−2ρ2R−2a2δ−2)

(

α
(k)

ik2
− α(k)

ik1

)

=
(
1− 2ρ2R−2a2δ−2

)
ϕ
(
x(k), y(k)

)

où 0 ≤ (1− 2ρ2R−2a2δ−2) < 1 et don

ϕ
(
x(k), y(k)

)
→ 0

3. Pour montrer ela, il su�t de montrer que toutes les oordonnées sont bornées

par des onstantes stritement positives indépendantes de k.
• Par un alul préédent (deux premiers développements de α

(k+1)

ik+1
1

), on a que

pour tout k ∈ N et pour tout 1 ≤ i ≤ m

α
(k+1)
i = r−1

i

m∑

j=1

(

α
(k)
i

)−1

x
(k)
i aij

(

β
(k)
j

)−1

y
(k)
j

Puisque

m∑

j=1

(

α
(k)
i

)−1

x
(k)
i aijy

(k)
j = ri

on trouve l'enadrement

(

β
(k)

jk2

)−1

≤ α
(k+1)
i ≤

(

β
(k)

jk1

)−1

En le ombinant à l'enadrement

(

α
(k)

ik2

)−1

≤ β
(k)
j ≤

(

α
(k)

ik1

)−1

on trouve que pour tout k ∈ N et 1 ≤ i ≤ n

α
(k)
i ≥ α

(0)

i01
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Puisque préédemment on a montré la majoration

α
(k)−1
i x

(k)
i ≥

(
∑

i,j

aij

)−1

ria
1/2δ−1/2 ≥ ρR−1a1/2δ−1/2

on a don que pour tout k ∈ N et 1 ≤ i ≤ n,

x
(k)
i ≥ α

(0)

i01
ρR−1a1/2δ−1/2 > 0

e qui montre que inf
i
|x(k)i | ≥ α

(0)

i01
ρR−1a1/2δ−1/2 > 0 .

• On avait montré avant que pour tout k ∈ N et 1 ≤ j ≤ m

y
(k)
j ≥ ρR−1a1/2δ−1/2

e qui montre que

∀k ∈ N, inf
j
|y(k)j | ≥ ρR−1a1/2δ−1/2 > 0
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Chapitre 5

Appliation à la di�usion de mesures

de probabilité sur les sommets d'un

graphe

Cette partie s'inspire fortement de l'artile de Solomon [8℄. Avant de onsidérer des

appliations informatiques plus �nes que les préédentes, nous allons devoir revisiter

la dualité de Kantorovith pour esquisser la preuve résultat suivant (voir [2℄, thm.

2.18) :

Théorème 7. Soit µ, ν deux mesures de probabilité sur X et Y des ompats de R.

On note F et G leurs fontions de répartition. Soit γ une mesure de probabilité sur R
2

telle que pour tout x, y :

γ(]∞, x]× ]−∞, y]) = min(F (x), G(y))

Alors γ ∈ Π(µ, ν) et γ est un plan de transport optimal pour la fontion de oût c(x, y) =
|x− y|2. Par onséquent :

W 2
2 (µ, ν) =

∫

[0,1]

|F−1(t)−G−1(t)|2dt.

5.1 Monotoniité -ylique

On ommene par regarder quelques résultats intermédiaires présentés dans [1℄.

Dé�nition 6 (Ensembles -yliquement monotones). Soit X, Y des ensembles et c :
X × Y 7−→ R ∪ {+∞}. Soit Γ ⊂ X × Y . On dit que Γ est -yliquement monotone si

pour toute famille �nie (x1, y1), · · · , (xn, yn) ∈ Γ et pour tout σ permutation de [1, n] :
∑

i

c(xi, yi) ≤
∑

i

c(xi, yσ(i))

On dit qu'un plan de transport est -ylique si son support est -yliquement mo-

notone.
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Dé�nition 7 (Fontionnelle -ylique). Ave les notations de la dé�nition préédente,

pour une fontionnelle Φ : X 7−→ R ∪ {+∞} , on appelle c-transformée de Φ la fon-

tionnelle donnée par :

∀y ∈ Y, Φc(y) = inf
x∈X

[c(x, y)− Φ(x)]

Réiproquement, pour Ψ : Y 7−→ R ∪ {+∞}, on appelle

_

c-transformée de Ψ la

fontionnelle donnée par :

∀x ∈ X, Φ
_

c (x) = inf
y∈Y

[c(x, y)−Ψ(y)]

On dit que Φ est c-onvexe s'il existe Φ telle que Φ = Φ
_

c
, et on dit que Ψ est

_

c-onave s'il existe Φ telle que Ψ = Φc

Nous énonçons maintenant deux propositions dont nous ne donnerons volontaire-

ment pas la preuve a�n de ne pas alourdir notre propos. On trouvera des preuves

détaillées dans [1℄, thm 1.36 et 1.37.

Proposition 6. Si ∅ 6= Γ ⊂ X ×Y est -yliquement monotone, et si c : X ×Y → R,

alors on dispose d'une fontion c-onave Φ 6= −∞ : X → R ∪ {−∞} telle que :

Γ ⊂ {(x, y) ∈ X × Y |Φ⊕ Φc(x, y) = c(x, y)} .

Proposition 7. Si γ est un plan de transport optimal et si c est ontinue sur X × Y ,
alors Γ est -yliquement monotone.

Il en résulte un ra�nement du théorème de dualité de Kantorovith :

Théorème 8 (Retour sur la dualité de Kantorovith). Si X et Y sont ompats :

min
γ∈Π(µ,ν)

= max
{Φ c−convexe|Φ⊕Φc≤c}

[∫

X

Φdµ+

∫

Y

Φcdν

]

5.2 Idée de la preuve de l'expression de la distane de

Wasserstein ave les fontions de répartition

Il faut ommener par démontrer le résultat suivant :

Proposition 8 (Critère d'optimalité de Knott-Smith). Soit µ et ν des mesures de

probabilité sur X et Y des ompats de R
d
, que l'on étend naturellement en mesures

de probabilité sur R
d
. On onsidère la fontion de oût c(x, y) = |x − y|2. Si un plan

de transport γ ∈ Π(µ, ν) de support Γ est optimal alors il existe une fontion onvexe

semi-ontinue inférieurement Φ telle que Γ ⊂ Graph(∂Φ).
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Démonstration. On sait d'après e qui préède que l'on dispose d'un plan γ de transport
optimal. On sait également que l'on dispose d'une fontion φ sur X telle que (φ, φc)
réalise le sup dans le théorème de dualatité de Kantorovith :

∫

X×Y

(φ⊕ φ∗ − c) dγ = 0

Or l'intégrande est postif, don nul γ-presque partout. Le réultat déoula alors d'une
aratérisation du sous-di�érentiel( f [2℄ prop. 2.4 p. 69, 2.12 p.80).

Preuve du théorème prinipal : On reprend les notations du théorème. Montrons

que

Γ ⊂
{
(x, y)|F (x−) ≤ G(y) et G(y−) ≤ F (x)

}
.

En e�et, si on se donne un ouple (x0, y0) tel que F (x
−
0 ) > G(y). F est roissante don

on dispose de U un voisinage de x tel que F (x) ≥ G(y0) pour tout x ∈ U . Or G est

roissante et ontinue à droite don on dispose de V un voisinage de y0 tel que pour

tout (x, y) ∈ U × V :

minF (x), G(y) = G(y).

En partiulier γ(U×V ) = 0 don (x0, y0) /∈ Γ. On peut véri�er que le membre de droite

orrespond à un ensemble monotone, don Γ est inlus dans le sous-di�érentiel d'une

fontion semi-ontinue inférieurement onvexe. D'après le ritère de Knott-Smith, γ
est un plan de transport optimal.

Remarquons maintenant que si λ est la mesure de Lebesgue sur R
2
, γ = λ ◦

(F−1, G−1). Cette égalité apparait naturellement en regardant les boréliens de la forme

]−∞, x[× ]−∞, y[.

Il en résulte que :

∫

X×Y

cdγ =

∫

[0,1]

c
(
F−1(t), G−1(t)

)
dt.

L'idée qui motive e hapitre est relativement simple. Donnons-nous un graphe non

orienté G = (V,E) où V est l'ensemble des sommets et E l'ensemble des arêtes (qui

peut représenter par exemple des villes d'un pays reliées par des routes).

Supposons que sur un sous-ensemble V0 de V , nous ayions des informations qui

peuvent s'exprimer omme distributions (par exemple, on peut prendre V0 l'ensemble

des ports et pour haque port de V0, on de donnerait les arrivages de blé sur l'année).

L'objetif est de proposer une approhe mathématique et algorithmique à la résolu-

tion des deux problèmes suivants :

• omment déduire des informations sur les sommets de V0 des infomations sur tous

les sommets, et quel modèle adopter ?

• omment faire di�user l'information, en partant des sommets de V0 sur tous les

sommets de V ?
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5.3 Éléments de alul di�érentiel sur les graphes

Le but est de présenter un adre assez général permettant de faire du alul di�é-

rentiel sur les graphes : on voit assez bien le lien ave le problème initial puisque l'un

des objetifs est de faire de la "di�usion".

Pour ette partie, nous nous inspirons fortement des artiles de Y.-S. Chung [10℄,

[11℄ et [12℄, en préisant quelques dé�nitions.

5.3.1 Premières dé�nitions sur un graphe

Soit G = (V,E) un graphe non orienté, où V est l'ensemble des sommets et

E ⊂ P2(V ) = {{x, y} : x, y ∈ V } est l'ensemble des arêtes. On note également V (G)
l'ensemble des sommets de G et E(G) l'ensemble de ses arêtes. On va supposer dans

tout e qui suit que G est un graphe �ni e qui simpli�e notamment l'étude des fontions

sur G. Il est possible de faire ela sur des graphes dénombrables, à ondition d'imposer

des onditions du type L1
sur es fontions.

Pour tout (x, y) ∈ V 2
, on note x ∼ y le fait que {x, y} ∈ E, 'est à dire que x et

y soient reliés par une arête. On se permettra également dans la suite le léger abus de

notation x ∈ G pour désigner x ∈ V . De plus, on notera indiféremment f : G → R ou

f : V → R une appliation de l'ensemble des sommets de G dans R.

Nous allons également nous donner une appliation ω : V × V → R+ qui véri�e

� ω(x, y) > 0⇔ {x, y} ∈ E
� ∀(x, y) ∈ V 2, ω(x, y) = ω(y, x)

Ainsi, ω(x, y) représente en quelque sorte la apaité à onduire de l'information entre le

sommet x et le sommet y ; n'avoir pas d'arête entre un sommet x et y est équivalent à e
que l'information ne puisse pas se propager diretement entre x et y. Nous appellerons
ω la fontion de pondération des arêtes.

Donnons maintenant les dé�nitions prinipales permettant de faire du alul di�é-

rentiel sur les graphes.

Dé�nition 8 (poids et probabilités de passage). Étant donné un sommet x ∈ V , on
pose dωx le poids total du sommet x, 'est à dire

dωx :=
∑

y∈V

ω(x, y) =
∑

y∼x

ω(x, y)

Étant donné x, y ∈ G, on pose

p(x, y) =







ω(x, y)

dωx
si dωx > 0

1 si dωx = 0 et x = y

0 sinon

qui représente la probabilité de passage du sommet x au sommet y.
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1

3

2

4

5

6

7

8

9

ω(1, 7)

ω(3, 7)

ω(7, 8)

ω(4, 7)

ω(4, 8)

ω(2, 4)

ω(2, 5)

ω(5, 9)

ω(4, 9)

ω(6, 9)

(a) graphe quelonque

5

1

4

2

3

(b) graphe étoilé (arêtes pondérées

par 1)

Figure 5.1 � Exemples de graphes G

Dé�nition 9 (intégrale, di�érentielle). Soit f : G→ R. Alors :

• on dé�nit l'intégrale de f sur G

∫

G

fdω =

∫

G

f(x)dωx :=
∑

x∈V

f(x)dωx

Naturellement, on dé�nit le volume du graphe G :

Vol(G) =

∫

G

1dω =
∑

x∈V

dωx =
∑

(x,y)∈V 2

ω(x, y)

• on dé�nit la dérivée diretionnelle de f en x ∈ G selon y ∈ G :

Dω,yf(x) = [f(y)− f(x)]
√

p(x, y)

Naturellement, on dé�nit le gradient de f en x ∈ V :

∇ωf(x) := (Dω,y(x))y∈V

L'expression du gradient que nous avons i-dessus permet de dé�nir le laplaien de
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f : G→ R en posant

∀x ∈ V, ∆ωf(x) := −
∑

y∈V

Dω,y ◦Dω,yf(x)

=
∑

y∈V

Dω,yf(x)
√

p(x, y)

=
∑

y∈V

[f(y)− f(x)] p(x, y)

=
∑

y∼x

[f(y)− f(x)] p(x, y)

5.3.2 Calul di�érentiel sur un sous-graphe

Dans ette partie, nous allons �xer G un graphe qui sera en quelque sorte notre

espae de départ. Nous allons maintenant faire du alul di�érentiel sur des sous-graphes

de G.
Rappelons que (S, i) est un sous-graphe de G si i : V (S) →֒ V (G) et si i(E(S)) =

{{i(x), i(y)} : {x, y} ∈ E(S)} ⊂ E(G) ∩ P2(V (S)). On dit que S est un sous-graphe

induit de G si i(E(S)) = E(G)∩P2(V (S)). Pour simpli�er les notations, on onsidèrera

à partir de maintenant que V (S) est inlus dans V (G) et on omettra i.
Étant donné un sous-graphe de G, il est naturellement muni d'une fontion de

pondération héritée de ω :

{

ωS(x, y) = ω(x, y) si {x, y} ∈ E(S)
ωS(x, y) = 0 sinon

D'après e qui préède, nous disposons d'un alul di�érentiel sur le graphe S. Mais

étant donné f : G→ R, f̃ : S → R sa restrition à S, on a

∫

G

f1V (S)
dωS

x

dωx
dω =

∫

S

f̃dωS

En général, nous n'avons don pas

∫

G

f1Sdω =

∫

S

f̃dωS

ar la mesure point par point dépend du graphe.

La dé�nition de l'intégrale sur un sous-graphe S de G n'est don pas évidente ; nous

allons distinguer deux as :

� étant donné f : G→ R, alors

∫

S

fdω :=

∫

G

f1Sdω
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Figure 5.2 � Exemples de sous-graphes S (en trait plein) de G (en pointillé)

� étant donné f : S → R, alors

∫

S

fdω :=

∫

S

fdωS

et plus généralement, on fera du alul di�érentiel sur f en la onsidérant sur

le graphe S muni de ωS que l'on renote ω pour simpli�er (sauf dans quelques

démonstrations où on mèlera les deux).

Ainsi, préiser le graphe de départ de nos fontions sera primordial ar notre alul

di�érentiel en dépend (on donne le graphe de départ et non le sommet de départ ar les

arêtes présentes ou non jouent un r�le dans la pondération et don le alul di�érentiel).

Si nous devions faire une analogie ave le alul di�érentiel lassique, notre graphe

initialG serait en quelque sorte notre espae de départ R
d
. Étant donné un sous-graphe

S de G, nous allons par la suite le voir omme un ouvert Ω : l'étude d'équations sur Ω
ne peut se faire sans des onditions sur son bord, que nous allons dé�nir.

Dé�nition 10 (bord,adhérene). Soit S un sous-graphe de G. On dé�nit

� le bord de S :

∂S := {z ∈ V (G) \ V (S) : ∃x ∈ V (S), z ∼ x}

Par la suite, si on onsidèrera ∂S à la fois omme un sous-ensemble de V (G) et
omme le graphe (∂S, ∅).

� l'adhérene de S :

S := (S ∪ ∂S,E(S) ∪ {{x, y} ∈ E(G) : x ∈ ∂S et y ∈ S})
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'est à dire le graphe dont les sommets sont la réunion des sommets de S et de

son bord, et dont les arêtes sont elles de S plus elles qui relient S à son bord.

On omet elles qui auraient pu relier deux sommets de ∂S dans G.

Illustrons e que représente l'adérene : nous représentons ii S en trait plein, S en

gras et le reste du graphe G en pointillés.
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Figure 5.3 � Illustration des adhérenes

Remarque 8. S est un sous-graphe de G mais aussi de S. Il est même un sous-graphe

induit de S.

Le bord dépend évidemment du graphe de départ G. Dorénavant, nous �xerons G,
S désignera toujours un sous-graphe de G, et S désignera l'adhérene de S dans G.

Supposons que S soit un sous-graphe d'un graphe H , et soit f : S → R. On appelle

extension de f à H l'appliation de H dans R qui oïnide ave f sur S et qui est nulle

ailleurs. On la note enore f .

Lemme 4. Supposons que S soit un sous-graphe induit de G. Alors

∀x ∈ S, dω
S
x = dωx

Démonstration. Soit x ∈ S et y ∈ G. Supposons que {x, y} ∈ E(G), alors y ∈ S ou

y ∈ ∂S et don en partiulier y ∈ S. Si y ∈ ∂S, alors {x, y} ∈ E(S) par dé�nition. Si
y ∈ S, alors puisque S est induit, {x, y} ∈ E(S) ⊂ E(S). Dans tous les as, {x, y} ∈
E(S). Ainsi,

∀y ∈ G, {x, y} ∈ E(S)⇔ {x, y} ∈ E(G)
et le lemme en déoule
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On déduit de e lemme les onséquenes diretes suivantes :

Proposition 9. Si S est un sous-graphe induit de G et f : S → R et g : G → R sont

deux fontions, alors

• si f et g oïnident sur S

∀x ∈ S, ∀y ∈ S, Dω,yf(x) = Dω,yg(x);

• si f et g oïnident sur S
∫

S

f(x)dωx =

∫

S

g(x)dωx

Dé�nissons en�n les dérivées normales sortantes, e qui nous permettra d'obtenir

des formules type formule de Green.

Dé�nition 11 (dérivée normale sortante). Soit G un graphe, S un sous-graphe de G,
f : G→ R et z ∈ ∂S. On dé�nit la dérivée normale sortante de f en z :

∂f

∂ωn
(z) =

∑

y∈S

[f(z)− f(y)] ω(z, y)
d′ωz

= f(z)−
∑

y∈S

f(y)
ω(y, z)

d′ωz
ave d′ωz =

∑

y∈S

ω(y, z)

Remarquons que si G = S, alors d′ωx = dωx et don ∆f(z) = −∂f(z)
∂ωn

. De manière

générale, d′ωz = dω
S
z.

5.3.3 Formules

De es dé�nitions, nous déduisons des formules qui ressemblent énormément à elles

que nous onnaissons en analyse et qui montrent la onservations de nombreuses preuves

et propriétés de es opérateurs.

Théorème 9. Soit G un graphe, f et g deux fontions de G dans R. Alors

−2
∫

G

g (∆ωf) dω =

∫

G

∇ωg · ∇ωfdω (5.1)

Démonstration. Puisque pour tout x, y ∈ G, p(x, y)dωx = p(y, x)dωy, on a

∫

G

∇ωf · ∇ωgdω =
∑

x,y∈G

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))
√

p(x, y)
√

p(x, y)dωx

=
∑

x∈G

g(x)
∑

y∈G

(f(x)− f(y))p(x, y)dωx+
∑

y∈G

g(y)
∑

x∈G

(f(y)− f(x))p(y, x)dωy

= −2
∫

G

g∆ωfdω
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Ce théorème montre en partiulier qu'étant donné deux fontions f, g : G→ R, on

a ∫

G

g∆ωfdω =

∫

G

f∆ωgdω (5.2)

De plus, si on dé�nit l'énergie de Dirihlet de f : G→ R :

ED(f) :=
1

2

∫

G

|∇ωf |2dω

alors d'après la formule 5.1, on a également

ED(f) =
∫

G

f (−∆ωf) dω

Théorème 10 (laplaien du produit). Soit G un graphe, f et g deux fontions de G
dans R. Alors

∆ω(fg) = f∆ωg +∇ωf · ∇ωg + g∆ωf (5.3)

Démonstration. Soit x ∈ G. Alors

∆ω(fg)(x) =
∑

y∈G

[f(y)g(y)− f(x)g(x)] p(x, y)

=
∑

y∈G

[f(x)g(y)− f(x)g(x)] p(x, y) + [f(y)g(x)− f(x)g(x)] p(x, y)

+
∑

y∈G

[f(y)g(y) + f(x)g(x)− f(y)g(x)− g(y)f(x)] p(x, y)

= f(x)∆ωg(x) + g(x)∆ωf(x) +
∑

y∈G

(f(y)− f(x))(g(y)− g(x))
√

p(x, y)
√

p(x, y)

= f(x)∆ωg(x) + g(x)∆ωf(x) +∇ωf(x) · ∇ωg(x)

On en partiulier, pour f : G→ R

∆ω(f
2) = 2f∆ωf + |∇ωf |2 (5.4)

Théorème 11 (formule de Green). Soit f, g : S → R deux fontions. Alors on a la

formule de Green :

∫

S

(g∆ωf − f∆ωg)dω =

∫

∂S

(

g
∂f

∂ωn
− f ∂g

∂ωn

)

dω (5.5)

Démonstration. D'après la formule 5.2, on a

∫

S

(g∆ωf − f∆ωg) dω +

∫

∂S

(g∆ωf − f∆ωg) dω =

∫

S

(g∆ωf − f∆ωg)dω = 0
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Or d'après une remarque dans la dé�nition de la dérivée normale sortante,

∀z ∈ ∂S, ∆ωf(z) = −
∂f(z)

∂ωn

e qui nous donne le résultat voulu.

Soit f, g : S → R. En appliant la formule de Green à fg et 1, et la formule 5.3

pour aluler ∆ω(fg), on trouve

∫

S

∇ωf · ∇ωg +

∫

S

[f∆ωg + g∆ωf ] =

∫

∂S

∂(fg)

∂ωn
(5.6)

5.3.4 Laplaien, propriétés des fontions harmoniques

Dans ette partie, nous allons nous intéresser à l'opérateur Laplaien et à l'existene

de solutions f : S → R à un problème du type :

{

∆ωf = 0 sur S

f est presrite sur ∂S

Laplaien

Soit G un graphe, on peut voir le laplaien de G omme une matrie :

∆ω(x, y) :=

{

p(x, y) si x 6= y

p(x, x)− 1 si x = y

en remarquant que ∆ω peut se voir omme un endomorphisme linéaire de R
V (G)

. Étant

donné f : G→ R, on a don ave es notations

∀x ∈ G, ∆ωf(x) =
∑

y∈G

∆ω(x, y)f(y)

Dans ette partie, nous allons étudier ette matrie et �xer une fois pour toute les

notations liées au laplaien.

Dé�nition 12 (matrie symétrique assoiée au laplaien). Soit G un graphe tel que

∀x ∈ G, dωx > 0

Posons D = diag((
√
dωx)x∈G). On dé�nit la matrie symétrique assoiée au laplaien :

∀x, y ∈ G, Lω(x, y) :=







ω(x, y)√
dωxdωy

si x 6= y

ω(x, x)

dωx
− 1 sinon

On a diretement

Lω = D∆ωD
−1
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Nous allond maintenant nous intéresser aux valeurs propres et aux veteurs propres

de la matrie Lω. Dans la suite, étant donné deux fontions f, g de G dans R (que l'on

identi�e à R
V (G)

), on note 〈·, ·〉 le produit salaire anonique, 'est à dire

〈f, g〉 =
∑

x∈G

f(x)g(x)

Proposition 10. Les valeurs propres de Lω sont omprises entre −2 et 0.

Démonstration. Soit don f : G→ R. On a

〈f,Lωf〉 =
∑

x,y∈G

[

f(x)
ω(x, y)√
dωx
√
dωy

f(y)

]

−
∑

x∈G

f(x)2

Or

∣
∣
∣
∣
∣

∑

x,y∈G

[

f(x)
ω(x, y)√
dωx
√
dωy

f(y)

]
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

x,y∈G



f(x)

√

ω(x, y)

dωx





[

f(y)

√

ω(y, x)

dωy

]
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(Cauhy-Shwarz) ≤
[
∑

x,y∈G

f(x)2
ω(x, y)

dωx

]1/2 [
∑

x,y∈G

f(y)2
ω(y, x)

dωy

]1/2

=
∑

x∈G

f(x)2

Ce qui montre que pour tout f : G→ R, on a

−2〈f, f〉 ≤ 〈Lωf, f〉 ≤ 0

et don que les valeurs propres de Lω sont omprises entre −2 et 0. En partiulier, Lω
est une matrie symétrique négative.

En se servant de la preuve préédente, on peut dérire le noyau de Lω. En e�et, par

le as d'égalité de Cauhy-Shwarz, on a

Lωf = 0⇔ ∃k ≥ 0, ∀x, y ∈ G, f(x)
√

ω(x, y)

dωx
= kf(y)

√

ω(x, y)

dωy

et don

Lωf = 0⇔ ∃k ≥ 0, ∀ {x, y} ∈ E(G), f(x)√
dωx

= k
f(y)√
dωy

(5.7)

Soit f une fontion de laplaien nulle surG. NotonsG1, ..., GN les omposantes onnexes

du graphe G, et prenons une telle omposante Gi.

Soit x0 un sommet �xé de Gi, et érivons f(x0) = λi
√
dωx0.
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Puisque dωx0 > 0, il existe y ∈ Gi tel que y ∼ x0. En appliant 5.7 à x0 et y, et
en éhangeant leur r�les, on trouve que néessairement k = 1 (sauf si f est nulle en x0
auquel as on montre failement que f est nulle sur toute la omposante onnexe).

Puis pour tout voisin y de x0, on a d'après 5.7 que

f(y)
dωy

= λi. Par onnexité de Gi,

on en déduit

∃λi ∈ R, ∀x ∈ Gi, f(x) = λifi(x)

où

fi : Gi −→ R

x 7−→
√

dωx

Ainsi, on trouve que

Ker(Lω) ⊂
N⊕

i=1

Rfi

Il est faile de montrer que ette inlusion est en fait une égalité. On a don

Ker(Lω) =
N⊕

i=1

Rfi

La dimension du noyau du laplaien est don le nombre de omposantes onnexes du

graphe G. On a don véri�é le résultat intuitif suivant : les éléments du noyau du

laplaien sont exatement les fontions loalement onstantes.

Fontions harmoniques

Nous allons maintenant énoner quelques propriétés des fontions harmoniques et

montrer l'existene de solutions au problèmes du type

{

∆ωf = 0 sur S

∆ωf est presrite sur ∂S
(5.8)

Dé�nition 13 (fontion harmonique). Soit f : S → R. On dit que f est harmonique

si

∀x ∈ S, ∆ωf(x) = 0

Proposition 11. Soit S un sous-graphe onnexe de G et f : S → R telle que

∀x ∈ S, ∆ωf(x) ≥ 0

Si f atteint son maximum sur S, alors f est onstante.

Démonstration. Supposons que f atteigne son maximum en x ∈ S. On a

∆ωf(x) ≥ 0⇔
∑

y∼x

[f(y)− f(x)] p(x, y) ≥ 0

50



Tous les termes de la somme de droite sont négatif ar le maximum de f est atteint en

x. Ils sont don tous nuls, et puisque pour tout y ∼ x, on a que p(x, y) > 0, pour tout
y ∼ x, f(x) = f(y) et don le maximum de f est aussi atteint en tous les voisins de x.
Par onnexité de S et don de S, la fontion est onstante.

Remarquons que si S n'est pas onnexe, on a tout de même prouvé que si f : S → R

atteint son maximum en x ∈ S, alors f est onstante égale à f(x) sur la omposante

onnexe de x dans S.

Corollaire 1. Soit S un sous-graphe onnexe de G tel que toute omposante onnexe

de S est de bord non vide. Soit f : S → R telle que

∀x ∈ S, ∆ωf(x) ≥ 0

Alors f atteint son maximum sur ∂S, ie

∀x ∈ S, f(x) ≤ max
y∈∂S

f(y)

Démonstration. Il su�t d'appliquer le maximum : si le maximum est atteint sur S,
alors il est atteint sur toute une omposante onnexe dans S et don par hypothèse en

au moins un point du bord.

Un as partiulier du orollaire préédent est le as où on se donne G onnexe,

V0 ⊂ V (G) non vide et S le sous-graphe induit par les sommets V (G) \ V0.
En e�et, �xons C une omposante onnexe de S, c ∈ C et v0 ∈ V0 que nous avons

supposé non vide. Puique G est onnexe, il existe un hemin reliant c à v0 ; en prenant

le premier élément de e hemin qui n'est pas dans C, elui-i sera dans le bord de C
et don de S.

Comme onséquene de la proposition et du orollaire préédent, nous avons les

deux propositions suivantes.

Proposition 12 (prinipe du minimum et du maximum). Soit S un sous-graphe

onnexe de G et f : S → R. Alors

i si ∀x ∈ S, ∆ωf(x) ≥ 0 et si f atteint son maximum sur S, f est onstante ;

ii si ∀x ∈ S, ∆ωf(x) ≤ 0 et si f atteint son minimum sur S, f est onstante ;

iii si f est harmonique et si f atteint son maximum ou son minimum sur S, f est

onstante.

Proposition 13 (régularité des fontions harmoniques). Soit S un sous-graphe de G
dont le bord de toutes les omposantes onnexes est non vide et f : S → R. Alors

i si ∀x ∈ S, ∆ωf(x) ≥ 0,

∀x ∈ S, f(x) ≤ max
y∈∂S

f(y)
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ii si ∀x ∈ S, ∆ωf(x) ≤ 0,

∀x ∈ S, f(x) ≥ min
y∈∂S

f(y)

iii si f est harmonique,

∀x ∈ S, min
y∈∂S

f(y) ≤ f(x) ≤ max
y∈∂S

f(y)

Nous allons maintenant voir que la formulation variationnelle fontionne aussi pour

le alul di�érentiel sur les graphes.

Théorème 12. Soit G un graphe, V0 un sous-ensemble de V (G), et f0 : V0 → R.

Notons S le sous-graphe de G induit par V (G) \ V0. Posons

E = {g : G→ R : g|V0 = f0}

l'ensemble des fontions sur le graphe à valeurs presrites sur V0. Si f minimise l'énergie

de Dirihlet parmis les fontions dont la valeur au bord est f0

ED(f) =
1

2

∫

G

|∇ωf |2 dω = min
g∈E
ED(g)

alors f est solution au problème

{

∆ωf = 0 sur S

∀v0 ∈ V0, f(v0) = f0(v0)

Démonstration. L'appliation

ED : R
V (G) −→ R

g 7−→ 1

2

∫

G

|∇ωg|2 dω

est une appliation C1 sur RV (G)
. De plus, pour x ∈ V (G), on a

∂ED(f)
∂x

=
1

2

∑

y∈G

2 [f(x)− f(y)] p(x, y)dωx = −dωx∆ωf(x)

On suppose qu'elle atteint son minimum en f sur le sous-espae vetoriel a�ne (f0 ⊕
0) +Ker(PRV0 ). On a alors l'existene de multipliateurs de Lagrange :

∃(λx) ∈ R
V (G), ∀x ∈ V (G),

∂ED(f)
∂x

+ PRV0 (λx) = 0

et don en paritulier

∀x ∈ V (G) \ V0,
∂ED(f)
∂x

= 0

Pour x ∈ V (G) \ V0, si dωx > 0, ela montre diretement que ∆ωf(x) = 0 et sinon, x
n'a pas de voisins et don on a également ∆ωf(x) = 0.
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Cei est une généralisation de l'énoné initialement souhaité : si on prend S un

sous-graphe de G et que l'on applique le théorème ave G← S et V0 ← ∂S, on montre

que si f minimise l'énergie de Dirihlet, alors f est solution du problème 5.8. En fait,

la seule information qui ompte vraiment est elle que l'on a sur ∂S.

Proposition 14. Reprenons les mêmes notations que dans le théorème préédent.

i Si S est onnexe et si ∂S 6= ∅, alors il existe une unique solution au problème

{

∆ωf = 0 sur S

f = f0 sur V0
(5.9)

ii Si S est onnexe et si ∂S = ∅, alors l'ensemble des solutions au problème 5.9 est

l'ensemble des fontions onstantes.

iii L'ensemble des solutions au problème 5.9 est un espae vetoriel a�ne de di-

mension N , où N est le nombre de omposantes onnexes à bord vide de S. En
partiulier, si toutes les omposantes onnexes de S sont à bord non vide, la so-

lution est unique.

Démonstration. • Pour l'existene d'un minimiseur de l'énergie de Dirihlet, il su�t

de remarquer que elle-i est stritement onvexe si G est onnexe et a omme

limite+∞ en +∞. Sinon, on déomposeG en omposantes onnexes, on remarque

que l'énergie de Dirihlet de G est la somme des énergies de Dirihlet de ses

omposantes onnexes, et on minimise haune d'entre elles.

• L'uniité est une appliation triviale du prinipe du maximum : pour le premier

point, on se donne deux solutions et on s'intéresse à leur di�érene, qui est har-

monique à l'intérieure et nulle sur au bord don nulle ; pour le deuxième, on a

déjà montré que l'ensemble des fontions de laplaien nul sur un graphe onnexe

est l'ensemble des fontions onstantes.

Nous avons ii tout pour mettre en plae un algorithme qui, étant donné un graphe

G, un sous ensemble V0 non vide de V (G), une fontion f0 ∈ R
V0
, nous fournit l'ensemble

des solutions au problème 5.9.

Pour simpli�er, supposons que les sommets sont numérotés sous la forme 1, ..., m
︸ ︷︷ ︸

V0

, m+ 1, ..., n
︸ ︷︷ ︸

V (G)\V0

.

On peut alors voir f0 omme un veteur Y0 ∈ R
m
, et un élément f de E (l'ensemble des

fontions dont la restrition à V0 vaut f0) omme un veteur de la forme

f =

(
Y0
X

)

ave X ∈ R
n−m

Si on déompose la matrie du laplaien sur G sous la forme

∆ω =

(
∆V0
ω B

C ∆
V \V0
ω

)
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Ainsi, on a

∆ωf =

(
∆ωY0
CY0

)

+

(
BX

∆
V \V0
ω X

)

Trouver f de laplaien nul sur S (dé�ni dans les théorèmes préédents) revient don à

résoudre le système

∆V \V0
ω X = −CY0

5.4 Harmonisation de distributions de probabilités dans

un graphe

Dans ette partie, nous allons �xer une bonne fois pour toute un graphe pondéré

G = (V,E, ω), un sous-ensemble de sommets non vide V0 ⊂ V (G). Nous allons enore
noter S le sous-graphe induit par les sommets V (G)\V0, et nous allons de plus supposer
que toute omposante onnexe de S a un bord non vide (rappelons que 'est diretement

le as si G est lui même onnexe).

On note Prob(R) l'ensemble des mesures de probabilité sur R. Au lieu d'assoier

un réel à un sommet du graphe, on va dans toute la suite lui assoier une mesure de

probabilité. Ainsi, le problème devient : étant donné des mesures de probabilité µv pour
v ∈ V0, omment dé�nir des mesures µx pour tout x ∈ G de manière "harmonique" ?

µ1

µ3

µ2

?

µ5

µ6

?

?

?

(a) graphe quelonque (sans ω)

?

µ1

µ4

µ2

µ3

(b) graphe étoilé

Figure 5.4 � Illustration de l'objetif : trouver les ? harmoniquement

La première approhe intuitive est d'essayer de se ramener au problème préédent.

Supposons que nos mesures µv pour v ∈ V0 soient des densités ρv par rapport à la

mesure de Lebesgue. On pourrait, pour tout x ∈ R, dé�nir (ρv(x)) omme solution au

problème de Dirihlet dans ave (ρv(x))v∈V0 omme onditions au bord (problème réel

de la partie préédent), e qui dé�nirait les densités ρv point par point. Le problème
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de ette approhe est le même que elui de l'interpolation eulérienne des mesures : si

on l'applique a un graphe où l'inonnu se situe entre deux mesures δ0 et δ1, alors ette
interpolation va mener à une mesure de la forme t(δ0+δ1) alors que l'on voudrait plut�t,
omme dans l'interpolation de MCann une mesure de la forme tδ0.5.

C'est pour ela que l'on va plut�t utiliser des distanes de Wasserstein pour

omparer nos mesures. Plus préisément, nous allons dé�nir l'équivalent de l'énergie de

Dirihlet et essayer de la minimiser.

Dé�nition 14 (énergie de Dirihlet). Soit µ : G → Prob(R) une appliation qui à

haque sommet x de G assoie une mesure de probabilité µx. On dé�nit l'énergie de

Dirihlet de µ :

ED(µ) =
1

2

∑

x,y∈G

W 2
2 (µx, µy)p(x, y)dωx =

1

2

∑

x,y∈G

ω(x, y)W 2
2 (µx, µy)

Rappelons quelque dé�nitions et propriétés propres aux distributions de probabilité

sur R.

Étant donné une mesure de probabilité µ : B(R) → [0, 1], on appelle fontion de

répartition de µ l'appliation

F : R −→ [0, 1]

x 7−→ µ(]−∞, x])

Elle est roissante et ontinue à droite. On appelle pseudo-inverse ontinu à droite

l'appliation

F−1 : ]0, 1[ −→ R

s 7−→ inf {x ∈ R, F (x) > s}
qui est omme son nom l'indique ontinue à droite, et roissante. De plus, µ est la mesure

image de la mesure de lebesgue sur ]0, 1[ par la fontion F−1
. Il y a don orrespondane

entre

• les mesures de probabilités sur R ;

• les fontions de ]0, 1[ dans R ontinues à droite et roissantes.

Par exemple, donnons-nous une probabilité atomique à support �ni µ =
∑n

i=1 piδxi
ave x1 < ... < xn, pi > 0 et

∑n
i=1 pi = 1. Si on note, pour tout 0 ≤ i ≤ n, si =

∑i
j=1 pi,

alors F−1(s) = xi pour tout s ∈ [si−1, si[.
Réiproquement, si on se donne une fontion en esalier roissante ontinue à droite

de ]0, 1[ dans R, il est faile de retrouver la mesure atomique dont elle est le pseudo-

inverse ontinu à droite.

Rappelons en�n le résultat montré dans une setion préédente.

Théorème 13 (Villani). Soit µ0, µ1 ∈ Prob(R) et soit F−1
0 et F−1

1 leur pseudo-

inverses. Alors

W 2
2 (µ0, µ1) =

∫ 1

0

(
F−1
1 (s)− F−1

0 (s)
)2
ds
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Nous allons don maintenant essayer de reformuler notre problème. On a don tou-

jours une mesure µv pour tout v ∈ V0. Pour tout v ∈ V0, on note F−1
v le pseudo-inverse

ontinu à droite de µv. Pour tout s ∈]0, 1[, on note gs la solution au problème de

Dirihlet lassique 5.9 : {

∆ωgs = 0 sur S

gs(v) = F−1
v (s) sur V0

'est le minimiseur de l'énergie de Dirihlet assoiée.

On a alors le lemme suivant :

Lemme 5. Pour tout x ∈ G, s 7→ gs(x) est roissante et ontinue à droite.

Démonstration. Soit 0 < s < s′ < 1 et soit x ∈ G. Puisque ∆ω(gs′ − gs) = 0 sur S, par
la proposition 13 (propriété des fontions harmoniques)

min
v∈V0

(gs′(v)− gs(v)) ≤ (gs′ − gs)(x) ≤ max
v∈V0

(gs′(v)− gs(v))

et don

min
v∈V0

(F−1
v (s′)− F−1

v (s)) ≤ (gs′ − gs)(x) ≤ max
v∈V0

(F−1
v (s′)− F−1

v (s))

Cela montre diretement à la fois la roissane et la ontinuité à droite des gs.

On peut don dé�nir, pour tout x ∈ G, µx omme la mesure image par s 7→ gs(x)
de la mesure uniforme sur ]0, 1[ (i.e. la mesure de Lebesgue) : s 7→ gs(x) est alors le
pseudo-inverse de ette mesure.

On a alors le théorème fondamental suivant :

Théorème 14. L'appliation µ : G → Prob(R) que nous venons de dé�nir minimise

l'énergie de Dirihlet.

Démonstration. On note χ l'esemble des fontions g : G×]0, 1[→ R telles que pour tout

x ∈ G, s→ g(x, s) soit B(]0, 1[)-mesurable et telles que pour tout s ∈]0, 1[ et pour tout
v ∈ V0, g(v, s) = F−1

v (s).
Considérons le problème de minimisation

min
g∈χ
ÊD(g) :=

1

2

∑

x,y∈G

ω(x, y)

∫ 1

0

(g(x, s)− g(y, s))2ds

On sait que, par dé�nition de nos gs(x) omme solution du problème de Dirihlet

à s �xé (et don omme minimiseur de l'énergie de Dirihlet assoiée), que pour tout

s ∈]0, 1[ et pour tout g ∈ χ

1

2

∑

x,y∈E

ω(x, y)(gs(x)− gs(y))2 ≤
1

2

∑

x,y∈G

ω(x, y)(g(x, s)− g(y, s))2
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Si bien qu'en intégrant par rapport à s, on trouve que pour tout g ∈ χ,
1

2

∑

x,y∈G

ω(x, y)

∫ 1

0

(gs(x)− gs(y))2ds ≤
1

2

∑

x,y∈G

ω(x, y)

∫ 1

0

(g(x, s)− g(y, s))2ds

et don

1

2

∑

x,y∈G

ω(x, y)

∫ 1

0

(gs(x)− gs(y))2ds ≤ min
g∈χ
ÊD(g)

Or le théorème de Villani énoné susditement montre d'une part que

1

2

∑

x,y∈G

ω(x, y)

∫ 1

0

(gs(x)− gs(y))2ds =
1

2

∑

x,y∈G

ω(x, y)W 2
2 (µx, µy)

et d'autre part que

min
g∈χ
ÊD(g) ≤ min

µ
ED(µ)

où µ véri�e les onditions sur le bord. On a don montré que µ que nous avons onstruit

est un minimiseur de l'énergie de Dirihlet.

Nous avons don mis au point une méthode pour harmoniser les mesures inonnues

en fontion de elles au bord. De plus, on voit que la mise en plae algorithmique est

évidente : puisque l'on sait résoudre le problème de Dirihlet lassique, il su�t de s'y

ramener en alulant les pseudo-inverses, e qui d'après une remarque préédente est

faile pour des mesures atomiques, et qui l'est également pour les mesures à densité

onnue.

Mais ette harmonisation en est-elle vraiment une ? La proposition suivante montre

que notre méthode ne déforme pas trop les mesures ; ni les espéranes, ni les varianes

n'explosent.

Proposition 15. On a :

• si pour tout v ∈ V0, t 7→ t est µv-intégrable, alors pour tout x ∈ G, t 7→ t est
µx-intégrable et si m(x) désigne l'espérane de µx pour tout x ∈ G, on a

inf
v∈V0

m(v) ≤ m(x) ≤ sup
v∈V0

m(v)

• de même, si pour tout v ∈ V0, µv admet un moment d'ordre deux, alors pour tout

x ∈ G, µx admet un moment d'ordre deux et si σ2(x) désigne la variane de µx
pour tout x ∈ G, on a

0 ≤ σ2(x) ≤ max
v∈V0

σ2(v)

Démonstration. Rappelons tout d'abord le fait suivant : soit µ une mesure sur les

boréliens de R et F−1
son pseudo inverse. Alors pour toute fontion ϕ positive ou µ

intégrable, on a

∫

R

ϕ(t)dµ =

∫ 1

0

ϕ(F−1(s))ds (5.10)
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• On a

∀s ∈]0, 1[, ∀x ∈ G, min
v∈V0

gs(v) ≤ gs(x) ≤ max
v∈V0

gs(v)

e qui montre que

∀s ∈]0, 1[, ∀x ∈ G, |gs(x)| ≤ max
v∈V0
|gs(v)| ≤

∑

v∈V0

|gs(v)|

et don

∀x ∈ G,
∫ 1

0

|gs(x)|ds ≤
∑

v∈V0

∫ 1

0

|gs(v)|ds

Or d'après 5.10, ela signi�e exatement

∀x ∈ G,
∫

R

|t|dµx ≤
∑

v∈V0

∫

R

|t|dµv

don t 7→ t est bien µx intégrable pour tout x ∈ G.
Puis si on pose

m : G −→ R

x 7−→
∫

R

tdµx =

∫ 1

0

gs(x)ds

on a

∀x ∈ S, ∆ωm(x) =

∫ 1

0

∆ωgs(x)
︸ ︷︷ ︸

=0

ds = 0

Ce qui montre bien, d'après la proposition 13

∀x ∈ G, min
v∈V0

m(v) ≤ m(x) ≤ max
v∈V0

m(v)

• Toujours d'après 5.10, on a

∀x ∈ G, σ2(x) =

∫ 1

0

[gs(x)−m(x)]2 ds

Or d'après la formule 5.4, on a, pour tout s ∈]0, 1[,

∀x ∈ S, ∆ω([gs(x)−m(x)]2) = 2(gs(x)−m(x))∆ω(gs(x)−m(x))
︸ ︷︷ ︸

=0

+|∇ω(gs(x)−m(x))|2

et don

∀x ∈ S, ∆ω([gs(x)−m(x)]2) ≥ 0

En intégrant par rapport à s, on trouve don

∀x ∈ S, ∆ωσ
2(x) ≥ 0
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et don d'après la proposition 13, on a

∀x ∈ G, σ2(x) ≤ max
v∈V0

σ2(v)

e qui montre à la fois l'existene des moments d'ordre deux et l'enadrement

souhaité.

Remarque 9. Si les mesures sont atomiques, alors tous les baryentres alulés seront

également des mesures atomiques. Il est faile de véri�er que l'on a généralisé la notion

de baryentre de Wasserstein dans R (il su�t de prendre un graphe étoilé).

Remarque 10. On voit failement omment réaliser un algorithme permettant de al-

uler les mesures manquantes : puisque l'on a exposé dans la partie préédente un algo-

rithme permettant de aluler les solutions au problème de Dirihlet, il su�t de pouvoir

aluler les pseudo-inverses, e qui est faile dans les deux as suivants :

� pour les mesures atomiques omme expliqué plus haut ;

� de manière approhée pour les mesures à densité.

5.5 Di�usion sur les graphes

Ave le alul di�érentiel que nous avons mis en plae, l'artile [12℄ prouve l'existene

et l'uniité de solutions à des problèmes de di�usion du type suivant :







∂tF (x, t)−∆ωF (x, t) = H(x, t) pour x ∈ S
F (x, 0) = f(x)

F (v, t) = g(v, t) pour v ∈ ∂S

pourvu que H , f et g aient une ertaine régularité.

En utilisant le même type de méthodes que dans la setion préédente, il est possible

de faire ela ave des mesures : on peut faire di�user des mesures sur un graphe en

ajoutant une omposante temporelle. La prinipale di�ulté de formalisation vient que

la régularité en temps imposée sur les pseudo-inverses ontinus à droite est trop forte :

il est ependant possible d'a�aiblir un peu es hypothèses pour, à défaut d'avoir uniité

des solutions au problème préédent, on ait existene.
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Conlusion

Nous avons don vu ii deux appliations de la théorie du transport optimal et de son

premier résultat fondamental, la dualité deKantorovih. Ces deux appliations tirent

pro�t du fait que le transport optimal, et plus préisément la distane de Wasserstein

onserve de nombreuses propriétés géométriques : dans le premier as elles des images,

et dans le seond elles des distributions de probabilité. Mais le gros inonvénient de

l'utilisation de notions de transport optimal à des �ns algorithmiques est le alul des

plans de transport optimal ainsi que des potentiels de Kantorovih : dans nos deux

problèmes, il a fallu trouver un moyen d'aélérer la onvergene des algorithmes, que e

soit par la régularisation enthropique et l'algorithme de Sinkhorn dans le premier as

où la restrition à des distributions de probabilité sur R et l'astue du pseudo-inverse

dans le seond.

60



Bibliographie

[1℄ Filippo Satambrogio, Optimal Transport for Applied Mathematiians, Birkhauser

2015.

[2℄ Cédri Villani, Topis in Optimal Transportation, Graduate studies in Mathematis

vol. 58, Amerian Mathematial Soiety, 2000.

[3℄ Cédri Villani, Optimal Transport, old and new, Springer, 2009.

[4℄ David G. Luenberger, Yinyu Ye, Linear and Nonlinear Programming, Springer, third

edition, 2008.

[5℄ Bertsimas et Tsitsiklis, Introdution to Linear Optimization, Athena Sienti�, 1997.

[6℄ Bertrand Maury,Modélisation, polyopié du ours de modélisation dispensé à l'ENS,

2016.

[7℄ Maro Cuturi, Arnaud Douet, Fast Computation of Wasserstein Baryenters, arxiv

2014.

[8℄ J. Solomon, R. Rustamov, L. Guibas, A. Butsher, Wasserstein propagation for

semi-supervised learning, arxiv, 2014.

[9℄ Rihard Sinkhorn, Diagonal equivalene to matries with presribed row and olumn

sums, The Amerian Mathematial Monthly, 74(4) : 402-405, 1967.

[10℄ S.-Y. Chung and C. A. Berenstein, ω-Harmoni funtions and inverse ondutivity

problems on networks, SIAM J. Appl. Math. 65 (2005), no. 4, 1200�1226 (eletroni).

[11℄ F. Chung and S.-T. Yau, Disrete Green's funtions, J. Combin. Theory Ser. A 91

(2000), no. 1-2, 191�214.

[12℄ S.-Y. Chung, y.-S. Chung and J.-H. Kim, Di�usion and Elasti Equations on Net-

works, RIMS, Kyoto Univ. 43 (2007), 699�726.

61


