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La plupart des écoulements fluides physiques font intervenir de nombreuses échelles de temps et
d’espace. L’objectif de ce cours est d’introduire des techniques d’analyse permettant d’étudier leur
comportement qualitatif, en en réduisant la complexité.
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CHAPITRE 1

MODELES MATHEMATIQUES POUR LA MECANIQUE DES
FLUIDES

1.1. Les équations fondamentales

Les fluides sont des systeémes physiques, gaz ou liquide, que ’on peut décrire comme des milieux con-
tinus. Compte tenu de la nature particulaire de la matiere, ces modeles sont donc des approximations
dont il convient de discuter la validité selon les régimes considérés.

Pour décrire I’évolution d’un fluide, on va considérer des macro-particules, i.e. des petits volumes
de fluide contenant un tres grand nombre de particules élémentaires (de sorte & pouvoir calculer des
moyennes), et leur appliquer les principes fondamentaux de la mécanique.

1.1.1. Point de vue eulérien, advection. — On peut alors adopter deux points de vue différents.
Soit on suit les trajectoires des macro-particules, ce qui revient observer le mouvement d’un flotteur :
cette description est dite lagrangienne. Soit on se place en un point fixe quelconque du domaine et on
mesure 1’écoulement en ce point & tous les temps : c’est cette seconde description, dite eulérienne que
I’on adoptera dans toute la suite. Formellement ces deux descriptions sont équivalentes : on peut en
principe retrouver les trajectoires lagrangiennes & partir du champ de vitesses u = u(¢,z) en calculant
les solutions des équations différentielles ordinaires

dX(t)
dt
Du point de vue des mathématiques, cette intégration peut néanmoins poser de grandes difficultés,

notamment si le champ de vitesses u a des singularités.

—u(t,X(t), X(0)=az.

Les quantités fondamentales pour décrire 1’état du fluide & un instant ¢ et & une position z € Q c R¢
donnés sont donc

— son champ de vitesses u(t,z) € RY;
sa densité locale p(t,z) € RT;

sa pression p(t,z) € R (qui traduit U'effet des macro-particules de fluide environnantes);
— sa température 0(t,z) (qui mesure I'énergie interne du fluide liée & Dagitation des particules
élémentaires qui le composent).

Dans le cas de fluides complexes, on peut avoir aussi des densités de charge et de courant (avec un
champ électromagnétique auto-induit), d’autres sources d’énergie interne (spins, énergie de cohésion
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des molécules ... ), on a alors besoin de plus de parametres pour caractériser I’état du fluide en chaque
point (et on a évidemment une plus grande richesse de phénomenes & décrire).

L’évolution de ces quantités va étre gouvernée par des équations auxr dérivées partielles, i.e. des
équations qui lient les dérivées par rapport au temps et les dérivées par rapport aux variables d’espace.
Ces équations traduisent les lois de la physique, notamment la conservation de la matiere, et de la
quantité de mouvement. On obtient une version locale de ces conservations en écrivant des bilans de
masse et de quantité de mouvement sur un volume élémentaire de fluide.
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FIGURE 1. Transport et conservations

Le bilan de masse pour la macro-particule de fluide (cf figure 1 ) s’écrit
1 1
(p(t +dt,x) — p(t,x))dm N(pul (t,x — §dxlel) —pui(t,z + §dsr:1€1)>dx2dx3dt
1 1
+ (qu(t,x — idmgeg) — pus(t,xz + §dx262))dtdx1dx3

+ (pug(t,x — %dl‘3€3) — pus(t,z + %dﬂ?g@g,))dl‘ldl'gdt,
dont la version infinitésimale est
Oip(t, x) = —0x, (pur)(t, x) — Oy (pu2)(t, @) — Oy (pus)(t, x)
que 'on notera aussi de facon condensée
(1.1.1) Op+ V- (pu)=0.

L’opérateur V est lopérateur vectoriel de différentiation V = (0, 0z,, 0z,). Quand on en prend le
produit scalaire avec un champ de vecteurs, on obtient la divergence de ce champ de vecteurs, que 'on
notera indifféremment divu = V - u.

Un argument simple de calcul différentiel montre alors que

3

dp(t, X (t dX;(t ,

D) g, pie, x(0) + 3 020t X)) = @10 4+ - Vo)t X(1) = —peivult, X().
i=1

Autrement dit, la variation de densité le long du flot s’exprime en fonction d’une caractéristique

géométrique du champ de vitesses, qui code I'étirement et la compression des macro-particules.
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1.1.2. Bilan des forces, force de Coriolis. — Le bilan de quantité de mouvement s’obtient de
fagon similaire, mais il fait intervenir en outre les forces agissant sur le fluide, selon le principe de
Newton. Pour tout i = 1,2, 3, on a donc

(1.1.2) elpui) + V - (puu) = S F)

Les différentes forces usuellement prises en compte sont

— les forces internes dans le fluide, représentées par une pression scalaire en ’absence d’anisotropie
forte et de frottement )
ression
Fip (t,!E) = - azlp(twr)
— les forces de frottement visqueux, dont on admet généralement qu’elles dépendent linéairement

du tenseur de déformation
3

FYSCOSIC (4 0y = 13" 0y (O + D) -
j=1
— les forces extérieures telles que la gravité
PRV (1 0) = p(t, 2)g(a).

— les forces de type champ moyen auto-induites, en particulier les forces électromagnétiques dans
les modeles de la MHD (magnéto-hydrodynamique)

Félectromagnétique(mx) = gpE(t,z) +j A B(t,z),

ou j est la densité de courant, et (E, B) les champs électrique et magnétique.

Pour tous les écoulements de fluide sur la Terre, on cherche a décrire uniquement la fluctuation par
rapport au mouvement de rotation solide. En d’autres termes, on se place dans le référentiel terrestre,
référentiel qui n’est pas galiléen. Pour que le principe de Newton soit toujours vérifié, on doit alors
ajouter des forces d’inertie, i.e. des forces fictives qui prennent en compte le mouvement de la Terre.
Un calcul de changement de coordonnées (cf figure 2) montre que la force de Coriolis est donnée par

FCoriolis(t, x) = —2Q A pu(t, ),

ou  est le vecteur de rotation de la Terre.

1.1.3. Equations de fermeture, incompressibilité. — Le systéme (1.1.1)(1.1.2) ne suffit pas
a prédire la dynamique, dans la mesure ou il ne détermine pas la pression p(t,z). Il manque une
information sur la structure microscopique du fluide : en effet, les observables sont définies comme des
moyennes sur les volumes infinitésimaux de fluide (supposés contenir un grand nombre de particules
élémentaires) et ces moyennes ne sont reliées entre elles que dans certains régimes. Autrement dit, on
doit prescrire une relation d’état qui dépend du régime considéré et qui traduit la thermodynamique
du fluide.

Pour les gaz parfaits, I’hypothese fondamentale est que la taille des particules est négligeable devant
leur libre parcours moyen (on parle aussi de gaz raréfié). Il n’y a donc pas de terme de volume exclu
dans la relation d’état, qui s’écrit simplement

(1.1.3) p(t,x) = p(t, z)0(t, x)
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FIGURE 2. Référentiel terrestre et force de Coriolis

ol 0 est la température du systeme.

Pour obtenir un systéeme fermé, on doit alors écrire ’équation d’évolution pour la température 6,
équation qui provient de la conservation de 1’énergie. L’hypotheése de gaz raréfié permet aussi de
calculer le flux d’énergie en fonction des quantités p, u, 8. Le modele fondamental pour ces gaz raréfiés
est donc le systéme des équations d’Euler compressibles :

Op+ V- (pu) =0,
(1.1.4) A(pu) + V- (pu@u) + V(pb) = 0,

1 1
8t§(p|u|2 +3p0) +V - §(p|u\2u + 5pfu) = 0.

Ce systeme est encore tres mal compris du point de vue mathématique, méme quand il est posé
dans tout l'espace R3. On peut montrer qu'’il admet des solutions régulieres en temps court, mais
génériquement ces solutions explosent en temps fini. En dimension 1 d’espace, on sait décrire plus
précisément les solutions singulieres et les prolonger de fagon unique globalement en temps (au-dela du
temps d’apparition de la singularité) : en particulier, on met en évidence la création et la propagation
de chocs.

Dans ce cours, on se focalisera plutot sur des fluides dont la densité est presque homogene. C’est une
hypothese qui est raisonnable par exemple si on consideére un fluide comme ’eau. Les profils de densité
dans 'océan montrent ainsi qu’en dehors d’une tres fine couche localisée pres de la surface, la densité
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est essentiellement homogene (en espace) et donc constante (en temps)

(1.1.5) p(t,x) = po.
Dans ce cas, ’équation de conservation de la masse donne une contrainte sur le champ de vitesses, qui

doit étre a divergence nulle. En combinant cette équation avec la conservation du moment, on obtient

un systeme de 4 équations & 4 inconnues (en dimension d = 3) : les équations d’Euler incompressibles
divu = 0,

(1.1.6) 1

8tu+u~Vu+%Vp:O,

quand la viscosité est négligeable, et les équations de Navier-Stokes incompressibles
divu = 0,

(1.1.7) 1
Ou+u-Vu+ p—Vp = vAu,
0

ot le Laplacien est défini par A =V -V = 3. 0,4, si le fluide est visqueux.

Dans ces deux systémes, on n’a pas d’équation d’évolution sur la pression p(¢,z). On s’attend a
ce qu’elle soit déterminée par la contrainte d’incompressibilité, on dit que c’est un multiplicateur de
Lagrange.

1.1.4. Conditions de bord, interactions fluide/structure. — Le domaine €2 dans lequel s’écoule
le fluide est physiquement une partie de R®. Néanmoins, s’il s’agit d'une couche trés mince (ou s'il
existe des invariances par translation), on considérera parfois des modeles en dimension d = 2.

Dans de nombreuses situations, typiquement quand le fluide est au contact d’un autre fluide, l'interface
Of) est libre, autrement dit le domaine est lui-méme une fonction du temps = Q(t). Il faut alors
écrire une condition cinématique pour ’évolution de la surface libre 9Q(t). Méme dans le cas des
fluides incompressibles, les modeles ainsi obtenus sont trés complexes (cf figure 3) :

— P’équation pour le transport de la surface est tres similaire a ’équation de la densité pour un
fluide compressible, on s’attend donc a observer des phénomenes plus singuliers de type choc;

— I’équation pour le transport de la surface a du sens tant que celle-ci n’a pas d’auto-intersection.
Or on ne peut pas exclure la possibilité d’une telle singularité, notamment lors du déferlement
(formation de splashs et de splats);

— on ne sait rien dire de la reconnection de la surface libre avec les parties rigides du bord (par ex-
emple quand la hauteur d’eau dans un bassin s’annule en certains points a cause de la topographie
du fond).

Pour simplifier, on supposera ici et dans toute la suite que le domaine Q est fixé, ce qui est une bonne
approximation si on considére par exemple des écoulements océaniques a tres grande échelle : les
variations de la surface sont en effet négligeables au premier ordre, on parle de “toit rigide” .

Le nombre de conditions a prescrire sur le bord dépend de l'ordre du systeme, et de la nature de
I'interaction avec le bord. Cette subtilité peut étre illustrée trés simplement dans le cas d’équations
aux dérivées partielles linéaires & coefficients constants et en dimension 1 d’espace.

Pour I'équation de transport

O + adyyp = 0 sur [0, 1], Yji=0 = Yo,
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FIGURE 3. Quelques singularités de la surface libre

on a la solution explicite
1
¥(t,z) = Yolz —at) + g(t — —2)

ol g est n’importe quelle fonction prescrite sur le bord x = 0 (avec @ > 0). On a ici un prototype
d’équation hyperbolique, et de fagon générale pour ces systéemes, on doit prescrire une condition si et
seulement si le flux est entrant.

L’équation de la chaleur
Opp — vOyetp = 0 sur [0, 1], V=0 = Yo

peut étre résolue de fagon semi-explicite en introduisant la transformée de Laplace par rapport a la
variable de temps. On se ramene donc a résoudre une équation elliptique, ce qui nécessite de spécifier
une condition sur ’ensemble du bord. Si on prescrit la valeur de v, on parle de condition de Dirichlet.
Si on impose une condition sur sa dérivée 0,1, on parle de condition de Neumann ou de Navier. Cette
situation est caractéristique des équations paraboliques.

Typiquement pour les équations d’Euler incompressibles, on considerera la condition de flux nul
(1.1.8) u-n =0 sur 00
et pour les équations de Navier-Stokes incompressibles, on prendra la condition de Dirichlet

(1.1.9) u =0 sur 2.

1.2. Propriétés formelles des écoulements incompressibles - EXERCICE

1.2.1. Définition de la pression. — En mécanique des fluides incompressibles, la pression est
définie comme un multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’incompressibilité.

e Montrer que pour les systémes (1.1.6) et (1.1.7) la pression p satisfait une équation de type Laplace :

—Ap = Z 6@8% (uiuj) .

4,3
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e En déduire une équation fermée sur u. On introduira le projecteur de Leray P sur les champs de
vecteurs a divergence nulle, que ’on exprimera en variables de Fourier.

O+ PO;(uju) —vAu=0.

On s’attend a ce que ces systémes donnent une bonne approximation de la dynamique a faible de
nombre de Mach ¢, c’est-a-dire quand la vitesse moyenne du fluide w est tres faible comparée a la
vitesse du son /6.

e Soit (p,u,#) une solution des équations d’Euler compressibles (1.1.4) du type
p=po(1+eR), u=elU, 0=06(1+¢c0O).

Identifier les puissances de € dans le développement formel des équations.

e En déduire formellement la consistance de ’approximation par les équations d’Euler incompressibles
(1.1.6).

1.2.2. Egalité d’énergie. — Dans les systemes (1.1.6) et (1.1.7), on n’a plus d’équation d’évolution
pour la température ou la pression. On peut néanmoins démontrer que ces modeles héritent des
propriétés de conservation de I'énergie.

e Montrer que les équations d’Euler incompressibles avec condition de flux nul au bord préservent
I’énergie cinétique

1 1

§/|u(t,m)\2dx: 5/\u0(w)|2dx.

e Dans le cas d'un fluide visqueux, une partie de l’énergie est dissipée par frottements. Montrer
que les solutions des équations de Navier-Stokes incompressibles avec condition de Dirichlet vérifient

formellement
1 2 frs 2 1 0(,)2
5/\U(t,$)| dx-i-v/o /Zz:|8lu(s,x)| dzds = §/|u (x))*dx .

1.3. Cadre fonctionnel

Comme pour les équations différentielles ordinaires, on n’a en général pas de solution explicite pour les
équations aux dérivées partielles. L’objectif de I’étude mathématique est de décrire qualitativement
le comportement de ces solutions, et la premiere question est de savoir si on a une bonne théorie
d’existence et d’unicité (probléme de Cauchy). La difficulté principale vient souvent de la présence des
termes non linéaires.

Dans cette partie, on se propose de décrire quelques outils qui permettent de répondre (partielle-
ment) & cette question pour les modeles de la mécanique des fluides incompressibles. On se référe au
cours d’analyse “Théorie des distributions et analyse de Fourier” de J.M. Bony (éditions de ’Ecole
Polytechnique) pour une présentation plus détaillée et relativement auto-contenue de ces outils.
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1.3.1. Théorémes de compacité. — En dimension infinie, toutes les topologies ne sont pas
équivalentes. Pour pouvoir poser convenablement le probleme de Cauchy, il faut donc définir ’espace
fonctionnel dans lequel on va travailler. Au vu de ’égalité d’énergie obtenue pour les équations de
Navier-Stokes incompressibles par exemple, il est naturel d’introduire des espaces qui mesurent la
régularité des fonctions dans L2.

Les espaces de Sobolev constituent un outil fondamental pour 1’étude des problemes d’analyse non
linéaire. Ils sont construits & partir des espaces de Lebesgue LP(Q) :

1/p
LP(Q) = {f mesurable sur Q / </ |f(x)|pdm> < 4o00.
Q
Pour s € N,

— DPespace W*P(Q) est le sous-espace de LP(2) constitué des fonctions dont les dérivées jusqu’a
Pordre s sont dans LP(2);
— Pespace W~5P(Q) est un espace de distributions d’ordre s, défini par dualité.

Ici on se limitera & I’étude des espaces de Sobolev H® construits sur L?, ce qui permet d’avoir une
caractérisation tres simple en termes de la transformée de Fourier sur le tore T¢ ou l’espace entier R? :

lul%. = / Fu(©)P(1+ [¢2)°de

On peut vérifier que, pour tout s € R, C°(R9) est dense dans H*(R%), et que le dual de H*(R9)
s’identifie avec H~*(R?).

Sous certaines conditions sur s (et p), on peut définir des produits, et plus généralement des quantités
non linéaires. Les espaces de Sobolev de régularité positive s’injectent en effet dans des espaces de
Lebesgue d’exposant plus élevé : en quelque sorte on peut gagner de I'intégrabilité quitte a perdre de
la régularité.

Théoréme 1.1 (Théoréme d’injection de Sobolev). — Si s > d/2, l'espace H*(RY) s’injecte
continiment dans C°(R?)

v e H'RY),  [[Wllcome) < Clollmsga) -
Si s <d/2, lespace H*(R?) s’injecte continiment dans LP(RY) avec p = 2d/(d — 25)

Vi€ HY(RY),  |[¥llporay < ClYl ge(ray -

Ce résultat s’étend pour des domaines €) réguliers plus généraux. Pour comprendre ce qui se passe au
voisinage des bords, on se rameéne d’abord au cas ou le bord est un hyperplan (en paramétrant le bord
localement par des graphes). On montre alors que ’application trace

f€CERY) = flzy—0 € HY?(RITY)
se prolonge de maniére unique en une application v continue surjective de H*(R%) dans H'/2(R471),

dont le noyau est Hg(R%) (adhérence des fonctions & support compact de ]R‘_f_). On peut alors définir
une application de prolongement et conclure en utilisant le résultat d’injection dans ’espace entier.

Pour montrer la stabilité des quantités non linéaires, comme on est en dimension infinie, les bornes ne
suffisent pas en général. Le résultat suivant, qui est un corollaire du théoréeme d’Ascoli, montre que la
régularité est un critere de compacité.
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Théoréme 1.2 (Théoréme de Rellich-Kondrachov). — Soit Q un ouvert borné de R? de classe
C' (ou le tore T9).

-sid>2etl<q<2d/(d—2), Uinjection de H*(Q) dans LI(S2) est compacte.

- sid =1, Uinjection de H*(Q) dans C°(Q) est compacte.

1.3.2. Opérateur de Stokes et approximation de Galerkin. — Pour montrer I’existence de so-
lutions, on procede par approximation. L’idée est de se ramener & un systéme d’équations différentielles
ordinaires sur un espace de dimension finie, pour lequel on peut appliquer le théoreme de Cauchy-
Lipschitz. Une facon naturelle d’obtenir un tel systéme est de se mettre dans une base (e;) qui
diagonalise I'opérateur de Stokes

—Aej :/\jej, divej ZO, <€i7ej> Z(Sij,

et de tronquer les grandes fréquences.

On introduit donc les projecteurs spectraux associés a 'opérateur de Stokes

L* —» L?
Pos g F oo X fee
J<k

Dans le cas du tore, cela correspond exactement a une troncature en Fourier. En particulier, P, f € C°.
L’ approximation de Galerkin est alors définie par
d
—up = VP Aug — PrQ(ug, u
(1.3.1) at " L k@, )
ug(0) = Pruo,
ou (@ est 'application bilinéaire définie par
Q- H'xH' — H!

' (u,v) +— div(u®v).
avec par définition div(u ® v) = >, O, (uv;).
Proposition 1.3.1. — Soit ug € L?(T?) un champ de vecteurs a divergence nulle. Pour tout k € N,

le systéme approché (1.3.1) des équations de Navier-Stokes incompressibles admet une unique solution
globale uy € C(RT, L2(T9)). De plus, cette solution vérifie I’égalité d’énergie

1 ¢ 1
vt € [0, Ty], §|\Uk(t)\|%2 + V/O [Vug(t')||7- dt' = glluk(O)Iliz

Démonstration. — L’existence et 1'unicité locale son obtenues par le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
L’inégalité d’énergie permet ensuite de prolonger la solution pour tout temps.

e En combinant I'inégalité de Holder et le théoréme d’injection de Sobolev, on obtient
lu®vllL2 < lullpsllvllze < Cllullgasallollgasa,

d’ot1 'on déduit que
g4 g 14
1Qw, )| -+ < Cllull g lloll g llull 2 * loll 2 -

L’application
Hk — Hk
z — vP.Az— PyQ(z,2)
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est donc continue (avec une constante de continuité qui dépend de k), et vérifie les hypotheéses du
théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Cela entraine ’existence d’une suite (Tx)ren de réels strictement positifs et d’une suite (ug)ren de

solutions maximales de (1.3.1) appartenant & C1([0, T%[; Hy).

e En prenant le produit scalaire L? de (1.3.1) avec u(t), on obtient

%%”uk(t)niz = v(Bu®un(®)) |, = (PeQur () un(8)) [un(t))
Comme P? = P, ='P,,
(Pr@(us(®) ur@)un(t)) |, = (Qua(t),u (1)), () = 0.

L

L2

On en déduit que

1 ¢ 1
vt € [0, Tk, §|Iuk(t)||%2 +V/O IVug (t')||72 dt’ = §Iluk(0)llifz

Ceci implique en particulier que uy reste borné pour tout temps dans Hy, et donc que T = +o00. De

plus, la majoration en norme L7 (RY,L?) N L} (R*; H') de (ug)ken est uniforme en k. O
1.3.3. Solutions de Leray. — Pour passer a la limite dans (1.3.1), on a besoin d’un peu de com-

pacité. L’inégalité d’énergie donne une estimation de régularité uniforme par rapport aux variables
spatiales. Pour obtenir de la compacité forte dans L?, il faut alors controler la dépendance par rapport
au temps.

Proposition 1.3.2. — 1l existe un champ de vitesses u € C(RT; H=1) N L2 (RT; HY) tel que, a
extraction pres, pour tout T > 0, la suite (uy)ren converge vers u : fortement dans C([0,T),; H™1),

fortement dans LP([0,T]; L?) pour tout p € [2,+o0[, et faiblement dans L*([0,T); H').

Démonstration. — Vu que (ug)gen est bornée dans L= (R, L?) N L} (RT; H'), la suite (—Aug)ken
est bornée dans I'espace L7 (Rt; H™1), et

loc
4 9_4d
1PrQ(ur, wr) | =1 < Cl|Vugl|F2[ull72*-

4
On en déduit que la suite (O;uy,)ken est bornée dans l'espace L (RT; H™1), et que

t
L I B Al L JR Y
La suite de la preuve peut étre admise : on utilise des résultats classiques d’analyse fonctionnelle pour
interpoler la régularité en temps et la régularité en espace. La suite (ug)ren est équicontinue sur
[0, T] & valeurs dans H~!. D’autre part, cette suite est également bornée dans C([0, T; L?). Or, d’apres
le théoreme de Rellich-Kondrachov, I'inclusion de L? dans H~! est compacte. Le théoreme d’Ascoli
assure donc qu'il existe u € C([0,T]; H~1') tel qu’a une extraction pres, la suite (ug)ren tende vers u
dans l'espace C([0,T]; H™1).

Par ailleurs, I’ensemble L?([0,T]; H') est un espace de Hilbert. Quitte & extraire encore, on peut donc
exiger en sus que la suite converge faiblement vers u dans L2([0,T]; H').

Ensuite, en faisant tendre T vers l'infini et en reprenant le procédé d’extraction diagonal utilisé dans
la preuve du théoréme d’Ascoli, on obtient finalement un champ v € C(RT; H~')n L2 (RT; H)

loc
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tel quune sous-suite de (ug)reny (que I'on continuera & noter (ug)ien) tende fortement vers u dans
Cioc(RT; H™1) et faiblement dans L? (RT; H').

loc

Finalement, on a

k() = w2 < k() = u®) -2 ([Vur] 2 + [ Vu(t)]|z2)-

Une intégration en temps sur [0,77] combinée a l'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet

d’obtenir la convergence (forte) vers u de la suite (ug)gen dans lespace L7 (RT; L?). La convergence
dans LP

P (RT;L?) pour tout p € [2,+00] s’obtient & 'aide de I'inégalité de Hélder, et des bornes
uniformes dans L9 (RT; L?) pour (u)ken-

O

En passant a la limite, on obtient alors I’existence d’une solution faible globale pour les équations de
Navier-Stokes incompressibles (1.1.7) :

Théoréme 1.1. — Soit ug € L*(T¢) un champ de vecteurs a divergence nulle. Il existe une solu-
tion u de (1.1.7) au sens des distributions avec donnée initiale ug, i.e. un champ v € C(R*; H=1) N
L (RT; HY) a divergence nulle tel que pour tout U appartenant a C*(R™; H'), on a

/ u(t,z) - U(t,z) dx +/ (VVu VU —u®u: VU —u- 8t\11) (t,z)dxdt = / uo(z) - U(0,x) dx
Q [0,]x2 Q

De plus, cette solution satisfait I’inégalité d’énergie
1 K 1
5 / lu(t, z)|? derl// /\Vu(t/,x)\zd:v dt' < 5/ lug(z)|? da
0 Q

Soit ¥ € CY(RT; H') un champ de vecteurs & divergence nulle. Comme wuy, est une solution de (1.3.1),
1OUS avons

—{uk(),0() = (Beun(t), W (E)) + (ur(t), ¥(1))
= (Pelug(t), ¥(t)) + (Pe@(ur(t), ur(t)), ¥(t))
ou () désigne le produit de dualité. Or

<PkAuk (t)a \I](t»

d
—VZ/ﬁmuk(t,x) : 0r, PV (t, ) de,
i=1

(PrQ(ur(t), uk(t)), ¥(1))

d
Z/uk’i(t,x)uk(tx) -0y, PV (t, x) dx,
i=1

(ur(t), U(t)) = /uk(t,x) -0y (t,x) d.

Par intégration en temps entre 0 et ¢, on en déduit que

t
/uk(t,x)\ll(t,x) da:—l—/ /(VVuk : VP U —upQuy : VPk\I'—uk-at\I'> (t,z)dxdt = / ug (0, 2)-9(0, z) dz
0 Q

Par le théoreme de Lebesgue, la suite (VP ¥)iey tend fortement vers V¥ dans L7 (RT;L?). La

loc

convergence faible de uj, dans L7 (RT; H') assure que

t ¢
lim / /(VVuk VP — uy, - 8,5\11) (t,z)dxdt = / /(VVU VU —u - &gklf) (t,z) dx dt.
0 0

k—o0
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Le fait que la suite (uy)ren converge dans C(R*; H~1) implique que, pour tout réel positif ¢,

lim | wg(t, )V (¢, z) de = lim (ug(t), U(t)) = (u(t), ¥(t)).

k— o0 k—o0

Comme u(t) appartient & L? pour tout t € R*, on a donc

k—o0

lm [ ug(t,2)V(t,x)de = (u(t), U(t)) = /u(t,x)\lf(t,m) dx.
Le terme associé a la donnée initiale converge puisque Pjug tend vers ug dans L2.

Pour passer a la limite dans le terme non linéaire, on a besoin de la convergence forte. Par interpolation,
on déduit de la Proposition 1.3.2 que la suite (uy)gen tend fortement vers u dans L7 _(R*; L*). Comme

la suite (VPy¥)en tend fortement vers V¥ dans L (R*; L?) on obtient avec I'inégalité de Holder
que

k—o0

lim /Ot/(uk®uk:VPk\II)(t,m)dxdt:/Ot/(u®u:V\Il)(t,x)dxdt.

Cela conclut la démonstration du théoreme 1.1.

1.4. Tourbillon associé a un écoulement incompressible bidimensionnel - EXERCICE

1.4.1. Transport de la vorticité. — En dimension 2 d’espace, la vorticité (qui correspond & la par-
tie antisymétrique de la matrice Du) est scalaire. On a donc des propriétés géométriques particulieres
du flot.

e On définit le tourbillon w = Gour — O1us = V- - u. Montrer que, si u est une solution des équations
d’Euler incompressibles, w est transporté le long du flot

Ow+u-Vw=0.
e En déduire que les normes LP du tourbillon sont conservées pour 1 < p < +o0 :

[ltaris = [@pra.

Ce contréle de la vorticité permet d’obtenir des bornes a priori sur le champ de vitesses, i.e. des
bornes satisfaites par toute solution réguliere (approchée) du systéme et qui sont stables par passage
& la limite. Pour simplifier, on supposera que le domaine est périodique Q = T2, et que la moyenne du

Que peut-on dire de la norme L*°?

champ de vitesses initial est nulle [u°(z)dx = 0.

e Montrer que la moyenne du champ de vitesses reste nulle pour tout temps [w(t,z)dz = 0, et en
déduire une expression du champ de vitesses en termes du tourbillon. Ceci est un cas particulier de la
décomposition de Helmholtz qui permet de retrouver un champ de vecteurs a partir de sa divergence
et de sa vorticité (sous de bonnes hypotheses sur le domaine Q).

e Pour un tourbillon initial w® € L?(T?), montrer que le champ de vitesses a toutes ses dérivées bornées

u € LR, HY(T?)).
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1.4.2. Existence globale et unicité des solutions. — Les bornes a priori obtenues en utilisant
le transport du tourbillon permettent d’améliorer la théorie de Cauchy pour (1.1.6) en 2 dimensions
d’espace. Soit (ul)) une suite de champs de vecteurs & divergence nulle, de moyenne nulle, telle que la
suite des vorticités (w?) est bornée dans L?(T?)

w? — w° faiblement dans L?(T?).
e On suppose que pour tout n, on connait une solution w,, des équations d’Euler incompressibles (1.1.6)
avec donnée initiale u?. Montrer que, & extraction prés, u,, converge fortement dans leoc(]R+ x T?),

vers un champ de vecteurs u & divergence nulle et moyenne nulle. On utilisera le controle de la dérivée
temporelle, le théoréme d’injection compacte de Rellich, et un argument d’interpolation.

e Montrer que la limite u est une solution des équations d’Euler incompressibles (1.1.6). On a ainsi
établi la stabilité du systeme. Pour obtenir I'existence, il suffit alors de savoir construire de bonnes
suites de solutions approchées, ce que I'on admet ici.

e En utilisant le transport du tourbillon et la décomposition de Helmholtz, montrer que la solution est
unique.






CHAPITRE 2

FLUIDES EN ROTATION

2.1. Un probleme de perturbation singuliére

On se propose dans la suite de ce cours d’identifier et d’étudier différents phénomenes a petites échelles
observés dans les océans et liés a l'effet dominant de la force de Coriolis. Pour cela, on va partir du
modele mathématique le plus simple possible, les équations de Navier-Stokes-Coriolis

divu =0,
du+u-Vu+2QAu+ Vp =vAu,

et quantifier les tailles respectives des différents termes.

2.1.1. Ordres de grandeur, effets dominants. — Pour comparer les effets respectifs des
différentes forces, on doit introduire des parametres sans dimension caractéristiques de 1’écoulement
considéré.

e Une mesure de la force de Coriolis, i.e. de I'importance de la rotation dans un systéeme donné, est le
nombre de Rossby, que 'on va définir maintenant.

Notons d’abord que, si le mouvement relatif par rappport a la rotation de la Terre a un petit rapport
d’aspect (échelle verticale/échelle horizontale), ce qui est généralement le cas pour les courants et les
vents, seule la composante verticale de la rotation de la Terre f = || sinf ou 0 désigne la latitude,
est significative dynamiquement (l’accélération de Coriolis horizontale due au mouvement vertical et
Paccélération de Coriolis verticale due au mouvement horizontal sont des termes petits comparés aux
gradients de pression dans leurs équations respectives).

Soit L I’échelle de longueur horizontale caractéristique de 1’écoulement considéré, c’est-a -dire 1’échelle
spatiale qui caractérise les variations des grandeurs dynamiques (par exemple la distance entre un pic
de pression et le minimum de pression le plus proche). De fagon similaire, on note U 1’échelle de vitesse
horizontale de I’écoulement. Le temps que met le fluide & parcourir la distance L est L/U; si cette
période de temps est trés inférieure a la période de rotation f~!, le fluide ne ressent presque pas la
rotation de la Terre sur I’échelle de temps du mouvement. Pour que la rotation soit importante, on

L
s’attend alors a ce que i > 71 ou de facon équivalente & ce que le nombre de Rossby soit petit :

U
2.1.1 - —— <<l
(2.1.1) e =571 <<
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Dans toute la suite de ce cours, on considerera seulement des mouvements a grande échelle, c¢’est-a-dire
des mouvements qui sont significativement influencés par la rotation de la Terre :

Q] = 7.3 x 107°s~ L,

On remarquera que L n’a pas nécessairement besoin d’étre tres grande si la vitesse caractéristique U
est petite. Par exemple, le Gulf Stream a une vitesse typique U ~ 1ms~—!. Bien que son échelle spatiale
horizontale soit seulement de l'ordre de L ~ 100km, le nombre de Rossby correspondant est € = 0.07.
Meéme si on doit doubler cette valeur & des latitudes de l'ordre de 30° (& cause de la projection du
vecteur de rotation sur la verticale locale), il est clair que ce courant satisfait le critere de mouvement
a grande échelle.

e La persistance sur plusieurs jours d’ondes & grande échelle dans les océans montrent que les forces
de friction sont assez faibles presque partout, comparées a l’accélération de Coriolis et aux gradients
de pression. La friction intervient rarement & ’ordre principal dans 1’équilibre géostrophique.

Néanmoins la friction et le mécanisme de dissipation d’énergie qu’elle entraine ne peuvent pas étre
négligés. En effet, sur des grandes échelles de temps, 'océan subit de nombreux forgages extérieurs,
essentiellement stationnaires, tels que le chauffage solaire, qui apportent de I’énergie au systeme. Cet
apport d’énergie produit une réponse mécanique sous forme d’énergie cinétique a grande échelle, qui
doit étre dissipée pour que I’état statistique moyen du fluide soit & peu pres constant. Cela signifie
que, méme si la friction est faible par rapport aux autres forces, on doit la prendre en compte car sa
nature dissipative est qualitativement distincte de celle des forces inertielles.

Le rapport entre la force de friction par unité de masse et 'accélération de Coriolis est un parametre

sans dimension, appelé nombre d’Ekman, E :

vO/L? v
20U 2012

(2.1.2) E=

2.1

Si v est la viscosité cinématique de I'ean v = 107%m?2s~!, on estime que le nombre d’Ekman associé &

un écoulement de longueur caractéristique L = 1000km, est de ’ordre de
E ~ 1071,
ce qui est beaucoup trop petit pour expliquer les phénomenes observés.

Le plus souvent, on garde néanmoins la méme représentation pour la force de friction, mais on remplace
la viscosité cinématique v par une viscosité turbulente , beaucoup plus grande, qui est supposée traduire
phénoménologiquement U'effet combiné des cascades d’énergie vers les petites échelles (mécanisme non
linéaire de la turbulence) et de la dissipation & toute petite échelle. Cette viscosité turbulente est
parfois modélisée de fagon anisotrope pour prendre en compte la petitesse du rapport d’aspect. Mais
ce concept empirique est tres difficile & quantifier : on donnera au Chapitre 5 un calcul de diffusion
effective pour expliquer les idées sous-jacentes en homogénéisation, mais ce calcul ne s’applique que
dans un cas tres particulier.

2.1.2. Equations adimensionnées. — Si on choisit I’échelle de temps T, I’échelle de longueur L
et Déchelle de vitesse U de sorte & ce que U = L/T, on s’attend & voir un effet macroscopique de la
convection.
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e Le point de départ ici sera donc le systeme de Navier-Stokes-Coriolis adimensionné avec viscosité
turbulente anisotrope

1
8,5U+(U'V)u+gf@g/\ﬂ*EhAhU7E3833U+vp:0,
V-u=0,

(2.1.3)

sur le domaine wyp, x [0, 1], qui est un modele trés grossier pour décrire les mouvements océaniques &
grande échelle. Par souci de simplicité, on néglige ici 'effet des bords latéraux en supposant que wy,
est le tore bidimensionnel.

Comme condition de bord a la surface ¥ = wy, x {1}, on impose

U3|gy=1 = 0,
(2.1.4) s
E38w3Uh|x3:1 =T,

ou T est une contrainte donnée, décrivant le forcage par le vent.

Au fond B = wj, x {0}, on utilise la condition de Dirichlet

(2.1.5) Ujgg—0 = 0,

qui est une condition d’arrét modélisant 'interaction fluide/structure.

e Comme l'accélération de Coriolis est orthogonale au champ de vitesse, elle ne crée pas de terme

supplémentaire dans 1’égalité d’énergie. Par contre, il y a un terme source qui provient du forcage
extérieur par le vent

t 2
%/|u(t,x)|2dx+Eh/ /Z\8iu(s,m)\2dxds+E3/\33u(s,x)|2d:vds

= /|u )| dx+E3/ / (s,2)0p,u(s, z)dsdxy
= §/|UO($)|2dl“+/ / u(s, x)7(s, x)dsdxy, .
0 Z3:1

A nombre d’Ekman F3 fixé, on peut utiliser I’estimation de trace pour controler le membre de droite
par la norme H'/? du champ de vitesses :

[ wtsarmtsaisaan] < ¢ [ el

t CQ
i//@M@WW+/MMWw—]WM@ms
2 0 0 E3

En appliquant le lemme de Gronwall, on en déduit une borne a priori

t 2 t
%/|u(t,x)|2daz+Eh/ /Z|8iu(s,x)|2dxds+%/ /|83u(s,x)|2dxds
0 Z 0
1 or vzt O 2 t—s
< §/|u (z)|?dze’ + oA [7(s)[I72(sye” ™ *ds.

En particulier, on peut reprendre la construction de Leray et montrer que le systéme a (au moins)
une solution faible globale. Par contre, cela ne suffit pas & obtenir de borne uniforme par rapport au
parametre F5 (sauf si 7 = O(v/E3)).
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2.1.3. Petites échelles, oscillations, concentrations. — Dans le cas ou le systéme n’est pas forcé,
i.e. 7 =0, 'inégalité d’énergie donne une borne indépendante du nombre de Rossby € et du nombre
d’Ekman E. Cela a donc du sens de chercher a décrire le comportement asymptotique de la solution
quand ces parametres tendent vers 0. (Physiquement les parameétres ne tendent évidemment pas vers
0, mais ils sont tres petits et on peut donc espérer que la limite donne une bonne approximation!).

Le point est que la borne sur I’énergie cinétique va donner de la compacité faible dans L2, mais que c’est
une propriété beaucoup plus faible que la compacité forte nécessaire pour passer a la limite dans les
équations. On peut montrer en fait que les défauts de convergence forte pour une suite (u.) faiblement
convergente peuvent étre caractérisés completement et qu’ils sont dis aux phénomenes d’oscillation,

de concentration ou d’évanescence.

— Suite oscillante g.(x) = sin(27a/e) définie sur ]0, 1]

. 1
g: — 0, mais ||gc]l2 = 3

— Suite concentrante g.(x) = \/gx(x/e) définie sur |0, 1], avec x € C2°([0, 1[)
ge — 0, mais [[ge[l2 = [|x]|2.

— Suite évanescente g.(z) = x(z — 1) définie sur R, avec x € C°(R)
ge = 0, mais [|gc(l2 = [[x[[2-

Dans un domaine borné, les défauts de compacité sont donc dis uniquement a des phénomenes a
petites échelles.

= v
3 i muﬂﬁaﬁm
3£(z>
| £ _ 2
A
4

LALL
Y

FIGURE 1. Défauts de compacité

et
£

Dans le probleme qui nous intéresse, on s’attend a avoir
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— des petites échelles en temps, typiquement de l'ordre de &, a cause de la force de Coriolis qui
pénalise la dérivée temporelle,

— des petites échelles en espace, typiquement de I'ordre de vE puisqu’on perd la régularité spatiale
dans la limite de viscosité évanescente.

On va montrer que les petites échelles en temps correspondent & un phénomene d’oscillation : en
étudiant I'opérateur de Coriolis contraint sur les champs a divergence nulle, on peut en effet décomposer
le mouvement a 'ordre principal en une superposition d’ondes dites de Poincaré. C’est 1'objet du
présent chapitre. Une question naturelle est alors de savoir comment ces ondes sont couplées si on
tient compte des effets non linéaires de la convection. L’étude des interférences et la dérivation de la
dynamique lente des ondes fera I'objet du prochain cours (Chapitre 3).

On montrera ensuite que les petites échelles en espace correspondent & un phénomene de concentration :
I'incompatibilité entre la structure des ondes générées par 'opérateur de Coriolis et les conditions de
bord prescrites a la surface et au fond oblige en effet a avoir une distortion pres des bords, avec des
variations tres rapides du champ de vitesses. Ce phénomene, dit de couche limite, sera étudié au
Chapitre 4. Ici, on se placera dans un régime ou il n’y a pas de couplage non linéaire dans la couche
limite. On verra néanmoins qu’il y a une rétroaction sur I’ensemble du fluide : c¢’est évidemment crucial
pour la physique puisque cela implique que le forgage en surface par le vent transmet une quantité
macroscopique d’énergie a 'océan : c’est le pompage d’Ekman.

2.2. Colonnes de Taylor-Proudman et ondes de Poincaré

2.2.1. Equilibre géostrophique. — On suppose ici que ’on a des bornes uniformes sur les solutions
(ue) de (3.2.1), donc de la compacité faible. C’est le cas par exemple en I’absence de forgage surfacique.

Les équations satisfaites par un point limite u quelconque vont alors dépendre fortement de la structure
de la perturbation singuliere

L:ueH(Q)— P(fes Au)
ot P désigne le projecteur de Leray de L? sur le sous-espace H des champs de divergence nulle (& flux

nul sur le bord). En particulier, on peut montrer que u appartient au noyau Ker(L) de L.

Lemme 2.2.1. — Soient (u:) une famille bornée dans H de solutions faibles de(3.2.1)(4.1.2)(4.1.3),
et u un point limite quelconque de (uc). Alors, u appartient ¢ Ker L.

En particulier, si f est constant, u est un champ bidimensionnel a divergence nulle sur wy :
uz = O,
Ozup, =0, Vjy-up=0,

Démonstration. — En multipliant (3.2.1) par ex pour une fonction test & divergence nulle quelconque
x € C°(R*x]0, 1[xwp), on obtient

//ue (e0rx +e(ue - V)x + eEpApx + €E3033x + f A x)dzdt = 0.

En passant a la limite ¢ — 0, on en déduit que

//u-(feg/\x)dxdt:O
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ce qui implique que, pour presque tout ¢ > 0, il existe p telle que

(2.2.1) fes Au(t) + Vp=0.
Comme u, satisfait la contrainte d’incompressibilité pour tout € > 0, il vient de plus
V-u=0.

Donc u(t) € Ker L pour presque tout ¢ > 0.

Si f est constant, on a

—U2+81§=0, u1+82§20, (93%

La composante horizontale de u est divergence nulle, et ne dépend pas de la variable verticale x3.

En utilisant la condition de divergence nulle, on obtient alors que
83’11,3 =0

ce qui, combiné avec la condition de non pénétration sur us, donne uz = 0. O

Ce résultat de caractérisation des écoulements gésotrophiques est appelé théoréeme de Taylor-
Proudman. L’écoulement est completement bidimensionnel et peut donc étre représenté par le
mouvement de colonnes paralleles a ’axe de rotation, que ’on appelle colonnes de Taylor-Proudman.

Remarque 2.2.2. — L’approzimation géostrophique est tres utile pour prédire le mouvement des
fluides géophysiques : une fois qu’on connait la pression, les vitesses horizontales, leur cisaillement
vertical et la composante verticale de la vorticité sont déterminées immédiatement. Néanmoins

(i) Uapprozimation est fausse au voisinage de l'équateur car f s’annule. Cela signifie que dans les
régions équatoriales on doit utiliser un modele plus fin.

(ii) Méme auzx latitudes moyennes, la contrainte géostrophique ne permet pas de calculer le champ
de pression, ni de prédire son évolution en temps. On doit donc étudier les fluctuations autour
de ’équilibre géostrophique pour avoir une caractérisation compléte du mouvement. Ces petites
fluctuations sont régies soit par les termes d’accélération qui sont de l’ordre du nombre de Rossby,
soit par les forces de friction.

2.2.2. Description des ondes aux latitudes moyennes. — Sur l'orthogonal du noyau, le pro-
cessus dominant est régi par la force de Coriolis

L:ueH— P(fesAu) € H.
L’équation
eu+Lu=0

s’avere étre une équation de propagation d’ondes.

Si f est constant, on peut utiliser la représentation de l'opérateur en Fourier pour calculer la relation
de dispersion de ces ondes (i.e. la relation entre la pulsation A et le vecteur d’onde k).

Lemme 2.2.3. — Si [ est constant, lopérateur de rotation incompressible L se diagonalise en base
de Fourier. Les modes propres, appelés ondes de Poincaré, ont pour relation de dispersion
k

P
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Démonstration. — Si f est constant, on a un calcul explicite en base de Fourier.

En écrivant le systeme d’équations

ediu + fes Au+ Vp =0,

divu =0
en variables de Fourier, on obtient
U1 —fuk,2 ik
€0y |ur2 | + | fuxy | + | ik | p=0,
Uk,3 0 Zk'3

thkiug,1 + thoug 2 + tksug 3 =0
En particulier, on peut éliminer la pression
|k|?p = —iky fug,2 + ika fug 1
et obtenir une expression simple pour l'opérateur de rotation incompressible

2
kfug,2 — k1kaug1

7fuk,2 + f |]{7‘2
1 kikoug,o — k3ug 1
€0y Ug2 | + fuk,1 + f 7|k|2 ’ 0.
Uk,3 kski fugo — koks fug,1
k|2

A vecteur d’ondes k fixé (k3 # 0), les oscillations sont donc régies par une matrice antisymétrique 2 x 2

fe1ko 2

— 14+ 2L

Lo | TR
B ki
TR

qui agit sur la vitesse horizontale. On retrouve ensuite la vitesse verticale avec la condition de diver-
gence nulle

1
Ug,3 = *E(kwk,l + kaug 2) .

Le polynéme caractéristique de Lj est donné par

2
e () b)) o

dont les racines sont

Pour obtenir une description compléte des ondes de Poincaré, il suffit alors de calculer les projecteurs
spectraux. Les vecteurs propres sont

1 k‘1k‘3:FZ]€2|k'|

+ .

e = —— | koks £ ik ||
g \/§|k"|k’h| _|kh|2
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A Tordre dominant, on s’attend donc a ce que la composante tridimensionelle de la donnée initiale
géneére des ondes qui se propagent tres rapidement dans le domaine (avec une vitesse de 'ordre de
e~ 1). La moyenne temporelle de ces ondes s’annule, comme leur limite faible, mais elles portent une
énergie finie.

2.3. Ondes de Rossby - EXERCICE

A Téquateur, f s’annule donc on utilise généralement une approximation affine (dite approximation

B-plan) : f(z) = Bxs.

On se propose ici d’étudier les ondes créées par la rotation rapide et la gravité dans le cas d’un modele
simplifié 2D a surface libre, dit modele de Saint-Venant :

1
o+ —divu =0,
1
8tu + g5$2UJ' —+ gvn = 07

ou 7 est la fluctuation de hauteur de la surface h = H(1+en). (On a supposé que le nombre de Froude
U?/gH qui mesure l'effet de la gravité est du méme ordre de grandeur que le nombre de Rossby).

On va montrer qu’on observe dans ce cas un effet de guide d’ondes, ainsi qu’une nouvelle famille d’ondes
se propageant beaucoup plus lentement, appelées ondes de Rossby (ou ondes quasigéostrophiques).

2.3.1. Diagonalisation de ’opérateur d’ondes. —

On commence par chercher les modes propres de 'opérateur

divu
L (Z) - (mw v W) |
Pour cela, on va utiliser une décomposition en modes de Fourier par rapport a la variable x; et sur la
base d’Hermite (,,)nen par rapport a zs.
On rappelle que (1, )nen est la base orthonormée de L? qui diagonalise I'oscillateur harmonique
—n + Bl = B(2n + 1)y
On peut montrer que

U (22) = 5 P (\/Baa),

ou P, est un polynéme d’ordre n, et que
U (1) + Br1hn (1) = /2811 (21),
Un(@1) = Bripn (1) = —/2B8(n + )i (1)

avec par convention t,, = 0 si n < 0.

(2.3.1)

e Montrer qu’en écrivant le systeme

7)< (0)

en Fourier en z1, on trouve ’équation différentielle suivante sur ug 1

k
Oaoup,1 + (72 — k2 + Pk _ BQwﬁ)uk,l =0

T
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e En projetant sur la base d’Hermite, en déduire qu’on a une solution non triviale si et seulement si 7
vérifie ’équation

™ — (K +B2n+ 1)1+ Bk=0.
On admettra que ce polynome a trois racines réelles distinctes pour n # 0, et qu’on peut reconstruire
ainsi une base de vecteurs propres de 'opérateur L sur L2.

e Conclure que les ondes sont piégées au voisinage de I’équateur.

2.3.2. Ondes de gravité et ondes de Rossby. —

Les ondes décrites par 'opérateur £ peuvent étre classifiées en deux familles.

e Montrer que
T(n,k,£1) ~ \/k2 + B(2n + 1) quand |k| = co,n — 0.

En déduire que 'effet dominant pour ces modes est la gravité.

e Montrer que les autres ondes, dites ondes de Rossby se propagent beaucoup plus lentement, et
toujours vers I’Est

Bk
T(n, k, :EO) ~ m .

On parle de mouvement quasi-géostrophique.






CHAPITRE 3

INTERFERENCES

3.1. Probléme modéle - EXERCICE

Pour comprendre la dynamique lente d’un systéme rapidement oscillant, il faut décrire 'interaction
des ondes via les couplages non linéaires. Selon la structure algébrique du terme de couplage, et la
structure des ondes, on peut avoir différentes situations, qu’on se propose de décrire d’abord sur un
exemple simple.

.“‘4 A \/S

FIGURE 1. Dynamique lente des ondes

3.1.1. Technique de filtrage. — Le modele de départ est un systéeme de deux équations
différentielles ordinaires pénalisées par une rotation complexe :

at Ve, 1 + 1 i\ 0 Ve,1 _ _U‘?JU?,Q
Ve 2 3 0 i)\g Ve,2 0
(Ue,h Ue,2)|t:0 = (U?v ’Ug) y

oll ¥ 1, Ve 2 e sont des fonctions que du temps.
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e Montrer qu’il existe un intervalle [0, 7] sur lequel les fonctions v, 1, v. 2 sont définies pour tout e.
On pourra multiplier ’équation par le vecteur complexe conjugué (7e, 1, U: 2) pour obtenir une borne
uniforme.

e Pour isoler la dynamique lente, on doit filtrer les oscillations. On définit alors
(we,l(t)> _ (eXp(é/\lt)ve,l(t)>
we 2(t) exp(LAat)vea(t))
de sorte qu’en ’absence de couplage non linéaire, le vecteur w. serait constant.
Ecrire les équations satisfaites par w,. et en déduire que w, décrit les amplitudes (lentement variables)

des oscillations.

3.1.2. Condition de résonance. — On veut maintenant déterminer les équations codant la dy-
namique lente, appelées équations d’enveloppe. En d’autres termes, on veut passer a la limite dans
I’équation sur w..

e Soit w la limite de w.. Montrer que pour tout (n;,n2) € N2, et pour u € R*,

/exp (éut) wey (Hw%(t)dt — 0 quand € — 0.

e En déduire I’équation d’enveloppe sur w. On traitera séparément les cas A1 +2Xg # 0 et Ay +2Xo = 0.
Dans le deuxieme cas, on dit que le systeme est résonnant, c’est-a-dire que les ondes ont des interférences
constructives.

3.2. Couplage faible

On revient maintenant au systeme de Navier-Stokes-Coriolis.
1

Ou+ (u-V)u+ =fes Au— EpApu — E3933u+ Vp =10,
€

V-u=0.

Pour séparer les problemes, on suppose que f est constant, que les nombres d’Ekman FEj, E3 sont

(3.2.1)

fixés et on se limite au cas du tore, ou de fagon équivalente au domaine [0, 1] x wp, avec condition de
glissement au fond et a la surface

Us|py=0 = U3|zz=1 = 0,
(3.2.2) { s et

a?)uh\:rg:() = aSUh\:v_g:l =0,

On peut utiliser de la méme fagon la décomposition en base de Fourier en z3, il suffit de se limiter a
la partie en sinus sur chaque mode.

D’apres ce qui précede, on sait que

— la famille (u.) est uniformément bornée dans 'espace d’énergie, donc & extraction pres
ue — u faiblement dans L?;

— la limite faible w satisfait la contrainte géostrophique, c’est donc un champ bidimensionnel &
divergence nulle;
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— la convergence en général ne peut pas étre forte, car la partie tridimensionnelle de la donnée
initiale donne lieu & des oscillations rapides en temps.

On note qu'il y a ici une simplification importante car la forme du champ de vitesses limite est
compatible avec la condition de bord, ce qui ne serait pas le cas si on avait imposé (4.1.2) ou (4.1.3).

La question maintenant est de déterminer 1’équation d’évolution pour u. Comme dans le modele
simplifié étudié au paragraphe précédent, la difficulté vient du couplage non linéaire : a priori la
convergence faible ne suffit pas pour passer a la limite. En général, on doit décrire les oscillations
de fagon assez précise et déterminer comment elles interferent. Ici on va voir qu’on a une structure
intéressante de transparence qui fait que ’équation sur la partie non oscillante se découple des autres
ondes.

3.2.1. Compacité pour le mode non oscillant. —

On commence par montrer que la partie non oscillante, i.e. la projection v, de u. sur le noyau de L,
n’a plus de petites échelles (ni en temps, ni en espace), et que la suite (v.) est donc compacte.

Proposition 3.2.1. — Soit ug € H un champ de vecteurs (L? a divergence nulle) de moyenne nulle
sur wp, X [0,1]. Pour tout € > 0, on considére une solution faible u. de (3.2.1) avec condition de
glissement, et on définit

1
ve(xp) d:ef/ ue(x) ds
0

Alors la suite (v.) est fortement compacte dans L*([0,T) x wy), pour tout T > 0.

Démonstration. — Le point de départ est de projeter ’équation (3.2.1) sur le noyau de L, c’est-a-dire
de prendre la moyenne verticale. L’intérét est de se débarrasser du terme de rotation (qui est dans
lorthogonal du noyau de L).

On a donc
1
(323) Ove — EnApve + P Vy, - / Ue @ ue drg = 0,
0
ou P, désigne le projecteur de Leray sur les champs de vecteur bidimensionnels a divergence nulle.

La régularité par rapport aux variables d’espace (horizontales) vient de lestimation d’énergie
puisque Vju. est uniformément borné dans L?([0, 7], L?) pour tout temps 7.

La régularité par rapport au temps est obtenue (comme dans la preuve d’existence de Leray) en trou-
vant une borne a priori pour d;v.. On vérifie en effet que V - (u. ®u.) est borné dans L= (R+; H%/2),
et que Apuc est borné dans L*(RT; H~') < L*(R*; H~%/?), donc Oyv. est uniformément borné
dans L?([0,T]; H=%/2).

Par interpolation (en utilisant par exemple le théoreme d’Ascoli comme au Chapitre 1), on trouve
2 (R*;L%(£2,)), ce qui prouve la proposition. [

finalement que (v.) est fortement compacte dans L7,

Ce résultat montre que le seul obstacle a la convergence est la présence éventuelle d’oscillations en x3,
créant de petites échelles en t.
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3.2.2. Compacité par compensation. — On peut néanmoins démontrer que la structure
algébrique particuliere du terme de couplage ne permet pas que les interférences des modes oscillants
influent sur I’évolution de u. On va d’abord donner le calcul formel qui donne cette propriété et on
verra ensuite comment on peut le rendre rigoureux.

Le but est de montrer que la limite du terme non linéaire de convection ne fait intervenir que
I’interaction non linéaire de la limite faible. Plus précisément, on veut montrer qu’on a

1
PhV~/ Ue Q@ uedxz — PRV - (u®u).
0

Bien entendu, il faudra préciser dans quel espace fonctionnel cette convergence a lieu. Mais pour
Pinstant, on ne se soucie pas des problemes éventuels liés a la régularité (ou a 'absence de régularité)
spatiale des fonctions.

e La premiere étape consiste a réécrire les équations de propagation dans une formulation adéquate,
c’est-a-dire sans le gradient de pression et sans le projecteur de Leray (qui est un opérateur non local).
On va donc prendre le rotationnel de ’équation (3.2.1). On note 4. = u. — v la partie oscillante du
champ de vitesses et on définit

~ def - -
We = O1Ue,2 — Ol 1
et

1
058 1, def (VAG ) = Vﬁa&g — 8312éh avec / Qe p(z) dzs = 0.
0

Ici et dans toute la suite, on note y* = (y2, —y1,0).
De I’équation (3.2.3) obtenue au paragraphe précédent, on déduit que
e0swe — fdivhﬂe,h = E(81}7—‘5,2 - 82}::‘5,1)

ou F; est le terme de flux défini par

F. % Apu. — PV (ue @ u2).

de sorte que (01 F. 2 — 02F. 1) est borné dans L2([0,T]; H~/2). On a donc
€0iwe — fdivpte p, = €7, oUT, uniformément borné dans L*([0,T); H_7/2(Q)).

Pour les autres composantes de la vorticité, les calculs sont similaires : puisque V A ut = 93u., on
trouve apres intégration par rapport a la variable verticale

eﬁtﬁsyh + fuen = eR., o R, uniformément borné dans L2([0,T]; H~"/2(Q)).

e La condition de transparence résulte alors de la structure algébrique du terme non linéaire.

Comme u, est a divergence nulle, on a
2

(3.2.4) Ue Ve =V - (U Que) =V \ug —ue A (V Aug),
donc il suffit de considérer u. A (V A u).
On a bien str

1 1
(3.2.5) /ue/\(V/\uE)dxgzve/\(V/\vE)+/ WA (VATL) dos.
0 0
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Commencons par regarder le premier terme dans le membre de droite de (3.2.5). Comme on a de la
compacité forte sur (v:), on s’attend & pouvoir passer & la limite dans ce terme

ve A (V Aw.) = wub au sens des distributions.

Pour calculer le second terme dans le membre de droite de (3.2.5), on va utiliser les équations de
propagation. Pour l'instant on ne se soucie pas des questions de régularité ou d’intégrabilité. On a
donc

_ _ Uk, & — 05(T1e3QL,) — diviytie , QL
(3.2.6) U AN(VAu)=| =M Lorel I
ug,h : 8BQ€,h

On commence par étudier les composantes horizontales de (3.2.6):

~ 1 ~ ~
~1 ~ oo~ L 1 1y~ o~ &L
Uz ,We — divpte Q2 = ?(—aatﬂs’h +eR:)we — divptie 52,
Mais on a aussi que
L~ 1 ~ -
—divpe p = ?(—Eﬁtwg + efe),

de sorte que

1
] ~ o~ 1
/ (uihws - divhuahQ;h) drs = = ( _ Eat/
0 f 0

qui devrait converger vers 0 quand € — 0.

1 1
(Qs,h)L&s dxs + é‘/ (Ré_‘:’s + Fegé_,h)dx3)7
0

11 reste & traiter le dernier terme dans (3.2.6), qui est la troisiéme composante: on a
fae,h = _58t§a,h + €R€7
de sorte que

ﬂih . (93@57h = < — 6(3}5;',}1 . agﬁsﬁ + €R5 . agﬁsﬁ).

~| =

11 suffit alors de remarquer que
- ~ 1 ~ ~ 1 - ~
203 - 08l = 5201 (Do - 002, ) + 50 (Ve - (c0.50n)*)

Apres intégration par rapport a la variable verticale, on s’attend alors a ce que ce terme converge aussi
vers 0.

e Pour pouvoir justifier ces calculs, il faut néanmoins montrer qu’ils ont du sens, ce qui n’est pas le
cas si les restes ne sont controlés que dans des espaces de distributions peu régulieres.

Comme toutes les relations de propagation sont linéaires, on peut tout régulariser par convolution. Il

suffit pour cela d’introduire un noyau x € C2°(R3;RT) tel que x(z) =0si|z| > 1et | wdr =1, et de
Q
convoler par

(3.2.7) K§ @ — (%3/& (g)

On obtient alors la description suivante des ondes régularisées :

Lemme 3.2.1. — Soit ug € H un champ de vecteurs a moyenne nulle. Pour tout e > 0, on considére
une solution faible ue de (3.2.1) avec condition de glissement.

Alors, pour tout ¢ > 0, il eviste une famille (ul)sso de champs de vecteurs réguliers, appartenant
a L*([0, )N, H))
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— qui donnent une bonne approzimation (uniforme en &) de u.

lim sup ||u‘€s — Ue||z2(j0,1)527()) = 0 pour tout p € [2,6]
6—0 ¢

— et qui vérifient la formulation en vorticité des équations de propagation
0@ — fdivpul ), = er?,

et €0, thfu hfeR

~5 defalu

5 def 5
Wy alvg 2 6211571, .2 aQus 1

1
d ~
2502 ), _EfvhueS Ds(l )" CW@C/ Q0 ), (z) dws = 0.
0

et pour tout § > 0, les fonctions 72,

bornés en e dans L*([0,T]+; L?).

ainsi que les champ de vecteurs R‘g n sont uniformément

Cela permet de justifier le calcul formel donné précédemment. En effet, les termes de reste convergent
vers 0 dans L' quand € tend vers 0, et ce pour tout § > 0. On fait alors tendre le parametre § vers 0
a la fin de la preuve (quand les termes de reste ont disparu).

3.2.3. Convergence vers les équations de Navier-Stokes bidimensionnelles. —

Théoréme 3.1. — Soit ug € H un champ de vecteurs a moyenne nulle. Pour toute > 0, on considere
une solution faible u. de (3.2.1) avec condition de glissement.

Alors, quand ¢ — 0, (u.) converge faiblement dans L*([0,T], L?) vers la solution des équations de
Navier-Stokes bidimensionnelles.

Démonstration. — La preuve du théoreme 3.1 est une conséquence des différents résultats démontrés
précédemment : on a vu qu’a extraction prés la suite u. converge faiblement dans L2([0,7] x Q) vers
un équilibre géostrophique, i.e. vers un champ de vecteurs solénoidal u horizontal et ne dépendant que
des variables horizontales.

Ensuite on a montré que la suite (v.) définie par v, = fol u-dxs est fortement compacte, et donc

converge fortement vers u dans L?([0,7] x wy) (puisque u = fol udzxs).

Pour trouver ’équation satisfaite par w, on doit donc calculer la limite de I’équation (3.2.3). Les
termes linéaires convergent bien str au sens des distributions, et pour trouver la limite des termes non
linéaires, on utilise le calcul du paragraphe précédent avec la décomposition

V(e ®@u:) =V - (u ®u)+V ( (ue—u))—FV ((uE—u)®uE)

Les deux derniers termes convergent vers 0 quand § — 0 uniformément en . Et pour le premier terme,
on a

PhV/u®u )—0

quand ¢ — 0 puis § — 0. Finalement on obtient que tout point limite w satisfait les équations de
Navier-Stokes bidimensionnelles

O — EpApu+ PV - (u®u) =0.

Comme ces équations ont une unique solution en dimension 2, toute la suite (u.) converge. O]
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3.3. Equations d’enveloppe pour les ondes de Poincaré

Si on veut un résultat de convergence plus précis (qui indique notamment comment 1’énergie est répartie
dans le systeme), on doit décrire plus précisément les oscillations de u.. En d’autres termes, on doit
trouver les équations d’enveloppe pour tous les modes oscillants.

3.3.1. Filtrage. — On commence par déterminer les équations d’enveloppe. Soit L le groupe
d’évolution associé a l'opérateur de rotation incompressible L : le champ de vecteurs L(t)vg est par
définition la solution au temps t de I’équation

0w+ Lv =0, wvj—o = vo-

Comme L est antisymétrique dans tous les espaces H® (il commute avec toutes les dérivées),
Popérateur L(t) est unitaire pour tout temps t. On peut donc définir la solution filtrée

t
We d:ef£ (_é?) Ue

qui est uniformément, bornée dans L>®(R*; L?) N L2(RT; H'), et qui satisfait le systeme :

atwe + Qe(wa‘a we) — EpApw, — E3833wh =0
(3.3.1)
w€|t:O = Uo,

ou 'on note

Q(a,b) = PV - (a®b),

t t t
Q.(a,b) = £ (—) Q(c () . () b)
€ € €
Comme dans ’exemple du premier paragraphe, on voit que le filtrage permet de se ramener & une
famille (w.) dont les dérivées en temps sont uniformément bornées (ici dans un espace de distributions

a régularité négative en espace). Les petites échelles ont donc disparu et on peut espérer passer a la
limite dans le systéme.

Pour dériver formellement la limite de Q., on doit calculer de facon plus explicite les opérateurs L
et £. On rappelle que si on projette sur le mode de Fourier k, les valeurs propres de Ly sont iks/|k|,
et —iks/|k|, et on note 7rki les projecteurs spectraux associés (cf Chapitre 2). Avec ces notations, on a

2= Y ew (—Z;(/\‘k’,l e Agg)) T Q(r7%a, 77D)

k=l+m oec{+,—}
On s’attend alors a ce que la limite de Q. soit donnée par
Qa,b)= > > T Q(n2a, mID) .

k=l+m oe{+,—}3
AL =a72 A7 =0

L’ensemble résonnant est ici caractérisé par la relation

ks I ks — 3
017~ — 0y~ — 03— =
|K| I k=1
Une simple intégration par parties, combinée avec la borne uniforme sur (9;w.), montre que les termes
non résonnants convergent faiblement vers 0. Le systeme limite est donc

{ ow + Q(w,w) — EpAw — E3d33w =0

W\t=0 = U0,

(3.3.2)
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On admettra ici que, pour tout k, l1,ls fixés, il n’y a qu'un nombre fini de k3 pour lesquels I’ensemble
résonnant est non vide. Cela signifie que le systéme limite a un comportement beaucoup plus proche
de celui du systeme de Navier-Stokes 2D que du systeme 3D. En particulier, on peut montrer que le
systeme limite a une unique solution faible globale et qu’il propage la régularité.

Par ailleurs, 'argument de compacité par compensation développé au paragraphe précédent montre
que, si on note II la projection sur le noyau de L, i.e. sur les modes tels que k3 = 0, on a

1Q(a, b) = T1Q(Ta, TIb)

de sorte que I’équation sur ITw se découple du reste du systeme.

3.3.2. Construction de solutions approchées. — La convergence décrite (formellement) au para-
graphe précédent est une convergence faible. On s’attend en effet a ce que

atw + Qs(w7 ’U.)) - EhAw - E3a33w = Qe(wa 'LU) - Q('LU, w)

soit un champ de vecteurs fortement oscillant mais d’amplitude O(1). Cette estimation de consistance
n’est donc pas tres bonne. Sion veut montrer de la convergence forte, on doit introduire des correcteurs.

Ici et dans toute la suite, on suppose que la solution w de I’équation limite a un nombre fini de modes.
Si ce n’est pas le cas, on la tronque en fréquences et on utilise la borne H' pour mesurer la taille de
Ierreur.

On définit alors le correcteur

RV

k=l4+m ce{+,—1}3
Azl —/\;’2 —AP3 0

iexp (—Z(A7P — A7 — A92))
AL = A2 = AR

T QP w, R w)

de sorte que

iexp (—Z(A7F = A7 — A%2))
PV S Vi

eV = —(Q: - Q(w,w) +¢ >

k=l+m ce{+,-}3
ApL=A72=a73 #0

0 Q(m)? T w)

=(Q: — Q)(w,w) +re1 -
On obtient finalement que ugpp, = w + ew) vérifie ’équation approchée
Op(w + ewM) + O (w + ew™, w + ew™) — By Ap(w + ew™) — E38s3(w + ew™) def Tapp
= (@w + Q(w,w) — ERApw — E3633w> + (Eatw(l) +(Q: — Q)(w,w))

+ E(Qg(w + ew™ w®) + 0. (wV, w) — EyApuw® — E3833w(1))

Le reste rqp, tend vers 0 quand ¢ — 0, mais il dépend fortement de la troncature en fréquences de w :
en effet, la définition de w® fait intervenir une dérivée, un produit, et les petits diviseurs

01 _ 02 _ )03
ATL—\T2— \T5

Pour obtenir une dépendance précise par rapport au parametre de troncature en fréquences, on a alors
besoin de résultats fins de théorie des nombres.
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3.3.3. Méthode d’énergie et vitesse de convergence. — Le résultat de convergence repose alors
sur une inégalité de stabilité fort-faible pour les solutions des équations de Navier-Stokes.

Théoréeme 3.2. — Soit ug € H un champ a divergence nulle et a moyenne nulle. Pour tout €, on
considére une solution de Leray u. des équations de Navier-Stokes-Coriolis (3.2.1) de donnée initiale
ug. On note w la solution du systéme filtré limite (3.3.2) avec donnée initiale ug.

t
‘ua—ﬁ(f)wH —0
€ Le=([0,T],L?)
De plus, on a une estimation du taux de convergence en fonction de la Tégularité de ug et d’une

estimation de petits diviseurs.

Alors, quand ¢ — 0,

Démonstration. — Considérons la différence 6. = ue—ugpp, OU Uqpp €st la solution approchée construite
au paragraphe précédent. Le champ J. est une solution du systeme
(3.3.3)
O0¢0e + 0c - Ve + e - Ve + 0 - Vugpp + Vp® — EnApde — E30330e = —Tapp, divéd. =0,
55,3\363:0 = 55,3|3:3:1 =0, a355,h|z3:0 = 8355,h\x3:0 =0.

Faisons le produit scalaire dans L? de 6. avec les deux membres de la premiere équation de (3.3.3).
Notons que cette manipulation formelle peut étre justifiée rigoureusement, en partant directement de
I'inégalité d’énergie sous forme intégrale satisfaite par les solutions de Leray wu..

Apres intégration par parties, on aboutit a ’'inégalité

1 t t
3 16:01E + B0 [ IVab(0lE+ s [ 0300512

1 t t
< IOz + [ [ s 0PIy sl s + [ g ()16 (9] s
pour presque tout t € (0,7).

On conclut par un lemme de Gronwall que

t t t
162112 12y < [13:(0)) 12 exp (2 / ||Vuapp<o>||Lwdo)+c / Iramp(8) 122 exp (2 / ||Vuapp(0)||L°°dU> s,

ce qui montre la convergence de d. vers 0 L>(0,T; L?(R?)) avec une vitesse qui dépend uniquement
de la solution approchée 4y, donc de w. O






CHAPITRE 4

EFFETS DE BORD

4.1. Développements multi-échelles

On cherche maintenant a comprendre leffet des bords sur I’écoulement. Comme aux chapitres
précédents, on va isoler le probleme, et ici on va simplifier le modele en se débarrassant des termes
non linéaires. On considere donc le systeme de Stokes-Coriolis avec viscosité verticale évanescente

1
Oru+ —fes ANu—vpApu — el ,u+Vp=0, V-u=0,
(4.1.1) €
U|t=0 = U0,
sur le domaine wy, x [0,1].

Comme condition de bord a la surface, on impose

U|z=1 = 07
(4.1.2) -
88zuh|z:1 =T,
ol 7T est une contrainte donnée, décrivant le forcage par le vent.
Au fond, on utilise la condition de Dirichlet
(4.1.3) Upseg =0,

qui est une condition d’arrét modélisant I'interaction fluide/structure.

Les équations de Stokes 2D que 1’on a obtenu a la limite dans le cas sans bord ne sont pas compatibles
avec les conditions de bord horizontales

(4.1.4) upp =0 et edups =7.

On s’attend alors & ce que ces conditions soient relevées par des couches limites, dont la taille est
déterminée par I’équilibre entre le terme visqueux (qui est compatible avec les conditions de non
glissement et les conditions de forgage) et le terme de rotation

1
g(feg Awe)p — €0zwe p, ~ 0.

4.1.1. Variables adimensionnées et équation de profil. — L’idée est donc d’introduire un
développement asymptotique double échelle du champ de vitesses, sous la forme

(4.1.5) ue(t,z) ~ a(t,zn) + uP(t,zn, z/e) + u¥ (t,zn, (1 — 2)/e),
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Selon ce développement, le champ de vitesses se décompose en

— une partie réguliere @, solution des équations de Stokes 2D,
— une partie singuliere, décrite par uP(t,z,,2/¢) et ui(t,zn, (1 — 2)/e) dont les variations sont
localisées respectivement pres du fond et de la surface, sur une épaisseur .
Cette équation se réécrit en variables adimensionnées Z = z/e ou Z = (1 — z) /¢
dzzwn — fwy =0,
avec la contrainte supplémentaire que la correction doit restée localisée au voisinage du bord
wp(Z) = 0 quand Z — 0.

On obtient donc finalement

) ) 1414
wy +iwp = (w1 + iwa)|z—0 €Xp fﬁ\/fZ ,

, . 1—14
w1 — iwp = (wy — iwa)|z—g exp | — 7 \/}Z ,
oll wyz=g et wo z—o sont définis en fonction de 7 et wp.

En particulier, on a les estimations suivantes pour le terme de couche limite au fond

1/2

[wi [l 22 10,17, 15 wny) < Cllanll o ne™’?
He ()€ 7

10w || 22 (0,1, 15 (wn)) < CllTn]

et de fagon similaire des estimations pour le terme de couche limite de surface

b 1/2
||wh||EL2([o,1],Hs(wh)) < Ol e e,
—1/2
1003 (| L2 (0,11, (wn)) < CIT e mye ™2,
La formule explicite de wy, donne aussi des estimations LP.
4.1.2. Construction des correcteurs. — Par construction, si 7 et 4 sont réguliers, @ + w> + w5

satisfait I’équation d’évolution approchée
1
Owu+ Vp = vp Apu+ €0, u — gfeg Au+o(1),
ainsi que les conditions de bord

up =0, ugx=0etcluyxs=".

Par contre, la contrainte d’incompressibilité est en général violée

O1wy + Oowe = %(81 —i02) (w1 + iwz)| z—o €Xp <—1\;—§Z\/?Z)

+ %(81 + 282)(1111 — iw2)|Z:0 exp (_ 1\;52 \/?Z)

On introduit alors une correction verticale ws telle que dzws = +ed, w3 = Fe(drwy + Oaws)

w3 = ?ﬁ(vh " Wh|Z=0 — iVﬁ “ W) 7=0) €XP \/g(l - 1)Z>
f

€ _ )
(Vh-wh|Z:0—|—sz;-wh‘zzo)exp —/=( —|—1)Z> )

TaTriver 5
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Le champ de vecteurs w ainsi construit est & divergence nulle, mais il ne satisfait plus la condition
de non pénétration.

e ((81 — iag)(ﬂl + iﬂg) n (81 + iag)(ﬁl — ZUQ))
V2F 1+ 1—12
U’?,Z|Z:o ~ % (1(01 — 102) (1 +im2) — (01 +i02)(T1 — iT2))

B
W3|z=0 ~ —

modulo des termes exponentiellement petits diis aux traces wfl z=1/e €t w?l Z=1/e"

4.1.3. Pompage d’Ekman. — Pour relever la condition de non pénétration, on doit alors ajouter
un correcteur supplémentaire dw défini par

dws = —w3|,=0P(1 — 2) — w3.=1 P(2),
5wh = VhAglvh . (711)3|Z=0P/(1 — Z) + U)3|Z:1P/(Z))
o P est une fonction réguliere quelconque telle que P(0) =0 et P(1) = 1.
Le flux vertical dws est responsable d’une circulation sur le domaine entier, il est de taille petite mais

non localisé pres des bords. Ce mécanisme, appelé pompage ou succion d’Ekman, a un role déterminant
dans les échanges d’énergie.

Remarque 4.1.1. — En général, la solution approchée ii+wZ +w? +dw. ne satisfait pas exactement
les conditions de bord horizontales (4.1.4), mais Uerreur est beaucoup plus petite que pour . Un
relevement ne prenant pas en compte la structure de l’équation (mais préservant les contraintes de
divergence nulle et de flux nul) permet de conclure sans itérer la construction.

4.2. Convergence faible

Dans la mesure ot I'on ne s’intéresse qu’au mouvement moyen, il n’est pas nécessaire de décrire les
oscillations dues au terme de rotation, et on peut donc utiliser des méthodes de compacité faible pour
étudier ’asymptotique.

Théoréme 4.1. — Soient ug € H un champ de vecteurs solénoidal, et T € L*>°(RT, L*(wy)) un
forgage de surface. Pour toute > 0, on considére une solution faible ue du systéme (4.1.1)(4.1.2)(4.1.3).

Alors (u®) converge faiblement dans leoc vers la solution du systéme de Stokes bidimensionnel avec
pompage d’Ekman

atuh_VhAhuh"‘\/guh“"vhp:Tv Vi -up =0,

1
Uhlt:O:/ u,pdz .
0

4.2.1. Estimations a priori. —

A cause du terme de forcage en surface, 'inégalité d’énergie s’écrit

1 ! 1 ‘
5/\u5\2dz+/ /(|the\2+€|8zu5|2)dxds§ §/|u0|2d:c+/ /ug,h‘z:ﬁ'dxhds.
0 0

L’estimation de trace

51/2||Ue,h|z:1|\2m(wh) < CEI/QHUE,hHLz([O,l]xwh)||azu5,h||L2([0,1]><wh) )
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conduit alors a I'inégalité

1 t
§/|u€|2dx+/ /(|th5|2+%\8zu5|2)dmds
0

1 t
<5 [ lnPdrexp €0+ = [ rlia exp (€0 - 9)ds.
0

En particulier, si ||7||z2(y,) est d’ordre 1 quand ¢ tend vers 0, cette inégalité ne permet pas d’obtenir
un controéle uniforme sur (uc). On doit alors considérer une inégalité d’énergie modulée pour u. — we,
ot . = w2 +6w? est le terme de couche limite associé au forgage 7 (défini dans la section précédente).

Par définition de v. = u. — w,, on a la contrainte d’incompressibilité
Vv, =V -u —V-(wZ+6w>) =0,

I’équation du mouvement

f

L swEt
€

dw;

Ove + gvj + Vpe — v Apve — €0,,0 = —0W,: + Apwe + gazzéwf -
ou le dernier terme correspond a la succion d’Ekman. Par ailleurs, on a les conditions de bord
Ve 3|2 = Ve, 3B = Oa
Ve pp = 0 pourvu que P'(0) = P'(1) =0,
£0,0. iz = T en choisissant P tel que P”(0) = P"(1) =0.

L’inégalité d’énergie pour v, s’écrit alors
1 t
Sloe@OlZ> + [ (IVave(s)ll72 +elldzv:(s)][72) ds
2
0

1 t f
< il\vs(O)II%z +/0 IIUE(S)IILQ||;5wi(8)llmd8+0(1)~

Si 7 est régulier en t et xp, on en déduit des bornes uniformes sur v, par le lemme de Gronwall :

(4.2.1) Sloe()l3 + / (IV5ve ()13 + ell0:ve()[22) ds < C(@).

4.2.2. Formulation faible des équations de Stokes avec conditions de bord. —

A extraction pres d’une sous-suite, on a alors
(i) wue — @ faiblement dans L?([0,T] x wy,),
(i) ueKerL < u=(up(xn),0) avec Vj, -4 =0.

Le point de départ pour étudier la limite de rotation rapide est alors la forme faible des équations
de Stokes-Coriolis, et plus précisément leur projection sur le noyau de l'opérateur de perturbation
singuliere : Vo, € C° telle que Vy, - ¢, =0,

t
/uwhdﬂﬁ +/ /(Us,hattph — Viuen - Vipn)dzds
0

t t
= 5/ /(azua,h)lz:OQOthThdS —/ /Ttphdl‘hds
0 0

Remarquons que la trace (0.uen)-—o n'a pas de sens pour un champ de vecteurs quelconque u. €
L°(L2) N L2 (HY). Elle est en fait définie (dans un sens tres faible) par I'équation.

(4.2.2)
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Pour relier la trace (9.uc,n)|z—o au champ u. et a sa trace u. j|.—o, I'idée est d’utiliser la forme faible
des équations de Stokes-Coriolis avec des fonctions régulieres ¢ telles que V-1 = 0 et 35 = 35 =0
bien choisies :

(4.2.3)

/uowdﬂc—k / / - O0p — Vpue - Vytb) dmds+/ /uE —fAY+e0,.9)dxds

/ / (Bste) om0 Phpomodands — / / rpaerdands + ¢ / / e poe1OxPhinmr donds

4.2.3. L’équation de trace en z =0. —

Pour capturer les effets - quand ¢ tend vers 0 - de la condition de Dirichlet imposée au fond, on utilise
dans l'identité précédente une famille de solutions du probleme de couche limite, et plus précisément
du probléme adjoint (obtenu en changeant f en —f, ou de fagon équivalente ¢ en —i), avec ), comme
donnée au bord. Ce procédé est tres similaire aux outils d’analyse double-échelle introduits par
N’Guetseng et Allaire.

Par construction de w? et dw? (le correcteur obtenu en I’absence de couche limite & la surface, cf
paragraphe 4.1), on s’attend a ce que tous les termes dans la formulation faible des équations de
Stokes-Coriolis (4.2.2) soient petits & I’exception de

1
/ / (O2Ue n)|2=0We h|2=0dxnds et / /u5~ (f/\éws,h> dxds .
€

En effet, comme la norme L?([0, 1], H*(wy)) de w. et la norme H*([0, 1] x wyp,) de dw. convergent vers
0 dans L>=(R*) quand € — 0 (pour tout s > 0 fixé), on a

t 1
/uouigda:—k/ /uE . (8,51115 + gféwgl + €0, 0w. + Ahw8> dxds
0

t 1 t
~/ /u < (fowt) dads ~ —/ /fah-vﬁA,;lwadeds
0 0

t
N/ /\/2fuh'gohdwds
0

On peut alors identifier les deux limites. Comme wy,|,—o peut étre une fonction quelconque de zy, et ¢,
on peut ainsi caractériser le terme de bord qui apparait dans I’équation du mouvement moyen.

t ¢
(4.2.4) a/ /(8zu5,h)|Z:0w€’h‘zzodxhds — —\/Z/ /ahgohdacds.
0 0

En insérant cette identité dans la formulation faible obtenue au paragraphe précédent, on caractérise
completement la limite faible, ce qui achéve la preuve du Théoréeme 4.1.

4.3. Analyse des couches limites oscillantes - EXERCICE

Si on veut obtenir un résultat de convergence forte, il faut décrire toutes les oscillations, i.e. écrire une
équation d’enveloppe pour chacun des modes propres de I'opérateur L. A chacun de ces modes sont
associés des correcteurs de couches limites et un processus de pompage.
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4.3.1. Equations de couche limite. — On suppose que le forgage est lui-méme oscillant (de
fréquence p).

e Montrer que I’équation de couche limite en surface s’écrit

_ kik — k2
i + Aoy — ki — foo + 52% =0,
A2 — g2k
—k1kaps + k31
A2 — 2k

E(ilﬁtpl + ik‘gtpz) — )\@3 =0.

(4.3.1)

ipps + Ny — koo + foor + €7 =0,

e En déduire que les profils de couche limite sont donnés par les complexes A tels que la matrice

2 272
. 2 2 € ]411]62 [ ]4;1
i+ A _Ekh+7)\2—62k2 —]"—7)\2_5%2
Ax(ps kn) = 2212 h 62}}{: k
f+—->=25 iu+/\2—5ki—#
A2 — 2k A2 — g2k
admet 0 comme valeur propre.
4.3.2. Couches limites dégénérées. — On cherche maintenant & obtenir de bonnes approxima-

tions explicites des profils de couche limite.

e Si |u| # f, montrer que la matrice

(i )
—if
a des valeurs propres de parties réelles non nulles, et que cette propriété est stable par petite perturba-

tion. En déduire qu’on peut négliger la pression et la viscosité horizontale pour le calcul des correcteurs
de couche limite.

e Si |u| = f, la matrice

(s %)
—if p
admet 0 comme valeur propre, et son comportement est beaucoup plus sensible aux perturbations.

Montrer que si k, # (0,0), on peut quand méme relever les conditions de bord par des termes de
couches limites, mais que ces couches sont beaucoup plus grandes, de taille 0(51/ ).



APPENDICE A

QUELQUES RESULTATS IMPORTANTS D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

A.1. Topologie et calcul différentiel

Théoréme A.1 (Théoréme d’Ascoli). — Soient Q un ouvert borné de RY, et S une partie de
Cy(2). Si

— S est bornée

M = sup ||uf|eo < +00
ucsS

— S est uniformément équicontinue, i.e. pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

VuesS, Veye®, |r—yl<d=fu(@)-uly)<e,

alors S est précompacte.

Théoréme A.2 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). — Soient w un ouvert d’un espace de Ba-
nach E et I un intervalle de R. On considére une fonction F mesurable de I X w dans E telle
que

Vo € w, |F(t )l € Lio )
et telle que
V(z,y) € w?, |F(t,2) = F(t,y)ll < Lt)|lz —yll avec L € Ljoo(1).

Alors, pour tout point (tg,xo) de I X w, il existe un intervalle ouvert mazimal J contenant ty et une
unique fonction x € Cp(J;w) telle que

(EDO) x(t) = zo + t F(t' z(t")dt.

De plus, s’il existe une fonction localement bornée M de Rt dans RT et une fonction localement
intégrable 3 de RY dans RT telles que

[E @, w)ll < BE)M([[ul])-

on a .

inf J > —oo = limsup ||z(t)|| = o0 et supJ < 400 = limsup ||z(¢)| = oo.
tSinf J tSSUpJ
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A.2. Espaces hilbertiens

Théoréme A.3 (Théoréme de Lax-Milgram). — Soient H un espace de Hilbert, et a : Hx H —
R une forme bilinéaire continue coercive.

Pour tout o € H', il existe un unique u € H tel que

(A.2.1) Yo e H, a(u,v)= (p,v).
De plus, si a est symétrique, u est caractérisé par la propriété
1 1
(A.2.2) ol = (.0) = iy (Fa(00) = (2.0}

Théoréme A.j} (Théoréme de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts)
Soient H un espace de Hilbert séparable, et T € IC(H) un opérateur autoadjoint compact.

Alors il existe une suite (\,) tendant vers 0, et une base hilbertienne (e,) de H telles que

Te, = A\pep .

A.3. Espaces de Sobolev

Théoréme A.5 (Inégalité de Poincaré). — Soit Q un ouvert borné de R%. Alors il existe une
constante C (dépendant de Q0 et p € [1,+00[) telle que

Yu e WoP(Q), ullze < C|Vullzs .

Théoréme A.6 (Théoréme d’injection de Sobolev). — Si s > d/2, l'espace H*(R?) s’injecte
contintiment dans C(R%)

v e H'RY), [Wllc@e) < Clvllmsgs -
Si s < d/2, Uespace H*(R?) s’injecte continiment dans LP(RY) avec p = 2d/(d — 2s)

vip € H*(RY),  |[¥llpogay < CllY]l gro(ra) -

Théoréme A.7 (Théoréme de Rellich-Kondrakov). — Soit Q un ouvert borné de R? de classe
C! (ou le produit de N intervalles ouverts bornés).

-sid>2et1<q<2d/(d—2), Uinjection de H*(Q) dans LI(S2) est compacte.
- sid =1, Uinjection de H*(Q) dans C°(Q) est compacte.
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