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Introduction

En programmation, I'utilisation du typage permet de controler dans quel domaine
vivent les objets que I'on manipule. A un niveau plus élevé, il permet de vérifier si
certains programmes se comportent bien comme prévus. Prenons par exemple un
lambda-terme qui a pour type

Vn(Entn — Ent f(n))

ol Ent p est une notation remplacant une formule que nous expliciterons plus loin qui
signifie ”p est un entier”. Alors on peut montrer que le programme calcul effective-
ment la fonction f sur les entiers. On voit donc que le comportement du programme
est en partie décrit dans son type. Le typage permet une programmation plus siire en
permettant de prouver qu'un programme suit bien un comportement donné. Reste
a savoir quels types de comportement on peut imposer a 1’aide du typage.

C’est le probleme de la spécification, qui s’intéresse a partir d’une formule donnée
a décrire le comportement commun des programmes qui ont pour type cette formule.
Le but de cet exposé est d’introduire progressivement les différentes notions liées
au probleme de la spécification. Nous introduirons tout d’abord l’isomorphisme de
Curry-Howard qui relie preuves et programmes, types et formules. Nous étudierons
ensuite la réalisabilité, un outil puissant que nous utiliserons pour essayer de résoudre
quelques problemes de spécification.

1 L’isomorphisme de Curry-Howard.

Présentons tout d’abord le langage de programmation dans lequel nous allons
travailler : le lambda-calcul. Ce langage de programmation est remarquable a la fois
par sa simplicité (seulement 3 constructions, une seule regle d’évaluation) et son
expressivité. C’est un outil privilégié pour 1’étude théorique de programme. Pour
le définir on se donne un ensemble infini de variables z,y, z,--- et on autorise les
constructions données par la grammaire suivante :

t = x|tt|\z.t
L’ensemble A des termes ainsi créés représentent les programmes. La seule regle
que d’évaluation est la suivante :

Ax.tu —g tlu/z]  (5)

ou t[u/z] représente le terme ¢ ou toutes les occurences de x ont été remplacée
par u. Tout terme peut-étre a la fois pris comme une fonction ou un argument de
fonction, ce langage est dit «fonctionnel». L’aspect mathématique est quand a lui
donné par les formules du langage propositionnel. Les regles de démonstration sont :

MAF A (ax)



IA- B
'-rA— B

(= 1)

'-A—-B I'FA
I'=B

(= E)

Il s’agit des regles de démonstration de la déduction naturelle. Voyons maintenant
les regles de typage des lambdas-termes. Les jugements de typage sont de la forme
['Ft: Aoutest un lambda-terme, A une formule et I' une suite de jugements de
typage sur des variables de terme de la forme z; : A;. [' est appelé le contexte de
typage. On relie les termes aux formules par les regles de typage suivantes :

Mx:AFx: A (ax

bx:AFt:B
'FXet:A— B

(= 1)

'Ft:A—=B T'Fu:A
'tu: B

(= E)

On constate immédiatement qu’en effacant les terme de ces regles on obtient les
regles de démonstration données plus haut. Un terme ¢ est typable de type A s’il
existe un arbre de typage aboutissant a la conclusion - ¢ : A. En gommant les
termes de cette arbre, on obtient une preuve de la formule A. Réciproquement, en
partant de 'arbre d’une démonstration d’une formule A, on peut de maniere évidente
décorer cet arbre pour obtenir un terme ¢ de type A. Le terme associé est unique au
nom des variables pres. C’est cette bijection qui constitue la forme la plus simple de
I’isomorphisme de Curry-Howard.

2 Premiere extension de I’isomorphisme de Curry-
Howard

L’isomorphisme tel qu’il est donné ne concerne que des types tres simples. On
veut pouvoir I’enrichir pour traiter des formules mathématiques plus complexes que
celles de la logique propositionnelle. Plus d’expressivité sur les types permet un
meilleur controle sur les lambdas-termes associés comme nous le verrons dans la
partie suivante. Une premiere maniere d’étendre I'isomorphisme est de passer a la
logique du second ordre en ajoutant les regles suivantes :



| R |
I'Ht:VzA

(V11), x n’est pas libre dans T

'Ft:VzA
I'Ft: Ala/x]

(V2E), a terme quelconque

| R |
'Ft: VXA

(V21), X n’est pas libre dans T’

Tht:VXA
Tri:A®/X]

V2E), ® formule quelconque

La logique du second ordre est une logique tres riche dans laquelle il est possible
de formaliser une bonne partie des mathématiques (arithmétique, analyse...). Pour
I’isomorphisme de Curry-Howard il offre un cadre d’une grande souplesse qui mele
a la fois une grande expressivité et un jeu de connecteurs logiques tres réduits. En
toute rigueur si on se contente d’éffacer les termes des regles décrites ci-dessus on
ne retombe pas exactement sur la logique du second ordre.

La seule différence est la présence de la regle (V2E) et absence du shéma de
compréhension :

(SC) - Y VYY1, .o Yy (FI X1,y Xy @1y ooy Yty - - Yl © YY1 oo yy)

ol F' est une formule a parametres. Mais on a la propriété :
Proposition 1 (V?E) & (SC)

On est donc dans un systeme équivalent a la logique du second ordre. Présentons
maintenant un outil essentiel permettant de travailler avec le typage.

3 Reéalisabilité intuitionniste

On va chercher un opérateur |.|; : Form — P(A) permettant d’interpréter toute
formule F' par un sous-ensemble |F'|; de A. On dira qu’un terme ¢ réalise F'sit € |F;,
on le notera ¢ I-; F.

Pour cela puisse nous étre utile, on espere que la notion de réalisation sera plus
maniable que celle de typage et que ’on aura

L’idée dérriere la réalisabilité est donc de déduire du typage un jugement sur le
terme. La seule condition a imposer sur ces jugements est qu’ils se perpétuent via
les regles de typage.



Introduisons quelques notations : On dit qu’une partie A de A est saturée si elle
a la propriété :
Vi, u,tfu/z] € A= Axdtu € A

On note S I'ensemble des parties saturées de A. On se donne un modele M de
logique du second ordre avec le shéma de compréhension a valeurs de vérité dans
S. On va interpréter des formules closes a paramétres dans M, c’est-a-dire que des
constantes a de M peuvent remplacer des variables du premier ordre et que des

fonctions A de M"™ dans S peuvent remplacer des symboles de fonctions n-aires.
On définit, si A, B € S,

A= B={teAVue A tu € B}

On definit alors par induction 1’ interprétations |F|; C A de F formule close :

|Aay, as, ... a,|; = Aar,ag,...,a,

|F' = Gl; = |Fli= |Gl

VX FJ; = Nuermros [FIX = Alli
VoF, — (et IFle = all

Voici maintenant le théoréeme central qui est omniprésent pour la recherche du
probleme de la spécification dans le cas intuitionniste.

Théoréme 1

vy By i Pt G

= t|s , S oo Sn/ynl € 1G;
51 € |Filsy 52 € [Pl oy € [Fals = f51/010 52002 /ym] € 1G]

Corollaire 1 Ht: A=tlH A

Regardons maintenant quelques résultats que l'on peut obtenir a partir de cet
outil.

4 Quelques exemples de spécifications intuition-
niste

Losque 1'on se restreind a l’aspect intuitionniste on obtient de tres fortes ca-
ractérisations grace au lemme d’adéquation.

Proposition 2 Soit Entn la formule définit par VX ((Xp — X(p+1)), X0 — Xn)
et qui se lit "n est un entier”. Et soit m = \f,x.f"x le n*m® entier de Church.

Alors :

tHA— A = =gy \v.w

tH A,B— A = t =gy AT, YT

tHiA,B— B = t =gy A1,Y.Y

tH VX (X, X — X) = t =gy AT, y.x out =g, Ax, Y.y
tHVYX(X —-X),X - X) = In,t—p,7

tk; Entn = t =gy N

tiVn(Entn — Entf(n)) = Vn,tm =g, f(n)



Ces quelques exemples montrent ’efficacité du lemme d’adéquation. La derniére pro-
priété montre en plus a quel point le typage permet de controler le comportement
d’un terme. Elle est aussi remarquable en ce sens qu’elle montre que toute fonction
prouvablement totale dans Peano est représentable par un lambda-terme typable
dans ce systeme. Les résultats de cette section sont les plus précis que nous obtien-
drons. En effet, nous allons maintenant étendre notre cadre pour traiter toute la
logique et non plus seulement son fragment intuitionniste. Mais ce faisant la struc-
ture des lambdas-termes va devenir beaucoup plus compliquée et nous ne pourront
plus obtenir de résultats sur leur structure mais seulement sur leur comportement.

5 Extension de l’isomorphisme a la réalisabilité
classique

La premiere extension de l'isomorphisme a été réalisé par Griffin mais nous
présenterons seulement la version élaborée par Krivine qui est particulierement
adaptée a ce probleme. Il nous faut tout d’abord étendre notre langage :

On commence par se donner trois ensembles infinis : un ensemble de variables
de termes x,, z,..., un ensemble de variables de piles k, k', k" ... et un ensemble
de constantes de piles 01,09, 03,.... Puis on définit simultanément les notions clés
de notre langage : L’ensemble A des termes, ’ensemble II des piles et I’ensemble P
des executables dont la syntaxe est donnée par les regles mutuellement récursives
suivantes :

At = zltt|\v.t|ceAk.t|kt|k,
I: 7= = often
P: p = txm

On définit ensuite les regles de réduction suivantes :

tuxm > txum (Push)
Av.txum = tlu/xz]xm  (Pop)

ccxtr > txkpm (Save)

krext@m > txm (Restore)

On voit que la partie programme de notre systeme est profondément modifié.
Meéme s’il on retrouve en partie la S-réduction, I’évaluation est désormais déterministe
et on a ajouté des regles non locales qui agissent sur I'environnement entier. Enfin
on rajoute la régle de typage suivante qui nous permet de passer de la logique intui-
tionniste a la logique classique :

F'Fee:((A— B)— A) = A (Pierce)

Développons maintenant un outil similaire a la réalisabilité qui puissent s’appli-
quer ici :



6 Reéalisabilité classique

On va chercher un opérateur |.| : Form — P(A) permettant d’interpréter toute
formule F par un sous-ensemble |F'| de A. On dira qu’un terme ¢ réalise F'sit € |F|,
on le notera t IF F'.

Pour cela puisse nous étre utile, on espere que la notion de réalisation sera plus
maniable que celle de typage et que I’on aura

tEFF =tI-F.

Cependant, en raison de la nouvelle construction cc, on doit apporter des modifi-
cations a la méthode utiliéé en logique intuitionniste. Tout est subordonné au choix
capital d’un ensemble de processus 1L C A x II. On imposera toujours le fait que
AL est clos par antiréduction :

txredl ' =txmr=>t %’ € Il .

On supposera aussi toujours pour des raisons de commodité qu’il est clot par (PUSH).
On définit immédiatement, pour P un ensemble d’executables :

P ={pePlFI Py}

[’ensemble 1L définit une relation d’orthogonalité entre piles et termes on peut
définir :

SiPCIl, Pr={teAVrePtxrel }=P— 1

SiITCA, Tr={relNteT,txmel }

On ne peut observer directement un programme, tout ce que I’on peut essayer
de faire c’est regarder comment il s’évalue sur certaines piles. Le fait d’étre dans L
est ce qui est observable. Si P C II on veut étre capable d’émettre des jugements
du type : dés qu’on passe une pile de P en argument a t on se retrouve dans I .
Autrement dit, t € P*. Un ensemble de la forme P’ot est appelé une valeur de vérité,
leur ensemble est noté R, . On va associer a chaque formule une valeur de vérité
(ce qui étend la notion classique de modele). On va donc interpréter une formule F’
dans un premier temps comme un sous-ensemble I1x de II, et on posera :

|F| = IIp

Passons maintenant a la formalisation. On se donne avant tout un modele M
de logique du second ordre avec le shéma de compréhension. On va interpréter des
formules closes a paramétres dans M, c’est-a-dire que des constantes a de M peuvent,
remplacer des variables du premier ordre et que des fonctions A de M™ dans P(II)
peuvent remplacer des symboles de fonctions n-aires.

On definit alors par induction mutuelle les interprétations Iy C I et |F| C A
de F':

H.Aal,ag,...,an = Aal, as,...,0Qn

Mroa = |F|Ig

yxr - UAEM”HP(H) HF[X;:_A}
[y, r = Userm Orfei=a)

|| = T
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On peut maintenant énoncer ce lemme, analogue a celui de la logique intuition-
niste :

Théoreme 2 Soit 1. C A x II clos par aniti-réduction, alors :

ylIFl,yQIFQ,...,yannl_tIG

= t[s , S yee.y S € |G
s €l € IRl sme |[F| = Us1/n52/yz, s n/ua] €G]

Corollaire 2 Ft: A=t € |A]

7 Quelques exemples de recherche de spécification

[’idée du comportement de la constante permettant les raisonnements par I’ab-
surde se justifie par sa bonne conduite vis-a-vis de la réduction ol on a dans des
systémes voisins 'invariance du typage par réduction (on ne I’a pas ici car on ne type
pas les constantes de piles). Mais on peut se demander quel est le comportement
d’autres termes ayant pour type la loi de Pierce. La propriété suivante montre qu’ils
ont dans une certaine mesure le méme comportement que cc.

Proposition 3 Soit © tel que - © : ((A — B) — A) — A alors si t est un terme
tel que t x a.m = % u.w pour une certaine constante o, alors :

Oxtm>=uxm

Dans cette propriété a joue le role de la constante de pile qui capture la pile 7, si ¢ la
fait passer devant, suivi d’un terme u, elle efface la pile courante pour la remplacer
par 7.

Preuve

La démonstration est guidée par le lemme d’adéquation. Ce que I'on veut vérifier
c’est que © xt.m € {p|p > u*7m}. On pose donc naturellement

U ={plp=uxm}.

Onat ©O:((A— B) > A) — A. Par le lemme d’adéquation, on en déduit © I+
((A— B) — A) — A. Pour avoir notre résultat, il suffit donc que t IF (A — B) — A
et m € ||A||. Mais on peut fixer I'interprétation des variables propositionnelles, on
peut donc décider ||A|| = {r}. La seule question devient alors ¢ IF (A — B) — A?
Pour y répondre, prenons v tel que v F A — B. A t-on t xv.r € 1. 7 Mais
t % .m = axu.m’ ol a est une constante, d’ou

txv.m > vku.m

Oruxm e 1L et [|A|| = {r} d’ot u |- A. Choisissons maintenant une interprétation
pour B, soit ||B|| =1II, " € || B||. On en déduit

vxum € 1L

puis par antiréduction :
txv.m e 1L

d'outlF (A — B) — A, d’ou le résultat.



O

Nous allons maintenant essayer de voir quel est la spécification liée a un théoreme
arithmétique simple. Le travail que nous allons faire se généralise a toute les formules
arithmétiques. Soit la formule

Entn =VX(Vp(Xp - Xp+1), X0 — Xn)

qui signifie que n est un entier. Si ® est une fonction récursive, on veut connaitre la
spécification liée a la formule

JaVy[®(z,y) = 0]
Le symbole = est une notation dont la signification est donnée par :
a=b=VX(Xzr — Xy)

Pour que l'on puisse travailler dans Peano, il faut rajouter a cette formule le fait
que x et y sont des entiers, nous travaillerons donc avec la traduction suivante de la
formule :

F =Vz(Ent z,Vy(Enty — ®(z,y) =0) - L) — L

On s’est aussi arrangé pour supprimer le 3 mais le sens reste le méme.
Introduisons maintenant un opérateur tres utile lorsque I'on veut faire de la
réalisabilité avec des entiers, soit

T = \f,n.(n(Ag.go s))f0

On a alors la propriété suivante,
Proposition 4 57 fs"0 - X alors Tf IF Entn — X
Il est faux que les seules termes qui ont pour type Ent n ressemblent a des entiers de
Church mais U'opérateur T' permet de s’y ramener. Il permet d’évaluer I'argument
d’une fonction si celui-ci est un entier et ce en appel par valeur ce qui remarquable
vis-a-vis de notre machine qui fonctionne en appel par noms.

Preuve

Soit ||Yj|| = {s"0.w|r € || X]||} si j < n, ||YJ|| = 0 sinon. On a de maniere
évidente, fIF Y0 et Ag.gosl-¥p(Yp—Y(p+1)). Dousivl- Entn,

v(Ag.gos)flFYn
et 0. € [|Yn|| pour = € || X|| d’ont
TfvlF X

C.Q.F.D.
0

On peut maintenant décrire la spécification de la formule F'. Rappelons pour
mémoire sa forme originelle

JxVy[P(x, y) = 0]

Les programmes qui auront pour type F' vont agir comme des joueurs toujours
gagants du jeu dont les regles sont les suivantes :



— étape 1 : le programme propose un entier x
— étape 2 : le programme attend qu’on lui propose un entier y, si ®(z,y) = 0
alors le programme a gagné sinon on repasse a l'étape 1.

Formalisons cela, il faut se donner une instruction supplémantaire qui joue le
role de 'opposant dans le jeux, pour ce faire on rajoute une constante x dans notre
langage et on lui donne la regle de réduction suivante :

!

kx5"0.C.m > (x SP0.Kpp.m

ou p et 7’ sont décidés d’apres une stratégie inconnue. Intuitivement, n correspond
a la réponse du programme au moment ou il laisse la main a l'opposant et ( ce
qu’il convient de faire ensuite. Les k,, sont des symboles rajoutés qui mémorisent
la derniere suite de coup jouée. Le résultat est le suivant :

Théoréme 3 Sit O : F alors il existe n, p tels que ®(n,p) =0 et
O(TK) x T = KppT'

Preuve
Il est naturel de poser

U ={p|F',n,p, tels que ®(n,p) =0 et p = Kpp+x7'}
On a par le lemme d’adéquation :
6 I+ Va(Ent z,Vy(Enty — ®(z,y) =0) - L) — L
Il suffit donc de prouver que
Tk Ik Vz(Ent 2, Vy(Ent y — ®(z,y) = 0) — 1)

D’apres la proposition énoncée sur 7' il suffit pour cela de montrer le résultat suivant,
pour tout entier n :

ks"0 |- Vy(Enty — ®(n,y) =0) — L
Soit ¢ tel que ¢ IF Vy(Enty — ®(n,y) = 0), comme
K*x $"0.C.m > ( x sP0.Kpp.m
il suffit de montrer que l'on a
C* sP0.Kpp.m I AL

Il faut maintenant distinguer deux cas
~ Si &(n,p) =0,

|®(n,p) = 0| = VX (XP(n,p) = X0)| = |VX(X — X)|

Or Kpp IF L d’ott (sP0ky, I L, d’ou le résultat.
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- Si @(n,p) 7é 0,
|®(n,p) =0=A— L

alors (sP0 I L, Le résultat est immédiat
O

Ce résultat se généralise a tout les théoremes arithmétiques. En effet, partant
d’un théoreme arithmétique, on se ramene a une forme ou tous les quantificateurs
se trouvent a gauche. La spécification associée sera a nouveau le joueur d’un jeu
similaire au précédant mais dont le nombre d’étape dépendra du nombre d’alternance
de quantificateurs V et 3.

Conclusion

L’outil de la réalisabilité permet donc parfois de résoudre le probleme de la
spécification de maniere tres simple. Des travaux ont aussi été réalisés pour com-
prendre la spécification liée aux axiomes de la théorie des ensembles et a ’axiome
du choix. On peut donc mieux voir au travers de ces résultats a quel type de com-
portement on peut contraindre un programme via son typage.
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