
Lin�arisabilit� des mouvements browniens unitaires

Bertrand Micaux

Septembre ����

� Mouvements browniens� bruits et repr�sentations

��� Notion de mouvement brownien

On d��nit habituellement le mouvement brownien comme un processus stochastique � valeurs r�elles�
aux trajectoires continues� aux accroissements ind�pendants et stationnaires� issu de �� et dont la loi �
l�instant � est une loi normale centr�e r�duite	 Le mouvement brownien d
dimensionnel� quant � lui� est
form� de d mouvements browniens ind�pendants	

Cependant� les notions de continuit� et d�accroissements� ainsi que leur ind�pendance et leur sta

tionnarit�� ont un sens sur des ensembles autres que R ou Rd	 Ainsi� on peut d��nir une notion de
mouvement brownien sur tout groupe topologique� comme le fait Tsirelson dans ��
 �

��� D��nition Soit G un groupe topologique� Un mouvement brownien sur G est un processus stochastique
�X�t��t�R v�ri�ant les propri�t�s suivantes �

�� Les trajectoires �t � R ��� X�t�� sont continues presque s�rement �

	� Presque s�rement
 X��� � e
 neutre du groupe G �

�� Pour tous t� � t� � � � � � tn
 les accroissements � gauche

X�t�� �X�t���
�� � � � � � X�tn� �X�tn����

��

sont ind�pendants �


� Les accroissements � gauche sont stationnaires � la loi de X�t� �X�s���� ne d�pend que de �t� s�
pour tous s � t�

Une telle g�n�ralisation de la notion de mouvement brownien n�apporte quasiment rien sur les
groupes �R��� et �Rd��� � on montre que les seuls processus � v�ri�er cette d��nition en dimension
d sont les W �t� � mt� AW��t�� �W��t��t �tant un mouvement brownien classique sur Rd� m et A un
vecteur et une matrice d�terministes �x�s	

On peut construire des mouvements browniens sur des groupes de matrices au moyen d��quations
di��rentielles stochastiques	 On part d�un mouvement brownien � lin�aire � W sur �Md�R���� ou
�Md�C���� et on montre que la solution de l��quation di��rentielle stochastique de Stratanovitch

dX�t� � dW �t� �X�t�� X��� � I

est un mouvement brownien multiplicatif sur �GLd�R�� � � ou �GLd�C�� � �	 On rappelle que la compos�e
de Stratanovitch est d��nie par

dW �t� �X�t� � dW �t� �X�t� �
�

�
d hW� Xi �t��

De surcro�t� si le mouvement brownien lin�aire vit dans certaines sous
alg�bres de Lie de l�ensemble
des matrices �par exemple celui des matrices antihermitiennes�� le mouvement brownien multiplicatif
associ� reste dans certains sous
groupes de Lie du groupe lin�aire �ici celui des matrices unitaires�	 In

versement� tout mouvement brownien sur un groupe de Lie s�obtient � partir d�un mouvement brownien

�



sur l�alg�bre de Lie qui lui est tangente en l�identit� au moyen d�une �quation di��rentielle stochastique	
C�est pour cela que l�on dit qu�en dimension �nie� les mouvements browniens unitaires sont lin�ari�

sables	 Tout l�objet de l��tude qui va suivre est de tenter de g�n�raliser ce r�sultat si l�on remplace les
op�rateurs unitaires en dimension �nie par des op�rateurs unitaires agissant sur un Hilbert s�parable�
de dimension �nie ou in�nie	

��� Bruits et repr�sentations

La g�n�ralisation de ce r�sultat se fera au sens suivant	 Le fait qu�en dimension �nie� mouvements
browniens lin�aires et unitaires soient reli�s par une �quation di��rentielle stochastique implique que
leurs accroissements engendrent exactement les m�mes �ltrations sur l�espace de probabilit�	 A�n de
pr�ciser tout cela� on introduit la notion de bruit	

��� D��nition

On appelle bruit la donn�e d�un espace de probabilit� ���F �P�
 d�une famille �Fs�t����s�t�� de
sous�tribus de F et d�un groupe de bijections �Tt�t�R de � dans � pr�servant la mesure P tels que �

�� � t � R� � r � s 	 Tt envoie Fr�s sur Fr�t�s�t �

	� � r � s � t 	 Fr�s et Fs�t sont ind�pendantes �

�� � r � s � t 	 Fr�t � Fr�s � Fs�t�

De plus
 on supposera que tous les espaces de probabilit� ���Fs�t�P�s�t sont des espaces de Lebesgue�

Pour la d��nition des espaces de Lebesgue� on renvoie � ��
	 Cette hypoth�se permet notamment de
garantir la s�parabilit� de tous les espaces L��Fs�t�	

Tout mouvement brownien engendre un bruit de la mani�re suivante	 Si X est un mouvement
brownien sur le groupe topologique G� on peut supposer qu�il est d��ni sur son espace canonique
���F �P� o� � � C�R� G�� F est la tribu bor�lienne pour la topologie de la convergence simple� et
X�t���� � ��t� pour tout �l�ment � � �	 On pose alors Xs�t � X�t� �X�s��

�� pour tous s � t�
Tt��� � �s �� ��t� s� ���t��

��
� pour tout � � �� et Fs�t � � �Xs�r� r � 
s� t�� �

On obtient un bruit appel� bruit engendr� par le mouvement brownien X 	 Il repr�sente l�information
probabiliste v�hicul�e par les accroissements du mouvement brownien X 	 On fait maintenant le chemi

nement inverse � partant de l�information probabiliste� on regarde les processus qui sont � mesurables �
par rapport � cette information	 �tant donn� un bruit� on d��nit ses repr�sentations �

��� D��nition Soit ���F �P�
 �Fs�t�s�t
 �Tt�t un bruit
 G un groupe topologique de neutre e�
Soit �Xs�t����s�t�� une famille de variables al�atoires � valeurs dans G� On dira que �Xs�t�s�t est
une repr�sentation du bruit dans le groupe G si �

�� � s � t 	 Xs�t est Fs�t�adapt� �

	� � r � s� � t � R 	 Xr�s � Tt � Xr�t�s�t �

�� � r � s � t 	 Xr�t � Xs�tXr�s �


� Pour tout voisinage U de e � P �X��t 	� U� ��
t���

��

On dira de plus que cette repr�sentation est �d�le si

� r � t 	 Fr�t � � �Xr�s� r � s � t� �

En particulier� dans le cas o� le bruit est engendr� par un mouvement brownien� les accroissements
de ce mouvement brownien en constituent une repr�sentation �d�le	 Dans le cas du mouvement brownien
unitaire en dimension �nie� le mouvement brownien lin�aire dont il est issu en est une �galement	 Ceci
nous am�ne � poser la d��nition de la lin�arisabilit� d�un bruit �

��� D��nition Un bruit est dit lin�arisable s�il admet une repr�sentation �d�le continue dans un �Rd��� ou
dans �l�R�N����� Un mouvement brownien est dit lin�arisable si le bruit qu�il engendre est lin�arisable�

�



��� Partie lin�arisable d�un bruit

Plus pr�cis�ment� si l�on se restreint � une certaine classe de bruits� on peut d��nir la partie lin�ari�

sable d�un bruit � c�est la partie de l�information v�hicul�e qui est repr�sentable sur un espace de Hilbert
r�el s�parable	

��� D��nition Un bruit ���F �P�
 �Fs�t�s�t
 �Tt�t est dit pr�visible si pour tout t � � et pour toute
fonction f F��t�mesurable born�e


P p�s���� 	 
 s � ��� t
 ��� E �f j F��s� ��� � R � est uniform�ment continue�

L�int�r�t de travailler avec un bruit pr�visible est que toutes ses repr�sentations dans des groupes
polonais �e	g	 dans R� sont continues �cf	 ��
�	 Ceci permet notamment de d��nir une structure d�espace
de Hilbert sur l�espace des repr�sentations r�elles de ce bruit �

��	 Proposition Soit ���F �P�� �Fs�t�s�t� �Tt�t un bruit pr�visible� On note � l�ensemble de ses repr�sen�
tations �Xs�t�s�t dans le groupe �R���� Alors � est un R�espace vectoriel�

�� Si l�on pose
 pour tout X�Y � �


�X� Y �� � E �X��� Y���� �

alors � � � � �� est un produit scalaire sur � qui en fait un espace de Hilbert s�parable�

	� Il existe une repr�sentation du bruit dans Rd ou l�R�N� telle que toute repr�sentation du bruit
dans R s��crive comme combinaison lin�aire ��ventuellement in�nie� de ses coordonn�es�

On peut alors d��nir la partie lin�arisable du bruit �

��
 Proposition�d��nition Soit ���F �P�� �Fs�t�s�t� �Tt�t un bruit pr�visible� On note
 pour tous s � t �

F lin
r�t �

�
X��

� �Xr�s� s � 
r� t��

Alors ���F �P�� �F lin
s�t �s�t� �Tt�t forme un bruit
 que l�on appellera partie lin�arisable du bruit pr�vi�

sible ���F �P�� �Fs�t�s�t� �Tt�t�

Il est clair qu�un bruit pr�visible est lin�arisable si et seulement si il est �gal � sa partie lin�arisable	
C�est l��tude de la partie lin�arisable du bruit engendr� par un mouvement brownien unitaire en dimen

sion in�nie qui nous permettra de montrer sa lin�arisabilit�	 Nous aurons besoin d�un outil fondamental
pour ce faire � la d�composition spectrale des bruits	

� Un outil fondamental � la d�composition spectrale des bruits

��� Point de vue de la th�orie spectrale

�tant donn� un bruit� plut�t que d��tudier directement les tribus �Fs�t�s�t� on va s�int�resser aux
espaces de Hilbert qui leur sont associ�s� � savoir les �L��Fs�t��s�t	 Ces espaces sont tous sous
espaces
vectoriels ferm�s d�un seul et m�me espace de Hilbert	 Pour �tudier les relations qui les lient� on disposera
des projections orthogonales qui leur sont associ�es	 Ainsi� la projection orthogonale correspondant �
l�espace L��Fs�t� sera l�esp�rance conditionnelle sachant Fs�t� que l�on notera Es�t	

��� D��nition �� On notera F���t �
W
s�tFs�t� Fs�� �

W
t�s Fs�t� et F���� �

W
s�tFs�t�

	� � chaque tribu Fs�t d��nie jusqu�alors �avec �
 � s � t � 
�
 on associe l�espace de Hilbert
L��Fs�t� � L

����Fs�t�P��

�� Chaque espace L��Fs�t� �tant un sous�espace vectoriel ferm� de L��F�����
 on lui associe la
projection orthogonale de L��F����� sur L��Fs�t� � Es�t � E � � j Fs�t� �

�



� chaque intervalle de temps 
s� t� correspondent l�espace de Hilbert des variables al�atoires sensibles
aux accroissements du bruit sur cette p�riode� et une projection orthogonale	 On d��nit ces objets pour
des p�riodes de temps un peu plus complexes �

��� D��nition �� On appelle ensemble �l�mentaire toute r�union �nie d�intervalles de R �on s�autorise
toute partie connexe de R�� Les ensembles �l�mentaires sont stables par r�union
 intersection et
passage au compl�mentaire � c�est une sous�alg�bre de Boole de P�R��

	� � chaque ensemble �l�mentaire A
 on associe une tribu de la mani�re suivante� On �crit A comme
r�union disjointe de ses composantes connexes
 que l�on range dans l�ordre croissant � on a

A � A� � � � � � An

o� Ai est un intervalle dont les bornes sont si et ti
 et �
 � s� � t� � � � � � sn � tn �
�
On d��nit alors FA �

Wn
i��Fsi�ti et le projecteur orthogonal de L

��F����� sur L��FA� � EA �
E � � j FA� �

On montre �cf	 ��
� propr	 �	�� que pour tous �l�ments �l�mentairesA et B� on aEA�B � EAEB � donc
en particulier que toutes les projections d��nies jusqu�alors commutent	 L�objectif de la d�composition
spectrale du bruit est de donner une d�composition de l�espace L��F����� qui permette de diagonaliser
simultan�ment toutes ces projections	

On sait d�j� le faire pour tout ensemble �ni de projections � on peut d�composer L��F����� en une
somme directe orthogonale

L
i�I Hi de sous
espaces vectoriels telle que sur chaque Hi� chacune de ces

projections soit l�identit� ou l�application nulle	

La d�composition en somme directe de sous
espaces vectoriel n�est pas un outil assez puissant pour
parvenir � diagonaliser toutes les projections EA	 Nous aurons recours � une g�n�ralisation de la notion
de somme directe qu�est l�int�grale hilbertienne d�un champ d�espaces de Hilbert	

��� Int�grales hilbertiennes

Nous en rappelons succintement la d��nition � pour plus de d�tails� on renvoie � � 
 et ��
	

��� D��nition Soit �Z�A� �� un espace mesur��

�� On appelle champ d�espaces de Hilbert toute application �� � Z �� H���� o� pour tout � � Z

H��� est un espace de Hilbert� Tout �l�ment du produit cart�sien

Q
��Z H��� sera appel� champ

de vecteurs�

	� On appelle champ mesurable d�espaces de Hilbert la donn�e d�un champ d�espaces de Hilbert
�� �� H���� et d�un espace vectoriel F de champs de vecteurs v�ri�ant �

�a� �x � F 	 
 � ��� kx��� k � est A�mesurable �

�b� Si x est un champ de vecteurs tel que �y � F 	 
 � ��� �x���� y���� � est mesurable
 alors
x � F �

�c� Il existe une suite �xn�n de F tel que pour tout � � Z
 la suite �xn����n soit totale dans H����

Dans ces conditions
 les �l�ments de F seront appel�s champs mesurables de vecteurs�

�� Soit ��� �� H�����F� un champ mesurable d�espaces de Hilbert� Son int�grale hilbertienne
 not�e

Z �

Z

H��� d�����

est l�ensemble des champs mesurables x � F de carr� sommable
 i�e� tels que
R
Z
kx��� k� d���� 	



 o� l�on identi�e les champs de vecteurs �gaux � presque partout� Muni du produit hermitien
�x� y� �

R
Z
�x���� y���� d����
 cet espace forme un espace de Hilbert�

L�int�grale hilbertienne est une g�n�ralisation de la notion de somme directe hilbertienne car� si l�on
prend pour Z un ensemble discret muni de la mesure de comptage�

R �
Z
H��� d���� �

L
��Z H���	 La

notion d�endomorphisme diagonal se g�n�ralise de la mani�re suivante �

�



��� D��nition Soit une int�grale hilbertienne
R �
Z
H��� d����
 et 
 � � Z ��� 
��� � C � une application

mesurable born�e� Alors l�application

Z �

Z


��� d���� 	

Z �

Z

H��� d���� ��

Z �

Z

H��� d����

x ��� 
 � � Z ��� 
���x��� �

est bien d��nie� C�est un op�rateur lin�aire continu sur l�int�grale hilbertienne que l�on appelle op�rateur
diagonal associ� � 
�

��� D�composition spectrale des bruits

Nous pouvons maintenant citer le th�or�me fondamental de d�composition spectrale des bruits
�cf	 ��
� qui renvoie � ��
�	

��� Th�or�me Soit ���F �P�� �Fs�t�s�t� �Tt�t un bruit� On se donne s 	 t simultan�ment �nis ou in�nis�
On note Cs�t l�ensemble des compacts de R inclus dans �s� t

 que l�on munit de la distance de Hausdor�
et de la tribu bor�lienne associ�e�

Alors sur l�espace mesurable �Cs�t�
s�t�
 il existe une mesure �nie �s�t v�ri�ant

� r � R 	 �s�t �fC � Cs�t 	 r � Cg� � ��

un champ mesurable d�espaces de Hilbert ��C �� �Ls�t�C���F� et un isomorphisme d�espaces de Hilbert �

L��Fs�t� �

Z �

Cs�t

�Ls�t�C� d�s�t�C�

par lequel le projecteur EA associ� � un �l�ment �l�mentaire quelconque A � �s� t
 devienne

EA �

Z �

Cs�t

�e�A� d�s�t�C� o� e�A� � fC � Cs�t 	 C � Ag �

Une telle d�composition de l�espace L��Fs�t� est appel�e d�composition spectrale
 et on dit que la
mesure �s�t est une mesure spectrale associ�e au bruit sur �s� t
�

����� et �L�����C� seront �galement not�s plus simplement � et �L�C��

De surcro�t� la d�composition spectrale d�un bruit est essentiellement unique � les mesures spec

trales sont d�termin�es � �quivalence pr�s� et la dimension des espaces de Hilbert �Ls�t est une fonction
mesurable uniquement d�termin�e si l�on identi�e les fonctions �gales presque partout	

La d�composition spectrale du bruit permet d� � agrandir � la famille des projections EA en lui
ajoutant l�ensemble des autres projections diagonalisables	 Ces projections seront appel�es projections

spectrales	

��	 D��nition Soit s 	 t
 E un �v�nement de 
s�t� On appelle projection spectrale associ�e � E le
projecteur QE agissant sur L��Fs�t� d��ni par

QE �

Z �

Cs�t

�E�C� d�s�t�C��

Notamment
 on a pour tout �l�ment �l�mentaire A � R � Qe�A� � EA�

En outre� la d�composition spectrale permet d�associer � chaque fontion f � L��F����� une mesure
sur C �troitement li�e � sa d�composition spectrale	

 



��
 D��nition Pour toute fonction f � L��F�����
 il existe une unique mesure �nie �f sur �C�
� v�ri�ant
pour tout E � 
 et pour tout �l�ment �l�mentaire A

�f �E� � kQE�f� k
� et en particulier �f �e�A�� � kE �f j FA� k

�
�

On peut la construire gr�ce � la d�composition spectrale de f �

�f �
�
C �� k �f�C� k

�
�
� �

Cette mesure est appel�e mesure spectrale associ�e � f �

Dans le cas o� le bruit �tudi� est engendr� par un mouvement brownien classique d dimensionnel� on
sait d�terminer sa d�composition spectrale gr!ce � la d�composition en chaos de Wiener des variables
de L��F����� �d�composition �voqu�e dans ��
� pr�sent�e dans � 
 et reprise dans ��
� paragraphe �	��	
On aboutit au r�sultat suivant �

��
 Th�or�me Consid�rons le bruit engendr� par le mouvement brownien standard sur Rd
 et notons
Cn 
 C la famille des ensembles de R � n �l�ments� Alors la mesure spectrale de ce bruit se concentre
sur les ensembles �nis� En identi�ant Cn � l�ensemble Dn � f�x�� � � � � xn� � R

n 	 x� 	 � � � 	 xng
 la
restriction de la mesure spectrale � Cn est �quivalente � la restriction de la mesure de Lebesgue n�
dimensionnelle � Dn� En�n
 on a

� p�p��C�� �n � � 	 
C � Cn � �
h
dim �L�C� � dn

i
�

On notera en particulier que dans le cas des bruits engendr�s par des mouvements browniens li

n�aires� tout se concentre sur les compacts particuliers de R que sont les ensembles �nis	 Une propri�t�
remarquable de la d�composition spectrale des bruits est que cette propri�t� est caract�ristique des
bruits lin�arisables	 Plus pr�cis�ment� on dispose du th�or�me suivant� dont la preuve est d�taill�e
dans ��
 �

��� Th�or�me On consid�re un bruit pr�visible
 et on note

�L	ni �

Z �

Cfini

�L�C� d��C�

le sous�espace vectoriel des champs de vecteurs nuls hors de la partie de C form�e par les ensembles
�nis� Alors L��F lin

����� � �L	ni�

���� Corollaire Pour tout bruit pr�visible
 si s 	 t simultan�ment �nis ou in�nis et f � L��Fs�t�
 sont
�quivalentes �

�� f est lin�arisable
 i�e� f � L��F lin
s�t � �

	� La mesure spectrale associ�e � f se concentre sur les ensembles �nis � �f �Cs�t n C	ni � ���

C�est ce dernier corollaire qui permet de montrer que les mouvements browniens sur le groupe
unitaire d�un espace de Hilbert s�parable sont lin�arisables	

� Les mouvements browniens unitaires sont lin�arisables

Nous passons maintenant � l��tude d�un mouvement brownien X sur U�H�� groupe des op�rateurs
unitaires sur un espace de Hilbert s�parable H que l�on munit de la topologie forte des op�rateurs	
On supposera que ce mouvement brownien est d��ni sur son espace canonique	 On d�montre que le
bruit engendr� est pr�visible� donc qu�on peut parler de sa partie lin�arisable	 Nous allons construire
un processus de Markov appel� processus stochastique quantique �troitement reli� � la d�composition
spectrale de ce bruit	

"



��� Notion d�instrument

Avant cela� il nous faut introduire un objet issus de la m�canique quantique � la notion d�instrument	
Introduisons des espaces et objets qui nous seront utiles �on renvoie � �#
 pour les preuves de ces r�sultats
de base� �

��� Proposition�d��nition On notera �B�H�� k � k� l�alg�bre des op�rateurs born�s sur H munie de la
norme uniforme habituelle� � tous vecteurs h�� h� � H 
 on associe l�op�rateur �l�mentaire h� � h� �

 h � H ��� �h� h��h� � H �� On notera �galement �h � h � h� On dit que T � B�H� est un op�

rateur � trace si kT k� �

P
n �jT jhn� hn� 	 
 o� �hn�n est une base hilbertienne de H quelconque�

Leur ensemble L��H�
 muni de k � k�
 est un espace de Banach s�parable� On peut y d��nir la trace
tr T �

P
n �T hn� hn�
 qui ne d�pend pas de la base choisie� Parmi les op�rateurs � trace
 on note

V l�ensemble de ceux qui sont hermitiens� �tant compacts
 ils se diagonalisent sur une base hilber�
tienne � T �

P
n 
n hn � hn� L�ensemble des op�rateurs hermitiens � trace positifs est not� V �
 celui

des op�rateurs hermitiens positifs de trace �
 encore appel�s �tats quantiques
 V �
� �

Pour tout h � H � l�op�rateur �h est un �l�ment de V �
� 	 Il repr�sente un �tat pur d�un syst�me

physique	 Les autres �tats quantiques sont des � m�langes � de ces �tats purs� comme on peut le voir
en les �crivant sous forme diagonale	

��� D��nition Soit �X�A� �� un espace mesur�� On appelle instrument sur l�espace �X�A� �� toute fonction
E 	 A �� B�V � v�ri�ant les axiomes suivants �

�� Si E est un �l�ment de A tel que ��E� � �
 alors E�E� � ��

	� Si �Ei�i�� est une suite d��l�ments deux � deux disjoints de A
 alors

E
��
i��

Ei

�
�
X
i��

E�Ei�

au sens de la topologie forte des op�rateurs sur B�V �
 c�est���dire �

� � � V 	 E
��
i��

Ei

�
� �

X
i��

E�Ei� ��

la s�rie convergeant cette fois�ci dans l�espace de Banach r�el �V� k � k���

�� Si � � V � et E � A
 alors E�E� � � V ��


� Pour tout � � V� on a tr �E�A� �� � tr ��

Un instrument est une mesure � valeurs dans les endomorphismes agissant sur V 	 On peut aussi le
voir comme un objet e�ectuant une transition al�atoire sur un �tat quantique� en produisant un �l�ment
de X � marquant � cette transition	

��� Proposition Soit E un instrument sur �X�A� ��� Alors

�� Pour tout � � V �
� � ���� � � 	 
 E � A ��� tr �E�E� �� � 
�� �� � est une mesure de probabilit�s�

	� Pour tout � � V �
� � ���� � � 	 
 E � A ��� �E�E� �� � est une mesure vectorielle absolument

continue par rapport � ���� � �� On peut choisir une version de sa densit� de Radon�Nikodym
p��� � � 	 
 x � X ��� �d���� � �
d���� � �� �x� � V � qui soit � valeurs dans V �

� �

Partant d�un �tat quantique � � V �
� � la mesure de probabilit� ���� � � permet de d��nir un �l�ment

x de X al�atoire ainsi qu�un nouvel �tat quantique p��� x�	

��� Construction du processus stochastique quantique

Nous allons maintenant construire une famille d�instruments � partir de notre mouvement brownien
unitaire� qui nous permettra de d��nir le processus stochastique quantique	

Le mouvement brownien sur U�H� permet de d��nir deux semi
groupes � celui de la moyenne de
son action sur H et celui de la moyenne de son action par conjugaison sur V 	

�



��� D��nition On notera
 pour tout t � � �

xt � E �X�t�� � B�H� et Tt 	 V �� V
� ��� E �X�t� �X�t���

�

� chaque p�riode de temps 
s� t�� on associe un instrument Es�t sur l�espace des compacts inclus
dans �s� t
 �Cs�t�
s�t� �s�t� o� �s�t est la mesure spectrale du bruit sur �s� t
	 Es�t�E� sera l�analogue de
Tt o� l�on remplace X�t� par la projection spectrale QE de l�accroissement Xs�t � X�t� �X�s��

��	 Plus
pr�cis�ment �

��� D��nition Il existe une unique famille �Es�t����s�t�� d�instruments telle que

�� Pour tous s 	 t
 Es�t est un instrument sur l�espace mesur� �Cs�t�
s�t� �s�t�s�t �

	� Pour tous s 	 t
 pour tout E � 
s�t
 l�instrument Es�t associe � l��v�nement E un endomorphisme
sur V d��ni par la relation

�h� h�� h� � H 	 �Es�t�E���h�h�� h�� � �QE ��Xs�t h� h��� � QE ��Xs�t h� h���� �

o� Xs�t est l�accroissement du mouvement brownien X�t��X�s�����

Cette famille d�instruments h�rite de nombreuses propri�t�s du fait de ses liens avec le mouvement
brownien �cf	 ��
� th	 �	�"� �

��	 Th�or�me �� Pour tous s 	 t
 pour tout � � V 


Es�t�f�g� � � xt�s � x
�
t�s et Es�t�Cs�t� � � Tt�s����

	� Pour tous t � �
 pour tous h�� h� � H 
 si on pose f � �X�t�h�� h��
 la mesure spectrale associ�e
� f s��crit �

�E � 
��t 	 �f �E� � �E��t�E� �h� � �h��HS

o� � � � � �HS est le produit scalaire de Hilbert�Schmidt d��ni par

���� �� � V 	 ���� ���HS � tr ��� �
�
�� � tr ��� ��� �

�� Pour tous r 	 s 	 t
 pour tous E� � 
r�s
 E� � 
s�t
 on a

Er�t�E� �E�� � Es�t�E�� Er�s�E���

o� E� �E� � fC � Cr�t 	 C � �r� s
 � E�� C � �s� t
 � E�g � 
r�t�


� Pour tous r 	 s
 pour tout t � � et pour tout E � 
r�s
 Er�t�s�t�E � t� � Er�s�E��

�� Pour tout � � V 
 E��t�C��t� � ��
t���

� pour la norme k � k��

� chaque instrument Es�t sont associ�s des mesures de probabilit�s �s�t��� � � sur �Cs�t�
s�t� et des
fonctions de transition ps�t��� � � comme en �	�	 �merge l�id�e du processus stochastique quantique � c�est
un processus stochastique d��ni pour des temps rationnels et dont les �tats sont des couples form�s par
un compact de R et un �tat quantique	 L��volution entre l�instant s et t est gouvern�e par l�instrument
Es�t � partant de �Cs� �s�� on tire au sort un compact C � de l�intervalle �s� t
 suivant la probabilit�
�s�t��� � �� et on calcule �� � ps�t��s� C

��	 L��tat � l�instant t est alors donn� par �Ct� �t� � �Cs �C
�� ���	

Gr!ce aux multiples propri�t�s de la famille d�instruments associ�e au mouvement brownien unitaire�
on peut e�ectivement d��nir un processus de Markov fonctionnant ainsi pour tout temps t � Q� �

#



��
 Th�or�me On d��nit la famille de noyaux de transitions �Ps�t�s�t sur C � V �
� par

�A � 
�B�V � 	 Ps�t��C� ��� A� � �s�t ��� fC
� � Cs�t 	 �C � C �� ps�t��� C

��� � Ag� �

�� �Ps�t�s�t v�ri�e la propri�t� de Kolmogorov

� y � C � V �
� � �A � 
�B�V � 	 Pr�t�y�� A� �

Z
C	V �

�

Pr�s�y� dy
�� Ps�t�y

�� A��

	� Pour tout �tat quantique initial �� � V �
� 
 on peut donc construire un processus de Markov

�Ct� �t�t�Q� sur l�espace d��tats C � V �
� v�ri�ant

�C�� ��� � ��� ��� pour �� � V �
� �x�
 et

� � � s 	 t 	 P � �Ct� �t� � A jCs� �s� � Ps�t��Cs� �s�� A��

Un tel processus sera appel� processus stochastique quantique associ� au mouvement brownien
unitaire�

La composante quantique ��t�t est markovienne� ce qui n�est pas le cas de la composante compacte
�Ct�t dont l��volution � partir de l�instant s d�pend tr�s fortement de �s	 Nous allons montrer que la
composante compacte est en fait presque s$rement un ensemble �ni� ce qui prouvera au �nal que le
mouvement brownien �tudi� est lin�arisable	

��� Le compact al�atoire reste �ni

Le fait suivant est une simple cons�quence de la d��nition du processus stochastique quantique �

P �Ct � �s� t
 � � jCs� �s� � tr
�
xt�s �s x

�
t�s

�
�

Nous avons donc l�expression de la probabilit� que le compact al�atoire du processus reste constant
entre les instants s et t en fonction de l��tat quantique de d�part �s	

La continuit� forte du semi
groupe �xt�t permet de montrer que cette probabilit� conditionnelle tend
presque s$rement vers � quand t tend vers s	 Cependant� le rythme de convergence d�pend a priori de
l��tat quantique �s	 � partir de l�� il s�agit de rendre cette convergence � uniforme � a�n de montrer
que les compacts al�atoires restent des ensembles �nis	

Pour cela� on utilisera un argument de compacit� � il se trouve que l��tat quantique peut �tre cantonn�
dans des compacts de V �

� avec une probabilit� arbitrairement grande et pour un temps arbitrairement
grand	 Les d�monstrations sont donn�es dans ��
 et reprises dans ��
� paragraphe  	�	�	

��
 Th�or�me Soit � � �
 t � Q�
�� Alors il existe un compact K de V tel que

P �� s � 
�� t� �Q 	 �s � K� � �� ��

On peut donc consid�rer une suite croissante K� � K� � � � � de compacts de V �
� telle que pour

tout n � �� � P �� t � 
�� n� �Q 	 �t � KN � � �� ��n� et introduire les premiers temps de sortie de ces
compacts �n � inf ft � Q� 	 �t 	� Kng	 On se convainc facilement que

P p�s� 	 �� � �� � � � � � �n ��
n��


� et 
 t 	 �n � � 
 �t � Kn � �

Tant que l��tat quantique reste dans le compact Kn� on est capable de minorer la probabilit� que
le compact al�atoire n��volue pas pendant une dur�e ind�pendante de l��volution de l��tat quantique �
c�est l� l�argument d�� uniformit� � de la convergence �voqu� plus haut	

��� Lemme Il existe une suite �rn�n�� de rationnels strictement positifs telle que

�n � � 	 P �Ct�rn � Ct jCt� �t� �ft��ng �
�

�
� �ft��ng�

�



Un raisonnement combinatoire permet alors de d�montrer le r�sultat fondamental sur le processus
stochastique quantique �

���� Th�or�me Le compact al�atoire du processus stochastique quantique associ� � un mouvement brow�
nien unitaire reste presque s�rement un ensemble �ni �

P
�
� t � Q� 	 Ct � C	ni

�
� ��

��� Les mouvements browniens unitaires sont lin�arisables

Le r�sultat obtenu sur les trajectoires du processus stochastique quantique associ� � un mouvement
brownien unitaire permet de d�montrer facilement la lin�arisabilit� du bruit engendr�	 En e�et� la
probabilit� que Ct appartienne � un �v�nement E est �troitement li�e � la valeur sur E des mesures
spectrales associ�es aux composantes �X�t�h�� h�� par construction du processus	 Ainsi� on montre que
ces mesures spectrales sont concentr�es sur les ensembles �nis� ce qui revient � montrer que le bruit est
lin�arisable	

Fixons un instant t � Q�
�	 Le compact al�atoire du processus stochastique quantique associ� au

mouvement brownien unitaire reste �ni� quel que soit l��tat quantique de d�part �

� �� � V �
� 	 P �Ct � C	ni� � ��

L�expression du noyau de transition P��t �cf	 �	�� conduit �

tr �E��t�C	ni� ��� � �

tr �E��t�C��t n C	ni� ��� � ��

La positivit� de l�instrument E��t implique

� �� � V �
� 	 E��t�C��t n C	ni� �� � � donc

E��t�C��t n C	ni� � ��

Posons f � �X�t�h�� h�� pour h�� h� � H 	 D�apr�s le th�or�me �	"� la mesure spectrale associ�e � f
v�ri�e �f �C��t n C	ni� � � ce qui montre d�apr�s le corollaire �	�� que f � L��F lin

��t��

Ceci implique que X�t� est une variable mesurable par rapport � F lin
��t � donc a fortiori F lin

����

pour tout t rationnel	 La continuit� des trajectoires permet de d�montrer ce fait pour tout t r�el
positif� puis pour tout t r�el en utilisant les op�rateurs de translation Tt	 Finalement� on a prouv� que
F���� � F lin

����� et que le bruit est confondu avec sa partie lin�arisable	

Nous arrivons ainsi au r�sultat central de l�article ��
 �

���� Th�or�me On consid�re un mouvement brownien sur le groupe des op�rateurs unitaires U�H�
H �tant
un espace de Hilbert complexe s�parable
 groupe que l�on munit de la topologie forte des op�rateurs�
Alors le bruit engendr� par ce mouvement brownien est lin�arisable�

� Quelques pistes pour poursuivre la r��exion

��� Retour en dimension �nie

Pour comprendre plus en d�tail le fonctionnement du processus stochastique quantique� on peut �tre
tent� d��tudier son comportement dans le cas de la dimension �nie � certes� le r�sultat de lin�arisabilit�
du mouvement brownien y �tait d�j� connu� mais on peut y calculer explicitement les semi
groupes et
la d�composition spectrale y est mieux ma�tris�e	

Partons d�un mouvement brownien hermitien W �t� � B�t��M t� o� B est un mouvement brownien
lin�aire sur les matrices hermitiennes d � d� et M une matrice d � d hermitienne d�terministe	 Le
mouvement brownien unitaire correspondant est la solution de l��quation di��rentielle stochastique

dX�t� � i dW �t� �X�t�� X��� � I�

��



On d��nit la matrice de covariance du mouvement brownien lin�aire par Ci k
j l � Cov

�
W ���ij �W ���kl

�
et

on note �Ai
j�i�j la matrice d� d d��nie par Ai

j �
Pn

k�� C
i k
k j 	 En�n� on note D l�op�rateur agissant sur

B�H� �Md�C� �
D 	 Md�C� �� Md�C�

T ���
�P

k�l C
i l
k j T

k
l

�
i�j

�

Alors on montre que

� t � � 	 xt � exp
��
iM � A

�

�
t
�

et Tt � exp �tL� si l�on d��nit L par

L 	 Md�C� �� Md�C�

T ���
�
iM � A

�

�
T � T �

�
iM � A

�

��
�D�T �

�

Dans le cas de la dimension �� les choses deviennent extr�mement simples � l�espace des �tats quan

tiques V �

� se r�duit � un �l�ment et la composante compacte du processus devient markovienne	 On
montre sans di%cult� que� si l�on consid�re les points apparaissant comme les sauts d�un processus
ponctuel� on obtient un processus de Poisson de param�tre A

� 	

Dans le cas de la dimension d� les calculs ne sont pas achev�s mais ne devraient pas poser de di%cult�	
En e�et� on dispose de la d�composition en chaos de Wiener de X�t�

X�t� � xt �
X
n��

in
Z
� � �

Z
f��t��


�tn�tg

xt�tn dB�tn�xtn�tn�� dB�tn��� � � � xt��t� dB�t��xt�

qui permet de permet de calculer les projections spectrales QE 	

��� Plus loin en dimension in�nie

On a d�montr� qu�en dimension in�nie� les mouvements browniens unitaires engendraient le m�me
bruit qu�une collection d�nombrable de mouvements browniens r�els ind�pendants	 Dans le cas de la
dimension �nie� nous avions un r�sultat plus fort � le mouvement brownien sur le groupe de Lie �tait
coupl� � un mouvement brownien sur son espace tangent en l�identit� par une �quation di��rentielle
stochastique	

On pourrait chercher � �tablir un analogue de cette �quation di��rentielle stochastique dans le cas
de la dimension �nie	 On dispose d�un espace lin�aire qui pourrait jouer le r�le de l�espace tangent �
l�espace � des repr�sentations r�elles du bruit engendr� par le mouvement brownien	 La question� pour
l�instant� reste ouverte	
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