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Introduction

Les arbres phylogénétiques sont des arbres représentant les liens de parentés entre les
espéces. Dans la classification classique (dite linnéenne), les espéces étaient rangées dans
les taxons hiérarchisés genre, famille, ordre, classe, etc selon des traits morphologiques
ou des caractéristiques en commun (un tazon est n’importe quel groupe d’espéces auquel
on donne un nom).

L’étude des "arbres de la vie" était initialement assez subjective, car elle reposait sur
le choix des critéres morphologiques permettant de dire que deux espéces sont proches.
Pour étre plus rigoureux, il faut chercher a repérer les événements de spéciations, lors
desquels une espéce se sépare en deux. Un arbre phylogénétique est alors obtenu en as-
sociant & chaque spéciation un nceud et a chaque espéce actuelle une feuille. On obtient
ainsi un arbre binaire, dans lequel les espéces sont disposées en clades : un clade est
un groupe formé de toutes les espéces descendants d’'un méme ancétre commun. Ainsi,
dans I'arbre, un clade est ’ensemble des feuilles descendant d’un méme nceud. Il semble
naturel de vouloir classer les espéces en clades, mais dans la classification linnéenne, cer-
tains taxons n’étaient pas des clades (par exemple les poissons) d’ou U'intérét d’essayer
d’étre plus rigoureux dans la définition des arbres phylogénétiques.

Dans ce mémoire on s’intéressera plus particuliérement a la forme des arbres phy-
logénétiques, c’est-a-dire uniquement a la topologie de I'arbre sans tenir compte de
I’échelle temporelle donc de la longueur des branches et de la position relative des
neeuds. Dans le cas ot on a enlevé 1’échelle temporelle d’un arbre phylogénétique, on
parle alors plutét de cladogramme.

Ce n’est qu’au milieu du XX si¢cle que Willi Hennig proposa pour la premiére fois
une méthode clairement définie pour construire un arbre phylogénétique. Le principe
est de partir d’'un groupe d’espéces et de la donnée de caractéres communs a certaines
de ces espéces. Dans le tableau suivant, on considére les espéces 1, 2, 3, 4 et 5 et les
caractéres A, B, C et D. Chaque caractére peut étre dans deux états : ’état 0 est I’état
ancestral et ’état 1 est ’état dérivé, apparu suite 4 une mutation.

Caractéres
Espéces |A | B|C | D
1 0111010
2 11110]0
3 010111
4 17110]0
5 0101110

Hennig part du principe que chaque caractére nous informe sur un clade, c’est-a-dire
que toutes les espéces ayant la version 1 d’un caractére forment un clade : le clade des
descendants du premier mutant ayant la version 1 du caractére. Cela présuppose que
la mutation de la version 0 & la version 1 n’a eu lieu qu'une seule fois, et qu’il n’y a pas
eu de mutation de la version 1 vers la version 0. Sous ces hypothéses, le caractére A
montre que {2,4} est un clade et les autres donnent les clades {1,2,4} et {3,5} (le fait
que {3} est un clade est évident et donc le caractére D n’apporte pas d’information).
On en déduit le cladogramme suivant pour ces 5 espéces :



Cependant, cette méthode a ses limites : si ’on dispose des informations fournies par
le tableau suivant qui fait intervenir également les caractéres E et F, alors on obtient
que {1,4,5} est une clade, ce qui n’est pas compatible avec les autres données.

Caractéres
Espéces | A B|C|D|E|F
1 O|110[0]|1]1
2 1/1/0]0]0/0
3 O(O0O|1 1|00
4 1]1]0]0]1]1
5 010110 1]1

Pour résoudre une telle incompatibilité, il existe deux méthodes. La méthode par
parcimonie autorise qu’il y ait pour un caractére des mutations de la version 1 vers la
version 0 et plus d’une mutation de 0 vers 1 et cherche alors ’arbre phylogénétique qui
minimise le nombre de tels événements. La méthode par compatibilité n’autorise pas de
tels événements, cherche le plus grand ensemble de caractéres compatibles et construit
I’arbre & partir de ces caractéres seulement.

Les débuts du séquencage des protéines permit d’obtenir des données plus précises
que celles obtenues en comparant les caractéres morphologiques : on cherche les diffé-
rences de nucléotides entre les différentes versions de la protéine dans plusieurs espéces.
Cet outil rendit les méthodes précédentes plus objectives.

D’autres méthodes ont également été développées pour construire un arbre a par-
tir de telles données. Les méthodes de matrices de distance consistent a associer aux
données une matrice A contenant la distance entre les espéces (par exemple, le nombre
de nucléotides distincts entre les séquences de la protéine pour deux espéces) et a un
arbre une matrice B contenant la distance entre les espéces dans l'arbre (la longueur
du plus court chemin entre deux feuilles) et & chercher Parbre pour lequel la matrice A
et la plus proche de la matrice B (il existe plusieurs définitions pour la distance entre
A et B). Les méthodes de maximum de vraisemblance consistent a partir d’'un modéle
régissant les mutations du code génétique et de données regroupant des séquences de
protéines pour les différentes espéces et a évaluer pour chaque arbre, la probabilité que
les mutations dictées par I'arbre aient lieu sous le modéle. On conserve alors 'arbre qui
maximise cette probabilité.

Aujourd’hui, avec la possibilité de séquencer le génome, on obtient toujours plus
de données pour construire les arbres phylogénétiques, en comparant des séquences de
génomes trés conservées chez différentes espéces. Il existe une base de donnée, TreeBASE
(www.treebase.org), qui regroupe des milliers d’arbres phylogénétiques ([4]), certains
ordonnant plus de 400 espéces ([2]).



L’objectif de ce mémoire est de chercher un modéle probabiliste simple générant des
cladogrammes aléatoires ayant les mémes propriétés topologiques que les arbres obtenus
par les études biologiques. Nous n’étudierons donc pas plus les méthodes de construction
des arbres et nous contenterons d’utiliser les arbres disponibles dans TreeBASE pour
comparer les modéles aux données.

Nous commencerons par étudier une famille de distributions & un paramétre sur les
partitions, pour définir par analogie les propriétés que I'on souhaite vérifiées par une
distribution sur les cladogrammes. Nous construirons ensuite des premiers modéles a
partir de ces propriétés, puis introduirons une famille de modéles & un paramétre qui
contient les modéles précédents. Nous verrons alors comment 'une des distributions de
cette famille s’approche particuliérement bien des données.

1 Axiomatisation des propriétés des clado-
grammes aléatoires

On cherche a définir les propriétés "naturelles" que doit vérifier une distribution sur
I’ensemble des cladogrammes a n feuilles.

1.1 Distribution sur les partitions

Pour trouver les propriétés que ’on souhaite vérifiées par une distribution sur les
cladogrammes, on s’intéresse tout d’abord aux distributions sur les partitions.
On note P,, 'ensemble des partitions (non-ordonnées) de [1;n].

Définition 1

On définit la famille (Pén))nzl paramétrée par 6 > 0 de distributions sur les P, par :

n _ IO 110 m;
P ({Ay, . AY) = WH((Z —1)! 6)

i=1

ot m; = #{j € [1; k] | #(4;) =i} pour {Ay,..., Ay} € P,.

Démonstration: Il faut vérifier que, pour tous 8 > 0 et n > 1, Pg(n) est bien de masse
totale 1. Soit € > 0, on montre le résultat par récurrence sur n :

o n=0:P = {{{1}}} et PO{{1})=3-0=1.

e n—1 — n : Se donner une partition de [1;n] revient & se donner une partition
{A1,...,Ax} de [1;n — 1] et a ensuite soit rajouter n & I'un des A;, soit rajouter
le singleton {n} comme sous-ensemble de la partition, on a donc, avec des unions
disjointes :

k

P = || <{{A1,...,Ak,{n}}}l_||_|{{Ah...,AjU{n},...,Ak}})

{A1,.., AR }EPr_1 j=1



On remarque d’autre part que :

k
PO (A A = = O T (4, - 1)1 ).

(n+0) i
La masse totale de Pe(n) est donc :
PP = Y BU{AL A
{A],..., A }ePn

- ¥

{A1,.., A }EPn 1

+ipe(”)({{A1,...,Aj U {n},...,Ak}})]
_ Z [n_i_;_l.g.pe(”_l)<{{A1,...,Ak}})

{Al,...,Ak}E’P’n—l

k Y .
St G ()

T ) e ()

{Al,-.-,Ak}EPn—l

_ 3 Pg(”‘l)({{Al,...,Ak}})

{A1,..., Ak }EPn-1

PH(")({{AM ... ,Ak,{n}}D

Pour chaque 6 > 0, (Pe(”))nzl vérifie les propriétés "naturelles" que nous allons définir
(cette famille est méme caractérisée par ces propriétés comme 1’énonce la proposition
1).

Définition 2
On définit pour une famille (P™), >, de distributions sur les P, les propriétés :
(i) Echangeabilité : Pour tout n > 1, la distribution est invariante par permutation
des étiquettes {1,...,n} :
V{A1,..., A} € Py, Vo € S,, PM{A,..., Ax}) = P™W({A],..., A7}) ou
A7 ={o(a) | a € Aj}.

(ii) Inwvariance par échantillonnage : Pour tout n > 1, P induit une distribution
sur P,_; par laction de supprimer n et cette distribution est P~ :
En notant x,, : P,, — P,_1, qui & une partition de [1;n] associe la partition
de [1;n — 1] obtenue en supprimant n (et en supprimant & s’il apparait alors
dans la liste des sous-ensembles), alors on a pour {Ay,..., Ay} € P, on a
PO (i " ({Ar,- . Ad)) = PO ({ A, ALY,

(iii) Suppression d’un sous-ensemble : Pour tous 1 < j < n, sachant que la partition
P contient le sous-ensemble [j + 1;n], la partition obtenue en supprimant




[j + 1;n] est distribuée selon P :

En notant A,; = {{A4:,..., 4} € P, | 3j € [LK] : 4; = [j + L;n]}, et
Onj i {A1, .. A € Ay — {Ar, . Ay N H{J + L;n]} € Pj, alors pour
{Ar,.. A € Py, PU(g ([ AL . A/ PM(Ayy) = PO({AL ... AL)).

Proposition 3

Soit, (P™),~; une famille de distributions sur les P, telle que P ne soit pas une
mesure de Dirac, on a 1’équivalence :

(P™),>vérifie (i), (ii) et (i) < 30 > 0: (P™),51 = (P")s1.

Démonstration:
e Soit # > 0, montrons que (Pa(n))nzl vérifie (i), (ii) et (iii).
(i) Trivial car Pe(n)({Al, ..., Ai}) ne dépend que des cardinaux des A;.
(ii) Soit {Ai1,...,Ar} € Pn_1, on remarque que :

Xt ({A1, . AR)) = {{Al,...,Ak,{n}}}ug {{Al,...,AjU{n},...,Ak}}.

On a donc :

PO (i ({Ay, ..., Ax})) 1 (9+i(#AW) =1
: :

POU({Ay,...,Ay}) n+6-1 ZA; — 1)1 0

Jj=1

(iii) ¢n,; : Anj —> Pj est une bijection et on a donc :

A= || {{Al,...,Ak,ﬂj—Fl;n]]}}.

P@(n)(An’ﬂ - Z Pe(n)({{Al,---;Ah[[j+15n]]}})

{A1,..., AL }€P;
B ) I'(j+0) .
- ¥ [PQJ ({{Al,...,Ak}}>-F(n+Q)-(n—j—l)! 9]
{A1,.., AL }EP;
I'(j+9)
I'(n+0) (n=j—10

Pe(”)<{{A1,...,Aka i + 1;“]]}})
R ({{anad)

e Soit (P(™),>; une famille de distributions sur les P, qui vérifie (i), (i) et (iii).

% Py est un singleton donc P = Pe(l) pour tout 6 > 0.
x Py = {{{1},{2}}, {{1,2}}} et pour 6 > 0,

0

PP {1 421) = 5

Cet P ({L2)}) = o

6



Or 0 — 9+1 est une bijection de R% —]0;1[ et PP ({{1},{2}}) € [ car
P® pest pas un Dirac, donc il existe 8 > 0 tel que P2 = P9(2).

Raisonnons par récurrence sur n > 2 avec le 0 fixé pour n = 2. Soit n > 3,
supposons que Vj € [1,n — 1], pU) = PH(]) et montrons que p) — PH(").

Commencons par montrer que P et Pe(n) coincident sur A, ,,—1. D’aprés (iii),

PO (LA, ..., Ay, ,
V{A1, ..., Ap} € Po_y, (ED(;)(A _’“1){"}}) = PO ({Ay, ..., A}).

Donc, comme P11 = Pgn_l), on connait P sur Apn—1 a une constante
multiplicative prés : pour {A4y,..., Ax} € Pr_1,
PO ({Ay,. .. A {n}}) PO DAL A))
PO ({{1},...,{n— 1}, {n}})  PO-D({{1},...,{n—1}})
RV ({An A
AU - 1))
P ({A, ... A, {n}))
B ({1 = 13 (n}})

Il suffit donc de déterminer a := P(”)({{l}7 ..., {n}}). On utilise (ii) :

POD({{1},... {n—1}}) —a+ZP ({{1},.... {g.n}, ..., {n—1}}).

j=1
Or, d’apres (i), pour tout j € [1,n — 1],
PO}, o), in—13)) = PW({{1,2}, {3}, ..., {n}})

PO ({{1,2}, {3}, {n — 1}})
P ({{1},..., {n—1}})

-1)

- a.

Donc on obtient a uniquement en fonction de P~V et, comme P(n vérifie

aussi (i) et (ii) on obtient une relation 1dent1que pour P ({{1} S {n}}).
Avec P("—1) = Pe( _1), on en déduit que a = PQ( ({{1},...,{n}}) et donc que
P ef Pe(n) coincident sur A, ,,—1 et donc, d’aprés (i), sur toutes les partitions
contenant au moins un singleton.

Montrons qu’elles coincident sur P, tout entier. Soit { A1, ..., Ay} € P, différent
de {{1},...,{n}}. Alors k > 2 et, d’apres (i), quitte & permuter les entiers ce
qui ne change pas la masse de {A1, ..., Ay}, on peut supposer que Ay est de la
forme [[j + 1,n] avec j > 1 (car k > 2).

D’apreés (ii), on a :

P(n)({Al,...,Ak_l, [ +1,n]}) "
PO (A, ) =PV ({Ar, ..., Ap1})

PO, Ll +Lal) g |
PO (A,) =PU{{1},....{4}}).



On en déduit :
PO{Ay,..., A1}
PO{{1},...,{4}})

On a la méme relation avec Pe(n) et Pg(j). Or, comme la partition 7 > 1,
1},...,45} 7 + 1,n]} contient au moins un singleton, d’aprés ce qui pré-
g

cede, P ({{1},..., {7}, [i + L.nl}) = BV ({{1},....{j}, [j + 1,n]}), donc on
en deduit que PM({Ay, ..., A}) = PV ({Ar, ..., Ak)).

Donc P et P(,(n) coincident sur P, ~ {{1},...,{n}}, donc sur P, tout entier
car elles sont de masse totale 1. [ ]

PO({Ar, . Apy, [i+1,m]}) = PO{{L) ) [ L D).

Au dela de ces trois propriétés mathématiques, cette famille de distributions véri-
fie une autre propriété, importante du point de vue biologique : elle peut s’interpréter
par un processus temporel simple (ce que nous appellerons la propriété (b) pour les
cladogrammes). On n’entrera pas dans le détail ici et on se contentera de décrire gros-
siérement ce processus.

On se place dans une population de taille N, qui évolue par générations discrétes.
A chaque nouvelle génération, chaque individu tire son unique parent uniformément
parmi les N individus de la génération précédente. Si & un instant donné on choisit
n individus de la population, en prenant ces individus comme feuilles, on obtient un
arbre en représentant les lignées de descendance qui ménent a ces individus, jusqu’a ce
qu’elles se rejoignent toutes. Quand N — +oo, la hauteur de 'arbre est de 'ordre de
N pour n fixé.

On suppose en outre que des mutations apparaissent sur un géne fixé, chaque mu-
tation faisant apparaitre un nouvel alléle. Si on considére 'arbre associé a n individus
choisis & un instant donné, les mutations ont lieu le long d’une branche de I'arbre selon
un processus de Poisson de paramétre A/N, de sorte que lorsque N — +00, comme
la hauteur de I’arbre est de I'ordre de N, le nombre de mutations reste fini.

Si I'on choisit uniformément dans la population n individus, qu’on leur donne des
étiquettes de 1 & n de maniére uniforme et des alléles selon le procédé décrit ci-dessus,
alors on peut leur associer une partition de [1,n], en les regroupant par alléle commun.
La partition aléatoire ainsi obtenue converge en loi quand N — +o0o vers I'un des P?,
ou le paramétre 6 dépend de .

Ce modéle neutre a rencontré un certain succés et a méme eu un impact sur la
génétique non mathématique. On se demande donc ici s’il existe une théorie neutre
analogue pour les arbres phylogénétiques.

1.2 Axiomatisation des distributions sur les cladogrammes

Pour n > 1, on note C, I'ensemble des cladogrammes a n feuilles. Un cladogramme
C € C, est un arbre binaire dont les n feuilles représentent des espéces que l'on a
étiquetées de 1 a n : si 'on permute deux étiquettes d’espéces, on obtient un autre
cladogramme, méme s’il a la méme forme. En revanche, on ne tient pas compte des
orientations gauche et droite de part et d’autre d’un nceud : lors d’une spéciation, les
deux nouvelles espéces sont indifférenciées. Ainsi les deux arbres suivants représentent
le méme cladogramme :



3 5 1 4 2 3 5 4 2 1

Définition 4
On définit pour une famille (7},),>1 de distributions sur les C,, les deux propriétés
qui semblent étre naturelles :

(i) Echangeabilité : Pour tout n > 1, la distribution est invariante par permutation
des étiquettes des n espéces :
Pour C € C,, et 0 € S, si on note C, I'arbre obtenu par permutation o des
espéces, alors on a T,(C) = T,(C,).

(i) Suppression d’un clade : Pour tout 1 < k < n, sachant que le cladogramme
T, contient le clade {k + 1,...,n}, le cladogramme obtenu en supprimant ce
clade est distribué selon 7}, :

On note A, ; 'ensemble des C' € C, tels qu'il existe un nceud dans C' dont
I'ensemble des descendants est exactement {k + 1,...,n}. Pour C' € C,, on
note ¢, x(C) € C, le cladogramme obtenu en supprimant ce nceud et tous ses

descendants. Alors on a pour C' € Cy, Tn(g0;7}g(0))/Tn(An,k) =T3(C).

En particulier, la propriété (i) signifie que la probabilité d’un cladogramme dépend
uniquement de la forme de I’arbre et pas de la disposition des étiquettes {1,...,n} sur
ses feuilles. On pourra donc représenter un cladogramme sans étiquettes, puisque tous
les cladogrammes ayant cette forme et une disposition quelconque des étiquettes ont
méme probabilité.

Par analogie avec les distributions sur les partitions, on cherche une famille & un
paramétre de distributions sur les C,, telle que :

(a) Une suite (7},),>1 de distributions appartient & la famille si et seulement si elle
vérifie (i) et (ii).

(b) Ces cladogrammes aléatoires peuvent étre décrit a partir d'un modéle d’évolution
des espéces au cours du temps.

La propriété (b) traduit le fait que la distribution n’est pas uniquement une famille
mathématique qui convient, mais qu’elle a aussi une signification biologique.

2 Le modéle ERM

On cherche a définir une telle famille & un parameétre de distributions sur les C,, en
partant de (b).



2.1 Le procédé de Yule

En 1924, avant 'utilisation des arbres phylogénétiques, les espéces étaient hiérar-
chisées selon la classification linnéenne. Le genre est le taxon directement au-dessus de
I’espéce dans cette classification, il est composé d’espéces relativement proches, ce qui
laisse une certaine part & la subjectivité. A partir de ces données, on peut s’intéresser
au nombre d’espéces par genres et remarquer que le nombre d’espéces le plus fréquent
est 1 et que la distribution est a queue lourde.

Yule chercha alors une famille de distributions & un paramétre a laquelle on pourrait
comparer les données, ou le paramétre représenterait la part de subjectivité dans la
définition de "relativement proches". Dans [7], il obtient ces distributions & partir de
(b), c’est-a~dire a partir d’un modéle crédible de 1’évolution.

Définition 5
Une population est une suite de variables aléatoires (X;);>o & valeurs dans N. On dit
qu’'une population (X;);>o suit le procédé de Yule ou procédé de naissance linéaire
de paramétre A si elle vérifie :

e La population commence au temps 0 avec un individu.

e Au fil du temps, les individus peuvent donner naissance a un nouvel individu,
la probabilité quun individu particulier donne naissance pendant [t,¢ + dt]
étant \dt.

En d’autres termes, cela signifie qu'il existe (7,,),,>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes, telle que, pour tout n > 1, 7, suit la loi exponentielle de paramétre
nAet Xy =max{n>0| 7 +---+7, <t}

Dans cette définition, 7,, représente le temps entre la (n — 1)®™¢ et la n®™° naissance
et donc 71 + - - - + 7, représente l'instant de la n°™® naissance. A cet instant, il y a alors
n + 1 individus dans la population.

Proposition 6

Si (X¢)i>o suit le procédé de Yule de paramétre A, alors pour tous ¢ > 0 et n € N*,
P(X; =n) = e M1 — e M)n7L,

Démonstration: Soit t > 0 et n € N*,

e Sin =1, alors, comme 71 suit la loi exponentielle de parameétre A :
P(X; =n)=P(r >t) =e .

e Supposons maintenant n > 2.
Pour k£ > 1, 7 suit la loi exponentielle de paramétre kA, donc admet pour densité
la fonction o — kXe ¥ 1,50. Donc :

P(X¢=n)=P(r+--+1 1 <tetm+-+7, >1)

= / ]]'t1+‘“+tn—1§t . ]]-t1+~~+tn>t . ]]-tl,...,thO . )\eiktldtl v (n + 1))\67n/\tndtn
R’?L

10



et avec le changement de variable (vq,ve,...,v,) = (t1,t1 + t2, ..., t1 + -+ tp),
= / ]]-0§v1§“'§vn—1§t§vnn! )\ne_n)\v"6)\(”1+"'+U"71)d7}1 e dvn

= /R 1 To<vy < <vpg<t ML A" (/+OO e””"dvn> Mottt gy du, 4
n— t
- e_n/\t/R B Loy <cu,_y<t (n— 1) AP LA Fon—1) gy o, .
Il suffit alors de vérifier que pour tous k € N* et z > 0 on a
Ii(x) == /]Rk Lo<v,<--<vp<z K! NeeAlwittve) gy oo duy = (e>‘”" - 1)k

et on pourra alors conclure en prenant k = n —1 et x = t. Montrons donc ce résultat
par récurrence sur k.

* k=1:0n a bien .
Li(z) = / AeMidv; = M — 1.
0

* k—1— k: Soit k> 2, supposons le résultat vrai pour k — 1, alors

X
I(x) :/ </k Locu<ocu, (k= 1)1 MLt 4ve—1) gy, -~~dvk_1> kX N duy,
0 Rk~
xT
:/ (e)‘”’c — l)kflk/\e)‘”’cdvk
0
B O kr
-
= (e)‘m — 1)’g - 0.
Ceci clot la récurrence et donc la démonstration. [ ]

Yule utilise ce procédé de naissance linéaire pour décrire I’évolution des espéces et
des genres. Cette évolution est régie par les deux points suivants :

1. Le nombre d’espéces dans un genre suit le procédé de Yule de paramétre .
2. Le nombre de genre croit de maniére exponentielle de parameétre p.

Proposition 7

Pour t > 0, on note N, la variable aléatoire correspondant au nombre d’espéces d’un
genre tiré uniformément parmi les genres existants & I'instant ¢. Alors IV, converge en
loi quand ¢t — 400 vers une variable aléatoire N?), dont la loi, appelée distribution
de Yule, ne dépend que du paramétre p = A/ et vérifie :

r1+1
Vn > LMN(/J) —n)= ( p) . I'(n) .
p Fn+1+ )

Démonstration :

e Pour ¢t > 0, on note G(t) le nombre de genres & l'instant ¢.
D’aprés 1., G(0) = 1 et, d’apres 2., V¢ > 0,G'(t) = pG(t), donc Vt > 0,G(t) = et
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e Soit t > 0, on note T; la variable aléatoire correspondant & I’age du genre tiré
uniformément parmi les G(t) genres existants a l'instant ¢ (le genre dont Ny est le
nombre d’espéces).

Soit 0 < s < t, la probabilité que T; € [o; s[ est le rapport entre le nombre de genres
nés entre t — s et t et le nombre total de genres a 'instant ¢ :

G(t)—G(t—s ekt — ep(t=s) s S
()G(tg ): o :1—6“:/ue“du.
€ 0

D’autre part, on a P(Ty = t) = e # et P(T; < 0) =0 =P(T; > t).
Donc pour f: R — R, mesurable,

P(T; € [o;s]) =

E[f(T1)] = /0 Fluype ™ du + f(t)e .

e Soit n > 1, P(Ny = n) = E[E[1n,=n|T3]].
Montrons que E[1x,—n|Ti] = e Mt (1 — e AMt)"=L Soit ¢ : R — R mesurable,

Blp(T) U] = Y [ olu b P g @) = [ olu) e g ).
k>17 R+ R+
Or pour 0 < u < t,

Py vy ([u,u+dul,n) = P(T; € [u,u + du] et Ny =n)
=P(N; = n|T} € [u,u+ du])P(T; € [u,u + du))
=M1 — e ML ey,
Et de méme Py, n,y(t,n) = e (1 — e )" te™# et pour u < 0 ou u > t,
Py, nyy([u,u + dul,n) = 0, donc :
t
E[o(T:) 1 N,=n] = / p(u)e (1 —e )" pe ™ du + (e N (1 — e M) le M
0
= Elp(T)e T (1 — 1)
Donc E[1 y,—,|Ti] = e ¢ (1 — e ATt)"1 et on en déduit :
P(Ny =n) =E[e (1 — e )1
t
— / e—Au(l _ e—)\u)n—lue—uudu + e—)\t(l _ e—)\t)n—le—ut
0

—+00

— e M1 — e M)l ey,
t—=+o00 Jj

Donc N, Lot N0 ot N) 4 pour loi :

+oo
P(N®) =p) = / e” (] — ey
0

! 1+& n—1 dv —Au
= [ v""xX(1—v)" u— en posant v=e
0 AU
1
- B(l + 77“)
p p
1 T(1+3)-T(n)
p Tn+1+1)



Remarque: Yule décrit initialement I’évolution du nombre de genres GG; dans une
famille (le taxon immédiatement au-dessus du genre dans la classification linnéenne)
par un procédé de naissance linéaire de parameétre p. Il fait seulement ensuite une
approximation consistant a supposer qu’il y a un trés grand nombre de familles
pour approcher G par son espérance e, ce qui justifie I'évolution exponentielle du
nombre de genres imposée par 2. :

E[G,] = Z ne (1 — e )Pl = g7t 1 5 = eht,
n>1 (1 - (1 - e—llt))

Cette distribution de Yule permet de retrouver les deux résultat observés sur les
données : la valeur 1 est la plus fréquente et la distribution est & queue lourde, c¢’est-
a-dire que, si F est sa fonction de répartition, alors F n’est pas majorée et vérifie

T—r+00

Yy >0, F(x 4+ y)/F(z) —— 1. En effet on a, quand k — +oc0,

(k) 2m(k — 1) (k—gl)kil et (1- %)k_l et el 1

Tk+r1+1) ™ P P T
(k+1+7) SR (’i) k (1_k_1p> Kt er k
P

e

C’est le terme général positif d'une série convergente, donc, pour n,m > 1, par
critére de Cauchy :

r(1+1%) ndm
F(n+m)_p(n):u, Z - I'(k)

— — 0.
P k=n+1 <k + 1 + %> e

Donc F(m +n)/F(n) - 1car F(n) — 1.
n—-—+oo

n——+o0o
Au dela de ces deux propriétés, Yule compara également cette distribution aux

données quantitatives de I’époque et il obtint des résultats trés satisfaisant, comme, par
exemple, dans le cas des serpents pour le tableau suivant (|2]|, Table 1).

Number Number of genera
species in genus Observed Calculated
1 131 130.9
2 35 47.2
3 28 25.2
4 17 16.0
5 16 11.2
6 9 8.3
7 8 6.5
8 8 5.2
9to 11 13 11.1
12 to 14 3 7.2
15 to 20 7 8.8
21 to 34 14 9.2
35 upward 4 6.2
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2.2 Le modéle de Yule ou modéle ERM

Dans le cadre des arbres phylogénétiques, un genre se définirait comme le plus petit-
clade au-dessus de 'espéce. Alors il n’y a pas de genres de taille supérieure ou égale a
3 car si un clade a au moins 3 espéces, alors il a forcément un sous-clade d’au moins
2 espéces et il ne peut donc pas étre le genre de ces 2 espéces. Donc, si on essaye de
définir des genres qui soient des clades, alors ces genres seront tous de taille 1 ou 2. Les
genres ne semblent donc plus étre un critére pertinent pour comparer les formes des
arbres phylogénétiques.

Sans parler de genres, on peut se servir de nouveau du procédé de Yule pour définir
une suite de distributions sur les cladogrammes a partir de (b), appelée modéle de Yule.
On prend (X;);>0 une population d’espéces qui suit le procédé de Yule de paramétre
1, et on arréte le processus dés qu’il y a n espéces : on obtient alors un cladogramme
aléatoire a n feuilles en enlevant ’échelle temporelle et en attribuant aléatoirement les
étiquettes {1,...,n} aux espéces de maniére uniforme. On note alors 7)Y sa distribution.

Dans le but d’obtenir une famille & un parameétre, on pourrait essayer de modifier
le paramétre du procédé de Yule dans le modéle ci-dessus. On va cependant considérer
une classe de modéles encore plus grande, qui est celle des modéles que I'on peut décrire
par le procédé suivant. A l'instant ¢ = 0, il y a une espéce. Au fil du temps, il peut
y avoir un événement qui est soit une extinction soit une spéciation, c¢’est-a-dire, soit
une espéce A s’éteint, soit une espéce B se sépare en deux espéces B et B'. Le temps
entre un instant ¢ et le prochain événement et la probabilité que cet événement soit une
extinction ou une spéciation peut dépendre arbitrairement du nombre d’espéces qu’il y
a eu dans le passé. Mais si le prochain événement est une extinction alors chaque espéce
a autant de chance d’étre celle qui s’éteint, et si c’est une spéciation, alors chaque espéce
a autant de chance d’étre celle qui spécie. Pour n > 1, on arréte ce procédé au bout d’un
nombre K, d’événements fixé, et alors on note 7T, la distribution du cladogramme ainsi
obtenu aprés avoir attribué les étiquettes {1,...,n} aux espéces de maniére uniforme.

Pour k > 1, on note 73 'instant du k*™® événement (spéciation ou extinction) qui a
lieu, et on fixe 7p =0 :onadonc 0 =79 <7 < - - <7 < ---. On note alors X, le
cladogramme aléatoire obtenu a partir des espéces existante entre les instants 7, et
Tr : ainsi X a au plus k feuilles. Par définition, pour C' € C,, la mesure de C sous ce
modéle est T,,(C) = P(Xg, =C | Xk, € Cy).

Mais I'arbitraire laissé dans la définition de cette classe de modéle ne permet pas de
construire une famille de distributions a un paramétre, car tous ces modéles induisent
la méme distribution que le modéle ERM introduit ci-dessous (proposition 8).

Le modéle ERM (pour Equal Rate Markov), qui correspond en fait a la description
rétrograde des modéles précédents, est défini par le procédé suivant : on part de n
espéces que 'on voit comme n lignées de descendance, on tire uniformément une paire
parmi n(n—1)/2 paires de lignées et on joint ces deux lignées pour obtenir n— 1 lignées,
puis on réitére ce processus jusqu’a n’avoir plus qu’une seule lignée et on obtient alors
un cladogramme & n feuilles. On note T2%M Ja distribution de ce cladogramme aléatoire.

Proposition 8

Toutes les suites (7},),>1 de distributions obtenues a partir des modéles de cette

classe sont identiques a la suite (T°RM), 5, et donc en particulier a la suite (7)Y ),>1.
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Nous montrerons ce résultat en 2.3.

Le fait que tous ces modéles soient identiques signifie que la forme des arbres phylo-
génétiques ne dépend pas des taux globaux d’extinction et de spéciation si ’on suppose
qu’a chaque événement toutes les espéces ont autant de chance d’étre touchées. Un
changement de ces taux modifierait I’échelle temporelle des arbres, mais cette échelle
disparait dans le cladogramme.

2.3 Propriétés du modéle

Nous nous intéressons dans cette partie aux propriétés mathématiques du modéle
ERM. La proposition suivante montre que méme si ce modéle est construit a partir de
(b), il vérifie les propriétés (i) et (ii).

Proposition 9

ERM
Tn

La suite de distributions ( Jn>1 sur les C,, vérifie les propriétés (i) et (ii).

Démonstration :

(i) La propriété (i) est évidente car toutes les paires sont équiprobables.

(ii) Soit m > 1, on note d,, le nombre de procédés possibles pour obtenir un clado-
gramme a n feuilles (c’est-a-dire le nombre de suites de n — 1 paires de lignées
que l'on peut choisir). Pour C' € C,, , on note d(C) le nombre de procédés qui
permettent de construire C. Alors T2RM(C) = d(C)/d,,. De méme, on note d(B)
pour B une partie de C,.

Soient 1 < k < net C € C;. On veut montrer que TERM(QD;}C(C’))/TERM(ARH =
Ti(C). Il suffit de montrer que d(¢,, }.(C))/d(An) = d(C)/dy.
Se donner un procédé construisant un cladogramme de A, ;, revient & :

* choisir un procédé pour construire un arbre Cy € Cy, : dj possibilités;

* choisir un procédé pour construire un arbre Cy € C,_j (pour lequel on
remplace les étiquettes {1,...,n —k} des espéces par {k+1,...,n}) : d,,_x
possibilités ;

x choisir une maniére de fabriquer un procédé pour construire, en conservant
lordre des procédés de C; et Co, un arbre C’ & n feuilles qui contient Cy
comme sous-arbre et pour lequel C] est 'arbre obtenu en supprimant le
sous-arbre Co & C’ (et Paréte au-dessus de sa racine) : x possibilités (ne
dépend pas de C] et Cs ni des procédés, mais uniquement de leur longueur,
qui est fixe).

Donc d(Ap k) = di - dp—j - 2.
On peut facilement expliciter une expression de x, mais ici ce n’est pas nécessaire,
car = apparait également dans le calcul de d(y;,}(C)).

En effet, se donner un procédé construisant un cladogramme de gpgi(C) revient
a:
% choisir un procédé pour construire C' : d(C) possibilités;

* choisir un procédé pour construire un arbre Cy € C,_j (pour lequel on
remplace les étiquettes {1,...,n —k} des espéces par {k+1,...,n}) : dp_k
possibilités ;
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* choisir une maniére de fabriquer un procédé pour construire, en conservant
Pordre des procédés de C et Co, un arbre C’ a n feuilles qui contient Co
comme sous-arbre et pour lequel C est I’arbre obtenu en supprimant le sous-
arbre Cy : x possibilités.

Donc d(gog}C(C)) = d(C) - dy_k - © et donc on a bien d((p;’}c(C))/d(Amk) =
d(C)/dk. |

Le lemme qui suit permet de calculer simplement la probabilité d’un cladogramme
sous le modéle ERM et sera utilisé par la suite (en 4.4).

Lemme 10

Soient n > 2 et C € C,. Si k et n — k sont les tailles des deux sous-clades de la
racine de C' et si C), € Cy, et C),_1 € C,,_, sont ces deux sous-clades, alors

ERM _ 2 ERM ERM
T,(0) = CEIAR (Cr) - T5% (Cri)-

Cette relation de récurrence caractérise (T°8®M), -, car si pour N un nceud interne
de C, on note my la taille du clade associé a N et ky la taille de son plus petit

sous-clade, alors
2
ey = 1] e

N nceud de C (my — 1)(iN)

Définis ainsi, C}, et C,,_; ne portent pas les étiquettes {1,...,k} et {1,...,n — k},
donc n’appartiennent pas vraiment a Cj. et C,_;, mais leurs formes sont bien définies et,
comme (TERM), < vérifie (i), quelle que soit la maniére dont on modifie leurs étiquettes
pour qu’ils appartiennent a Cy et C,_j, 'égalité ci-dessus reste vraie.

Démonstration :

e Soit n > 2, d,, est le nombre de suites de n —1 paires de lignées que l'on peut choisir,
donc on a :

d, = (Z)(”;1> @) _ ”(712— 1) (n— 1)2(n—2) ,,,2; _ 2:71'((”_1)!)2'

Soit C' € C,,, on note k et n — k les tailles des deux sous-clades de la racine de C et
Cy € C, et Cp_g € C,_p, ces deux sous-clades. Choisir un procédé pour construire C
revient & se donner :

* un procédé pour construire Ck (qui a donc k — 1 étapes) : d(Cy) possibilités;

% un proceédé pour construire C,,_; (qui a donc n — k — 1 étapes) : d(Cp—g)
possibilités ;

* une partie X a k—1 éléments de [1,n—2] (le procédé pour construire C' consiste
alors, pour ¢ allant de 1 & n— 2, & effectuer une étape du procédé de Cy sii € X
ou du procédé de C,,_j, sinon (les deux procédeés étant ainsi effectués dans 1’ordre

en paralléle) et & terminer par I'étape qui relie Cy, et Cp,—g) : (Z:f) possibilités.
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On a donc d(C) = (Z:%) -d(Ck) - d(Cp—) et on en déduit :
(723) - d(Cx) - d(Cr)

dn,
() i dnk
= T
= k== D)L= D 2T geier Th (k) T (Coer)

9
= —— TGy - T (Cre).

(n=1)()

e Alors par une récurrence forte sur n, on obtient facilement I'expression de T°RM((C),
en se ramenant 3 des cladogrammes & une feuille qui ont une probabilité 1. [ ]

TER(C) =

T (C) - TR (Co)

On va maintenant montrer la proposition 8. On va pour cela montrer les deux lemmes
suivants.
Lemme 11

Le modele de Yule et le modéle ERM sont identiques : (ToM), 51 = (1)) )n>1.

n

Démonstration: Comme dans la définition de la classe de modéle en 2.2, on définit
(Xk)k>1 la suite de cladogrammes aléatoires obtenue par le procédé du modele de
Yule. On a ici X,, € C, parce qu'il n’y a que des spéciations et pour C € C,, T.Y (C) =
P(X, =0C).

e La suite (T)Y),>1 vérifie la propriété (i) par définition : une fois la forme fixée par le
processus, la répartition des étiquettes est uniforme sur I’ensemble des possibilités.

Le poids d’un cladogramme sous Tg ne dépend donc que de sa forme.
e Soit 1 < ¢ < n/2. On pose Z P'ensemble des cladogrammes & n feuilles dont le
plus-petit sous-clade de la racine a 7 feuilles.
Montrons par récurrence sur n > 1 que
2 §ii#£n/2
sii=n/2

o
N
=
I
—
-

3
—

C’est évident pour n = 1.

Soit m > 2, supposons le résultat vrai au rang n — 1. Supposons i # n/2 et i #
(n—1)/2.

Si X, € I, alors X,,_1 € Iinfl ou X,_1 € Ii"_? et ces événements sont disjoints,
donc :

P(X, €I =P(X, €I | Xp1 € I Y P(X,1 € 7Y
+P(X, €I | X1 €I P(Xpo1 € I77Y).

Par hypothése de récurrence, P(X,,—1 € T ) = 2/(n — 2) et P(X,,—1 € I'}') =
2/(n—2)cari# (n—1)/2.

D’autre part, P(X,, € I/ | X—1 € Iffl) est la probabilité que ce soit une espéce
du clade de X,,_1 a n — i — 1 éléments qui spécie et P(X,, € I | Xp—1 € T"}') est
la probabilité que ce soit une espéce du clade de X,,_1 4 7 — 1 éléments qui spécie.
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Soient n > 2, X une variable aléatoire a valeurs dans C, de loi
variable aléatoire uniforme sur [1,n] indépendante de X.

Donc on obtient :

n—i—-1 2 i-1 2 2
: -

TY (I = P(X, € II') = . _ _
w (Z7) (Xn € 7)) n—1 n—-2 n—1 n—-2 n-1

Comme C,, est I'union disjointe des Z!* pour 1 <i < [n/2], on en déduit la résultat
pour la derniére valeur de ¢ en utilisant que Tg est de masse totale 1 : si n est
impair, pour i = (n —1)/2, TY(Z") = 2/(n — 1) et si n est impair, pour i = n/2,
TY(Z0) = 1/(n—1).

Suite & la premiére spéciation & 'instant 71, X9 est I'unique cladogramme & deux
espéces. Supposons qu’a cet instant on fixe arbitrairement 1’orientation gauche droite
de la racine (avec probabilité 1/2 pour chaque possibilité). Alors chacune des deux
espéces filles se reproduisent selon des procédés de Yule indépendants : les deux
cladogrammes X et X¢ associés aux sous-clades gauches et droites de la racine
sont indépendants et suivent chacun le modéle de Yule (si on réindice ses procédés
par les instants ou ils gagnent une feuille, en partant de 1). Le fait que ces sous-
cladogrammes n’aient pas pour étiquettes un ensemble [1, k] mais un sous-ensemble
de [1,n], n’empéche pas de définir leur poids sous T}Y car le modéle de Yule vérifie
la propriéte (i).

On note g, (k) la probabilité que XJ ait k feuilles.

Si k # n/2, on note i = min(k,n — k), alors g, (k) = T,Y(Z")/2 = 1/(n — 1) car la
clade de gauche a une chance sur deux d’étre la plus petite.

Si k =n/2, alors ¢, (k) = TJ(I,’;/Q) =1/(n—1).

Comme les deux sous-clades se comportent récursivement selon le méme modéle, on
vient de vérifier que (T.Y),>1 était le modéle de branchements de Markov associé
(gn)n>2 (cf définition 19) et on peut donc appliquer le lemme 20 qui montre, dans
un cadre plus général, que sin > 2 et C € Cy, si k et n — k sont les tailles des deux
sous-clades de la racine de C' et si Cy € C, et Cp,_i € C,,_f, sont ces deux sous-clades,
alors

TY C — 2- Qn(k) 2
=" w00

Or cette relation de récurrence caractérise (T-%M),>1 d’aprés le lemme 10 donc
(T )n>1 = (T ) nz1.

Ty (Ck) - Ty (Cri) = T (k) - Ty (Crp)-

Lemme 12

ERM
Tn

e Soit Y le cladogramme aléatoire a n — 1 feuilles obtenu en supprimant I'espéce
I de X, puis en resdistribuant de maniére uniforme les étiquettes {1,...,n—1}

sur les feuilles du cladogramme ainsi obtenu. Alors la loi de Y est TERM,

e Soit Z le cladogramme aléatoire & n + 1 feuilles obtenu en spéciant ’espéce
I de X (la feuille I est remplacée par un clade de 2 espéces), puis en resdis-

tribuant de maniére uniforme les étiquettes {1,...,n + 1} sur les feuilles du
cladogramme ainsi obtenu. Alors la loi de Z est TR\
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Démonstration:
e Soit C € C,—1. Comme le modele ERM vérifie la propriété (ii), on a

TERM(C) - TnERM(%:;zA(C))
el B TERM(An,n—l)

=T, (o1 1(0))
car Ay, 1 est U'ensemble des C' € C, tels que {n} est un clade dans C’, donc
Apn-1="Cyp . On a donc P(gp,,—1(X) = C) = TEEM(C).

On rappelle que pour C’ € C,, et 0 € S, C! est le cladogramme obtenu par permu-

tation o des espéces. Comme le modéle ERM vérifie la propriété (i), on a X tol X

Pour ¢ € [1,n], on note o; = (i n). Alors 'arbre obtenu en supprimant ’espéce
i de X est de la forme de ¢y n—1(Xo,;). Si T =i, Y est égal & ¢, n—1(Xy,) & une
permutation des espéces prés qui est tirée uniformément dans S,,_1, donc

P(Y—C)—iimy—cu—i)

i=1

-y (n_ll), > P((pan-1(Xe)), = C)
1=1

oESH—1

= %Z (n—ll)' Z P(@n,nfl(X&OUi) = C)
=1

o€Sn_1

I 1 loi
= ﬁ Z W Z TT]ZEE{INI(C) car X g X&Oo’i
i=1 ’

UESnfl
=T,5(0)

ou & est la permutation de [1,n] dont la restriction a [1,n — 1] est o.

On a donc montré que Y a pour loi TPRM,

e Cette propriété est une conséquence directe du lemme 11. En effet, on sait que
X a la méme loi que X, le cladogramme du modéle de Yule obtenu aprés n — 1
spéciations. Or X, 1 est par définition le cladogramme obtenu & partir de X, aprés
une spéciation supplémentaire, touchant une espéces tirée uniformément parmi les

n especes de X,,. Donc Z a la loi de X, 11, c’est-a-dire TT}]H ,;EflM

Démonstration de la proposition 8:

On considére un modéle appartenant & la classe de modéles définie en 2.2, on note
(Th)n>1 la suite de distributions associée et X}, le cladogramme aléatoire obtenu aprés
le (k — 1)®™€ ¢vénement. Par définition, pour C' € C,, la mesure de C sous ce modéle
est T,,(C) = P(Xk, = C | Xk, € Cp). On va montrer plus généralement que pour
tous n,k € N*, P(Xy = C et X, € Cp) = TERM(C) . P(Xy € Cp) et on aura donc
(Tn)nzl = (TERM)HZL

Pour cela on procéde par récurrence sur k > 1 avec pour hypothése de récurrence
Hy - « Pour tous n > 1, f: NF-1 5 R, et F:C, — R, mesurables,

E[f(#X1, .. #Xo1)F(Xp) Lgx,=n) = EVME]-E[f(#X1, ..o, #X6-1) Lax,—n] »

otl #X; est le nombre de feuilles de X; et EERM[F] est I’espérance de F' vue comme
une variable aléatoire définie sur (C,,, ToRM).
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e Pour k = 1, X; est 'unique cladogramme a 1 feuilles. On a donc directement Hy
vraie.

e Soit k > 1, supposons Hy.
Soient n > 1, f : N1 — R, et F : C, — R, mesurables.
Xk est le cladogramme obtenu & partir de X} suite au k°me évenement. On note
S = {le k™ événement est une spéciation} et Ej, = {le k*™¢ événement est une
extinction}.

E[f(#Xb ) #Xk)F(Xk+1)]l#Xk+1:n] =K [f(#Xb cee #Xk)F(Xk+1)]l#Xk+1:n]lSk]
+E[f(#X1, .. #Xp) F(Xk11) Lgx, =15,

Notons A et B les deux termes de droite dans I’égalité ci-dessus.
Sous les événements Sk et {#Xky1 = n}, on a #X; = n — 1 et Xpyq est obtenu
A partir de X en spéciant ’espéce I de Xj, ot I est une variable aléatoire uni-
forme sur [1,n — 1] indépendante de X7, ..., Xk, et en redistribuant les étiquettes
uniformément, indépendamment de X1,..., X et I. Alors on a

A= E[f(#Xl, ce #Xk)F(Xk)ﬂSk:ﬂ‘#Xk+1:n]

ot F:C, 1 — Ry est définie, pour C € C,,_1 et ;(C) le cladogramme obtenu en
remplacant lespéce i de C par le clade {i,n}, par

n—1
FO)= 123 2 S F(W(0)),)
=1

n—1 !
) oeSy

car on peut intégrer dans I'espérance par rapport a I et au tirage des étiquettes, qui
sont indépendants entre eux et de X7, ..., Xg.
Comme sous S on a {#Xp11 =n} = {#X, =n — 1}, on obtient

A=E[f(#X1,...,#Xp—1,n — 1) 1s, F(Xp)Lgx,=n1]
=EFRVIF) - E[f#X1, . #X—1,n — Dlg, Lyx,—n1]

d’aprés Hj, car 1g, est une fonction du nombre d’espéces qu’il y a eu avant 7y, c’est-
a-dire une fonction de #X7, ..., # Xk qui sous {#X = n — 1} devient une fonction
de #X1,..., #Xr 1.
Par définition, EERM[F] = E[F(X)] ot X est une variable aléatoire & valeurs dans
Cn_1 de loi TPRM Par construction de F, E[F(X)] = E[F(Z)] ou Z est la variable
aléatoire & valeurs dans C,, définie dans le 2™ point du lemme 12. D’aprés ce lemme,
on a E[F(Z)] = EERM[F.
En utilisant de nouveau que sous Si, on a {#Xp11 = n} = {#Xx = n — 1}, on
obtient

A=E"MF]-E[f(#X1,..., #Xe)ls, Lgx, . =n)-

On raisonne de maniére analogue pour calculer B. Sous les événements Ej et {# X1 =
n}, on a #Xr = n+ 1 et Xpq est obtenu & partir de X, en supprimant ’espéce
I de Xy, ou I est une variable aléatoire uniforme sur [1,n + 1] indépendante de
X1,...,Xg, et en redistribuant les étiquettes uniformément, indépendamment de
X1,..., X, et I. On a alors

B=E[f(#X1, ., #X) F(Xp) 15, Lix,,,=n)
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ot F Cnt1 — R4 est définie, pour C' € C,,—1 et avec les notations de la démons-
tration du lemme 12, par

) 1 n+1 1
F(C) = nt1 ; mg; F(‘Pn,nfl<X&oci))-

De méme, en utilisant Hj et le 1°¥ point du lemme 12, on obtient

B=EEVIF - E[f(#X1,.... #X1)1E Lgx,—n_1]
= ]ETI?RM[F] ' E[f(#X17 LR #Xk):ﬂ-Ek]]-#Xk+1:n] .

Ceci montre Hj4; car, comme 1g, + 1g, = 1,

E[f(#X1,. .., #Xk)F(Xps1)Lux,,,—n]| = A+ B
=EMF]-E[f(#X1, - #X6) Lgxy s =n) -

Ceci conclut la récurrence. Soient n, k € N* et C € C,, on peut appliquer le résultat
que l'on vient de montrer pour avoir

P(Xy = C et Xi € Cn) = E[lx,=c - Lyx, =]
= E,"M[F] - E[lyx,=n]
= TFRM(C) - P(Xy, € Cp),

qui est ce que ’on voulait montrer. |

Tous les modéles définis en 2.2 étant identiques, on utilisera dans la suite uniquement
le nom modéle ERM pour les désigner tous.

3 Autres distributions particuliéres

La tentative d’obtenir une famille de distributions a un paramétre a partir de (b)
ayant échoué (puisque qu’on ne récupére ainsi qu’un seul modéle), on peut essayer de
construire d’autres modéles & partir des propriétés (i) et (ii).

3.1 Le modéle PDA

Définition 13

Le modéle uniforme ou modéle PDA (pour Proportional to Different Arrangements)
a pour suite de distributions (TYP4), >, ott TPPA est la probabilité uniforme sur C,,.
Pour n > 1, on pose ¢, = #C, et ainsi VC € C,, TF*P2(C) = 1/c,,.

Lemme 14
Pourn>2¢,=02n—-3)!!=1-3---(2n—5) - (2n — 3).

Démonstration: Un arbre binaire & n feuilles a 2n — 1 neeuds et donc 2n — 2 arétes. On
rajoute ici une aréte au-dessus de la racine (il a alors 2n — 1 arétes). Alors, pour n > 1,
se donner un cladogramme & n + 1 feuilles revient & :
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* choisir un cladogramme a n feuilles (qui contient donc les espéces étiquetées de 1
an) : ¢, possibilités;

« choisir une aréte de ce cladogramme (on sépare alors cette aréte en deux par un
nceud, dont le deuxiéme fils est 'espéce étiquetée par n+ 1) : 2n — 1 possibiliteés.

Donc ¢p41 = (2n — 1)¢, et on en déduit le résultat car ¢ = 1. [ |

Proposition 15

La suite de distributions (T¥P4),5; sur les C,, du modéle PDA vérifie les propriétés
(i) et (ii).

Démonstration :

(i) Pour tousn > 1, C € Cy et 0 €S, on a TYPA(C) = 1/c,, = TPPA(C,)

(ii) Soient 1 <k < net C € Cg. On veut montrer que TEDA(ap;}C(C))/T};DA(An,k) =

T, (C). 1l suffit de montrer que #(@;’}C(C))/#.An,k =1/cg.
Se donner un cladogramme de A,, j, revient a :

* choisir C € Cy, : ¢ possibilités;
* choisir C, , € Cy, 1 (pour lequel on remplace les étiquettes {1,...,n—k} des
espéces par {k+1,...,n}) : ¢,_p possibilités;
* choisir I'aréte de C}, a laquelle on fixe C,, ;, : 2k — 1 possibilités.
Donc # A,k = ¢k - cpi - (2k — 1).
D’autre part, se donner un cladogramme de A, ;, revient a :
* choisir Cy, 1, € Gy (pour lequel on remplace les étiquettes {1,...,n—k} des
espéces par {k+1,...,n}) : ¢,_x possibilités;
* choisir I'aréte de C' & laquelle on fixe C,, ;. : 2k — 1 possibilités.
Donc #(@;}C(C’)) =cpk - (2k—1).
On en déduit alors que #(QD;}C(C))/#.Amk = 1/¢. [ |

3.2 Le modéle du peigne

Définition 16

Le modéle du peigne a pour suite de distributions (7?),>; ou T est la distribution
du cladogramme aléatoire a n feuilles qui a la forme suivante et dont les espéces
sont réparties uniformément parmi les positions possibles.
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Seules les deux derniéres positions sont indifférenciées pour le cladogrammme, il y
a donc, pour n > 2, (Z) - (n — 2)! positions différentes des espéces et on en déduit :
2 .
Vn >2,VC € C,, TP (C) = { ol S C a la forme d'un peigne
0 sinon

Proposition 17

La suite de distributions (7),,>1 sur les C,, du modé¢le du peigne vérifie les propriétés

(i) et (ii).

Démonstration :

(1) (T)n>2 ne dépend que de la forme des cladogrammes donc vérifie (i).

(ii) Soient 1 < k < n et C € C. On veut montrer que Tﬁ(g0;7}€(0))/T,§(An,k) =
T3x(C).

* Si C n’a pas la forme d’'un peigne, alors soit C’ € 90;,}@(0)7 C’ admet {k +
1,...,n} comme clade et en le supprimant on obtient C' donc C’ n’a pas
la forme d’un peigne (en supprimant un clade & un peigne, on conserve un
peigne).

Donc Ty (0, () /T8 (An) = 0 = T;,(C).
* Supposons que C' a la forme d'un peigne et que k < n — 2.
Les éléments de go;}g(C) qui ne sont pas de masse nulle sont les clado-
grammes en forme de peigne, admettant {k + 1,...,n} comme clade et
dont C' est le cladogramme obtenu en supprimant ce clade. Donc comme
n—k > 2, ce sont les cladogrammes en forme de peigne, dont {k+1,...,n}
sont les n — k espéces & droite dans la représentation de la définition 14
et ou les k espéces & droite sont celles de C' (mis sous la forme de la dé-
finition 14) dans I'ordre, sauf pour les deux derniéres, dont la position est

indifférenciée pour C mais pas pour C’. Donc @ZZ(C) contient exactement

(n—k

5" )(n—k—2)!-2=(n—k)! éléments en forme de peigne donc :

2-(n—k)!

n!

T (e i(C)) =

De méme, les éléments de A, ;, qui ne sont pas de masse nulle sont les clado-
grammes en forme de peigne, admettant {k+1,...,n} comme clade, c’est-a-
dire dont les n— k espéces a droite sont {k+1,...,n} dans la représentation
de la définition 14 (donc dont les k espéces a gauche sont {1,...,k}). Donc
Ay, 1 contient exactement ("gk) (n—k—=2)-k!'=(n—k)! k!/2 éléments en
forme de peigne donc :

(n—Fk)!- k!
n! '

T3 (An) =

Donc on a bien TS(@%E(C))/TS(A,LH =2/k! =T(C).

* Supposons que C a la forme d’un peigne et que k =n — 1.
Alors tous les cladogrammes de C,, admettent {n} comme sous-clade, donc
An,k =C, et T?E)(An,k) =1.
D’autre part, les éléments de gpg}g((}') sont les cladogrammes obtenus en
rajoutant ’espéce n & C' (en rajoutant un nceud au milieu de 'une des 2k —1
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arétes de C, dont celle rajoutée au-dessus de la racine). Le cladogramme
obtenu a une forme de peigne si et seulement ’aréte choisi et celle au-dessus
de la racine ou 'une des arétes de la diagonale supérieure droite de C' (dans
la représentation de la définition 14). Donc cp;}f(C’) contient exactement

k éléments en forme de peigne donc, comme k = n — 1, Th (¢, 1(C)) =

2/(n— 1)
Donc on a bien TE((p;}C(C))/TE(Amk) =2/(n—1)!=T,(C) (cark=n—1). A

Le modéle du peigne correspond a un "déséquilibre maximal", au sens de la notion
de déséquilibre définie en 4.1.

3.3 La conjecture d’Aldous

Comme aucun autre modéle dont la suite de distribution associée vérifierait (i) et
(ii) n’a été construit, Aldous énonce dans |1] la conjecture suivante :

Conjecture 18

Les 3 suites de distributions du modéle ERM, du modéle PDA et du modéle du
peigne sont les seules & vérifier (i) et (ii).

4 Le modéle Béta

4.1 Pourquoi introduire ce modéle ?

D’apreés la conjecture 18, il semble donc que 1'on ne peut pas trouver une famille
de distributions a un paramétre caractérisant (i) et (ii). Cependant les trois modéles
vérifiant (i) et (ii) ne sont pas satisfaisant car ils ne permettent pas de retrouver la
forme des arbres phylogénétiques publiés dans TreeBASE.

Une maniére de décrire cette forme est de s’intéresser au déséquilibre de ’arbre et
plus précisément a la taille des deux sous-clades d’un nceud : & chaque noeud, on associe
un couple (m, i), ot m est la taille du clade associée a ce nceud et i est la taille du plus
petit de ses deux sous-clades fils (donc 1 < i < m/2).

Si i est proche de m /2, le nceud est équilibré et si ¢ est proche de 1, il est déséquilibré.
En particulier, la forme du peigne est donc bien la forme la plus déséquilibrée dans ce
sens.

En observant les arbres phylogénétiques disponibles dans la base de donnée Tree-
BASE, on remarque que les nceuds sont en grande partie déséquilibrés, comme par
exemple dans cet arbre (2] Figure 2, issu de TreeBASE) représentant 25 espéces de
phoques :
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17

(1] eopiqis esng ™

[T] ey3ue) 20yg
(1] epidsty esng
[1] eoidses esng
(2] sng eaphyug

[Z] eutuos eSunoy |

[Z] eueoUOWE SopERY
[z] stisonsnSue eSunoirp

{1] sisuspeueo enny

[g] issos eooydorewrn — ]
[g] euymuaeooud —

[¢] streardon snydeuop ~ |
[g] snyoeuowr SNYIRUON

[z] tpue[suIneyds SNYIBUOIN _I_I-l
-

[Z] xAuoday e3rupdy

[z] snd£i18 snuaoyotey
[z] mieisud etoydoiskD

[1] eieiosey eooydonsiy J-I_I
[¢] snuewwogies saydoez ™1

[2] sn8eydoutares uopoqo]
[Z] uisppam saroydskuoyday
(1] snotpurusoid snqydoSeg | r
[z]) smieqreq snyieuSuzg
[Z] stewso1 snuaqopQ

On obtient alors & partir de cet arbre le tableau suivant (|2] Table 2), regroupant
les couples (m, i) pour tous les nceuds tels que m > 6 (si m est trop petit, "i proche de
1" et "i proche de m/2" n’ont pas de sens) :

Size of Size of smaller
parent clade daughter clade

25
24
23
22
21
19
10

=00 = N O DN

Sy O =1 -1 0 WO O

On observe qu’a part les deux couples (19,9) et (6,3), tous les autres nceuds sont
déséquilibrés.

On se demande alors si les modéles introduits précédemment fournissent des clado-
grammes avec un déséquilibre similaire, comme le modeéle de Yule pour les genres qui
correspondait bien aux données. Cependant, comme on le constatera en 5, le modéle
ERM fournit des cladogrammes plus équilibrés que ceux trouvés dans TreeBASE. En
revanche, le modéle PDA fournit des arbres plus déséquilibrés. Ces deux modéles ne
permettent donc pas de prédire la forme des arbres phylogénétiques.

On cherche donc une famille de distributions & un paramétre contenant ces deux
modéles, qui permettrait donc peut-étre d’obtenir un modéle "entre" les modéles ERM
et PDA qui aurait un déséquilibre semblable a celui des données.
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4.2 Modéles de branchements de Markov

Définition 19

Pour n > 2, soit g, une distribution sur [1, n—1] symétrique (pour tout 1 <i < n—1,
qn (i) = gn(n—1)). Le modéle de branchements de Markov associé a la suite (¢, ),>2 est
le modéle pour lequel un cladogramme aléatoire est obtenu par le procédé suivant :

e La racine d’un arbre aléatoire a n feuilles a ¢ feuilles sur sa branche gauche et
n — ¢ sur sa branche droite, ot ¢ est choisi aléatoirement avec pour loi ¢,. Le
choix des 7 espéces de la branche gauche est uniforme parmi les (’Z) possibilités.

e On répéte récursivement ’étape précédente sur chacune des deux branches.

e [’arbre obtenu s’interpréte comme un cladogramme en o6tant les marqueurs
gauche/droite.

Remarque: La suite de distribution (7},),>1 associée & un modéle de branchements
de Markov vérifie (i) car, & chaque noeud, la répartition des espéces de chaque coté
du nceud ne dépend pas des étiquettes des espéces.

Pour les modéles de branchements de Markov, comme dans le lemme 10 pour le
modéle ERM, on obtient une relation entre la probabilité d'un cladogramme et les
probabilités des deux sous-cladogrammes de sa racine, qui fournit un moyen assez simple
de calculer la probabilité d’un cladogramme sous ce modele :

Lemme 20

Soient (¢n)n>2 une suite de distributions symétriques sur les [1,n — 1] et (7},)n>1
la suite de distributions sur les C,, associée au modéle de branchements de Markov
associé a (¢n)n>2-

Pour tous n > 2 et C € C,,, si k et n — k sont les tailles des deux sous-clades de la
racine de C et si C}, € Cy et C,,_i € C,,_ sont ces deux sous-clades, alors

Tn(C) = & (qg)(k)

Si pour N un nceud interne de C, on note (my,iy) le couple correspondant a la
taille du clade associé a N et la taille de son plus petit sous-clade, alors

T (Ck) - Tk (Cr—p).

)= ] 2 Gy (in)

N nceud de C (T]\J[V )

Démonstration: Soient n > 2 et C € C,,, k et n — k les tailles des deux sous-clades de
la racine de C' et C}, € C, et Cp,_i. € C,,_ ces deux sous-clades. Il faut traiter les deux
cas k # n/2 et k = n/2 séparément.

e Si k # n/2, la probabilité de C sous T, est le produit de :

* la probabilité que les deux sous-clades de la racine soient de tailles k et n — k :
an(k) + qn(n — k) (car k # n — k donc les deux choix sont bien distincts) ;
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x la probabilité que les n espéces soient bien réparties dans les deux sous-clades :
/()

« la probabilité que le sous-clade ayant k espéces soit Cy : T (Ch) ;

* la probabilité que le sous-clade ayant n — k espéces soit Cy_p : T (Cr—k)-

Comme ¢, (k) = gn(n — k), on a donc :

i) =2
k

e Si k =n/2, les deux sous-clades de la racine sont de méme taille donc le choix de
quel sous-clade est C} et lequel est C,_; est arbitraire. Une fois ce choix fixé, la
probabilité de C sous T, est le produit de :

“Ti(C) - Tk (Cr—g)-

x la probabilité que les deux sous-clades de la racine soient de tailles k et n — k :
an(n/2);

* la probabilité que les n espéces soient bien réparties dans les deux sous-clades :
2/ (7;}2) (le facteur 2 provient du fait que les deux sous-clades sont encore indif-
férenciés puisqu'’ils ont la méme taille) ;

« la probabilité que le sous-clade ayant les n/2 espéces de Cy, soit Cy, : T(Cy) ;

« la probabilité que le sous-clade ayant les n/2 espéces de C,_j soit Cp_j :
Tn—k(cn—k:)'

On a donc aussi :

ic) =2
k

On en déduit alors par une récurrence forte sur la taille des cladogrammes, 1’ex-
pression de T,,(C). [

“T(Ck) - Tr—k(Cr—k).

Définition 21

Soit f :]0,1[— R, symétrique (pour tout x €|0,1[, f(x) = f(1 — x)) et telle que
01/2 xf(z)dr < +oo. Le modéle de branchements de Markov associé a f est le modéle

de branchements de Markov associé & (g,)n>2 avec :

pour 1 <i<mn-—1,¢q,(i) = i(n) /1 7'(1—2)" " f(z)dz
0

an \ 1

et ou a, est la constante normalisatrice :

ay, = /0 (1—a"—(1—2)")f(x)du.

Démonstration: Vérifions que le modeéle est bien défini.

e Par symétrie de f, comme f01/2 xf(z)dr < 400, on a aussi f11/2(1 —x)f(z)dx < 400,
pour 1 <i<n—1, 2+ 2°(1 — )" f(x) est intégrable sur ]0,1/2] (car i > 1) et
sur [1/2,1[ (car n — i > 1). Donc g, est bien définie.
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e ¢, est bien une mesure de probabilité :

n—1

3 <’Z> /01 2 (1 — )" f(x)dw = /01 [( no (?) p(1=2)") =" = (1-2)"| f(2)dz

i=1 1=

1
:/0 (1—2"—(1—2)")f(z)dx

e g, est symétrique car f l'est. |

Proposition 22

Si f est la densité d’une probabilité sur [0,1] (et que f est symétrique), alors le
modéle de branchements de Markov associé & f s’interpréte en termes de séparations
d’intervalles :

e On commence avec n particules portant des étiquettes de 1 & n, chacune placée
uniformément sur [0, 1].

e On sépare l'intervalle en un point aléatoire de [0, 1] choisi avec densité f.

e Pour chacun des deux intervalles, s’il contient au moins deux particules, on
répéte ce procédé, en séparant chaque intervalle [a; b] en un point a+ X (b—a),
ou les X sont indépendants de densité f.

e QQuand chaque intervalle ne contient plus qu'une particule, on interpréte les
séparations successive comme un cladogramme aléatoire, comme illustré dans
la figure suivante.

3. 5 1 4 2
|

On note que si, aprés la séparation d’un intervalle, I'un des deux sous-intervalles
contient aucune particule, alors cette séparation est supprimée.

Pour démontrer cette proposition, nous allons utiliser le lemme suivant :
Lemme 23

Soient a < bet Uy, ..., Uy des variables aléatoires indépendantes uniformes sur [a, b)].
On pose (11, ...,T}) le k-uplet ordonné par ordre croissant de (U, ..., Uy) : il existe
¢ une variable aléatoire & valeurs dans Sj telle que pour 1 < i < k, T} = Uy et
pour ¢ < j, T; < Tj. Alors la loi de (13, ...,T}) est de densité p ot :

k!
V(ty, .o tk) € RF plty, . 1) = o Loty <<ty <b-

En particulier, on a I'égalité :

b—a)k
]]_t1<...<tkdt1 et dtk = u
a0l !
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Démonstration du lemme: Pour o € Sk, on pose Ay = {Uy1) < -+ < Uy} et
B={3i#j:U;=U,;}. Alors on a :

Q=BLU |_| A, et P(B)=0.
oESE

En effet, pour i # j, P(U; = Uj) = P(U“U].)({(x,x) | z € [a,b]}) = 0 car U; et U; sont

indépendantes et & densité et que A({(z,z) | z € [a,b]}) = 0.

Soit ¢ : R¥ — R continue et borneée,

Elp(Ti, ..., To)] = Y Elp(Th, ..., Te)la,]
oSy,

= Z E[@(Ua(lﬁ SER) Ua(k:))]]-Ug(l)<--~<Ua(k)]
oSy,

1
o€eSy V1
N Z / P(v1, - ) Loy <co '$-dv1-~-dvk
es,, V abl o ' " (b—a)k
0ES )

=N /Rk P, Uk) Lage) <<t (b—a)F dvy - - - duy,
- /k o(vi, ..., ) - p(v1, ..., v) - dvy - - - dog.
R C
Donc (T1,...,Ty) est de densité p. L’égalité suivante s’obtient a partir de [pop=1. W

Démonstration de la proposition: Les n particules placées dans [0, 1] correspondent a
Ui, ..., U, des variables aléatoires indépendantes uniformes sur [0, 1]. On pose (T4, ..., Ty)
le n-uplet ordonné par ordre croissant de (Uy,...,U,).

On note X la variable aléatoire correspondant & la position du point de séparation.
Elle suit la loi de densité f.

X et (T1,...,T,) sont indépendants donc la loi de (X,T1,...,T,) a pour densité

(tl, . ,tk) — f(l’)]longl -n! :H.QSt1<...<tn§1
e Soit 1 < ¢ < n—1. La probabilité de séparer les n espéces en un groupe de ¢ espéces
& gauche et un groupe de n — 1 espéces & droite est la probabilité que T; < X < Tj1

sachant que 71 < X < T, (sinon le tirage de la séparation est supprimé). En utilisant
le lemme 23 :

P(T; < X <Tij1) = / Ly <octiy - f(2)lo<a<t - 1! Lo<yy <oct,<1dzdty - - diy,

Rn+l

1
:/ n'(/ _]lt1<...<tidt1-~dti>(/ _]lti+1<...<tndt,-+1---dtn>f(x)dx
0 [0,z] [z,

1 i (1 )
/n!-?-“-f(x)da:
0

il (n—1a)!
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n—1 n—1

et P(My <X <T,) =Y PT <X <Ti1) =an »_ qu(i) = an.
1=1 =1

Donc la probabilité de séparer les n espéces en un groupe de ¢ espéces & gauche et
un groupe de n — ¢ espéces & droite est :

P(T; < X < Tip1)
P(Tl <X< Tn)

PT,<X<Tinn | Th <X <Ty) = = qn (7).

Soient 1 <4 < n et I une partie de [1,n] & i éléments. Sachant que T; < X < Tj11,
on cherche la probabilité que les ¢ espéces a gauche de la séparation portent les
étiquettes de I, c’est-a-dire la probabilité que ¢(I) = [1,14], avec ¢ défini comme dans
le lemme 23.

On pose G ={o €S, |o(I)=[1,i]}. On a les inclusions :

Bu| | A c{s() = [1,i]} C | | Ao
o€g o€g
Comme P(B) = 0, on en déduit :

Pe(D) = [ | T < X < Toon) = SB[, | T < X < Ty
c€eg

= P(T; < X < Tig1)

Or pour o € Sy, en effectuant le changement de variables (v1,...,v) = (Ug(1); - - > Uo(n) )

E[]]‘Ua(l)<"'<Ua(i)§X<Ua(i+1)<"'<Ua(n)] = / “ ]]~0§’U1<"'<’U2'S$<’Ui+1<"'<’L)n§1f(x) : dxd'l)l e dvn
Rn

:%‘P(TiSX<Ti+1>
d’apres le calcul de P(T; < X < Tj41 effectué au point précédent.
On a donc P(¢(I) = [1,4] | T3 < X < Tiy1) = #G/nl. Or se donner un élément de G
revient a se donner une bijection de I dans [1,i] et une bijection de I ~\ [1,7] dans
[i+1,n], donc #G =i!- (n—1)!. On obtient ainsi P(¢() = [1,i] | T} < X < Tj+1) =
1/ (l:) Le choix de ’ensemble I des étiquettes des ¢ espéces dans le groupe de gauche
est donc uniforme sur 'ensemble des parties a i éléments de [[1, n].

On a montré que la premiére étape des deux procédés est identique : séparer les n
espéces en 2 groupes avec la probabilité g, (i) que le groupe de gauche ait i espéces
et ensuite avec un choix uniforme de ces i espéces. Le procédé de branchement de
Markov consistant & répéter récursivement cette étape a chaque groupe, il suffit de
vérifier que le procédé de séparations d’intervalles fait de méme.

Pour cela il suffit de montrer que si un intervalle obtenu aprés séparation contient
1 espéces, alors ces ¢ particules suivent la loi d’un ¢-uplet de variables aléatoires
indépendantes uniformes a valeurs dans cet intervalle.

Fixons 1 < i < n — 1. On se place sous la condition {T; < X < Tj+1} et on note
alors P et E la probabilité et la fonction espérance associées a ce conditionnement.
Montrons que sous P, la loi conditionnelle de (Th,...,T;) sachant X est la loi d’un
i-uplet ordonné de variables aléatoires indépendantes uniformes a valeur dans [0, X].
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Déterminons d’abord la loi de (X, T1,...,T,) sous P. Soit p: R S R,

Elp(X,T1,. .., Tn) 1< x<Tips ]

(— 1

__ 1 ./ng(:c,tl,...,tn)f(w)

anGn (1)
- ]]‘OStI<"‘ti§$<ti+1<'“<tn§1dxdtl e dtn

Donc la loi de (X, T1,...,T},) sous P est la loi de densité p; ou :

n!
pl(xv ... vtn) = GnQn(i) : f(.I) ) IL0951<~~'t«;§36<ti+1<~-<15n§1'

On en déduit alors que la loi de (X, T1,...,T;) sous P est la loi de densité py o :

po(x,t1,... . t;) = / .pl({L‘,tl, ooy tp)dtiy - diy,
Rn—1

n!
" angn(i) - f() - 10§t1<--.<ti§m§1/{ ; iy <ctn dbigr - - dty
A x, n—1i
n! (1— 2y
- : -1 <t RS
anqn(i) f(a?) 0<t; < <t;<x<1 (n — i)!

Et que la loi de X sous P est la loi de densité p3 ol :

n! (1—2)"
= t1,...,t;)dty-- - dt; = < - s 7 lo<a<1-
pa@) = [ palastrs. . )i e 1@ e e

Déterminons maintenant, sous P, la loi conditionnelle de (Th,...,T;) sachant X.
Soient ¢ : R* — Ry et ¢ : R — Ry,

E[(p(Tl, e ,Tn)w(X)] = /RiH o(t1, .., ti)(x) - pa(w, ty, ... t;)dadty - - - dt;

1
= / </ @(tl, N ati)ﬂ0§t1<---<ti§xdt1 e dth)
0 R?

n! (1—az)nt
¢(x)mf($)7

7!
/ </ @(tla-"7ti)]10§t1<--~<t¢§zidtl"'dtz) Y (x)ps(x)de
R Ri x

- 7!
E |:1,Z)(X) / go(tl, e 7ti)10§t1<---<ti§Xﬁdtl R dt1:| .
Rz

Donc, pour tout ¢ : R® — R, comme la variable aléatoire de droite dans l'inégalité

ci-dessous est bien o(X)-mesurable,

7!
go(tl, e ti)ﬂ0§t1<-~~<ti§X§1th1 <o dt.

Blo(Ti T %)= [

Rz
Donc sous If”, la loi conditionnelle de (77, ...,T;) sachant X est la loi de densité :

7!
(tb cee ,ti) — 10§t1<~--<ti§X§1F-
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C’est donc bien la loi d’un i-uplet ordonné de variables aléatoires indépendantes
uniformes a valeur dans [0, X].

Et, par symétrie, sous P, la loi conditionnelle de (Ti41,--.,Ty) sachant X est la loi
d’un i-uplet ordonné de variables aléatoires indépendantes uniformes & valeur dans
(X, 1]. _

Remarque: Dans le cas ou f est la densité d’une probabilité sur [0, 1], on a, en
utilisant la symeétrie de f :

an :/ (1—2"—(1—2)")f(z)dx

/f da:—/ "f(x)dx—/olx”f(l—x)dm
=12 [ 4y

4.3 Deéfinition du modéle Béta

Définition 24

Le modéle Béta est le modéle associé a la famille (T)7),,>, paramétrisée par 2 < 8 <
~+00 et définie ainsi :

e Pour —1 < 3 < 400, (T?),>2 est la suite de distribution obtenue par le procédé
de séparations d’intervalles ot f est la densité de la loi Beta(8+1, 5+1), c’est-

a-dire :
res+2)
r2(6+1)

e Pour 3 = 400, (T?),>2 est obtenue par le procédé de séparations d’intervalles
ou les intervalles sont séparés de maniére déterministe en leur milieu.

pour 0 <z <1, f(z) = (1 — ).

e Pour —2 < 3 < —1, (TF),>2 est obtenue par le modéle de branchements de
Markov associé a f ou :

pour 0 < z < 1, f(z) = 2°(1 — )°.

e Pour 8 = =2, (I?),>2 est la suite (I%),>» obtenue par le modéle du peigne.

Démonstration :

e Pour —1 < 8 < 400, f est symétrique et c’est bien la densité d’'une probabilité :

res+2) [ _T(28+2) B
/f F2(/3+1) /0$6(1_$>Bda7—r2<ﬁ_|_1)'B(ﬁ+1,ﬁ+1)—1.

e Pour —2 < 8 < —1, f est symétrique, et comme S > —2, on a bien :

1/2 1/2
/ xf(x)dr = / 2P (1 — 2)Pdr < +o0.
0 0
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Donc le modéle est bien défini. |
Ce modéle est introduit par Aldous dans [1], ot il 'appelle the beta-splitting model.

Remarque:

e Pour —1 < 8 < 400, (T?),>2 est également obtenue par le modéle de branche-
ments de Markov associé & (¢2),>2 avec, pour 1 <i<n—1:

qg(i):aiﬁ- (7;)/0 g?g—mxﬁ+i(l_x)ﬁ+"_idx
_ 1 L@s+2 T+l  DB+i+ DTB+n—itl)
W T2B+1) T(i+D)I(n—i+1) T(28 +n+2)
1 P@B+i+)P(B+n—it+1)
—an(f) T(i+1)l(n—i+1)

\ B T(B+n+1)L(B+1) Jﬂﬁ+)<%+n+@
ot ()= (12 FoRg ) ety

en utilisant af =1 —2 [ 2" f(z)de =1 — 2B(B +n + 1,8+ 1).
e Le modéle Béta pour f = 400 se comprend comme la limite des modéles Béta
pour § — +oo. En effet, quand f — +o0, on a :

@(-)_L(n), F28+2) T(B+i+1) T(B+n—i+1)
T @B+n+m T(B+1) T(B+ 1)

an

1 n Z nz
N%(z’) eay P
L(B+n+1)I(B+1) 1
r28+tnt2 i

: 1 n
donc ¢° (i) 2”—2(@')'

Posons ¢, (i) = (7)/(2" — 2) et montrons que le modéle AB pour 3 = 400 est bien
le modéle de branchements de Markov associé a (g, )n>2-

Il suffit de montrer que, si Uy, ..., U, sont des variables aléatoires indépendantes
uniformes sur [0,1], alors ¢,(7) est bien la probabilité qu’exactement i de ces
variables soient dans [0, 1/2] sachant qu’il n’y en a ni 0 ni n (car sinon la séparation
de 'intervalle est annulée). En effet, avec les notations du lemme 23 :

i

etagz -2

1 1 1 P(T; < 3 < Tiy1)
PT,<-<T | Ti<=etT,>=)= — 2
fisg<Tmlhisge ?) P(Ty < L et T, > 1)
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1
or P(E S 5 < 1—’14‘1) = / jﬂ‘t¢§%<ti+1 : n' : 1t1<"‘<tndtl T dtn
[0,1]"

- TL' (/ 1t1<...<tidt1 e dtz> (/ 1t¢+1<---<tndtl e dtn)
[0,1/2]° (12,1

L g

B il (n—1)!

1 1
et P(Tl S 5 et Tn > —> = / :H't1<l:ﬂ't >% -n!- ]]-t1<~~~<tndt1 s dtn
o

’ 1/2 1
= n' / / (/ 1t2<..‘<tn_2dt2 cte dtn_2> dtndt]_
/2 t1 tn]" 2
1/2 t _ t n—2
= nl / / 1) U VA
1/2 TL — 2

1
= TL/ (1 - tl) - (— - tl)n_ldtl
0 2
1 1 1

S . —1—

on on 2n—1 '

Donc on a bien :

1 1 1

Pour —2 < f < —1, la fonction f n’est pas intégrable sur [0,1] et donc elle ne
peut pas étre normalisée pour obtenir une densité de mesure de probabilité. Par
définition, (T)%),>2 est obtenue par le modéle de branchements de Markov associé

a (¢7)n>2 avec
n 1 ) .
qS(Z) — . () / xﬁ-f-l(]_ . I)B+n_ld$
a 1 0

1
ar
1 I'(n+1) TB+i+)I(B+n—i+1)
BT+ 1)I(n—i+1) ['(28+4+n+2)

1 PB+i+I(B+n—i+1)
an(B) Fie+1H(n—i+1)

r'(2 2
ou an(ﬁ)zaﬁ'%

Mais dans ce cas on ne peut pas obtenir a” de maniére "explicite" car f n’est pas
une densité de probabilité. Comme «,(/3) est une constante normalisatrice, on a
cependant cette relation (vraie aussi dans le cas —1 < < 400) :

S T@BHi+ (B Hn—it1)
an(F) = : i+ 1)T(n—i+1) '

s
Il
R
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e Le modéle Béta pour = —2 (qui est le modéle du peigne) se comprend comme
la limite des modéles Béta pour f — —2T.
Pour 2 <i<n-—2, quand  — —2T,

FrB+i+(B+n—i+1) _)F(i—l)I’(n—i—l)
i+ 1)I(n—i+1) e+ DI'(n—i+1)

Mais, comme I'(t) ~ 1/t quand ¢ — 0T, on a pour i« = 1 ou i = n — 1, quand
ﬁ — _2+7

F(B+i+DI(B+n—i+l) 1 T(n-2

TG+ 1)0(n—i+1) 3+2 T(2)T(n)

— +o00.

Donc on en déduit :

2 TI'(n-2)
“B+2 T(2)r(n)

Lgi=1oui=n—-1

et alli) — 0= { ¢ i

()

Et le modéle de branchements de Markov associé¢ a la suite (¢P),<2 est bien le
modéle du peigne puisque pour un clade de n espéces, les deux sous-clades sont
forcément de tailles 1 et n — 1.

4.4 Cas particuliers

La famille & un parameétre formée par le modéle Béta pour —2 < 3 < +oo contient le
modéle du peigne mais aussi les modéele ERM et PDA, comme le montre la proposition
suivante.

Proposition 25

e Pour 3 = 0, on retrouve le modéle ERM (70°),>; = (TFEM), ;. On a pour
1<i<n—1:

2
ERM -\ _

e Pour 8 = —3/2, on retrouve le modéle PDA : (T, */%),=1 = (TFP4),;. On a

pour1<:<n—1:
PDA /- n\ CCn—;
1) = .

e Pour § = —1, le modéle Béta est appelé modéle AB (pour Aldous Branching).
C’est le modéle de branchements de Markov associé a la suite (¢)®),,>2 vérifiant
pour 1 <:<n-—1:

ABy_ 1
L Rl T s
no1
i=1n"

ol h,, est la somme harmonique : h, = )

Le modéle AB n’a pas été rencontré précédemment, mais nous verrons dans la partie
5 que ce cas particulier est intéressant car il fournit des cladogrammes assez proches de
ceux trouvés dans TreeBASE.
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Démonstration :

e Pour =0, pour 1 <i<n-—1:

1 TO+i+1C0+n—i+1) 1 1

an (i) = an(0) TGi+0I(n—i+1)  an0) n-—1

car o, (0) = (1 —2.

n+1

=n—1.

FO+n+1)CO+1)\ T20+1)I(2-0+n+2)
'(2-0+n+2) ) C(n+1)T(2-0+2)

>-(n+1)

Soit C € C,, d’apreés les lemmes 20 et 10,

2 g, (in) 2
ney= I —Fay—= Il s =00
N nceud de C (Zz\]fv) NnoeuddeC(mN_l)(il\va)

Donc on retrouve bien le modéle ERM.
Les ¢° sont les distributions uniformes sur les [1,n — 1], ce qui explique le nom ERM
(Equal Rate Markov), car c¢’est le procédé de branchements de Markov pour lequel
toutes les tailles possibles pour le sous-clade gauche d’un nceud sont équiprobables.
e Pour f = —3/2, montrons que (T{3/2)n21 = (TPPA),>1.
On rappelle que ¢, est le nombre de cladogrammes & n feuilles.
Soit m > 2 et 1 < i < n/2. Se donner un cladogramme C & n feuilles dont la racine
a des clades fils de tailles 7 et n — i revient & :
* choisir ¢ espéces parmi les n espéces pour les mettre dans le sous-clade de taille
i : (') possibilités;
« choisir un cladogramme sur ces i espéces (le cladogramme du sous-clade de taille
i) : ¢; possibilites;
* choisir un cladogramme sur les n — ¢ autres espéces (le cladogramme de Pautre
sous-clade) : ¢,_; possibilités.
Donc, si on note By, ; I’ensemble des cladogrammes & n feuilles dont la racine a des
sous-clades fils de tailles i et n — ¢, alors pour i < n/2 :

#B,,; = (ZL) CiCn—i.

Sin est pair et que 7 = n/2, alors en procédant de méme pour dénombrer B, ;, /5, on
compte exactement 2 fois chaque cladogramme, donc :

1/n
#5,:= 5 (1) ecns
7

Comme les By, ; pour 1 < ¢ < |n/2| forment une partition de C,, on en déduit :

[n/2] "1 /n
Cn = Z #Bn,z = Z 5 (i)cicni
i=1

=1
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car dans la somme de droite, tous les termes apparaissent deux fois sauf celui pour
i =n/2 (quand n est pair).
D’autre part, pour n > 2 on a :

cam T 55 (3) = T ()

Et doncpour 1 <i<n-—1:

cn=(2n-3)!1 =

—3/2/5\ _ 1 F(-2+i+1)I(-34+n—i+1)
W= SR T(i+1)0(n—i+1)
= an(—lza/z) | (?) % O %> Tl —i- %)
1 n\ 1 ¢T(1/2) cusil(1/2)
" on(-3/2) <z> Tl 2t gnid
B 1 n\ I(1/2)*

9 n—1 n 9 e
car an(—3/2) = L) Z () " CiCpn—i = LA/27 e

onpl 4 i 2np) 2"
=1

Donc d’apres le lemme 20, on a la relation de récurrence sur la suite (T{3/2)n21 :
solent n > 2 et C' € Cp, k et n — k les tailles des deux sous-clades de la racine de C'
et Cf € C, et Cp_i € Cp_j ces deux sous-clades, on a

T732(C) = 23)(@ 10 T (Co)
k

CkCn—k ~—3/2 —-3/2
= IR0 1 (C):
Cn
Or cette relation est également vérifiée de maniére immédiate par la suite (T PA),>;
et donc, par récurrence sur la taille des cladogrammes, (77, 3/ 2)n21 = (TPP4),>1.
e Pour f=—-1,pour1 <i<n-—1:

~1() 1 N(=14+i+1)I(-14+n—i+1) 1 1
) = . e .
fn an(—1) T(i+ 1)I(n—i+1) an(—1) i(n—i)
n—1 n—1
1 1/1 1 2hy1
t o (—1) = =) (= = :
et an(=1) Zz(n—z) Zn(z+n—z> n
i=1 i=1
D’ou le résultat annoncé dans la proposition. [ |

Remarque: Le modéle Béta vérifie la propriété (i), comme tout modéle de branche-
ments de Markov, mais ne vérifie pas en général la propriété (ii).

Vérifions le dans le cas du modéle AB (5 = —1). On considére C' le cladogramme
suivant :
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AN

1 2 3

Avec le lemme 20 et la proposition 25 on calcule :

32
VTP Ass) = 55y

2-¢giB(1) 1 _ 43
TAB — 3 — TAB 1 —
3 (C) (?) 37 5 <905,3(C)> 3 . 25 . 11 e

On a donc :

TAP(p54(C) _ 4
TAB(As3) 3-

3 I aB
575 = TR0

Mais, comme on le verra en 5, les modéles ERM et PDA, qui vérifient (ii), ne
correspondent pas aux données, alors que le modéle AB fournit des cladogrammes
proches de ceux des données. La propriété (ii) ne semble donc pas pertinente pour
obtenir un modéle correspondant aux données.

5 Mise en évidence du modéle AB

5.1 Taille du plus petit sous-clade

On utilise ici le critére de déséquilibre défini en 4.1 : & chaque nceud, on associe le
couple (m, 1), ot m est la taille du clade associé a ce nceud et ¢ est la taille du plus petit
de ses deux sous-clades fils.

Pour un modéle de branchements de Markov donné associé a la suite (¢, ),>2, pour
m > 2, on note [,, la taille du plus petit sous-clade d’un clade de m espéces sous ce
modele. La loi de [,,, est donnée par :

(1) + gm(m — i) sii#m/2

<i< =1) =
pOllI" ]_ ST s m/27]P>(Im Z) { qm(m/2) Si Z == m/2 '

On note alors k,, la médiane de I,,.
Proposition 26

Quand m — +o00, on a les équivalents suivants pour k,, :
e Pour = -2, k,, ~ 1.
e Pour f=—-3/2, k,, ~ 1.
e Pour = —1, k,, ~ /m.
e Pour =0, k,, ~ m/4.
e Pour = 400, ky, ~ m/2.
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Démonstration :

e Pour 5 = —2, on est sous le modeéle du peigne donc P(I,, = 1) = 1. Donc pour tout
m>2, ky, =1.

e Pour f = —3/2, on est sous le modéle PDA, donc pour m > 2 :

_ 2m 1
PIm:1:2PDA1:2mclcm1: L

On a donc k,,, = 1.

e Pour = -1, quand m — +oo :
m 1
P(I,, < = 2 - - _
(In < V) Z 2hm—1 i(n —1)
1<i</m
- Loy iyt
_ i n—1
1<i<y/m
1 vm
~ (1 v
- (n(vim) + Y1)
1
5
Et de méme P(I,, > /m) ~ 1/2, donc k,, ~ /m.

e Pour =0,

pour 1 <i<m/2,P(I, <1i)=

2 -1
m—Zl et donc k,,, = {mélJ—i-l.

Donc, quand m — +o0, k,, ~ m/4.

e Pour 3 = +o0, on a d’aprés la remarque du 4.3 pour 1 < i < m/2, ¢5>®°(i) =
(") /(2™ —2). Alors :

m, 1 m\ [ 1/24(,),)/(2™7 1 —1) sim est pair
P(ImSQ)_Qm—l_lZ<>_{ /2

—\i 1/2 si m est impair

Donc P(I,, > m/2) =P(I,, <m/2) > 1/2 et ky, = m/2.

Remarque: Dans le cas du modéle PDA (8 = —3/2), quand m — +o0, P([,, =
1) — 1/2 et P(I,, > 2) — 1/2, donc on peut estimer k,, ~ 3/2 pour marquer la
différence avec le déséquilibre maximal du cas § = —2, comme le fait Aldous dans

[2] et en particulier sur le graphe qui suit.

Dans [2], pour comparer les modéles aux données Aldous part d’un arbre phylo-
génétique trouvé dans TreeBASE, et place dans un diagramme ’ensemble des couples
(m, i) de 'arbre pour m > 10 (les petites valeurs de m étant peut significatives) avec
les valeurs de m en abscisse et celles de i en ordonnée, dans une échelle log-log. Il trace
sur le méme diagramme les courbes asymptotiques de la médiane k,, pour différentes
valeurs de (. Ci-dessous, le diagramme obtenu pour un arbre phylogénétique sur 475

espéces ([2| Figure 3) :
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size of smaller

daughter clade B=o0

B =0 Markov model
100 -
30+
B=-10
10
* ¥k k¥
5 * *
. *¥ %
3 * ok B %k * * *
2 K Rk K Rk * *
B = —1.5 PDA model
1L HooRRRREE Mo % K *

L | 1 |
10 30 100 300
Size of parent clade

On observe le résultat annoncé en 4.1 : le modéle ERM génére des arbres plus
équilibrés que les données et le modéle PDA des arbres plus déséquilibrés. En revanche,
le modéle AB (pour § = —1) semble mieux correspondre aux données.

Cependant cette observation reste assez approximative ici, mais nous allons voir
dans les sections suivantes des critéres plus précis pour mettre en avant le fait que le
modéle AB est trés proche des données.

5.2 Maximum de vraisemblance

Dans leur article [4], Blum et Frangois montrent la proximité entre le modéle AB
et les données avec des méthodes plus précises : des estimées du maximum de vraisem-
blance et un critére statistique.

Le modéle 3 se préte particuliérement bien a4 une étude des données par des esti-
mées du maximum de vraisemblance car on dispose d’une famille de distributions & un
paramétre S qui couvre un large spectre de formes possibles pour les arbres.

En outre, étant donné un arbre C' € C,,, il est facile d’évaluer sa probabilité sous 77 :
si pour N un neceud interne de C, on note (my,iy) le couple correspondant a la taille
du clade associé¢ a N et la taille de son plus petit sous-clade, alors, d’aprés le lemme 20,

TB(C) — H M

N nceud de C (TZ\]/V )

Les ¢ (i) peuvent s’évaluer & partir de la fonction I' grace aux formules explicitées
dans la remarque du 4.3. On peut alors associer a chaque arbre C' une estimée B de son
maximum de vraisemblance : 3 est le 8 qui maximise T(C).

On cherche a calculer B pour le plus d’arbres possibles dans les données. Malheureu-
sement, tous les arbres trouvés dans les données de TreeBASE ne sont pas compléetement
résolus, c’est-a-dire parfaitement binaires : il y a souvent des polytomies, c’est-a-dire
des nceuds ayant strictement plus de 2 descendants. Pour obtenir un arbre binaire sur
lequel on peut évaluer B, il faut résoudre chaque polytomie en la remplacant par des
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nceuds binaires choisis aléatoirement, soit sous le modéle ERM, soit sous le modéle
PDA. On parle alors d’arbres ERM-résolus ou PDA-résolus.

Beaucoup d’arbres dans les données ont également dés la racine un sous-clade d’une
ou deux espéces trés éloignées des autres, qui sert a placer la racine. Ceci conduit
a un exces de déséquilibre si on utilise directement ces arbres comme données. Pour
éviter cela, les arbres ont été traités par une procédure éliminant automatiquement un
sous-clade de la racine qui ne contiendrait qu’'une ou deux espéces.

Blum et Francois ont alors réalisé des estimées du maximum de vraisemblance sur
trois groupes d’arbres : des arbres complétement résolus, des arbres ERM-résolus et des
arbres PDA-résolus. Pour chaque groupe de données, ils ont représenté les estimateurs
B, en fonction de la taille des arbres, la courbe de régression locale de ces valeurs et la
droite 5 = —0.95. Ils obtiennent les deux graphes suivants, le groupe PDA-résolu n’est
pas représenté car il est cohérent avec les deux autres ([4] Figure 2) :

A Binary trees

0

1

Max likelihood beta estimate

-2

Tree size

B ERM solved trees

Max likelihood beta estimate

Tree size

On observe que la courbe de régression locale tend rapidement vers § ~ —0.95, trés
proche de la valeur 5 = —1 du modéle AB, qui semble donc correspondre de maniére
assez satisfaisante aux données.

Le tableau suivant ([4] Table 1) regroupe, pour chacun des groupes précédents, les
médianes et variances de ﬁ pour 5 intervalles de tailles d’arbres, choisis de maniére a
ce que chaque intervalle contienne autant d’arbre :
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a. Binary trees

No. taxa 5-11 12-19 20-27 28-43 44-297
Median of B -45 -8 -112 -1.02 -0.89
Variance of B 297 152 42 28 .16

b. ERM-solved trees

No. taxa 5-16 17-24 25-34 35-51 52-536
Median of B -74 -8 -95 -94 -95
Variance of 240 120 52 39 12

On remarque que les petits arbres sont plus équilibrés (B plus grand) mais cela n’a
pas vraiment de signification car le parti-pris de supprimer les sous-clades de la racine
ne contenant qu'une ou deux espéces peut ajouter un équilibre considérable aux petits
arbres. On observe également une décroissance rapide de la variance quand la taille des
arbres augmente, tandis que la médiane de B se rapproche de —1.

5.3 Statistique sur la forme des arbres

Pour mesurer ’équilibre d’'un arbre, Blum et Francois introduisent la statistique
suivante pour un arbre C, avec les notations précédentes pour un nceud N de C' :

s = Z log(my — 1).

N nceud de C

Sur le graphe suivant ([4] Figure 3), les points représentent la valeur de s en fonction
de la taille du cladogramme pour des arbres trouvés dans les données. Sont également
représentées les prédictions pour les modéles PDA, AB et ERM, calculées & partir de
répliques de Monte-Carlo.

250

100 150

Shape statistic

50

50 100 150 200 250
Tree size

On constate de nouveau que le modéle AB est trés proche des données. Pour voir
cela de maniére plus précise, toujours en utilisant la statistique s, on utilise la méthode
suivante. On fait ’hypothése que les données suivent un certain modéle (ici le modéle
ERM, PDA ou AB). On pose S une variable aléatoire correspondant & la valeur de s
pour un arbre aléatoire suivant le modéle choisi. Pour chaque arbre des données issues
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de TreeBASE, on calcule sa valeur de s, et on utilise des répliques de Monte-Carlo pour
estimer la P-value P(S > s). Alors si ’hypothése est vraie, les P-values obtenues ainsi
doivent étre distribuées uniformément sur [0, 1].

Plus précisément, comme ici les P-values ne prennent qu’un nombre fini de valeurs
dans [0, 1] (puisqu’on n’a qu’un nombre fini d’arbre dans les données), on a : si ’hypo-
thése est vraie, pour toute valeur v atteinte par une P-value, la proportion de P-values
inférieures ou égales a v est exactement v. Ceci est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 27

Soit. X une variable aléatoire réelles a valeurs dans un ensemble fini E. Pour x € R,
on note G(x) = P(X > z). La fonction G est a valeurs dans un ensemble fini F'.
Alors pour tout y € F, P(G(X) <y) =y.

Démonstration :

e Notons Px laloi de X et E’ I'ensemble des points de E de masse non nulle sous Pyx.
Pour z € R,

Gla) = B(X > 2) = Py(lz, +oo)) = 3 Px(a)

acE’
a>x

G est donc une fonction en escalier décroissante continue a gauche et dont I’ensemble
des points de discontinuités est E’.

e Soit y € F. D’aprés les observations précédentes sur la fonction G, G~ ({y}) est un
intervalle de la forme |b, ¢] avec b, ¢ € E’ consécutifs (]b,c[N E' = @. Comme G est
décroissante, G~1(]—o0,y]) = ]b, +00[ et donc :

P(G(X) <y) = Px(Jb,+o0]) = Y Px(a) = > _ Px(a) =G(c) =y.

a€E’ a€E’
a>b a>c n

Pour un modéle donné, on représente, pour chaque arbre des données de valeur s,
la proportion de P-values inférieures ou égales a P(S > s) en fonction de la proportion
d’arbres des données ayant une valeur s’ > s. Si les arbres des données suivent bien le
modéle, 'ensemble des points tracés doit étre inclus dans la diagonale du graphe. Dans
le cas des modéles ERM, PDA et AB, on a les graphes suivants (|4] Figure 4) :

ERM model PDA model

/

1.0
1.0
L

038
0.8

0.6
0.6

0.4
0.4

0.2

Quantiles of the P-value distribution
0.2

® o

Quantiles of the P-value distribution

0.0
0.0

0.0 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
Quantiles of the uniform distribution Quantiles of the uniform distribution
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AB model

0.6 0.8 1.0

0.4

Quantiles of the P-value distribution
0.2

0.0

00 02 04 06 08 10
Quantiles of the uniform distribution

Ces graphes confirment que les arbres des données ont une distribution assez proche
de celle fournie par le modéle AB.

5.4 Processus d’évolution sous-jacent

Le modéle AB semble correspondre aux données, mais il est uniquement issu d’une
définition mathématique. On se demande alors si ’on ne peut pas 'obtenir & partir d’un
modéle d’évolution des espéces au fil du temps (c¢’est-a-dire qu’il vérifierait la propriété
(b)). Dans leur article [4], Blum et Frangois proposent un modéle & un paramétre
construit & partir de (b), assez proche du modéle Béta et donc en particulier du modéle
AB.

On a vu qu’on ne peut pas obtenir un tel modéle & partir de la classe de modéles
définie en 2.2 puisque les cladogrammes aléatoires fournis par ces modéles sont ceux du
modéle ERM. La particularité de ces modéles était le fait que lors d’une spéciation ou
d’une extinction, toutes les espéces avaient la méme probabilité d’étre I’espéce concernée
par I’événement. Le modéle introduit par Blum et Francois fait donc intervenir des
variations entre les taux de spéciations des différentes espéces (et ne fait pas intervenir
d’extinction).

On part d’une espéce avec un taux de spéciation \g. On suppose qu’a chaque spécia-
tion d’une espéce ayant un taux de spéciation A, 'une des espéces filles obtient un taux
de spéciation \p et autre le taux A(1 — p) avec p € [0,1] (le choix de lespéce ayant
le taux Ap étant uniforme parmi les deux espéces) et elles conservent ensuite ces taux
jusqu’a se séparer a leur tour. Pour n > 1 on aréte le processus aprés n — 1 spéciations,
on obtient un cladogramme aléatoire a n feuilles en distribuant de maniére uniforme les
étiquettes de 1 & n sur les espéces.

De maniére analogue & celle utilisée pour décrire la classe de modéles de 2.2, on
peut noter 7, 'instant de la n®™¢ spéciation et X, le cladogramme aléatoire & n feuilles
obtenu entre 7, _; et 7,. Si U'espéce 7 de X,, a pour taux de spéciation p;, alors on a
Tp — Tne1 = min((y,...,¢,) ou (i,...,¢, sont des variables aléatoires exponentielles
indépendantes de paramétres pq,..., u, et 'espéce qui spécie est 'espéce i telle que
G = Tn — Tu1 (i est unique p.s.). On note que py + -+ - + p, = Ao est un invariant du
processus.

Montrons tout d’abord quelques résultats élémentaires concernant les variables aléa-
toires exponentielles.
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Lemme 28

Soient (3, ..., (, des variables exponentielles indépendantes de paramétres p1, . . ., fin.
On pose £ = min((y, ..., (). Alors £ est une variable aléatoire exponentielle de pa-
rametre py + - -+ 4+ p, et pour 1 <17 < n,

P(G=¢) = ﬁ

Démonstration :

e Soit t >0,
P(E>t) =P(CL>t,...,C0>1) =P(( > 1) PG > 1) = e M1h o7t

On en déduit P(€ < t) =1 — e~ (mt+mn)t done € a la fonction de répartition d’une
variable aléatoire de parameétre pg + - - + fiy.

e Soit 1 <i<n.
D’aprés le 1 point, la variable aléatoire & = min(C1,...,G—1,Gi+1,--.,Cn) €st ex-
ponentielle de parametre p; = p1 + -+ + pi—1 + pi41 + - - - + pp et est indépendante
de ¢;. On a donc

P(G;=¢8) =P <&)

/(]R ; Lo<y pie” " pie”P¥dxdy
+

“+o0o +0o0
:/ (/ pie_piydy) wie Hitdr
0 x

+o0o
= / efpix,u,ie*“"xdx
0

K
pr 4+ |

Ce résultat signifie que si les espéces de X, ont pour taux de spéciation p, ..., iy,
alors la probabilité que ce soit 'espéce i qui spécie a Uinstant 7, est p;/(pg + -+ - + fin)-

Lemme 29

Le modéle défini ci-dessus est le modéle de branchements de Markov associé a la
suite (¢n)n>2 ot pour 1 <7 <n-—1

an(0) = 3 (?__ 12) P A=p" A —p) .

Démonstration: On suppose que lors du procédé, lorsquune espéce spécie, les deux es-
péces filles obtiennent des marqueurs gauche-droite. Ces marqueurs sont ensuite enlevés
pour obtenir le cladogramme associé au procédé.

On note G = {l'espéce gauche de la racine a pour taux de spéciation pAg} et D
son complémentaire. Pour 1 < ¢ < n — 1, on note I, la taille du sous-clade gauche de
la racine entre les instants 7,1 et 7,.
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e Montrons par récurrence sur n > 2 que pour tout 1 <i<n —1,

n—2

Pun=¢G>=<i1)ﬂ%1—pWi¥

C’est évidemment vrai pour n = 2. Soit n > 2, supposons le résultat vrai au rang n.
Silny1 =1, alors I, =i ou I, =¢—1 et ces événements sont disjoints, donc :

P(Ipi1=i|G) =P =i| L, =iet G)P(I, =i|G)
VP(Iypr =i | [y=i—1et G)P(I,=i—1]|G).

Sachant I,, = ¢ et G, la probabilité que I,,41 = ¢ est la probabilité que I'espéce qui
spécie a I'instant 7, appartient au clade droit. D’aprés le lemme 28, cette probabilité
est donc égale au quotient de la somme des taux de spéciation du clade droit (qui
vaut A\g(1 — p)) par la somme des taux de spéciation de toutes les espéces (qui vaut
Xo). On adonc P(Ipy1 =i| I, =iet G) = (1—p).

De méme, sachant I, =i — 1 et G, la probabilité que I,11 =i est égale au quotient
de la somme des taux de speéciation du clade gauche (qui vaut Agp) par la somme
des taux de spéciation de toutes les espéces (qui vaut Ag), donc P(l,41 =i | I, =
i—1let G)=np.

En appliquant ’hypothése de récurrence, on obtient

MLH1=i|G>=<1m~<jjf)ﬁ—%1pw~F1+p-<?:§)ﬁ—%1pw4

n—1 i n —i—

ce qui conclut la récurrence.

e Soit 1 <¢ < n—1,'événement D correspond au fait que ’espéce gauche de la racine
ait le taux de spéciation \g(1 — p) donc en appliquant le 1¢" point, on a

. n—1 i—1, (nt+1)—i—
]P’(LH_l:Z‘D):( . >(1_p) 1p( +1) 1.

On en déduit

IP(In:i|G)+%]P’(In:z']D)

N =

On remarque donc que la probabilité que le clade gauche de la racine ait ¢ espéces
entre 7,_1 et 7, ne dépend pas de Ag.

Or les deux sous-clades de la racine suivent le méme modéle, au taux de spéciation
initial A\g prés. Donc on peut appliquer récursivement le résultat précédent & toutes
les clades de X,,.

Soit C' € C,,, on note B(C) I'ensemble des cladogrammes de C,, qui ont la méme
forme que C'. Soit (¢n)n<2 la suite définie dans I’énoncé du lemme et (77,),<1 la suite
de distribution du modéle de branchements de Markov associé & (g )n<2-

Le poids de B(C) sous la loi de X, s’obtient uniquement & partir des probabilités de
branchements g (7) (on peut obtenir la valeur précise par un raisonnement analogue
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a celui du lemme 20 en ne tenant pas compte des étiquettes) et donc il se calcule de
la méme maniére que 7,,(B(C)). On a donc
P(X, € B(C)) _ Tu(B(C))
P(X, € B(C)) =T,(B(C)) et P(X,, e C) = = =T,(C
(X € B(O) = Tu(B(C)) et B(X, € O) = = 258 = S i) = T,(0)
car la loi de X,, et T, vérifient la propriété (i) donc le poids qu’elles donnent a un
arbre de dépend que de sa forme, donc tous les éléments de B(C') ont méme poids. W

Pour définir le modéle BB (pour Béta-Binomial), Blum et Francois rajoutent alors
un second niveau d’aléatoire en supposant que p n’est pas déterministe, mais qu’il suit
la loi Beta(a+ 1,¢ + 1) pour o > —1.

Pour chaque a > —1, le modéle BB de paramétre a est le modéle de branchements

de Markov associé a la suite (¢®),>o obtenue en moyennant sur p : pour 1 <i <n-—1

F : (n B 2) P A=p) T+ A —p) "

=

BB,a/: —

1 —1

=z (” - 2) /0 (1 ) (- 2y e (1 )
1
L

1—1
_ 1 i +a)l'(n—i+ )
bn () L()T(n —1)

(n_Q)(B(z'+a7n—z'+a)+B(”—HO"”O‘>)

avec la constante normalisatrice
['(n + 2a)
bp(a) = ——=.
(@) =T
En comparant cette formule a celle obtenue en 4.3 pour le modéle Béta

I T@B+i+DI(B+n—i+1)
a,(B) i+ 1)(n—i+1) ’

g5 (i) =

on constate qu’elles sont trés proches. Les deux reposent sur une séparation binomiale
dont le paramétre p suit une loi Beta. Mais une distribution binomiale bin(n, p) donne
une mesure non nulle aux entiers de 0 a n, alors qu’une distribution de séparation g,
porte sur les entiers de 1 a n — 1.

Comme le montre le lemme 29, le modéle BB repose sur une distribution bin(n—2, p)
translatée de 1 pour qu’elle porte sur les entiers de 1 & n — 1. Cette distribution est
ensuite symétrisée pour obtenir la formule du lemme 29. On a donc dans ce cas un
facteur ("~?) dans g, (i), c’est-a~dire un T'({)I'(n — i) au dénominateur. Le modéle Béta
repose quand a lui sur une distribution bin(n,p) conditionnellement au fait que les
valeurs extrémes 0 et n ne sont pas atteintes, ce qui méne a un facteur (:‘) dans ¢, (4),
c’est-a-dire un I'( + 1)I'(n — ¢ + 1) au dénominateur.

A cette différence prés, le modéle BB est trés proche du modéle Béta : pour o = 0,
on retrouve le modéle ERM (5 = 0) et pour a = —1, on retrouve le modéle du peigne
(8 = —2). En outre, le modéle AB (8 = —1) dont on cherchait un processus d’évolution
sous-jacent est trés bien approché par le modéle BB pour certaines valeurs de a ([4]).
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Conclusion

Les propriétés (i) et (ii) définies en 1.2 nous aménent a construire les modéles PDA
et ERM, ainsi que le modéle du peigne, correspondant a un déséquilibre maximal. Mais
il semble que 'on ne puisse pas obtenir une famille de distributions a un paramétre
caractérisant ces propriétés. On peut en revanche trouver une famille qui contient les 3
modéles précédents : le modéle Béta.

Le modéle ERM fournit des arbres plus équilibrés que ceux que l'on trouve dans
la base de données TreeBASE et le modéle PDA des arbres plus déséquilibrés, mais le
modéle AB, obtenu en prenant un paramétre [ intermédiaire entre ceux des modéles
ERM et PDA, est assez proche des données.

Ce modéle n’a été construit qu’a partir de considérations mathématiques, mais on
peut trouver une description temporelle de ’évolution qui améne & une famille de mo-
déles proche de la famille du modéle Béta. Méme si cette description n’est pas simple,
elle met en avant le fait que pour obtenir des arbres qui correspondent aux données,
il faut que, lors d’'une spéciation, les deux espéces filles n’aient pas le méme taux de
spéciation.
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