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Introduction

Un (¢, I')-module est un espace vectoriel de dimension finie d sur k((7)) (le corps des séries de
Laurent sur k de caractéristique p en indeterminante 7), muni d’actions semi-linéaires continues
et commutant entre elles d'un operateur ¢ et du groupe des unités I' = Z des entiers p-adiques ;
aussi l'action de ¢ doit étre dans GLg(k((7))) dans une certaine base. Ils jouent un role essentiel
dans la correspondance de Langlands modulo p.

Dans cet mémoire, on se concentre sur le cas particulier de (p,T')-modules de dimension
1. On classifie les (¢, I')-modules de dimension 1, introduit les mécanismes nécessaires pour
obtenir les représentations de B2(Q,) a partir des (¢, I')-modules, et idéntifie les représentations
irréductibles obtenu & partir des (¢, I')-modules de dimension 1.

On aussi calcule 'espace des extensions Ewt!(Dy, Ds), ot Dy, Dy sont (¢,I')-modules de
dimension 1.



Chapitre 1

Notions de base sur les nombres
p-adiques

Définition 1.0.1. Soit {G}2, un ensemble de groupes topologiques muni des homomorphismes
fr : Gkr1 — Gg. On définit la limite projective G = @Gk par

G= {(Qk)k e [1Ge ! filgerr) = g1 Vke N}

k
. C’est un groupe topologique en tant que sous-groupe de [ [, Gy.

Soit p un nombre premier. On définit :

vp:Q — ZU{+o0}
a — sup{j €Z]|aecp Ly}

On note |a|, pour p~(@ On fait de Q un espace métrique en définissant une distance par
dy(x,y) = |z — ylp, Yo,y € Q. Le corps Q, est défini comme la complétion de (Q,d),), dont une
base de voisinages ouverts de 0 est p’Z,(= {z € Q,||z|, < p'™7}),j € N. L’adhérence de Z dans
Qp est notée Z, ; c’est un anneau local dont l'idéal maximal est pZ,.

Comme on a les isomorphismes canoniques suivants :

D Zp/p]Zp = Z/pZ pour tout j € N,
on obtient un morphisme d’anneaux topologiques :
Zy — YmZ/p'Z.

Il est facile de voir que @ est une bijection. De plus, ® est un homéomorphisme en remarquant que
pour tout ¢ € N [’élément p’Zp est envoyé sur le noyau de ’application canonique mZ/ 7 —
Z/p'Z qui est ouvert. S’ensuit donc la compacité de Zy, par le théoréme de Tychonov.

Soit maintenant P € Z,[X| un polynoéme unitaire dont la réduction est séparable sur Z,, /pZ,, ~
Z/pZ. On peut considérer P comme une application continue de Z, sur lui-méme. On note
A; = P7Y(p'Z,) pour tout i € Ni. Comme p'Z, est a la fois ouvert et fermé, A; est aussi. Les
A; sont liés les uns aux autres par la propriété suivante :

Lemme 1.0.1. Pour tout entier i >0, on a A; = pZZp + Ay,



Remarque. Ici p'Z, + A; 41 dénote I'ensemble {z +y | x € p'Z,,y € Ait1}-

Démonstration. L’inclusion p'Z,+ A; 11 C A; est évidente. Pour 'autre sens, soit i € Ny, a € A,

on a alors P(a) € p'Z,. Par 'hypothése sur P, on a P'(a) ¢ pZ,. On cherche b € Z, tel

que P(a + p'b) € pit17Z,. L'existence d'un tel b est assuré en remarquant que P(a + p'b) =

P(a) + p'bP'(a) (mod p'*17Z,). O
(a)

Pour a € Ay, on note A, pour A; N (a + pZ,) qui est & la fois ouvert et fermé parce que A;
Pest. Par le lemme on a Aga) = (p'Zy + Ai1) N (a + pZy) = p'Zy + Agi)l,w € N;. On en
déduit par récurrence sur i que Aga) # (,Vi € Ny puisque Aga)(a a) # (. On obtient ainsi une

suite décroissante Aga) > A(Qa) D --- de sous-ensembles fermés de Z,, dont chacun est non-vide,

la compacité de Z, montre alors que leur intersection est aussi non-vide. Or,

N AY = ) 4| N(a+pZy) =P H0) N (a+ pZy).
1€NL 1€ENL

Nous en déduissons le lemme de Hensel :

Lemme 1.0.2. Soit P € Z,[X] un polynome unitaire dont la réduction est séparable sur Z/pZ.
Soit a € Zy, tel que P(a) € pZy,, alors il existe b € a + pZ, tel que P(b) = 0.

On applique le lemme précédent au polynéme XP~1 — 1, sachant qu'il est séparable et scindé
sur Z/pZ, ainsi sur Z,. On note le groupe multiplicatif de ces racines par p,—1(Qp).



Chapitre 2

Représentations de groupes localement
profinis

Chapitres 2-5 surtout suivre [1].

2.1 Premiéres définitions

On fixe un corps de base k de caractéristique p avec la topologie discréte.

Définition 2.1.1. Soit G est un groupe topologique séparé. On dit que G est localement profini
st tout voisinage d’identité contient un sous-groupe compact ouvert.

Définition 2.1.2. On dit que G est un groupe profini si on peut écrire G comme une limite
projective des groupes finis discrétls :

G = lim Gy, |G| < oc.

Un groupe profini G est un pro-p-groupe s’il est isomorphe o G = @Gk avec tous les G des
p-groupes.

Lemme 2.1.1. Soit G est un groupe profini. Alors G est un groupe localement profini.

Démonstration. Par la définition de la topologie limite, les groupes Hy = ker(G — Gj) consti-
tuent un systéme fondamental de voisinages de l’identité. On va montrer que ces groupes sont
compacts. En effet, ils sont fermés comme le complément d’une union des ouverts | J geGp\{1} €t
sont donc compacts, car G est compact.

Définition 2.1.3. Une représentation d’un groupe G est un k-espace vectoriel V. muni d’une

action m: G — GL(V).

Définition-proposition 2.1.1. Soit V' une représentation d’un groupe localement profini G. 1l
est dite une représentation lisse, si 'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

1. pour tout v € V le stabilisateur Stab(v) = {g € G : w(g)v = v} de v est un sous-groupe
ouvert de G ;

2. Vapplication ® : G xV =V, (g,v) — 7(g)v est continue.



Démonstration. Supposons ® est continue, et soit v € V. On a Stab(v) x {v} = {(g,v) : 7(g)v =
v} = & 1(v) N (G x {v}). Mais c’est un sous-ensemble ouvert de G x V. Alors par définition de
la topologie produit le sous-groupe Stab(v) est ouvert dans G.

Inversement, soit Stab(v) C G est un sous-groupe ouvert pour tout v € V. Si (g,v9) € ®~1(v),
on a un ensemble ouvert {(hg,vo) : h € Stab(vg)} C @~ (v). Donc ® est continue. O

Définition 2.1.4. Soit V est une représentation d’un groupe localement profini G. On dit que
V' est une représentation de prodimension finie, si V = h&le comme un k-espace vectoriel
topologique, ot les Vi, sont discrétes.

Soit G un groupe localement profini. On note EVdeSC(k) la catégorie des k-représentations
lisses de G, et EVp%f(k) la catégorie des k-représentations de prodimension finie de G. On a

I’équivalence suivante :

Théoréme 2.1.2. Les foncteurs

Vi V* W— W*

sont deuz anti-équivalences de catégories quasi-inverses.

2.2 Réciprocité de Frobenius

Définition 2.2.1. Soit G est un groupe localement profini, H C G — un sous-groupe ouvert,
et 0 : H — Autp(V) une représentation lisse de H. On note ind% o l'espace des fonctions
F:G—V telles que :

- f(hg) =o(h)f(g) pour tout he H, g € G;

— f est a support compact modulo H ;

— pour tout f il existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que f(gz) = f(g) pour tout

geG, xeK.

On munit ind% o d’'une action de G par (gf)(z) = f(xg); ind% o est une représentation lisse de
G. On note ind%; o Vinduite compacte de o.

SiveVetgeG,on note [g,v] Uélement de ind¥ o défini par

o(xg)(v) sizx -1
[%mm—{<9“) € Hy™;

0 sinon.

Cest évident que tout élément de ind% o s’écrit comme une combinaison linéaire de telles fonc-
tions. De plus,

- g{glvv] = [gglvv]a

~ lgh,v] = lg. 0 (h)(v)]
pour tout ¢ € G, h € H, v € V. Si 0 est un caractére lisse de H, on note [g] = [g, 1], et alors
{lg],9 € G/H} est une base de ind% o.

Proposition 2.2.1 (Réciprocité de Frobenius). Soit H un sous-groupe ouvert de G, o une
représentation lisse de H et m une représentation lisse de G. Alors il existe un isomorphisme :

Homg(ind% o, 7) — Homp (0, 7| g).



Démonstration. Soit ¢ € Homp (o, 7|x), ® € Homg(indG o,7), g € G, he H,v eV (on V est
Iespace vectoriel associé a 7), et f € indg 0. On définit deux applications :

F : Homg(ind% o, 7) — Homp (o, 7|g),  F':Hompy/(o,7|x) — Homg(ind% o, 7),
F(®)(v) = ([1,]), F'(p)(f)= Y mla)elf(2)).
zeH\G

On note que la somme dans la définition de F” est fini. Il suffit de vérifier les quatre assertions
suivantes :

1. F(®) est un H-homomorphisme, c’est-a-dire F'(®)(hv) = hF(P)v :
F(®)(hv) = ®([1, hv]) = ®([h,v]) = D(h[1,v]) = h®([1,v]) = hF(D)v.
2. F'(¢) est un G-homomorphisme, c’est-a-dire F'(p)(gf) = gF'(¢)f :

Flo)gf) = Y ml@ e(gf@) = > wla)e(f(zg))

z€eH\G z€H\G

= > wlgy efw) =9 > wly e(f®)
yeH\G yEH\G

=gF'()f.

3. F' o F =1d, c'est-a-dire F'(F(®))(f) = ®(f) :

z€H\G
4. Fo F' =1d, c’est-a-dire F(F'(p))(v) = ¢(v) :

F(F'(9)(0) = F'(o)([Le]) = Y wle (L v](@) = m(1)e([L, 0](1))

z€H\G
= ¢(v).

2.3 Caractéres de Q)

La preuve de lexistence des invariants suivre |2, Proposition 26].

Lemme 2.3.1. Soit G est un p-groupe, qui agit sur un ensemble X fini. Notons X& Uensemble
des G-invariants. Alors | X| = |X%| mod p.

Démonstration. L’ensemble X \ X est I'union des orbites non-triviales de G. La cardinalité de
chaque orbite est divisible par p, et alors X \ X I’est aussi. O

Corollaire 2.3.2. Soit V une k-représentation lisse d’un pro-p-groupe G. Alors il existe v €
V \ {0} invariant sous Uaction de G.



Démonstration. Soit vy € V, et supposons que vg n’est pas invariant sous G. On considére le k-
sous-espace W C V engendré par les gug, g € G. Comme V est une représentation lisse, Stab(vy)
est ouvert et donc d’indice fini dans G, et donc W C V est une représentation de dimension finie.
Comme W est de dimension finie, il existe un sous-groupe H de G (& savoir 'intersection des
stabilisateurs d’une base de W) qui agit trivialement sur W. Donc il suffit de trouver un invariant
non nul de la représentation W de dimension finie du p-groupe G/H.

Soit Wy est la Fp-sous-représentation de W engendré par vg. Elle est de dimension finie, comme
G/H est finie. En appliquant le lemme précédent on a [WE| =0 mod p, et donc |[W| > p > 1,
d’otu le résultat. O

Proposition 2.3.3. Soit V' une représentation lisse, irréductible, de dimension finie de Z, .
Alors V est de dimension 1, et p est triviale sur (1+pZy) et entiérement déterminée par l'image
d’une racine primitive (p — 1)-iéme de unité.

Démonstration. On sait que Z,; = p,-1(Qp) x (14 pZyp). Puisque 1 + pZ, est un pro-p-groupe,
VIt £ {0}, Comme Z) est abélien, V'*P%» est une sous-Z)-représentation de V, et par
irréductibilite VP2 = V. Donc 'action de Z, se factorise en une action de p1,-1(Qp), et par
conséquent est entiérement déterminée par 'image d’un générateur de ce groupe cyclique.

Le corps k contient [F,, et alors toutes les racines (p — 1)-iémes de l'unité. Donc l'action de
tp—1(Qp) est diagonalisable, d’ott V' est de dimension 1. O

On note w : Z;, — F;, C k la réduction modulo p; on va aussi noter w : Z; — k* sa restriction
sur Z, . De méme, si A € k™, on note uy : Q; — k™ le caractére z Avp(2)

Corollaire 2.3.4. Soit x : Q; — k™ un caractére lisse de Q. Alors il existe une unique paire
AEk* etre{0,...,p—2} telle que x = W ).

Démonstration. On pose A = x(p). Alors Xu)_\l est un caractere de Z,, qui est égale & w” (r est
unique) par la proposition précédente. O



Chapitre 3

(o, I')-modules

3.1 Premiéres définitions

Soit k(()) le corps des séries de Laurent a coefficients dans k, et soit ¢ son endomorphisme

défini par

nez ne”L

On définit une action k-linéaire continue - : I' = Auti(k((7))) (on voit ici k((7)) comme une
k-algebre) de I' := ZF sur k((m)) (qui est bien définie par continuité) :

vyor=(1+m)7 -1

Définition 3.1.1. On appelle p-module sur k un k((m))-espace vectoriel D de dimension finie
d muni d’une application ¢ : D — D semi-linéaire par rapport ¢ ¢ : k((w)) — k((m)) et non-
dégénérée.

On appelle (o,T')-module sur k un @-module muni d’une action semi-linéaire continue de T,
commutant & celle de .

Proposition 3.1.1. Soit D un (¢,I')-module de dimension 1. Alors il existe A\ € k* et h €
{0,...,p—2} tels que D ~ Dy p,, ot Dy, est défini par :

Dy = k((m))e

p(e) = e

v e =wly)te.
Démonstration. Soit e une base de D, et soit h(m) # 0 tel que p(e) = h(m)e. On écrit h(m) =

At f(m),ou A€ k™, a€Z, fel+nk[r].
Pour g(7) € k[[n]], on a




Quitte a changer e en g(m)e, on peut donc supposer ¢(e) = A, avec a € Z. Quitte a changer
encore e en mle, oul b est le quotient de la division euclidienne de a par p — 1, on peut aussi
supposer que 0 < a < p— 1.

Maintenant soit (1 + p)e = I(m)e, I(w) € k((m)). Alors
Mo(I(m))m% = @((1+p)e) = (1 +p)ple) = A(m + 7P + 7PTH (7 )e.

Par regardant le terme de plus bas degré du I(7), on montre que [(7) € k[[r]]. Par regardant le
plus bas degré du I(7) — 1(0), on montre que I(7) € k. Alors on a 1 = (1 + 7P~ + 7P)% et donc
a=0.

Finalement, ¢(e) = e, et (1 4+ p) agit par une constante. On obtient le résultat a partir du

lemme (2.3.3)). O

3.2 Y-modules

Le corps k((m)) est un k((nP))-espace vectoriel ayant pour base {1,1 +7,..., (1 + m)P~1}.
p—1 ,
Alors tout éléement z € k((m)) s’écrit de maniére unique x = »_ (1 4 7)"¢(x;), avec x; € D, et
i=0
on peut définir 'inverse a gauche ¢ de ¢ par ¥(x) = xo.

Définition 3.2.1. Soit D un @-module sur k((m)). Alors tout élément x € D s’écrit de maniére
p=1 )
unique x = Y (14+7)"p(x;), avec x; € D. On définit alors une application k-linéaire ¢ : D — D

par ¥(z) = 20,

Proposition 3.2.1. Soit D un @-module. Alors pour tout X\ € k((m)), x € D on a :

1 p(Ap(x) =Nz, Y(e(N)z) = Mp(2) ;
2. P(aP"t) = (1)1t 5 0<r<p—1etmeZ

Démonstration. 1. Voir & partir du fait que ¢(Ax) = p(N)p(x);

2. 7P = ((1+m) = 1)7(n™) = (=1)"p(n™) + 2(—1)“"(1 +m)'p(n™).
- O
Définition 3.2.2. On appelle 1p-module un k[[r]]-module de type fini M muni d’une application
additive ¢ : M — M telle que ¥ (p(N)x) = Mp(x) pour tout X € k((w)), x € M. M est dit

surjectif st : M — M est surjectif, et irréductible s’il ne contient pas de sous-y-module distinct

de M et {0}.

3.3 Les y-modules associés & p-modules : D?, D"

Définition 3.3.1. Si D est un espace vectoriel de dimension finie sur k((m)), on appelle réseau
de D un sous k[[r]]-module de type fini de D de rang égal & la dimension de D sur k((m)).

Si M, N sont deux réseaux de D, alors il existe deux entiers a et b tels que 7N C M C 7N
car k[[r]] est un anneau de valuation discréte. En particulier, si N est inclus dans M, alors M /N
est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Lemme 3.3.1. Soit D un p-module sur k((m)). Alors il existe des réseaur Ny et Ny de D tels
que ©(Np) C mNg C N1 C p(N1).

10



Démonstration. On fixe une base e1,...,eq de D. Comme ¢ est non-dégénérée, il existe des
matrices A = (a;;);j et B = (bij)i; de GLq((k((m)))) telles que

d d
e = szj@(ey‘)? p(ei) = Zaijej-
= j=1

Soit n > 1 tel que (@)n/l et (@)nB soient a coefficients dans 7k[[r]]. Notons Ny le
k[[r]]-module engendré par les 7"e; et N7 le k[[r]]-module engendré par les 7~ "e;. Alors :
d d
- go(w”ei) = go(ﬂ)n Z aijej = Z (@)naiﬂr”ej S 7'(]\707 donc (p(No) C 7TNO;
j=1

j=1
- n>1,donc wNy C Ny ;

d n
— ﬂ'fnei =7 " Zl bijgo(ej) = Zl <Lg:r)> bijgo(ﬂ’”ej), donc N1 C (,O(Nl).
J= J=

Lemme 3.3.2. Soit D un @-module sur k((7)) et M un réseau de D.
1. Si (M) C M, alors M C (M) ;
2. si le k[[r]]-module engendré par (M) contient M, alors (M) C M ;
3. sip(M) C M, alors (m= M) C 7'M, et pour tout x € D il existe n(z) € N tel que pour
n > n(x) on a ™ (x) € 771 M.
Démonstration. 1. M =(p(M)) C Y(M);

2. (M) CP(kl[nllp(M)) = k[[x]]M = M ;
3. par définition de ¢ on a (o (7 Hz) = ¢ Hr H(x) € o (x71)M pour tout i > 1.

Donc (71 M) C (7 PM) = p(o(r~1)M) C 7M. Pour la derniére assertion, on sait
que il existe n € N tel que € p"(7) 1M, et on obtient le résultat par appliquant ¥™.

O]

Proposition 3.3.3. Il existe un unique réseau D¥ de D qui est un v¥-module surjectif tel que
pour tout x € D il existe n € N tel que 1" (x) € D,

Démonstration. Soit Ny, Np les réseaux fournis par le lemme m Posons M,, = ¢"™(Np). On a
M, = " (o(No)) C Mypy1, de sorte que (M), est une suite croissante de réseaux de D. De
plus, Ny C Ny C ¢(Ny), et par le lemme précédent (point 2) M,, C N; pour tout n € N. Car Ny
est noethérien (module libre de type fini sur k[[n]]), (My,), stationne en un réseau My, tel que
Y(Mso) = M.

Posons M), = ¢ (71 M,). Par le dernier point du lemme précédent, (M), est une suite dé-
croissante de réseaux de D, contenant My,. Mais m_1 My, /My est artinien, de sorte que (M),)y,
stationne en M/ : il vérifie alors ¢(ML,) = M/,.

Si z € D, on sait que il existe n(z) € N tel que ¥"(z) € 7~ My, pour n > n(z). Comme (M),
est stationnaire, on a ™" (x) € M/ pour un certain m, et donc M/ vérifie bien les propriétés
requises pour DE.

Soit M et My deux réseaux vérifient tous les deux propriétés de ’énoncé. Quitte & remplacer M,
par Mj + Ma, on peut supposer My C M. Alors ¢ : My /My — M /Ms est k-linéaire, surjective
et nilpotente. Car dimy M7 /Ms est finie, on déduit que My = My, d’ou 'unicité. O

Proposition 3.3.4. Si N est un réseau de D stable par ¢ tel que 1 induise une surjection de
N sur lui-méme, alors N C D et D¥/N est annulé par .

11



Démonstration. Sity(N) = N, alors N+ D vérifie les mémes propriétés que D¥, d’ott N+DF = DF
et N C D%

Ensuite, par la méme démonstration que dans la proposition on montre que (Y™ (7~ 'N)),
est décroissante (car ¢)(N) = N) et de limite D*, d’ou D* C 71 N. O

Proposition 3.3.5. Si M est un réseau de D stable par 1 et inclus dans DY, alors i est surjectif
sur M et Dﬁ/M est un k-espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a la dimy(z)) D.

Démonstration. L’application v induit une application surjective ¢ : D!/M — D*/¢(M).
Puisque M est stable par 1, la projection D! /y)(M) — D! /M est aussi surjective.

Les modules D¥, M, (M) sont des réseaux de D, alors D! /M et D! /y)(M) sont des k-espaces
vectoriels de dlmenswn finie. On déduit que Dﬁ/w( ) — D! /M est injective et ¢)(M) = M.
Par la proposition précédente D! /M est annulé par w, et donc dimy D¥/M < dimy, D! /7Dt =
rangk[m] DIj = dlmk((ﬂ)) . O

Corollaire 3.3.6. L’ensemble des réseaus de D stables par 1 et inclus dans D* posséde un plus
petit élément DY qui est un -module surjectif.

Démonstration. Notons D? I'intersection de tous les réseaux stables par ¢ et inclus dans D¥. Si
(M,,),, est une suite décroissante de réseaux stables par ¢ contenus dans D, alors (D*/M,,),, est
une suite croissante de k-espaces vectoriels de dimension inférieure ou égale & d = dimy(r)) D,
d’out (M), est stationnaire et My, = My pour tout k > 0. Ceci preuve que D? est bien un
réseau de D, stable par 1, et donc par la proposition précédente DF est un ¢)-module surjectif. O

En fin de compte, pour tout p-module D nous avons construit le plus grand réseau surjectif
D* et le plus petit réseau surjectif DY

3.4 (¢,I')-modules

Soit D un (@, T')-module. On peut vérifier que 'opérateur 1) commute avec 'action de I". En

p—1 , p—1 ‘
effet, soit a € I'y z € D. Alors z = ) (1 4+ m)"¢(x;), et Y(a-x) = > (1 + 7)%p(a-z;)). En
i=0 i=0
notant a; = b; + pc;, b; € {0,...,p— 1}, avec b; = 0 si et seulement si ¢ = 0, on obtient
p—1
Y(ax) = axg + (1 + W)ciw(Z(l + m)bip(ax;)),
i=1

dou Y(a-x)=a- -x9=a-Y(x).
Lemme 3.4.1. Les ¢-modules D!, D% sont stables sous laction de T.

Démonstration. Le ¢-module aD? est surjectif car 1) commute avec l'action de T'. Par la propo-
sition on a aDf C D! et en 'appliquant & a~! on obtient aD = DF.

De méme,
aD? = N aM = N M = D",
MC Dt stable par ¥ MC D! stable par v
L]

Définition 3.4.1. Un (¢,T')-module est un -module muni d’une action semi-linéaire de T,
commutant & 1. Un (¢, T')-module est dit irréductible, s’il ne posséde pas de sous-(1,I')-module
non trivial et non propre, et surjectif si le y-module sous-jacent I’est.
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Proposition 3.4.2. Si D est un (¢,T)-module de dimension 1, alors D% est un (1, T)-module
irréductible.

Démonstration. Supposons qu’il existe un sous-(¢, I')-module M C D% non trivial. Puisque D*
est l'intersection de tous les réseaux ¢-stables inclus dans D, M est nécessairement de rang sur
k[[r]] strictement inférieure & la dimension de D sur k((7)). Donc M est un ¢-module de torsion.
Mais M est contenu dans D, donc il est libre — absurde. O

Remarque. En fait, la proposition préc¢edente reste vrai pour les (¢, I')-modules de dimension
quelconque.
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Chapitre 4

Représentations de By(Q))

4.1 Premiéres observations

Soit B = B3(Qp) le sous-groupe de GL2(Q,) formé des matrices triangulaires supérieures.
On note K = Ba(Qy) N GLa(Zy), et Z = Q) 1d le centre de B.

Proposition 4.1.1. Soit x : B — k™ un caractére lisse de Bo(Qp). Alors x(&2) = x1(a)x2(c),
ot X1, X2 sont des caractéres lisses de Qlf.

Démonstration. On va commencer par montrer que le sous-groupe dérivé D(B) de B est le
groupe N = (IQP).

01
Un petit calcul donne D(B) C N. Pour l'inclusion réciproque, B/N est un groupe abélien. Alors
X se factorise en un caractére lisse de B/N ~ Q) x Q. O

Corollaire 4.1.2. Si 01, 0o sont deux caractéres lisses de Q; — k>, alorsoc=01®09: KZ —
k> défini par o = (&%) = o1(a)oz(c) est un caractére lisse de K Z, et tout caractére lisse de KZ
est de cette forme.

Une représentation V du groupe G est dit une représentation & caractére central, si le centre
de G agit sur V par un caractére.

Proposition 4.1.3. Soit II une représentation lisse irréductible de B a caractére central. Alors
il existe un caractére lisse o : KZ — k* tel que 11 soit un quotient de ind% , 0.

. . .1 14pZy 7 Ny .
Démonstration. Considérons le pro-p-groupe I} = ( +g P 1+;Zp)' D’un coété, II est lisse, et par

la corollaire on a It # {0}. De l'autre coté, I1 est le noyau du morphisme K — Fy xFy,
(8 g) + (@, c). Ainsi, IT"* est une représentation de K/I; ~ Fy xFy.

Comme K/I; est abélien et que tous les éléments sont d’ordre p — 1, cette représentation est
diagonalisable. Comme Z agit sur II par un caractére, il existe un caractére o : KZ — k> et un
élément non nul v € 1II tel que K Z agit sur v via o.

Par réciprocité de Frobenius il existe un morphisme B-équivariant non nul indf;z o — 11,
qui est nécessairement surjectif car II est irréductible. O

Si A€ k™, alors o1\ ® ng}l et 01 ® oo définissent les mémes caractéres de K Z, de sorte
que ind® , 01 ® 09 = ind2 , oy 1y ® oopuA 1. Ainsi, nous pourrons toujours supposer oy (p) = 1.
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4.2 Structure de By(Q,)

On note A = {a1p™' + -+ app ™0 < a; < p—1,n € N} un systéme de représentants
de Qp/Zy. Pour € Aet 6 € Z, posons ggs = (éﬁ;) Alors les gg s fournissent un systéme de
représentants de B/ K Z :

Lemme 4.2.1. On a B =g 4 5c7 956K Z.

Démonstration. Soit (‘5 lc’) € B. Alors on a

a b _ aop")p(a) b _ 1 bpfvp(a)cal —z ap  xco pvp(a) 0
0 ¢/ 0 Copvp(c) —\o p”p(c)_vp(a) 0 co 0 pvp(c)
avec ag, cg € Z;. I est toujours possible de choisir x € Z,, de sorte que bp_“P(a)co_1 — x soit dans

A, donc (8 Zé) € UﬁeA,&eZ 9K Z.
On va montrer que cette union est disjointe. En effet, soit (éﬁ;)(é;/ )_1 € KZ. Alors
1 —& _ pl,—6
(0 bp pé_fp ) €eKZ

et donc 6 =4d', B =p. O

On peut identifier le systéme de représentants au-dessus a ’ensemble des sommets de ’arbre
-1
infini régulier de degré p+1, ol tous les arcs sont de la forme <((1) %), (1 (5+ng )), 0<a<p—1:
p 0 D
Soit o est un caractére de KZ. Alors par le lemme et la section une base de ind% , &
est donnée par les [ggs], d € Z, f € A.

Définition 4.2.1. Si f = 55 Xss(gs06] est un élément de ind? , o, on appelle support de f
l'ensemble fini des ggs tels que A\gs # 0. On appelle Uentier 6 la hauteur de ggs, et f est

dit a support en niveaux ni,...,nx si tous les éléments de son support sont de hauteur dans
{nl, cee ,nk}.
Pour n € N on appelle n-bloc de niveau § un ensemble de la forme {[gz_;,-—n s],7 = 0,...,p" —

1}, et m-bloc initial de niveau ¢ le n-bloc pour lequel 5 = 0.

4.3 Certaines représentations irréductibles de B

Dans cette section on va construire quelques représentations irréductibles de B. On commence
par des observations techniques.
Soit V,, le sous-k-espace vectoriel de indf; 4 0, engendré par le n-bloc de niveau d.

Lemme 4.3.1. On note T, : V;, = V,, Uopérateur linéaire défini par multiplication par g_,-—n-s
G gauche. Alors A, =T, — 1d est nilpotent d’indice p".

Démonstration. On a Aﬁn = (T, — Id)pn = Tﬁn — Id car k est de caractéristique p. Mais

1 —p N\ [/1 B—jp" L g—gp -1
glipné,o[gﬂjp‘”ﬁ}:<o pl ) [<0 ’ p]‘sp ﬂ N KO ’ ]];5 >] -

= [95—jp—n.s);

done TE" =1d, d’ott le résultat. O
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p"—1
Lemme 4.3.2. Le noyau de A,, est égale a Vect ( > [gﬁjp—n,76]).
Jj=0

Démonstration. Soit g = Z?lal ajlgg—jp—ns| € Ker Ap. Alors

p"—1 —

ng_zajgﬁ (J+1)p "6 Z gB ]p”5 =9,
7=0 7=0

et donc tous les a; sont égaux. Réciproquement, A, est nilpotent, et donc la dimension de son
noyauest au moins 1. O

Lemme 4.3.3. Soit x € V,, non nul. Alors on a

Z 95_jp-n.s) € Vect(z, Tn(z),..., T " ().
7=0

Démonstration. Puisque A, est nilpotent, il existe m < p" tel que A (z) = 0 et A" 1(z) # 0.
Alors A~ 1(z) € Ker A, et on obtient le résultat cherché en rappelant que A, =T, —Id. O

Soit 0 = 01 ® o9 un caractere lisse de KZ tel que oa(p) = 1, et A € k*. Notons S(\, o) la
sous- B-représentation de ind%, o engendrée par

p—1
w=A"goa] + Y _lg—jp-1,0]-
=0

Lemme 4.3.4. Un élément de S(\,0) o support en un seul niveau est nécessairement nul.

Démonstration. Soit f € S(A,0) a support en niveau n, et notons f = > 5.; EBEA[; AB,598,5W,
avec I C Zet As C Atels que Ag s # 0. Une telle écriture est toujours possible car si ( ) e KZ,

GG )66 G666 )]
oAl 6 )

%1 <(1) g) <(1) _jf_1> Kg _jp_l(ac_ C>+b)] = o1(a)oz(c)gp,ow-

J=0

1

I
=)

I
>

+

Notons que

—1 . p—1 .
LN~ [(1 =i 1 B 1 —jp!
<0 p5> 2 Ko 1 o (o )20 7
7=0 7=0
sont a supports disjoints si (5 — ') ¢ {0,...,—(p — 1)} C A et égaux sinon. On peut donc

supposer que f = 2561,66(@1,/17*1%0 )\575(3 5; )w ol pour tout ¢ € I il existe 3 tel que A\gs # 0.

Si f # 0, alors I est non vide, et notons iy (resp. i1) le plus grand (resp. petit) élément. Par la
construction de la somme tout élément de niveau ¢g + 1 ou ¢; se rencontre une seule fois, donc
io + 1 =n =iq1. Mais i¢p > i1 par définition. Absurde, et f = 0. O
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Proposition 4.3.5. Le représentation IL(\,0) = ind% ,0/S(\, o) est une représentation irré-
ductible non triviale de B.

Démonstration. La représentation II(\, ) est non triviale car [Id] ¢ S(A, o) par le lemme précé-
dent.

Pour montrer que IT(\, o) est irréductible, on va prouver que si f est un élément non nul de
II(A, o), alors il existe une combinaison linéaire de B-translatés de f qui est égale a [Id] modulo
S\, o).

Soit donc f un élément de ind? , o d’image non nulle dans II(\, o). On peut supposer que f est
& support en niveaux a,a + 1,...,a + r. Quitte & retrancher & f une combinaison linéaire de
gs,sw, on peut supposer que f est & support en un seul niveau a.

Le support de f est fini, donc on peut supposer qu’il est inclus dans le n-bloc initial de niveau

a. Par le lemme {4.3.3| on peut trouver une combinaison linéaire de B-translatés de f égale a
p"—-1

[95—jp—n s]- Cette combinaison linéaire ne peut étre dans S(A, o) car elle est & support en un
i=0

pn71—1
seul niveau. Ensuite, en y ajoutant ) 93— jp—n 5w, on obtient un élément dont le support est
Jj=0

non nul et inclus dans le (n — 1)-bloc de niveau a — 1.
On procéde par récurrence descendante sur n, et en fin on se ramene & un élément qui est une
combinaison linéaire de translatés de f dont le support est contenu en un seul élément [gg /]

modulo S(A, ), donc [Id] = gﬁ_,lv, l9p' ~] € TI(A, 0). O
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Chapitre 5

Construction de représentations de B a
partir de (¢, ')-modules

5.1 Construction de @ 5 et propriétés
Soit D un (¢,T")-module libre sur k[[r]]. On définit le k-espace vectoriel Jim y D par :

@¢D = {(xn)neN : ¢($n+1) = xn}

On munit 1£1¢ D de la topologie de la limite projective, de sorte que l&nw D est un k-espace

vectoriel de prodimension finie.
Nous allons définir une action de By(Q)) sur @1 ” D. On peut vérifier sans peine que tout élément

g € B s’écrit de maniére unique sous la forme

=6 D626 D6 )

avect € Q), j€Z, 2€ Qp, a € Zy

Définition-proposition 5.1.1. Si x est un caractére lisse de Q, on définit une action de B
surxeyanD par :

) ) = (B, (5.1)
)e) :{W(?”) =0 52)
) ) =a !z, (5.3)

((é i) x>n = (L4 1) P2 ny) sint > —vp(2). (5.4)

De plus, les formules d’action — définissent une représentation continue du groupe B.

Démonstration. Pour vérifier que I'action est bien définie, on doit montrer que (g192)x = g1(g27)
pour tout g1,92 € B, x = (y)n € @¢ D.
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Comme le centre de B agit par un caractére, on peut supposer
(1 by (1 O 1 0 1 b
N=0 )" \o p)\0 a)\0o 1)
(1 b\ (1 0 1 0 1 b
#2780 ) ~\0 p2)\0 a)\0 1)°
. 1 by +bico . 1 0 1 0 1 by +bies
NR=N0 cree )T \0 pit2 ) \0 agas) \0 1 ’

ou b17b2 € @p; C1 = alpj17 C2 = a2pj27 ai,az € Z;;y jlan € Z.
On peut vérifier sans peine que, si b € Qp, c=ap’, a €Z), j € Z,on a:

((é lc)) ””) — (@ (L4 ) )

pour k € Z suffisament grand. Alors :

(91(622))n = 9" (o (1m0 (g2 k) =
= P () g (L )
= I ()T g (1 )T )
= I (g ap) T e )

_ w(j1+j2)+(k+l)((a1a2)71(1 + ﬂ_)pn+(k+l)(b102+b2)xn+(k+l))

= (9192)

pour k, [ suffisament grands, et ’action est bien définie.
Finalement, 'action de B est continue puisque celles de v, I" et x le sont. O

Ainsi, h&l D est une représentation de prodimension finie de B, et donc par le théoréme
, (D) = (@17# D)* est une représentation lisse de B, a caractére central .

Lemme 5.1.1. Soit M est un sous-espace fermé de l'&le stable par B. On pose M; limage
de M par la projection pr; : yan D — D, (xp)n — z;. Alors :

1. My = My pour tout k € N;

2. My est un sous-k[[r]]-module de D stable par i) et T';

3. M= 1'&% M.

Démonstration. 1. Soit x € yﬂlw D et pro(z) = xg. Alors pr; (((1] I?j )a:) = x9, donc My C M;.
De méme, Mj C M.

2. My est évidement un sous-k[[r]] — module, stable par 1 car pro ((§5)z) = 1(z0), et stable
par I' car prg (((1) 2).7)) =a lxg

3. 1l est évident que M C @w My. Maintenant, soit z = (z,,)n € @w My. Alors pour tout

k € N il existe u®) € M tel que u,(f) = 2. Mais cela siqnifie que (u®))zen tend vers z.
Puisque M est fermé dans l'&nw D, on a z € M, d’ot I'inclusion réciproque.

O]
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Proposition 5.1.2. Si D est un (¢,I')-module irréductible, alors 2, (D) est une représentation
lisse irréductible de B.

Démonstration. Par le théoréme il suffit de montrer que @w D n’a pas de sous- B-représentations

fermées non triviales. Par le lemme précédent, toutes telles sous-représentations sont de la forme
@1 " D', ot D’ est un sous-(¢), I')-module. D est irréductible, d’on l&n ” D est irréductible. [

Définition 5.1.1. Si D est un (¢, ')-module sur k, et x est un caractére liss de Q;, on note
Q,(D) la représentation lisse de B définie par Q, (D) = Q, (DF).

Si D est un (¢,I')-module de dimension 1, on sait (par les propositions et 5.1.2) que
(D) est une représentation irréductible.

5.2 Représentations associées a (i, [')-modules de dimension 1

Soit D un (¢,I')-module de dimension 1. Par la proposition D ~ Dy, pour X € k%,
h € {0,...,p—2}. Soit donc e est une base de D, j, sur k((7)) telle que p(e) = Ae et ae = w'(a)e.
On peut vérifie directement que Df = 7~ 'k[[r]]le, D = k[[x]]e, et ¥(a(m)e) = A" "p(au(7))e.

Soit Oy la forme linéaire sur Di’h, définie par Op(a(m)e) = «(0). On définit alors une forme

linéaire 6 sur yan Diﬁ par 6(y) = 6o(yo)-

Lemme 5.2.1. Si (¢5) € KZ, alors (£5)0 = x(a)w"(a"'d)b.

Démonstration.
a b al —bata?!
(& o) o—=o(( "")v)-

- ((a; a91> ((1) ZZT) y) = x(a)w"(a”'d)0(y).

U
Proposition 5.2.2. La forme linéaire 0 est annulée par
p—1 )
_ -1 p =
w=A x(p)Id—Z (0 ) > .
7=0
Démonstration. En utilisant la définition de l'action de B2(Q),) sur Di ,» on obtient :
p—1 p —j p—1
3= 3 (5 77)0) ) =2 @t oo w | 0+ 7
7=0 7=0
Notons yo = a(m)e, avec a =3, g anm" € k[[r]]. Alors 0y(yo) = a, et
p—1
bo | ¥ | 2_(1+m)7y0 | | =bo((x" " a)) = A" (n" " a)(0) =
j=0
= )\_lao(—l)p_l.
O
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Théoréme 5.2.3. Si A € k* et h € {0,...,p — 2}, alors Q(Dy,h) ~ I(Ax(p~!),0), avec
o= Xw_h ® wh.

Démonstration. On sait déja par le lemme et la réciprocité de Frobenius que Qy (D), h)
est un quotient de ind%, o via I'application ind% , — Q,(Dy, h) définie par

> alBgsn] = D a(B7)gs.40-
8.6 8.6

Cette application est surjective car non nulle et car €, (Djy,h). La proposition dit que
son noyau contient w, et donc S(Ax(p~!),o). Alors on obtient une application non triviale
OAx(p~1),0) = Q(Dy, k). La représentation II(Ax(p~!),o) est irréductible par la proposi-
tion [£.3.5] donc cette application est un isomorphisme. O
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Chapitre 6

Calcul de Exzt'(Dy, Do) pour
(¢, I")-modules de dimension 1

6.1 Premiéres remarques

Dans la suite, on fixe un corps k de caractéristique p non nul muni de la topologie discréte,
on munit le corps k((7)) (7 est une indéterminée) et le groupe I' = Z, de leur topologie. On fixe
(p—1 un générateur du groupe de (p — 1)-iéme racines de 'unité p,—1(Q,).

Pour deux éléments f,g € k((7)), on dit f = O(g) si f € k[[7]]g.

Pour chaque h € Z/(p — 1)Z, on définit une nouvelle action de I" sur k((7)) (notée ©p,) par :

YR f=w )"y f.

On peut réécrire les conditions dans la définition d’un (¢, I')-module de la fagon suivante :

e(fv) = e(fe(v),
v (fv) = (v f)ly-v),

p(v-v) =7 9(v)
pour tout f € k((7)), v € D, et v €T.

6.2 Explicitation de la définition de (y,I')-modules

Soit D un (¢, I')-module de dimension n et €1, e, - - - , e, une k((m))-base de D. Alors il existe
une unique matrice ® et une unique famille continue de matrices (M, )yer dans GLy(k((7)))
telles que (e, ez, -+ ,e,) = (e1,e2, - ,e,)P, v (e1,e2,--- ,€,) = (e1,e2, -+ ,e,)M,. Dans
ce cadre, les conditions que D soit un (¢, T')-module se traduisent comme : Vvy,~" € T,

Dp(My) = Myy - @, (6.1)
M’Y’Y' = Mfy("y . M'Y/)' (62)
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6.3 Changement de base

Soit €],€),--- , el une autre base de D, on note A € GL,(k((r))) la matrice de transition,
(e},eh,---,el)=(e1, ez, -+ ,e,)A. Alors on a

@(9/176/27 T 7e;1) :w((elae% Tt en)A)

:Sp(eh €2, - ) (A) (6 3)
:(e17 €, - e’VL)(PSD( ) .
:(ellae,%"' 7en)A 1©¢(A)a
et de méme,
7'(6/176/27"' 7e;1) = (e/17e/27"' ) n)A 1M ( A) (64)

6.4 Le produit tensoriel

Le produit tensoriel de deux (¢, I')-modules est aussi un (¢, I')-module de maniére évidente.
Par exemple on a Dyp Qp((x)) Dy = Dax ptn- L'ensemble des classes d’isomorphisme de
(¢,T')-modules de dimension un devient ainsi un groupe isomorphe a k* x Z/(p — 1)Z, dont
I’élément neutre est D g.

Grace a cette structure de groupe, le probléme de trouver toutes les extensions de Do par D
pour D1,Ds deux (¢, I')-modules de dimension un se réduit au cas ot Dy = D1 .

6.5 L’espace des polynémes de degré plus petit que p

L’espace g des polynémes de degré strictement plus petit que p est un sous k-espace vectoriel
de k[r] de dimension p, dont une base est ((1 + )")!_;. Chaque élément v de p s’en exprime
uniquement comme une combinaison k-linéaire :

p—1
v = E (1+7)'a;, a; €k,
i=0
on écrit alors v = (ag, a1, ,ap—1) par abus de langage. On a deux bijections suivantes sous

cette correspondance :

{v € p|v est constant }

H{(ao,ah--. ,ap—l) S kp\m =ay =" =ap1 :O},

et
{v € p|v ne contient que des termes de degré 0 et p — 1}

~{(ap, a1, ,ap—1) € kPlar =ag =--- = ap_1}.
6.6 Un peu d’arithmétique sur 7,

Vv € Zy, il existe un unique élément dans Z, qu’on appelera [ | qui vérifie vy =5 + p[l] On
définit alors une application A : ' — k par A, = w([vpp 1]) On a:

Lemme 6.6.1. A est un morphisme de groupes.
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Démonstration. Pour ,+" € I quelconques, 1 —i—p[%] =)y t=0 +p[Z)( —i—p[%]) =

1 +p([vppﬂ] + [7/271]) (mod p?Z,). Donc [(77217_1] = [71;1] + [w;l] (mod pZ,), il s’en suit que

AA/,Y/ = A,y + AW" O]

Pour a € Zy, (1+pa)P~t = 1—pa (mod p?Z,), donc les valeurs de A sur 1+ pZ, sont données
par :

Aiipe = —w(a),Va € Zy. (6.7)
On peut déduire un truc utile :
[22]
Lemme 6.6.2. Vv,+ € T, w( o) =Anm - Ay — A,
Démonstration. Par (6.7) et lemme [6.6.1], V,+ €T, on a :
RN
Py _ Py _ _ A - A = A — A, —
W) =Wz = _A1+p”/7” = Ay = A = Ay = Agp = Ay = Ay,
¥y
0

S’appuyant sur le lemme [6.6.1, on peut faire des calculs suivants : 0 = A; = 2A_4, donc
A_; =0 lorsque p > 3. Dans ce cas, on a par (6.7) que

Api =A1+ A+ A i =Ai+w(i™h).

Ca entraine que

p—1 % p%l
Sidi= Y ia - Ay ) =il ) = (P =w(3). (6.9)
=1 =1 =1

On va résoudre un systéme d’équations :

Lemme 6.6.3. Soit h € Z/(p — 1)Z non nul, si une application g : I' — k vérifie g, =
gy +w(N gy, Vv, €T, alors il existe C € k tel que g = C(w(y)" —1),Vy €T\

Démonstration. Pour v € 14 pZ,, on a par '’hypothese sur g que

g’Y —+ g,yl = gw’y’ = g’Y"Y = g,yl —+ W('Y/)hgry,
donc g, = w(v")g,, ¥y € I'. Mais w(y')" n’est pas toujours égal a 1 car h # 0 dans Z/(p — 1)Z,
donc on a forcément g = 0 sur 1 + pZ,. On en déduit que g, = g5,Vy € I'. Maintenant prenons
v = (p-1, ainsi {1,7,--- , 7772} = {1,2,--- ,p— 1}. On a d’abord g,i = g,i— +w(v=1Hlg,. En
sommant, on obtient Vi € {0,--- ,p — 1},

i h\i ivh
o hj-1. _ w@")' =1 w@®)" -1
gz—Ew(v) Gy = ———9v = ——~7—— G-
T WM -1 w17

D’ou le lemme. O

Lorsque p > 3, on a une sorte d’inverse du lemme [6.6.1] :

Lemme 6.6.4. Si g : I' — k est un morphisme de groupes, alors il existe C € k tel que
gy =CA, Yy eT. (g est donc continue)

Démonstration. 1l suffit de prouver que g est déterminée par sa valeur en 14+p. D’abord 0 = g1 =
ger-1 = (p— 1)9Cp—17 donc g¢,_, = 0, on sait alors que g est déterminée par ses valeurs en 1+ pZ,.
p—1

En plus, Vy € 1+pZy, gy» = pgy = 0. Donc g = 0 sur 1—|—p2Zp sachant que (14pZ,)? = 1+p2Zp.
D’oti ce qu’on veut en remarquant que 1+ pZ,/1 + p?Z, est engendré par 1 + p. O
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6.7 L’action \p — Id sur k((7))

Soit A € k*. Comme ceux dans les sections précédantes, la série des lemmes présentés dans
cette partie nous serviront quand nous entrerons dans les sections prochaines.

Lemme 6.7.1. \p—Id est un auto-homéomorphisme de wk[[r]] ; Si de plus X # 1, on a d’ailleurs
que A\p — Id est un auto-homéomorphisme de k[[r]].

Démonstration. Pour le premier énoncé du lemme, il suffit de noter que \p — Id : wk[[n]] —
mk[[n]] posséde un inverse continu : — >,y A'¢’; Le deuxiéme énoncé en est une conséquence
directe. ]

: km™ l A#1
Lemme 6.7.2. k((7m)) = (Ap—Id)(k((7))) D Qy, ot Q) = ®ZEN\pN ™ ' orsque X\ # 1,
k@ @iempn k" lorsque A = 1.

Démonstration. C’est facile de voir que (A — Id)(k((m))) N2\ = {0}. Il reste donc de prouver
E((m)) = (Ap—1d)(k((7)))+ . Remarquons d’abord k[[7]] C (A¢—1d)(k((7)))+ par lemme

. Alors le fait que Vn € N,Vm € N\pN, on a 77 P"™ = \™"n ="+ (\p—Id) Y A\ ig—P"'m
nous permet de conclure. ]

Lemme 6.7.3. Si f € p,i € Ze_1,g € nHVPE[[x]] satisfont fa'? + g € Im(Ap — Id), alors on
a:

f est constant, lorsque 1 < —2,
f ne contient que des termes de degré 0 et p— 1, lorsque i = —1.

Si de plus f = O(7), alors f = 0.

Démonstration. Soient f,i,g comme dans 'hypothése de ’énoncé, donc 3¢’ € k((w)) tel que
fr? +g = (Ao — Id)g’. Si f = 0, I’énoncé est vérifié automatiquement. Si f # 0, alors i est
le plus grand entier tel que ¢’ = O(x?), c-a-d. IC € k tel que ¢ = O’ + O(x"*!). Dot
(Mg — Id)g' = CAr™ — Crt + O(w(+VP). Ca entraine que fr? = CAn™? — Cr' + O(x(+DP),
Lorsque i < —2, on a i > (i + 1)p, et donc fa’? = CAx™ + O(x(*+1P), On a alors forcément
f=C\ Lorsque i = —1,ona fr P?=CArP—Cr 1 +0(1), et donc f = CA— CrP~! est bien
ce qu’on attend.

Si de plus f = O(m), la démonstration ci-dessus implique f = 0. O

Lemme 6.7.4. Soient f € k((7)),\ € k*,h € Z/(p—1)Z, alors l'ensemble {y e |y O f— f €
(Ap — Id)(k((m)))} est un sous-groupe ouvert (donc fermé) de T.
Démonstration. SiyOp f — f = (Ao —Id)g,y On f — f = (Ap — Id)g’, alors on a
Wonf—f=ron( onf)-f
=vor (YO f=f)+(vOnf—f)
=7 On (Mg — Id)g") + (\p — Id)g
=(Ap —Id)(y©n g+ 9),
et
vionf-f==7"oOn(vOnf-f)
= ="' on (Mg — Id)g)
=(A\p = Id)(=y~" ©n 9).

Donc 'ensemble {y € I'|y ©n f — f € (A — Id)(k((m)))} est un sous-groupe de I'. Il est ouvert
grace au lemme [6.7.1] et au fait que 'action ®p est continue. O
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6.8 Explicitation de Ext'(D,, D1y)
Soit A € ket h € {0,--- ,p— 2}. Pour une suite exacte de (p,I')-modules

0—>D)\7h—>D—>D170—>0,
on fixe € € Dy p,€2 € Dy tels que p(€1) = \é1,7- € = w(y)"é1 et que p(8) = 89,7 - 6y =
€5,Vy € I'. Notons e; 'image de €; dans D. Prenons es € D une pré-image de €. Alors on peut
définir ® et (M, )yer comme dans la section [6.2|sous cette base (e1,e2) de D. Ces matrices sont
triangulaires supérieures, il existe f € k((7)) et une famille (g,),er dans k((7)) tels que

o=(o 1) =9 1)

Les équations (6.1) et (6.2)) se traduisent maintenant comme
100 f === Id)gy, (6.9)

et Gyy' = Gy + y ®p g,y/,V"y,")’/ cTl. (610)

Pour que D soit un (¢, I')-module, il faut encore que g, soit continue par rapport a 7. Le
lemme suivant nous dit que cette condition est redondante :

Lemme 6.8.1. Soient f € k((m)) et une application g : I' — k vérifient les équations et

(6.10), alors g est continue.

Démonstration. Yn € N4, par la continuité de 'action ©p, IN € Nyg telle que vy ©p f — f €
7"k[[n]],Vy € 1+pVZ,. Par (6.9), on sait que g, € k®n"k[[r]],Vy € 1+p"Z,. On note £, le terme
constant de g, en se concentrant sur les termes constants des deux cotés de ’équation ,
on a que € est un morphisme de groupes de 1+ p” Zy, sur k. En particulier, Vy € 1+ pv Ly ep =
pe, = 0. Mais (1+pVZ,)P = 1+pN*1Z,, donc g, € mk([[x]], ¥y € 1+p"+1Z,, dott la continuité
degen~y=1.Et entraine la continuité de g en v € I' quelconque. O

Si on choisit €, au lieu de ey comme pré-image de €z dans D, alors il existe a € k((7)) tel

que (e1,eh) = (e, es) <(1) Cll) . On note @' (resp. M) la matrice de l'action de ¢ (resp. v € T')

sous cette nouvelle base (e, e}), alors par (6.3)) et (6.4), on a :

(1 a - 1 a\ (X f+(A¢g—1Id)a
¢_<0 1) (p@(o 1)‘(0 1 >

-1
,_ (1 a 1 a) _ (0" gy +7Gra—a
Mv_(o 1) My <0 1>_< 0 1 '
On pose :

Oan = {(f, (gy)ver)|g : T = k((m)) et f € k((m)) vérifient les équations et (6.10)},

on en tire un sous-ensemble :

(6.11)

Oxn = {(f, (gy)er) € Oanlf € ).

Gréce au lemme 6.8.1} on a par (6.11)) que :
E:L’tl(D)\Vh, Dl,O) = @)\,h/’:“-
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(Tci < est la relation d’équivalence définie par : (f, (gy)yer)~(f, (¢} )er) ssi il existe a € k((m))
tel que f' = f + (\p — Id)a et que g/, = g, +7Opa—a,Vy €T.)

Par le lemme , on sait que pour tout (f,(gy)yer) € é/\,ha il existe a € k((m)) tel que
[+ (A = Id)a € Qy, prenons f' = f+ (Ap — Id)a et g/, = g, +v Opa —a,Vy € T, alors
(f', (gy)ver) € Oxpn et (f, (gy)yer)~(f", (95 )ver)-

En plus, pour deux éléments (f, (gy)yer), (f; (95)rer) € Oxp differents, si (f, (gy)yer)~(f; () )ver),
alors il existe a € k(7)) tel que f' = f + (Ap — Id)a, et que g, =gy +7Ona—a,Vy € I'. Mais
' — f € Qy, donc on a par le fait Q) N (A\p — Id)(k((7))) = {0} que f' — f = (Ap — Id)a = 0.
Ca force A\ =1 et a € k*. Donc g/, = g, +yOpa—a = g, + (w(y)* = 1)a,Vy € T. Mais on a
supposé que (f, (gy)rer) et (f'; (g))er) sont différents, donc w(y)" — 1 n’est pas identiquement
nul, d’ou h # 0.

Les discussions ci-dessus nous conduisent au lemme suivant :

O n siA#1 ouh =0,

Lemme 6.8.2. El’tl(D)\’h,Dl’o) = .
Oxn/ ~  sinon.

(Ici ~ est la relation d’équivalence sur © j, définie par : (f, (g4)yer) ~ (f', (g} )rer) ssi f = [’
et il existe a € k tel que g\, = g, + (w(v)" = 1)a,Vy € I'.) Ainsi Ext*(D) 5, D1,) est muni d’une
structure de k-espace vectoriel induite par celle de O} 5, on va déterminer sa dimension (finie!)
et en donner une base explicite.

6.9 Calcul de 6,

Soit (£, (gy)~er) € O p. Ecrivons f comme Zf:_ol(l + 7)%p(x;). Posons
m = max{i € Zeo|wo, - ,xp_1 € 7k[[7]]},
alors il existe bg, -+ ,bp—1,c0, - ,cp—1 € k uniques tels que
z; = bir™ + em™ T 4 O(x™ ), Vi € {0, ,p— 1}.
et alors

p—1
f = Z(l + W)iw(biﬂ‘m + ciﬂm-i-l) + O(ﬂ_p(m-ﬂ))‘
=0

Dans ce qui suit, on va s’appliquer & exploiter les équations et (6.10]).
e Sim =0, on distingue le cas A # 1 et le cas A = 1.

Dans le premier cas, on a f = 0 parce que f € 2. Chaque g est aussi 0 par .

Dans le deuxiéme cas, on a d’abord f € k parce que f € Q. xSi f # 0, alors par (6.9),
ona w(Y)"f —f € knIm(p—1Id) = 0,¥y € T. Donc h = 0. Si c’est bien le cas (h = 0),
alors g, € k,Vvy € I' par . Et nous dit que g est un morphisme de groupes de I' sur
k. Dans la suite, on suppose toujours que p > 3. Par le lemme [6.6.4] il existe C' € k tel que
gy =CA, ¥y €T . %Si f =0, on a g, € k par (6.9), et on sait par et le lemme qu’il
existe C' € k tel que g, = C(w(y)? = 1),¥y € T lorsque h # 0, et par (6.10) et le lemme m
qu’il existe C' € k tel que g, = CA,,Vy € I' lorsque h =0 .

Sim< —1,0n a

f = O(xttrm) (6.12)
parce que f € {2y, et au moins un des b, - - - ,b,—1 n’est pas 0. On en déduit
b0+b1++bp—1 = 0. (613)
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A partir de

p—1
f= Z(l + 7)lp(bm™) 4+ O(xPm+1)), (6.14)
i=0

on a

p—1

v f =Y (L4 m)p(biy - 7™) + O(xP" D)
i=0
p—1 L
=Y (1 +m)7p(biw(7)™7™) + Oz )
i=0
p—1
=Y (1 + 1) p(b=rw(y)"7™) + O(x" D),

i=0

Donc
p—1
Yon S — =1 S (14 1) () by) O, (6.15)
i=0

Mais (6.12) entraine v @y, f — f = O(z!TP™), donc

p—1

Y A+ ) (=)™ —bi) =0

i=0

par I’équation et le lemme [6.7.3] Autrement dit,

bm—_lw(v)mﬂl =b,Vyel,Vie{l,---,p—1}.

(bow (7)™ " = by est une conséquence directe de ceci grace a (6.13).) Dot il existe C' € £ telle

que
bi = Cw(@™M) Vie {1,--- ,p—1}. (6.16)

En regardant ’action de 1 + p sur f, on a

p—1
(14p) - f = S (1 ) P(bal+ 79 + 1) 4 ein™) 4 O +)
i=0
p—1
=3 (L4 m)ipbi(1+ ) (m + 7P + 7T 4 cir™ ) 4 O(rPmF2)) (6.17)
i=0
p—1
=Y (1 4 n)ip(bim™ + (ib; + ¢;)7™ ) + O(xP(m+2)).
1=0
On en déduit :
p—1
(L+p) @p f— f=a"TD N (1 4 m)fib; + O(rP(m+2)), (6.18)
i=1
Sim < —3, on a par (6.18)), et le lemme que Zf:_ll(l + m)%b; est constant. il s‘en
suit par (6.5) que by = -+ = b,_; = 0. Donc by est aussi nul par (6.13)), ce qui contredit la

définition de m.
e Sim = —1, on distingue le cas A =1 et le cas A # 1.
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Lorsque A # 1, ona f = Cn™P Zf:_ll((l + )" — Dw(i" 1) par (6.14), (6.16), (6.13) et par
fe . Et garantit que v ®y, f — f € k[[x]] pour cette f. On en déduit par le lemme [6.7.1]
que pour chaque v € T, il existe un unique g, € k((7)) (qui est dans k[[r]] en fait) qui vérifie
vOn f— f= (Ao —1d)gy. Pour ces g, on a

(Ap — 1d)(gy + 7 On Gy — Gyy)

6.19
=yonf—f+ron(Yonf—f) =0 onf—-f)=0. (6.19)

D’ott gy = gy + 7 ©n g4 par l'injectivité de I'application Ay — Id. Ga veut dire qu’on a bien
obtenu des éléments dans ©) ;.

Lorsque A = 1,ona f = C7? S P (147) — w(i" 1) + Cu pour certain u € k. Par (6.15),
on a d’abord v O, f — f € k[[n]],Vy € I. Donc v ©p f — f € (¢ — Id)(k((m))) si et seulement si
v O [ — [ € wk[[r]] parce que (¢ — Id)(k((m))) N k[[x]] = wk[[x]]. On en déduit grace au lemme
que v ©p, f — f se trouve dans (¢ — Id)(k((m))) pour tout v € I' ssi v @ f — f € wk][r]]
pour v € {1+ p, (,—1} parce que 1+ p est un générateur topologique du groupe 1+ pZ, et que
D2 11(Qp) x (L+ ply). Par @18), (1+p) On f = f = C T (14 m)'w(i®) + O(x”), donc
S ' w(i") = 0, c-a-d. h # 0. Si h est bien non nul, alors il existe un unique v = v € k (qui ne
dépend que de h) tel que (,_ 10O f—f € mk[[r]] parce que w((p—1)" # 1. Pour ce u et cette f, on
a alors YOy, f— f € wk[[n]],Vy € I'. Maintenant, le lemme[6.7.1]entraine que pour chaque v € I, il
existe un unique g, = gfyh) € mk[[n]] (qui ne dépend que de h) tel que YO f — f = (¢ —Id)(Cgy).
Une dérivation comme montre alors (¢ — Id)(gy + v On §y — ) = 0, donc la famille
(Cg~)~er vérifie bien I'équation par U'injectivité de ¢ —Id sur ﬂ'k[[ﬂ']] (lemme[6.7.1)). Quelle
est la relation entre cette famille spéciﬁque et la famille (g,)yer qu’on veut déterminer ? Elles
vérifient toutes les deux les équations (6.9)) et ( - donc leur différence g, — Cg,, est contenu
dans k. En plus, en tant qu'une apphcatlon de T sur k, g7 Cg, vérifie I'hypothése du lemme
- 6.6.3, donc il existe un C’ e k tel que gy — Cgy = C'(w ( P —1),vyerl.

e Sim= —2 on apar (6.18), (6.9), le lemmemm (6.6) que b1 =2y =---=(p—1)bp—1
Combiné avec (6.16)), ¢a entralne w(ih1 = w(j"1),vi,j € {1,---,p —1}. Donc h = 1 On
sait d’ailleurs cg + c1+ -+ cp—1 = 0 parce que f € Q). On déduit a partir de f =Y 7~ (1 +

(1). Par exemple uV) = w(%), comme justifié par les calculs suivants : on a

p—1
PN (147 1) =a",
1

i=
et

701 (17 +w(3)) =w(n ) w T — i @) +w(3)) +O(r) o0

B w(%)) +O(m), vy €T.
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)b 2 + eimt) + O(1) que :

p—1
YO f=w(v) ) 1+ ™) Tp(biy -7 2+ ey - ) +0(1)

- =0 |

=Y (14 bt (2 ()97 + )+ O
=0
p—1 o i

= 1+ m) (1 +m) P b)) + <—2biW<<;>v—2> +e)r ) +0(1)
=0
p—1

(1+ 7ol 2+ (<2 ()17 6 o) (D)) + 0L,

[en]

1=

Mais on avait obtenu b; = Cw(i~1),Vi € {1,---,p— 1} dans (6.16]), donc by = 0 par (6.13]), ainsi

vy

p—1 o
yorf-f=>(1 +w>”so<<w<—2z'1(7>v2>c+ +w<[;;]>c —cg)m ) +0(1)
i=1

2
2w L
=Py (1+7m) (e —w(i)C - +w(iy )C+ w(%)C) +0(1).
i=1
iy
Par le lemme [6.6.2) w( [i’:/]) = Az — Aj — Ay, la formule ci-dessus se simplifie ainsi a :
p—1 .
yoLf—f=7"Y (L+m)7(ai — a5 — CA,) + O(1)

i=1

ol a; € k est une notation pour ¢; — w(i~1)C — CA;,Vi € {1,--- ,p— 1}. Par (6.9), le lemme

et (6.6), on obtient :
a; — az; — CAy = aj — a7z — CA, Vi, j € {1, ,p— 1}

vy

En particulier,

al—aﬁzaﬁ—a?:--~:aw,2 —a,yp,l.
Mais leur somme est 0 a priori, donc chacun est en fait 0. En particulier a; — a5 = 0. C’est vrai
Vv €T, donc il existe C' € k tel que a1 =as = -+ =a,—1 = C’, alors
Yo f—f=CA(x P -7 4+0(1),¥yeTl (6.21)

Rappelons que c’est dans I'image de (Ap — Id) pour tout v € I" | cela n’est possible que lorsque
A =1 car A, n’est pas toujours 0 (par exemple Ay, = —1 comme dans (6.7)). Lorsque A = 1,
f = Zf;ol(l + 7)lp(bm™ + ;7™ ) + a pour certain a € k parce que f € Qp. On calcule
(1+p) @1 f comme dans I’équation (6.17) mais d’'une maniére plus preécise :

p—1
A+p)orf=Y (L+m)iel;1+n)(r+n?+aP ™2 4 ;14 7) 7 ) +a+ O(n)
i=0
p—1 i
= (14 7m) (b2 4 (ib; +¢;)m L + <2> bi + ic; — 2b;mP73) + a4+ O(m).
=0
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Par (G13).

(I+p o f—f= Zl+7r (ibym ! <;>b¢+ici)+0(7r)

p—1

=—C(n~ )+ <>b +ic;) + O(7).

=1

Mais on a dans k que Zf:_ll((;) bitic) = S} (w(5)C+i(w(i ) C+CAH+C)) = C(XPl i~
w(%)) = 0 par l'équation (6.8). Alors par le méme argument comme dans le cas m = —1, on sait

qu'il existe un unique a = a(“¢") € k (qui dépend d’une facon linéaire de C, C') tel que y®, f — f
se trouve bien dans Im(p — Id) pour tout v € I'. Pour ce a et cette f, on sait par et lemme
6.7.1 que pour chaque «y € I', il existe un unique g, = ggc,c’) (qui dépend linéairement de C, C")
de la forme CA, (771 +w(3 )) +O( ) qui satisfait Uéquation v®1 f — f = (¢ — Id)§,. Par (6.20)),
onay® gy =CAy(x? +w( )) + O(m),Vy,v" € T'. Combiné avec le lemme|@[7 on a :

; S B 1
Gy 7 OLGy = Gyyr = C(Dy + Ay = Ay)(7 ™ +w(3)) +0(m) = O(n)

Donc une dérivation comme dans nous permet de conclure que g, + vy ©1 gy = g, grace
a l'injectivité de l’application ¢ — Id sur wk[[r]]. Alors par les mémes arguments comme dans le
cas m = —1, on sait qu'il existe C” € k tel que g, — g, = C"(w(y) — 1),Vy €T

On résume ce qu’on a obtenu sur ©) ; pour p impair :

Théoréme 6.9.1. Lorsque A\ # 1, alors ©), est de dimension 1, dont une base est : (f =
Zf;ll((l + ) = Dw(@® He(r™Y), gy = §4). Ot §y = O(1) ne dépend que de A, h,~.

Lorsque A = 1,h # 0,1, alors ©y est de dimension 2, dont une base est : (f = 0,9, =
wy)h=1),(f = Zf;ll((l + 1) = Dw(E (™) +u, g, = g%h)). Ou u™ € k ne dépend que
de h, g,(f’) = O(7) ne dépend que de h,~.

Lorsque A =1,h =0, alors Oy, est de dimension 2, dont une base est : (f =1,9,=0),(f =
0,9, = Ay).

Lorsque A\=1,h =1, alors O est de dimension 3, dont une base est : (f =0,9, = w(y) —
D), (f =7 4w(d).gy = 35). (F = S0 (A+m) = 1)p(w(i™ ) m 2 +(w(i™) +A)a ") +v, gy =
G). Ot v(=aM0)) € k est une constante absolue, §§1) =O0(n),9,(= Qg )) =AM +w(3)+
O(7) ne dépend que de 7.

6.10 Résumé pour Ext!'(D,, D1y)

Soit p = char(k) impair, soient A € k*,h € {0,1,---,p — 2}. Par la connaissance de ©,y,
qu’établit la section précédante, nous pouvons maintenant déterminer Ext! (D) 5, D1 ) grace au
lemme :

e Lorsque A # 1, alors Ext! (D, p,, D1 ) est de dimension 1, dont une base est : (f = Zf;ll((l +
)t = Dw(i"Hp(r™t), gy = ). Ot G, = O(1) ne dépend que de A, h, .

° Lorsque A =1,h #0,1, alors Ext! (D), D1o) est de dimension 1, dont une base est : (f =
S (A +7) = Dw(@@ He(r ) +u), g, = ggh)). Ou u™ € k ne dépend que de h, Qgh) = O(m)
ne depend que de h, 7.

e Lorsque A = 1,h = 0, alors Ext'(Dyp, D1p) est de dimension 2, dont une base est : (f =
1797 = O)a (f = Oag'y = A’y)'
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e Lorsque A = 1,h = 1, alors Ext' (D), D1p) est de dimension 2, dont une base est : (f =
Tt w(d),gy = 3, (f = SN+ 1) = Dp(w(i)m 2 + w(i™) + A)m ) + 0,9y = §n).
Ou v € k est une constante absolue, g’j,(yl) = O(7),3y = Ay(77 L + w(})) + O(7) ne dépend que
de 7.
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