Marche aux plus proches voisins sur Z? incisé

Jean-Marie Mirebeau et Pierre-Henri Brouard
Sujet proposé par Christophe Sabot

25 juin 2004

Table des matiéres

1

Introduction 2
1.1 Les principaux résultats et les méthodes . . . . . . . . ... ... ..... 2
1.2 Préliminaire . . . . . . . . . ... 3

1.2.1 Les séries de Laurent . . . . . . . .. ... ... ... ... .... 3

1.2.2 Les polynomes de Laurent . . . . ... .. .. ... ... ..... 4
Fonction génératrice associée a la marche 5
2.1 La relation de récurrence et sa traduction fonctionnelle . . . . . . . .. .. 5
2.2 Laméthode dunoyau . ... ... ... ... ... .. 6
2.3 Généralisation a d’autres marches . . . . . . . ... ... ... ... .. .. 10
Chemins se terminant en un point précis 11
3.1 Les chemins triés par ordonnée d’arrivée . . . . . . . .. ... .. ... .. 11
3.2 Les chemins triés par point d’arrivée . . . . . . .. ... ... ... .... 12
3.3 Quelques dénombrements explicites de marches . . . . . ... .. ... .. 13
Autres points de départ 14
4.1 Départ en un point quelconque de la demi droite interdite . . . . . . . .. 14
4.2 Dénombrement des ponts entre (—k,0) et (4,7) . . . . .. .. .. ... .. 15
Distribution de frappe sur la demi-droite 16
5.1 Quelques probabilités explicites . . . . . . . . . .. ... ... 16
5.2 Un résultat plus général . . . . . . . ... ... 17
Annexe 18
6.1 Factorisation de X +2a+ X tdans A[X, XY ... ... .. ... .... 18
6.2 Séparation des puissances positives et négatives de y dans m ..... 19



1 Introduction

1.1 Les principaux résultats et les méthodes

On veut étudier les marches aux plus proches voisins sur Z2 (i.e. qui sont constituées
de quatre pas : monter d’un, descendre d’un, aller & gauche d’un ou aller a droite d’un)
qui partent de (0,0), et qui ne reviennent pas sur 'axe des < 0. On va ainsi chercher
a dénombrer de telles marches de longueur fixée n.

—

]

Pour cela, les approches bijectives ne semblant pas aboutir, nous allons voir une
approche combinatoire et considérer la fonction génératrice associée
S($, Y; t) - E ai,j(n)-r yjt
n>0
1,JEZL

ol a; j(n) est le nombre de telles marches de longueur n terminant en (3, j).

On va pour cela établir une relation de récurrence vérifiée par S(x,y;t) en considérant
un chemin de longueur n comme un chemin de longueur n — 1 auquel on a rajouté un
pas a la fin. On la simplifiera ensuite en ’évaluant pour une valeur fixée de y de facon a
annuler I'un des termes de 1’équation.

Nous donnerons une expression algebrique de cette somme :

(1—2t(1+ 2 1)+ VT —4)Y2(1 +2t(1 — 2~ 1) + /1 + 41)/?
20—tz +x 1 +y+y1)) '

S(z,y;t) =

2



Elle permet d’obtenir un équivalent du nombre de marches de longueur n :

V142

oT(3/4)

a(n) ~ 4rna

On cherchera alors a dénombrer le nombre de marches de longueur n se terminant
en un point (7,7) fixé, on s’intéressera donc a la série S; ;(t) = >, < asj(n)t" que 'on
peut calculer en extrayant le coefficient de xy/ dans la série S(x,y;t). On vérifiera en

particulier que S1o(t) = >_,5¢ Con1t?" 1 et Spa(t) = > >0 4nCp >+ (on C, = S—%
est le n-ieme nombre de Catalan), c’est a dire qu’il y a exactement Cy,;1 marches de

longueur 2n + 1 entre (0,0) et (1,0) et qu’il y en a exactement 4"C,, entre (0,0) et (0, 1).

On étudiera alors les marches ne partant plus nécessairement de 'origine mais d’un
point de la demi-droite x < 0. Pour cela on s’intéressera a la série génératrice B; j(2,t) =
> n>0.k>0 a;f(n)zkt” ol a;f(n) est le nombre de marches partant de (—k,0), se termi-
nant en (4,7) et de longueur n. On obtiendra son expression par translation a partir de

celle des S ;(t).

On cherchera finalement la probabilité pﬁ ;j qu’une marche aléatoire dans Z? partant
de (¢,7) coupe pour la premiere fois 'axe des x négatifs en (—k,0). On la calculera en

“k
utilisant la série génératrice Ek>0pszk = > >0 ai’j;n(n) 2k = B, j(2,1/4). On obtiendra
- iz kSO

en particulier que p871 = % et que p%o =2— \/5 Plus généralement, on remarquera que
pf ; a toujours une expression relativement simple, puisque pf ; € Q[\/i]

1.2 Préliminaire

Nous utiliserons dans cet exposé plusieurs outils combinatoires.

1.2.1 Les séries de Laurent

Définition 1 Si A est un anneau commutatif, on note
Laurent(A;t) = {Z ant"} Nez
n>N an €A
Uanneau des séries de Laurent formelles a coefficients dans A.
Il est commutatif. Il est unitaire si A ’est, et integre si A 'est, ce que 1’on supposera
désormais.

Notons deg(} >y ant™) = inf{n > N,a, # 0} € ZU{oo} alors deg(ST) = degS + degT
et deg(S +T) > Min(degS, degT).



Définition 2 On notera
A[[t]] = {S € Laurent(A;t),degS > 0}

le sous anneau des series formelles )", < ant™.

Si Sy (t) est une suite dans A[[t]], alors ) - x "S5y (t) est bien définie, car le coefficient
de t"™ ne dépend que des n — N premiers termes. On en déduit les propriétés suivantes :

Soit S € A[[t]], alors 1 — tS(t) est inversible, et
(1—tS(@)~" =) st
neN
D’autre part,

Définition 3 posons

VIHES({t) =) C"t”S

neN
avec " .
an — z(z = 1) ..)(§—n+1)'
3 n!
Alors

Vi+ist) = S ch s
neN k=0
= 1+tS().

En effet I’égalité, dans Q, > ), C'i Cg’_k = 0p,0 + Op,1 découle du fait que les séries
2 2
entiéres 1+ et 3, (Sp_o CECT M)z = 1+ Z° sont égales sur | — 1, 1].
2 2

1.2.2 Les polynomes de Laurent
L’anneau A considéré sera le plus souvent celui de polynomes de Laurent en z et ¥ :
Définition 4 Sur un corps K, c’est

Kz, g,y ' = {P, 27 4,9 )} pek oy mayge) C K(@,9).

On notera par commodité T =z~ ! et j =y~ 1.

Ainsi par exemple, S(z,y;t) € (Q[z,7,y,7])|[]].
C’est dans 'anneau Laurent(K [z, T,y,Y]; t) que nous effectuerons le plus souvent nos cal-
culs. Occasionellement nous aurons besoin de Laurent(A; z,t) = Laurent(Laurent(A; z);t).

Il sera important a plusieurs reprises de connaitre le signe des exposants d’une série,
sans se préoccuper de la valeur des coefficients. Nous noterons donc ) (x1,z2,...;t)pour
un élement quelconque de Kx1, z2,...][[t]] C Laurent(K|x,Z,y,7];t). Par exemple, > (1),

2. (w5t), 2o (2, T t).



2 Fonction génératrice associée a la marche

2.1 La relation de récurrence et sa traduction fonctionnelle

Définition 5 On appellera un pont un chemin qui se termine sur l’axe des x négatifs
sans rencontrer la demi droite x < 0 entre temps.
On notera B(T;t) = Y i<o bio(n)z't™ la fonction génératrice pour les ponts, ou b o(n)
n>0

désigne le nombre de ponts entre (0,0) et (i,0).
Proposition 1 S(z,y;t) =1+ tS(z,y;t)(x +T+y +7) — B(T;1).

Démonstration :

On peut obtenir une relation de récurrence pour S(z,y;t) en considérant un chemin
de longueur n comme un chemin de longueur n — 1 auquel on a rajouté une aréte a la
fin : on obtient ainsi un chemin de longueur n sauf si on obtient un pont. Donc

0 (1) = ai—1,j(n) + ait1,;(n) + a; j—1(n) + a; j+1(n) saufsi (j=0eti<0)
b 0=ai—10(n) + ait1,0(n) +ai—1(n) + a; +1(n) — bio(n +1) dans ce cas

aij(n+1) = ai—1,;(n) + ait1,;(n) + aij—1(n) + aij+1(n) — 0licobio(n + 1).

S(x,y;t) =1+t Z aij(n+ 1)z'y/t"

n>0
1,JEL
=1+t Z (mai_lyj(n)xi_lyjt” + Eai+17j(n)xi+lyjt" + ... — j701i§0bi70(n + 1)(Eiyjtn> .
n>0
1,JEL

Finalement S(z,y;t) =1+ tS(x,y;t)(z +T+y+7y) — B(7;t). O

Pour exprimer la symétrie du probleme par rapport a 'axe des x
(a;j = a; —;), on va considérer la série génératrice
5] I/

Définition 6

T(x,y;t) = Zai,j(n)xiymt"
n>0
1,J€EL

= Z t; j(n)z'y "
n>0
1,J€EL
Définition 7 Notons So(x;t) = Y n>0aio(n)xt™ la série génératrice pour les che-
i>0

mins se terminant sur ’axze des x.



Proposition 2
T(z,y;t) =1 +tT(z,y;t)(x + T+ y +7) — B@;t) — tSo(2: ) (Y — )

Démonstration :

2a;5(n) sij>0

tij(n) =4 aij(n) sij=0

0 sij<O0

En distinguant lescas j > 1, j=1,7=0, j = —1 et j < —1, on obtient facilement
la formule :

tijn+1) =tit1;(n) +ti15(n) +tij+1(n)(1 —0-15) +tij—1(n)(1 + 61,5).

Ainsi
T(z,y;t) =1+t Z tij(n+ 1"y’ t".
n>0
1,jEZ
= <idern formule précedente) +1 Z tij1(n)x’ ¢l " —t Z tijri(n)z’ ¢l ™

i€z Y > i€Z ~ >

j=1 aio(n) Y j=—1 aio(n) Y

neN neN

- (1 FT(,y;t)(z + T +y+7) — BT t)) + tSo(x: t)y — tSo(x;1)7. O

Intuitivement : on veut écrire une relation de récurrence similaire a celle portant sur
S(z,y;t) : la formule est la méme pour passer des chemins de longueur n — 1 & ceux
de longueur n sauf pour les chemins qui se terminaient sur ’axe des = : pour ceux qui
descendent ensuite, il faut non pas multiplier par ¢ty mais par ty.

Définition 8 K(z,y;t) =1—t(z +T+y+7)

on obtient donc :

K(z,y;t)S(w,y;t) = 1—B(®;1). (1)
K(z,y;t)T(z,y;1) 1 — B(%;t) + tSo(w;t)(y — 7). (2)

2.2 La méthode du noyau

On va maintenant appliquer la méthode du noyau : pour simplifier ces équations, on
cherche a annuler le terme de gauche et donc a choisir Y (x;t) tel que K (x,Y (x;t);t) = 0.
Il s’agit de résoudre un polynéome du second degré en y : ty% + (tz +tT — 1)y +t = 0.



Proposition 3 Si A est intégre, unitaire et 2 # 0, et si a®> — 1 est un carré dans A,
alors o = —a £ v/a? — 1 est inversible et dans A[X, X 1]

X24+20X+1 = (X —a)(X —a™h) (3)
X+2a+% _ al(l—y)(l—aX) )

Démonstration : Dans 'annexe.

Définition 9 A(z;t) = (1 —t(z+7—2))(1 —t(x +T + 2)).
C’est le discriminant de ’équation en y : K(x,y;t) = 0.

Comme A(z;t) =1+t (z,T;t), VA est bien définie.
Proposition 4 1 — B(7;t) = So(z;t)\/A(x;t)

Démonstration :
D’apres la proposition 3, posons

Y (2:t) = 1—tx+:ct VA(x;t) Z

Alors
11—tz +7) + VA1)

Y(x;t) 2t

K(x,Y(x;t);t) =0 et

Réinjectons ceci dans I’équation (2)
Ainsi

T(x,Y (x;t);t) = Z ai,j(n):UiY(a:;t)mt”
e
- Z a; j () VY (a;6)l1,

n>0
1,JEZ

avec Y (z;t) = Y(f;t) = (x,7;t).
Comme a; j(n) =0 dés que [i| + |j| > n, on a
T(z,Y (x;t); Z N Z am(n)xif’(x;t)‘j'.
NeN n+|j|=N
|i[+]j[<n<N

Cette serie formelle est bien définie (alors que ce ne serait pas le cas pour S(z, Y (z;t);t)).
On peut donc bien réinjecter Y (z;t) dans (2) pour annuler K (x,y;t) et on obtient donc

1 — B(F;1) = tSo(z; t)( Y (x; t)).

Y (x;t)



Or la différence entre les deux racines de I’équation du second degré, 1/Y et Y vaut

A(z;t)/t donc

1 — B(w;t) = So(z;t)/ Az t). O

On remarque que B(T;t) ne contient que des exposants de x négatifs tandis que Sq(x;t)
ne contient que des exposants de x positifs. On va donc chercher a séparer les exposants
positifs et négatifs dans ’équation pour obtenir une égalité.
Ainsi, si on parvient a écrire A(z;t) = A_(T;1)Ag(t) A4 (x;t) avec A_(T;t) & puissances
de = négatives et A, (x;t) a puissance de x positives on pourra écrire

1 — B(7)

A_(z;t) = So(z;t)v/ Do) Ay (z3t).

Lemme de factorisation : A(z;t) se factorise sous la forme
Az;t) = A_(T; ) Ao (t) Ay (251).

ou

A(Tt) = 1+TtY (T;t)
Démonstration : Appliquons la proposition 3
Ala;t) = (1—t(m+T—2)) (1—t (z+7+2) )
1 1
p— 2 . —_— — r . —_— —_— —
= 2 (2-(3+2)+7) - (2-(; -2 +7)

= 2. %(1 —2X1)(1 - 7Xy) - 72(1 —2Xp)(1 —7Xy)  cf (4)
2

X1 Xo

= (1—§X1)(1—EX2)' -(1—$X1)(1—$X2)

ou

1—-2t—+1—4t

X, = > = Ct)—-1 =ty (t)

142t —+/1+4t
Xy = m = 1-C(-t) =t (1)

Avec C(t) = 1= V21_4t => - +lt" la série génératrice pour les nombres de Catalan.

On a donc
Ap(z;t) =A_(zt) = (1—2X1)(1 —2X2)
- (1 —2(C(t) — 1)) (1 +a(C(—t) — 1)) =1+aty (z;1).

8



et

t2
Bolt) = £
- (C(t)C(—t))_2 — 1Y)
Corollaire 5 Sy(z) = \/m et 1 — B(T;t) = \/Ao(t)A_(T; ).

Démonstration :

On obtient donc = AB_((xxtz) = So(z;t)\/Ao(t) Ay (z;1)

Or /Ay (z;t) = 1+ at) (z:t) =Y, en C’_é’x"t" Y(mt)r =1+at) (x;t)

1 1 1 - ~
CAGED VA ED LEs@h L+t ) (@),

Ce qui donne
1- B(@t)
VA_(T; t Z
= So(z;t)v/ Do (O A (w;8) = Y (w3).

Ces quantités sont donc indépendantes de x. (i.e ce sont des > (t)) Comme Sy(z;t) =

14t (z;t), le membre de droite vaut \/Ag(t)(1 + xt > (x;t)) donc seulement \/Ag(t).
D’ou

1 e J— e
So(z) = m et 1 — B(T;t) = \/Ao(t)A_(T;t). O

Corollaire 6 L’équation K(x,y;t)S(z,y;t) = 1 — B(T;t) nous donne finalement
[’expression

NGORG]

S(x,y;t) = K@ yt)

Numériquement :

(1—2t(1+7) +vI—a) (1 +2t(1 — 7) + VT +40)"/°

S(a,y;t) = 20—tz +T+y+7))

En particulier,

n (L VITHAa 21+ VT )1/2
nzz:oa(n)t = 5(1,1;t) = L



Dans 'article [2] on trouve le théoréme suivant :
Théoreme
Si f(z) est analytique sur

A(¢,n) ={z € C\{1} | [e] <1+, larg(z = 1)| > ¢}

avec 0 <net0 <o <3,
et st pour z +— 1
f(z) ~K(1—2)% aveca ¢ N

alors ®
flz)= anz” sur B(0,1) et fn, ~ F(—a)n_a_l
neN
Corollaire 7 En l'appliquant a S(1,1, i) avec o0 = —% on obtient
1++2 1
~————A4"n" 1,
aln) ~ Srgy

2.3 Généralisation a d’autres marches

Dans la marche que 'on a étudiée, les quatre pas pouvaient étre représentés par
(0,1),(0,—1),(1,0) et (—1,0).
On peut considérer les marches sur Z2 dont les pas sont pris dans un ensemble A quel-
conque. Pourvu que 'ensemble A vérifie les deux conditions suivantes la méme solution
marche :
(1) ensemble doit étre symétrique par rapport a 'axe x, c’est a dire

(i,j) € A= (i,—j) € A.

(2) les variations verticales doivent étre faibles, c’est a dire

(1,j) e A= |jl < 1.
La premiere hypothese est nécessaire pour pouvoir définir T'(x,y;t) et que cette série
vérifie une formule de récurrence similaire a celle de S(z,y;t). La deuxiéme hypothése

assure que ’équation en Y a résoudre pour annuler K (x,y;t) est du second degré.
Ainsi on peut définir Ag(z) = >_(; 0)ea rtet Ay(x) = > (1)eA 7 tels que

K(z,y;t) =1 —tAo(z) — t(y + 7)A1(2).
On obtient alors

A(z;t) = (1 —tAo(z) — 2tA1(2)) (1 — tAo(z) + 2t A1 (2)).

10



On a toujours
Ao(DA_@:0)
K(z,y;t)
On peut appliquer ce résultat aux marches a pas diagonaux
(1,1),(1,—-1),(—1,1) et (—1,—1).
Numériquement :

S(x,y;t) =

(1—82(1+22) + VI—162) "/
V21—t +7)+7)

S(x,y;t) =

En particulier,

(1+ 4641+ yT—16t) "/

> a(n)t" = S(1,1;t) =

n>0

V2(1 — 4t)3/4

Par la méme méthode que précédemment,

1

CL(TL) ~ mé‘: n 4.

3 Chemins se terminant en un point précis

On va maintenant s’intéresser aux chemins se terminant en un point précis, et ’'on
va chercher a obtenir une expression de la série génératrice S; ;(t) = 3,5 aij(n)t" as-
sociée a de tels chemins a partir de la série génératrice étudiée précédemment c’est a dire
extraire le coefficient de z'y7. Cela n’est pas immédiat & partir des dérivées de S(x,y;t)

car les exposants de = et y ne sont pas tous positifs.

3.1 Les chemins triés par ordonnée d’arrivée

On va commencer par extraire le coefficient de y7. Par symétrie, on suppose j > 0.

Définition 10 '
Sj(z;t) = Z a; j(n)z't"

n>0,i€Z

pour j > 0. C’est le coefficient de y’ dans S(z,y;t).

11



Proposition 8

1
Si(x;t) = Y (x;t))!
J(238) = (Y 31)
Démonstration :
Comme S(x,y;t) = W il s’agit d’extraire le coefficient de y’ dans 1/K (z,y; t).

On va pour cela commencer par séparer les exposants positifs et négatifs de y (Voir an-

nexe) :
1 1 gY (z;t) 1

K(z,y;t) A(x;t)(l — Y (x;1) 1 —yY(x;t))'

Or A(z;t) = 1+t (z,7;t) et Y(z;t) =t + 2> (2,7;t) donc m a bien été

décomposé en somme de deux séries formelles en ¢t avec seulement des exposants stricte-
ment négatifs de y pour la premiere, et seulement des exposants positifs pour la deuxieme.

est donc —L— (Y (;)).

vV A((z;t)

Le coefficient de 3’/ dans m

Donc

Sj(a;t) = g

1
—— (Y(z
@)

3.2 Les chemins triés par point d’arrivée

On va maintenant chercher a séparer les termes avec une puissance de x positive de
ceux avec une puissance de x strictement négative.

Corollaire 9

+ it
5050 = g (<P (as0)/ B A- )
+ )
(/2]
avec f;r(a:;t) = Z C?kA(m;t)k(l —t(x + )
k=0
[(1—1)/2]
et fi(wst) = > CFPA@ )P (1 —t(x+7)
k=0

1—t(z+T)—+/A(x;t)

2t

Démonstration : On développe le binéme Y (z;t)7 = ( )7 en séparant

les termes de rang pair et impair.

Comme f;r(a:;t) et f; (z;t) sont des polynomes de Laurent, le premier terme de la
somme ne comprend qu’un nombre fini de termes ayant un exposant de x négatif : il est

12



de la forme > (x;t) + Y7, >, (t). De méme le second ne comprend quun nombre
fini de termes ayant un exposant de x positif.

On peut donc séparer les termes a exposants pour x négatifs et positifs. Puis on

pourra facilement extraire les coefficients de chacune de ces deux séries.

3.3 Quelques dénombrements explicites de marches

A titre d’exemple, nous allons calculer S o(t) et So1(t).

Proposition 10 Notons C,, = S—_%i le n-ieme nombre de Catalan.

Sl,O(t) — 2—\/1—44tt—\/1+4t — Zc2n+lt2n+l-

n>0
_ — 2
SO,l(t) — 1 \/ét 16t — Z4ncnt2n+1'
n>0
Démonstration : pour Sq(t).
Comme Sp(z;t) = ————, cette série ne contient que des exposants positifs pour z.

Comme A, (z;t) = (1A_+(;C;(%(t) —1)(1 4+ z(C(—t) — 1)) le coefficient du terme en = est
$(C(t) —14+1—C(~t)) = 3(C(t) — C(—t)). Donc

2—V1—4t—V1+4t
At N

Sl,O(t) = Z CQn+1t2n+l. O

n>0

pour Sp ().
On a

Sty = LAEED U RA ).

2t /Ay (x3t)
Or on sait que

1

m =1 —I—th(x;t) et /AL (T;t) =1 +ft2(f;t).

Le premier des deux termes entre parentheses ne contient donc que des exposants positifs
pour z sauf —tT tandis que le deuxieme ne contient que des exposants strictement négatifs

de = sauf \/Ay(t).

Ainsi on obtient
Si(z;t) = Sy (z3t) + Sy (w3t)

13



. 11— te+T
ot Sf(zit) = im0 aii(n)zit® = g(ﬂ 417 — /Ao (1))
n>0

Ay ()
et Sy (x;t) = Z,?é% ai1(n)zit" = %( Ag(t) —tT — /Do) AL (T3 t)).
Le terme constant de S (z;t) est
Soa(t) = 5 (1~ (S (C(1) ~ 1) = T(C(~) ~ 1)) — V/Bolh).

Il se simplifie :

1—+v1—16t2
Soa(t) = L VIZ IO S gy ot

8t >0

Ainsi, on peut connaitre pour ¢ et j fixés le nombre de chemins de longueur n allant
de (0,0) a (4,7) et ne passant pas par l'axe des x < 0. En particulier il y en a Cop41
de longueur 2n + 1 entre (0,0) et (1,0) et 4”C,, de longueur 2n + 1 entre (0,0) et (0, 1)
(aucun de longueur paire evidemment).

On peut méme montrer plus généralement que S; ;(t) € Q(t, /1 + 4t,/1 — 4t).

4 Autres points de départ

4.1 Départ en un point quelconque de la demi droite interdite

On ne part plus maintenant nécessairement de (0,0) et 'on cherche la probabilité
qu’un chemin coupe pour la premiere fois ’axe des x négatifs en un point donné. Pour
cela, on étudie tout d’abord la série génératrice

Définition 11 pour k <0,

Sk(337113t):z Z af’j(n)xiyjt”.

ot ak] (n) est le nombre de chemins de longueur n partant de (k,0) arrivant en (i,7)
sans couper l'axe des x négatifs (on étudie donc le probléme dans le sens inverse).

Définition 12

S_(z;z,y;t) ZS z,y;t)2* € Laurent(Q|z, yl; z,t).
k>0

On cherche a obtenir une relation de récurrence portant sur cette série génératrice.
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Proposition 11

A+(Z,t)

S(z,y;t).

Démonstration :

Un chemin partant de (—k,0) pour k > 0 arrivant en (i,j) peut se translater d’'un
pas a droite : on obtient un chemin partant de (—k + 1,0) arrivant en (i + 1, j).
Réciproquement, un chemin partant de (—k + 1,0) arrivant en (i + 1, j) peut se transla-
ter d’'un pas a gauche, on obtient un chemin partant de (—k,0) arrivant en (i, j) sauf si
jamais le nouveau chemin coupe 'axe des x négatifs en (0, 0). Il peut alors se décomposer
sous la forme d’un pont entre (—k,0) et (0,0), de ponts entre (0,0) et (0,0), puis d'un
chemin entre (0,0) et (i, 7).

On obtient donc

S_(z,m,y;t) = S_(0,2,y;0) + 2T (2, 2,y 1) — (B(2, 1) = B(0;1)) (Y _ (B(0;6)")) S (2, y; 1)
n>0

ou le troisieme terme est le terme correcteur pour le cas ou par translation a gauche on
n’obtient pas un chemin.
Or S_(0,z,y;t) = S(z,y;t) et comme B(z,t) =1 — \/Ao(t)A_(z,t) et B(0;t) =1 —
Ay(t) on obtient (1 — 2Z)S_(z,x,y;t) = /A_(z,t)S(x,y; t).
Or A4 (z,t) = A_(2,t) donc
A-i-(Z?t)

S-(z2,yt) = T

S(z,y;t). O

4.2 Dénombrement des ponts entre (—k,0) et (i, )

On peut maintenant en déduire la fonction génératrice B; j(z,t) pour les ponts partant
de (i, ).
Définition 13

Bij(z,t) = Z a;f(n)z’%n.
n>0,k>0

Il s’agit du coefficient de x'y? dans S_(z,x,y;t).
Or S_(z,z,y;t) = \/AJF(Z;t)(zkzo(zf)k)S(a;,y;t) donc son coefficient en iy’ est

\/A+(z;t)527fj(z;t) avec

Définition 14

Sii(zt) =Y Skt
k>0

15



Corollaire 12

B j(z,t) = \/A+ztS”zt

5 Distribution de frappe sur la demi-droite

Considérons une marche aléatoire de Z2 prenant chacune des quatre directions car-
dinales avec la probabilité %. La probabilité qu’elle coupe pour la premiere fois I'axe des
x négatifs en (—k,0) en partant de (i,7) est :

—k
a; £ (n)

k %]
pZJ - Z 47’L :

n>0

5.1 Quelques probabilités explicites
En particulier on peut obtenir directement la valeur de p?’ ; car

aij(n)
47’L

= Si;(1/4).

0
Pij =
n>0

Or on a vu que pour ¢ et j fixés, on peut calculer S; ;(t).

Proposition 13
1
po1 = Soa(1/4) = 5 plo=S10(1/4) =2 - V2.
Pour calculer pf’ ; pour k différent de 0, on va étudier la série génératrice

Zp = B, j(2,1/4).

k>0

Or B; (2,1/4) = \/A4(2,1/4)S].(2,1/4).

On vérifie que

Ay(z,1/4) = (1 —2)(1 — 2(vV2 = 1)?).

Il reste & calculer la valeur de S + i(2:1/4).

OrzS+ (z,1) Zz+ Sitk,(t)
k>0

Comme S’;-F(z,t) = k>0 Sk.j(t)z*, les deux séries z"S;fj(z,t) et S;-r(z,t) ne different que
de la somme d’un nombre fini de termes : (2*Sj, ;(t) pour 0 < k < 7). Pour i et j fixés, on
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peut calculer explicitement ces termes et de plus on peut aussi expliciter S;T (z,t) donc
on peut obtenir S;’rj(z, t) et finalement B; j(z,1/4). On peut donc bien expliciter la série
génératrice et donc calculer la valeur de pﬁ ; pour 4, 7, k fixés.

En particulier,

Proposition 14
3
p(1)70:2—\/§etp%70:§—\/§.

Démonstration : si (4,5) = (1,0), les deux séries ne different que de Sp(t) = 1,
c’est a dire S (nt) 1
Siglet) = BN

’ z

donc finalement

Bio(z,t) = 1_— VA+(2 1)

z

Or SQ(Z,t) = \/ﬁ

et on obtient la série génératrice en posant t = 1/4 :

1—/(1—2)(1-2(vV2-1)?
St = Vi A2 1)

k>0

En développant cette série pour respectivement obtenir son terme constant et son terme
en x, on vérifie bien que p%o =2—2et pio = % —v2.0

A la vue de ces deux exemples, on peut conjecturer que les probabilités pf’ ; ont toutes
des expressions algébriques simples.

5.2 Un résultat plus général

Proposition 15 On peut constater que cette série est nécessairement de la forme :

SOpk R = £(2) — g(2 (1 — 2)(1 = 2(V2 - 1)2)

k>0

ot f(2) et g(z) sont des polynémes de Laurent d coefficients dans Q et Q[v/2] respecti-
vement.

Démonstration : En effet, pour t = 1/4, S; ;(t) est un polynéme de Laurent a
coefficients dans Q[v/2] tandis que

) 1 fi(z,1/4)
S;»F(Z,Z) = (2.4 JAJF(z, 1/4)

P(z)
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ou fj+ (2,1/4) et P sont des polynémes de Laurent & coefficients dans Q et Q[v/2] respec-
tivement. Comme

pr = =VAL(z,1/4)S".(2,1/4)

k>0
(Z 1/4) - Zogquksk,j(l/‘l)

2t

— ALz 1/A)

on a bien le résultat annoncé. O
Corollaire 16 Pour tousi,j € Z, k € —N on a pf’j c Q[v2].
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6 Annexe

6.1 Factorisation de X + 2a + X' dans A[X, X ']

Il s’agit simplement de verifier que les opérations effectuées précedement sont bien
légales.
L’anneau A possede les caractéristiques suivantes :
il est unitaire, integre, et 2 # 0.

X2 420X +1=(X+a)*—(a*-1)

Posons A = a2 — 1.

Alors Si A n’est pas un carré il n’y a pas de racine.
SiA=0 —5 est la seule racine.

Si A est un carré, notons vA I'une de ses racines. Alors
X2 42X +1= (X— (—a+\/Z)) (X—(—a—\/Z)).

Par intégrité ce sont les seules racines de I’équation. De plus leur produit vaut 1. Elles
sont donc inversibles et inverses 'une de 'autre.
Notons I'une des racines o.

X’ 4aX+1=X-a)(X-a™)

ou encore 1

1
Xtat=— (1—})(1—04)()

C’est cette derniere égalité que nous utilisons.
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6.2 Séparation des puissances positives et négatives de y dans K(xly_ o)

On veut montrer
1 B 1 ( Y (z;t) 1
K(z,y;t)  /Aw;t) 1 -7 (z;t) 1 —yY(x;t)
Ou K(z,y;t) =1 —-tlx+T+y+7) et Y = W est 'une des racines de

Kyt @+z-1+7
Ommettons les variables pour simplifier I’écriture :

).

1 ( 7Y N 1 ) = 1 gY(Ql—-9yY)+ 1—-73Y
VAT-gY 1Y VA (-gY)(1-yY)
—
$(+-Y)
ot 1-Y?
T ORI -p)(I-yY)
tY

I—gV)(1—y¥)
D’autre part
K(z,y;t) = 1—tlxa+T+y+7)
_ 10 _
= —t(y—i-(x—i-x—z)—ky)

S(a-ma-yy)).

d’aprés le premier résultat de ’annexe appliqué a A = Laurent(Q|z, T]; t).
Ceci permet de conclure.
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