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1 Introduction

L’objet de ce mémoire est la démonstration du théoréme de Kronecker-Weber qui affirme que
toute extension normale de Q de groupe de Galois abélien est incluse dans une extension cycloto-
mique de Q.

Ce théoréme nous permet par exemple d’affirmer que la formule de Gauss

n—1 9
2ik“m .
\/ﬁzg e n sin=1 mod4
k=0

n’a rien de fortuit, mais illustre élégamment une telle inclusion.

La preuve que nous donnons ici de ce théoréme est celle que suggére Marcus, sous la forme d’une
suite d’exercices guidés. La présentation donnée des différentes notions doit également beaucoup a
son ouvrage.

Nous commencerons par introduire quelques résultats de théorie de la ramification qui seront
nécessaires a la démonstration. En conséquence, les premiéres parties de ce mémoire sont consa-
crées & la définition et aux propriétés des anneaux d’entiers qui sont, comme nous le verrons des
exemples d’anneaux de Dedekind. Cette caractéristique leur confére la remarquable propriété de
décomposition unique des idéaux en idéaux premier. Nous pourrons alors étudier ces décomposi-
tions & ’'aide de la théorie de la ramification, qui conjuguée a la théorie de Galois fournit en retour
des renseignements sur la structure du corps. En particulier I’étude des contraintes auxquelles doit
se plier la ramification dans les corps abéliens nous permettra de démontrer le théoréme.
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2 Anneaux d’entiers

Dans cette partie, nous allons définir et développer les premiéres propriétés des anneaux d’en-
tiers. En particulier, nous allons montrer que les anneaux d’entiers sont des anneaux de Dedekind.

2.1 Quelques définitions

Définition 2.1.1. Quelques rappels :
— Un corps de nombres K est un sous-corps de C de degré fini sur Q .
— Un nombre algébrique est dit entier algébrique s’il est racine d’un polyndme unitaire & coef-
ficients entiers. On note O, l’ensemble des entiers algébriques.
— L’anneau des entiers d’un corps de nombre K est O N K. On le note Ok

Définition 2.1.2. On a aussi des corps particuliers :
— Un corps de nombres K est dit quadratique si [K : Q] = 2, on peut alors l’écrire sous la
forme K = Q[\/E] ot d est un entier relatif sans facteur carré.
— Un corps de nombres K est dit cyclotomique si il est engendré par une racine m—iéme de
lunité.

Remarque 2.1.1. En fait, un nombre est entier algébrique si son polyndéme minimal est & coef-
ficients entiers. De plus, un anneau d’entiers est bien un anneau en tant qu’intersection de deux
anneauz.

Remarque 2.1.2. L’anneau des entiers de Q est Z , donc la définition est bien cohérente avec la
notion usuelle d’entier.

Proposition 2.1.1. Va € K, 3m € Z non nul, ma € Ok
Conséquence 2.1.2. [] existe une base de K sur Q constituée d’éléments de Ok.

Définition 2.1.3. On appelle anneau de Dedekind un anneauw R vérifiant :
— R est integre
— R est noetherien
— Tout idéal premier non nul est maximal
- R est intégralement clos

2.2 Trace et Norme

Définition 2.2.1. Soient K C L deux corps de nombres. Soient o1,...,0, les n K-plongements
de L dans C.
Pour a € L, on considére l'endomorphisme M, de multiplication par o dans le K-espace
vectoriel L. On définit alors :
— la trace de a :
Trk (o) = Tr(My) = o1(0) + -+ + o (@)

— la norme de « :
Nk (o) = det(M,) = o1(a) X --- X o ()

Proposition 2.2.1. Tr% est additive, et N% multiplicative.

Proposition 2.2.2. Soit a € L, alors Tri (o) et Nk (o) sont dans K. De plus, si a € Oy, alors
Tri () et Nk (a) sont dans Ok.

Proposition 2.2.3. Si on a K C L C M, trois corps de nombres, alors pour tout « € M, on a :



2 ANNEAUX D’ENTIERS 4

- T (0) = Tr(Tr} (@)
- Nk (o) = Ng(Ng' ()

Démonstration : 1l s’agit d’étendre les plongements de L dans C & M , et on trouve le résultat. O

Proposition 2.2.4. Soit K un corps quadratique, alors

VaeK,a € Og & Tr¥(a) € Z et N¥(a) € Z

Démonstration : Si a € Q, alors c’est clair, et si « € K \ Q, alors son polynéme minimal est de
degré 2, et ses coefficients sont au signe prés la norme et la trace de «, d’oul le résultat. O

2.3 Discriminant

Soit K un corps de nombres de degré n sur Q. Soient aq,...,a, € K, et 01,...,0, les n
plongements de K dans C.

Définition 2.3.1. On définit le discriminant de aq, ..., o, par :

disc(ay, ..., ) = det(Tr¥ (o))
Notation : Si K = Qla], alors on note disc(1, a,...,a" 1) = disc(a).
Proposition 2.3.1. On a les appartenances :

Vag,...,a, € K disc(aq,...,a,) € Q
Vaq,...,an € Ok, disc(aq,...,an) €Z
Théoréme 2.3.2.

disc(ay, . .., an) = det(oi(a;))?

Démonstration : Ceci est la conséquence immeédiate de ’égalité matricielle :

[0 ()] x [oi ()] = [o1 (i) + -+ + on(cioy)] = [Tr¥ (i)

Remarque 2.3.1. Le carré fait que le déterminant ne dépend pas de l'ordre des o ou des a.

Proposition 2.3.3. Si [a;] = M x [3;], avec M matrice n x n a coefficents dans Q , alors :

disc(ay, ..., an) = det(M)? disc(By, .. ., Bn)

Démonstration : On a

Vj, loj(ai)]s = M x [0;(8:)]i
On en déduit donc que

[0 (i)li; = M x [ (B5)]6

On obtient donc le résultat en passant au déterminant et en mettant au carré. O
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Théoréme 2.3.4. disc(aq,...,an) =0< a1,...,ay, sont linéairement dépendants sur Q.

Démonstration : Si aq,...,q, sont linéairement dépendants, alors les colonnes de la matrice
[0i(cj)] aussi, et donc disc(av, ..., a,) =0.

Inversement, si disc(a,...,a,) = 0, alors les lignes R; de la matrice [Tr™(aya;)] sont lies.
Supposons que les a7,...,a, sont linéairement indépendants sur Q. Soient aq,...,a, € Q non
tous nuls tels que a1 R; + -+ + ap R, = 0. Soit @ = a1a1 + -+ + anay,. Nécessairement, o # 0.
De plus, en regardant les coordonnées de chaque ligne, on obtient : ¥ (arj) = 0, pour chaque

j. Comme « # 0, et les ay,...,q, sont linéairement indépendant, ils forment donc une base de
K sur Q, et de méme pour les aaq,...,aq,. Mais alors, V3 € K TrK(ﬂ) = 0, ce qui est une
contradiction car Tr¥ (1) = n. O

Théoréme 2.3.5. Si K = Qla], soient aq,...q, les conjugués de a sur Q, et f le polynome
minimal de o sur Q ; alors

disc(a) = H(ar —ay)? = (-1)

r#s

n(n—1)
—2

N¥(f"(@))

Démonstration : On a :
det(o;(a? 1)) = det((o4(a)) ™) = det(ad ™)

si les o; sont dans le bon ordre. On a donc un déterminant de Vandermonde, d’ou la premiére
égalité. Enfin, comme f(X) =]];<;<,(X — ), ona:

" Tl 0 = T TJter—au)

r<s 1<r<n s#r

= H f'law)

1<r<n

= I ot

1<r<n

= N¥(f'()

2.4 Structure additive de ’anneau des entiers
Définition 2.4.1. Un groupe abélien libre de rang n est un groupe qui est isomorphe a Z™.
Remarque 2.4.1. Le rang est bien déterminé car les Z™ ne sont pas isomorphes deux d deux.

Proposition 2.4.1. Un sous-groupe d’un groupe abélien libre de rang n est encore un groupe
abélien libre de rang inférieur ou égal a n.

Théoréme 2.4.2. Soit a un idéal de Ok et {1, ..., a,} une base de K sur Q constituée d’éléments
de a, et d =disc(aq,...,an). Alors tout o € a peut s’exprimer sous la forme :
miag + -+ Mmpay

2
o= p avec mj € Z et dmj.
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Démonstration : Soit a € a, on écrit & = x1a7 + - -+ + Tran, avec z; € Q. On multiplie chaque
cOté par o; et on prend la trace.

T (aa;) = Z:L’Z ¥ (ia; )
Les éléments Tr™ (aa;) et Tr¥(a;a;) sont dans Z , donc en résolvant le systéme obtenu par les

régles de Cramer, les x; sont tous des entiers divisés par d = det(Tr¥ (aya;)). O

Proposition 2.4.3. Tout idéal a non nul de Ok contient une base de K sur Q.

Démonstration : Soit (1, ..., 3, une base de K sur Q, alors il existe b € Z (il suffit de prendre le
ppcm des m; de la proposition 2.1.1) tel que Vi b3; € Ok. Soit & € a non nul, alors les éléments
bapy,...,bas, forment une base de K sur Q et sont dans a. O

Corollaire 2.4.4. a est un groupe libre abélien de rang n.

Démonstration : Soit {aq,...,ay}, comme dans le théoréme (il en existe, d’aprés la proposition
24.3) , et A=Zay @ ---® Za,. Alors d’apres le théoréme, on a :

1
A -A
CaCd

Ce qui permet de conclure grace a la propriété 2.4.1. O

Conséquence 2.4.5. Ok est un groupe abélien libre de rang n.

Définition 2.4.2. Si{a1,...,a,} est une base de a en tant que Z-module, alors on 'appelle base
intégrale de a.

Remarque 2.4.2. Une base intégrale de a est aussi une base de K sur Q.

Théoréme 2.4.6. Soient a,... 0, et B1,...,Bn, deur bases intégrales de a. Alors

disc(aq, ..., ay) = disc(f, ..., 5n)

Démonstration : On écrit les § en fonction des « :
[Bi] = M x [o]
M est une matrice n x n a coefficients dans Z. En appliquant la proposition 2.3.3, on obtient :
disc(B1,. .., Bn) = det(M)? x disc(a, .. ., o)
Comme det(M) € Z, on a disc(a, . . ., )| disc(Bi, . . ., Bn), et ils ont le méme signe. De la méme

maniére, on montre que disc(f31, ..., On)|disc(aq, ..., an), et qu’ils sont donc égaux. O

Remarque 2.4.3. Le discriminant d’une base intégrale de O ne dépend donc pas de la base
choisie, mais que de l'anneau considéré. On peut donc le noter disc(Ok).
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Théoréme 2.4.7. Soit aq,...,a, € a une base de K sur Q avec | disc(a, . .., ay,)| minimal. Alors
i, ..., 0, est une base intégrale de a.

Démonstration : Comme la valeur absolue du déterminant d’une base est un entier strictement
positif, il existe une telle base.

Soit « € a, alors a = y1a1 + + -+ + Y, avec ; € Q. Nous devons donc montrer que v; € Z;
supposons le contraire. Alors, on peut supposer que 1 ¢ Z, quitte a réindexer les éléments de la
base. v1 = m+ 60, avec m € Z and 0 < 0 < 1. Soit f1 = a — maq, P2 = @a,..., 0, = ay. Alors,
B1,--.,0n € a et forment une base de K sur Q car 81 = 6ay + y2a2 + - - - + Ya,. La matrice de
transition entre ces bases est donc :

0 72 .. M

0 1 0

M 0

0 0 1
Donc, par la définition du discriminant, on a : disc(f1, . . ., 3,) = 0 disc(aq, ..., ay,) ce qui est
absurde par choix de ag,...,qy,. O

Théoréme 2.4.8. Soit K un corps de nombres, alors Ok est un anneau de Dedekind.

Lemme 2.4.9. Soit a un idéal non nul Ok, alors Ok /a est fini. On appelle norme de a et on
note ||a|| son cardinal.

Démontrons le lemme :

Démonstration : Soient a € a, a # 0, et m = N¥(a) € Z. m # 0, et on a m € a car m/a € K
et m/a est un produit de conjugués de o (pas nécessairement dans K) , qui est donc entier al-
gébrique. Ok /(m) est fini de cardinal m™ car si Ox = @ aiZ, alors Ok /(m) = P a; 2, donc,
comme (m) C a, Ok/a est fini, de cardinal divisant m". O

Démonstration : 1l est clair que Ok est intégre et intégralement clos.

Soit a un idéal de Ok, alors a est un sous-groupe de Ok, c’est donc un sous-groupe d’un groupe
abélien libre de rang n, donc a est aussi un groupe abélien libre de rang inférieur ou égal a n, il
est donc finiment engendré. Donc Ok est un anneau noethérien.

Soit p un idéal non nul, premier. Alors Ok /p est un anneau intégre fini, ¢’est donc un corps,
et p est maximal. O

Théoréme 2.4.10. Soient K et L deux corps de nombres de degrés respectifs m et n sur Q. Soit
d=mAn. Si[KL: Q] =mn, alors OxOr, C Okr C %OK(’)L.

Démonstration : La premiére inclusion est claire. Soit aq, ..., a,, et (1, ..., B, des bases intégrales
de Ok et Or,. Alors la famille des a;8; forme une Z-base de Ok Oy, et une base de KL sur Q.
Tout o dans Oky, peut se mettre sous la forme :

mij
=2 iy

/L7
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ol les m;; et r(c) sont dans Z, et {r,m;;} premiers dans leur ensemble.

Nous devons donc montrer que Va, r(«)|d. Tout plongement o de K dans C peut étre étendu
a KL, par lidentité sur L, car puisque par hypothése [KL : L] = m, les m plongements de KL
dans C induisant 'identité sur L parcourent tous les plongements de K dans C , par restriction.

Donc pour tout o, on a :
M
o(a) = Y T o(ai)s;

Soit
r(a)

On obtient un systéme d’équations, pour k entre 1 et m :

or(a) = Z o ()

xlzzﬂﬁJEL
J

On résoud le systéme d’inconnues x; par les régles de Cramer : x; = 7, /4, ot 0 = det(o;()) j, et
7; est obtenu en remplagant la i-éme colonne par les 0 (). §2 = disc(Ok) = e # 0, et de plus tous
les 0;(a;) et les o;(a) sont des entiers algébriques, donc les v; et ¢ aussi. On a ex; = 6y; € OL.
Comme les §; forment une base intégrale de O, on a em; j/r(a) € Z, donc r(a)|e = disc(Ok),
car il est premier au pged des m; ;. Par symétrie de K et L, on a aussi r(a)|disc(Or), et donc
r(a)|d, d’ou le résultat. O

Conséquence 2.4.11. 5i [KL : Q] = [K : QL : Q] et disc(Ok) A disc(Or) = 1, alors Okr, =
OxOL.

2.5 Exemple : les corps quadratiques
Soit K un corps quadratique. Alors 3m € Z, m sans facteur carré, tel que K = Q[/m].

Théoréme 2.5.1. On peut calculer l'anneau des entier d’un corps quadratique :
- Sim =23 mod 4, alors Ox = Z & /mZ

- Sim=1 mod 4, alors Ox =Z & (#)Z

Démonstration : D’aprés la proposition 2.2.4, soit z = r + s/m € K, avec r,s € Q, alors :

reOx o T eZet N¥@)eZ
& reZetr’?—ms’eZ

Si z € Ok, alors 2r € Z, et par conséquent 4s°m € Z, or m est sans facteur carré, donc 2s € Z.
Soit x = u+v2‘/m, avec u,v € Z.

Sim = 2,3 mod 4, alors u?>—mv? = u?>4+v? mod 4 ou u2+2v? mod 4. De plus, cette quantité
doit étre congrue & 0 mod 4, pour que la norme soit dans Z. La seule possiblité dans les deux cas
est que m et n soient pairs, ce qui démontre le premier cas (l’autre inclusion est claire).

Sim =1 mod 4, alors u?> — mv? = 42 —v? mod 4; pour que z € Ok il faut que u et v aient

méme parité. On a donc une inclusion car

1
Z@(JFT\/E)Z:{WEK,UEU mod 2}

L’autre inclusion se vérifie aisément. O
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Théoréme 2.5.2. Soit d = disc(Ok), alors :
-d=4m sim=2,3 mod 4
-d=msim=1 mod4

Démonstration : D’aprés le théoréme précédent, on dispose de bases intégrales (a7, as) de Ok.
On utilise la définition du discriminant, et on a alors :
- Sim = 2,3 mod 4, alors

d= det(TrK(Oéiaj)) = ' (2) 2(7)71 ' = dm
— Sim =1 mod 4, alors
2 -1
d = det(Tr™ (asa1)) = ‘ -1 (1+m)/2 ‘ -

2.6 Exemple : les corps cyclotomiques
Soit m un entier plus grand que 3, w = e27/™ et K = Q|w], un corps cyclotomique.

Proposition 2.6.1. disc(w)|m®™).

Démonstration : Soit ®,,, € Z[X] le polynome minimal (unitaire) de w (le m-iéme polynome
cyclotomique). Alors X™ — 1 = ®,,(X)Q(X), pour un certain @ € Z[X]. En dérivant, et en
évaluant en w, on obtient que m = w®, (w)Q(w), donc en passant aux normes, on a m®™ =
+ disc(w) N¥(wQ(w)) (théoreme 2.3.5). Or N¥(wQ(w)) € Z, car c’est un polynome a coefficients
dans Z en w qui est un entier algébrique. D’otu le résultat. O

Théoréme 2.6.2. Sim =p", avec p un nombre premier. Alors Ok = Z[w].

Lemme 2.6.3.

m

I[[ a-v"=p

k=1,ptk

Démonstration : Soit P(X) = % — 14+ XP e x2 T L XeDP"T Opa P(1) = p,
et tous les w®, p 1 k, sont racines de P, car ils sont racines de X?" — 1, mais pas de X - 1, donc

m

Px)= J] (x-ub

k=1,plk

En prenant X = 1, on obtient le résultat. O

Démonstration : D’apres le théoréme 2.4.2, comme Q[w] = Q[1 — w], tout @ € Ok peut se mettre

sous la forme :
my+ma(l —w)+- +my(l —w)" !

d
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oun=¢@"), m €Z, et d=disc(w) = disc(l — w). En effet,

disc(w) = H(w,« —wy)? = H((l —wy) — (1 —wy))? = disc(l — w)

r<s rs

ot les w, sont les conjugués de w, ce qui implique que les conjugués de 1 — w sont les 1 — w;..
D’aprés la proposition 2.6.1, d est une puissance de p. Nous allons montrer que Og = Z[1 — w],
ce qui impliquera le résultat car Z[1 — w] = Z[w].
Supposons que Ok # Z[1 — w], alors il existe un élément non nul

m1+ma(l —w)+- +my(l —w)" !
%
p

pour lequel aucun des m; n’est divisible par d = p¥. On considére alors le premier indice i pour
lequel la valuation v; de m; en p est minimale (pour tout j, p”i|m; et p ™' { m;), et on pose

ﬁ _ pk—'ui—la _ Z m](l - w)j_l

vi+1
3<i p

Alors § € Ok car par définition de i les mj(;vqifl)] sont entiers algébriques. On peut alors écrire :

(1 — 1—1 i 1— [ 1— n—1
po T (e el

Or d’aprés le lemme, p/(1 — w)"® € Z[w], car (1 — w) divise (1 — w¥) dans Z[w], et on a ¢(m) =n
tels facteurs. Donc ﬁ € Z[w], d’ou

Bp
(1-w)

my; i
=15 +ij(1—w)3 € Ok

J>i

Dans ce nombre, tous les termes d’indice supérieur a ¢ sont dans Ok, donc par soustraction,
i e Ok. Ce qui implique que NK(l —w)] NK (m;), mais c’est impossible, car NK(mi) =mp, et

1-w
le lemme montre que NK(l —w) =p. O

Théoréme 2.6.4. On ne suppose plus rien sur m, alors Og = Z[w].

Démonstration : Nous allons montrer le résultat par récurrence sur le nombre de facteurs premiers
de m. Si m est une puissance d’'un nombre premier, alors on a déja établi le résultat. Supposons
maintenant que m = myms, avec mi; Amsg = 1 et my, mo > 1. On a donc le résultat sur my et mo,
par hypothése de récurrence. Soient :

Wy = 62”T/m1,QJ2 _ e2z7r/m2

K; = Q[w1], K2 = Q[wo]

Nous allons utiliser la conséquence 2.4.11, et on aura alors Ox = Ok, Ok, = Z|w1]|Z[ws] = Z]w],
car mi1 Amg = 1 (alors um; + vmg = 1 pour deux entiers u et v, d’oll w = wiwy). On a bien
K =KiKs, [K: Q] = ¢(m) = ¢(m1)d(mz) = [Ki1 : Q][Kz2 : Q], car mq A mg = 1. Il ne reste qu’a
vérifier la condition du discriminant, qui est claire d’aprés 2.6.1. On a donc le résultat. O
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3 Idéaux dans les anneaux de Dedekind

Dans cette partie, nous allons considérer un anneau de Dedekind R, quelconque, de corps de
fractions K , et allons montrer qu’on peut décomposer les idéaux en produit d’idéaux premiers, de
la méme maniére que I’on décompose les entiers en produits de nombres premiers.

3.1 Le groupe des classes d’idéaux

Lemme 3.1.1. Tout idéal i non nul contient un produit fini d’idéaux premiers non nuls.

Démonstration : Supposons que non, considérons I’ensemble des idéaux non nuls qui ne contiennent
pas de produit d’idéaux premiers. Il est non vide, et admet donc un élément maximal m, car R est
noethérien. m n’est pas un idéal premier, par définition. Donc Jr,s € R~ m, rs € m. Les idéaux
m+ (r) et m 4 (s) sont strictement plus grand que m, et doivent donc contenir un produit de
nombres premiers, donc (m + (r))(m + (s)) aussi, qui est contenu dans m, contradiction. O

Théoréme 3.1.2. Soit i un idéal non nul de R. Alors, il existe un idéal j non nul tel que ij soit
principal.

Lemme 3.1.3. Soit a un idéal propre de R, de corps de fractions K. Alors 3y €e K\ R,va C R.

Démonstration : Soit a € a a # 0, alors Jpy,...,p,, des idéaux premiers tels que p;...p, C (a),
avec r minimal. (d’apreés le lemme précedent). De plus, a est contenu dans un idéal maximal p qui
est donc premier. Donc p contient p; ... p,. Il s’en suit donc que p contient un p;, par primalité de
p . On peut supposer que p; C p. Comme R est un anneau de Dedekind, on doit donc avoir que
p1 =5

Finalement, comme (a) ne peut pas contenir un produit de moins de r idéaux premiers,
p2...pr € (a) et, en particulier, 3b € pa...p, \ (a). Donc v = b/a € K \ R convient. O

Revenons a la démonstration du théoréme :

Démonstration : Soit o un élément non nul de i et j = {3 € R, Bi C (a)}. Alors j est clairement
un idéal non nul car @ € j et on a ij C («). Soit a = éij C R. a est un idéal. Si a = R, alors
i) = («), et on a terminé. Sinon, a est un idéal propre et on peut appliquer le deuxiéme lemme. Ainsi
va C R,y € K\ R. Nous allons obtenir une contradiction de ce fait. Comme R est intégralement
clos, il suffit de montrer que v est racine d’un polynéme unitaire de R[X].

Comme « € i, alors j C a, ainsi 7j C ya C R. On en déduit que vj C j, grace a la définition de j.

Finalement, soit a1, ..., a, un ensemble générateur de j : grace a la relation vj C j, on a une
relation matricielle : v[a;] = M X [a;]; oo M est une matrice n x n & coefficients dans R. On
obtient donc un polyndme unitaire a coefficients dans R grace au determinant ; ce qui termine la
preuve. O

On peut tirer de ce théoréme, trois conséquences :

Conséquence 3.1.4 (Loi de simplification). Si a, b et ¢ sont des idéaur non nuls de R, et
ab = ac, alors b =c.
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Démonstration : 1l existe un idéal j tel que aj = («). Donc ab = ac, d’ou le résultat. O

Définition 3.1.1. Si a et b sont des idéaux non nuls de R, alors on définit la relation | par :
alb < Jc b = ac. On dit alors que a divise b.

Remarque 3.1.1. La relation de divisibilité des idéaux est une relation réflexive transitive. Elle
devient antisymétriqgue dans l’ensemble des classes d’idéaux défini ci-apres.

Conséquence 3.1.5. Sia et b sont des idéaux non nuls de R, alors a|b si et seulement sia Db

Démonstration : Une implication est triviale : si a|b alors a D b. Réciproquement, si a D b, alors
F3a aj = («). Soit ¢ = éjb. C’est un idéal de R. Et on a ac = b. O

Définition 3.1.2. Soient a et b deux idéaux non nuls de R, un anneau de Dedekind. On définit
la relation ~ par :
a~b<=da,f € R, aa = b

Proposition 3.1.6. La relation ~ est une relation d’équivalence compatible avec la multiplication
des idéauz. On définit alors l’ensemble des classes comme ’ensemble des idéauzr de R quotienté par
cette relation.

Conséquence 3.1.7. L’ensemble des classes d’idéauxr dans un anneau de Dedekind forme un
groupe pour la loi de multiplication des idéau.

Démonstration : Le neutre est la classe de R, c’est a dire I’ensemble des idéaux principaux. L’asso-
ciativité et la commutativité découlent de celle de la multiplication entre idéaux ; enfin le théoréme
3.1.2 affirme l’existence d’un inverse. o

3.2 Théoréme de décomposition des idéaux

Théoréme 3.2.1. Tout idéal non nul de R se décompose de maniére unique comme produit
d’idéaux premiers.

Démonstration : Existence : Supposons le contraire, alors I’ensemble des idéaux qui ne vérifient
pas le théoréme est non vide, et a donc un élément maximal m car R est noethérien. m # R car
R est par convention le produit vide d’idéaux, car il est I'unité du semi-groupe des idéaux de R.
Donc m est inclus dans un idéal premier p. Donc m = pi pour un certain idéal i. Donc i contient
m. Sii=m, alors m = pm, et on a donc p = R, ce qui est absurde. Ainsi, i est strictement plus
gros que m, et est donc produit d’idéaux premiers, et par conséquent m aussi, ce qui est absurde.

Unicité : Supposons que py--- P, = (1 - - - s, Ol les p; et q; sont des idéaux premiers non néces-
sairement distincts. Donc p1 D g1+ - (s, ce qui implique que p; D g;, pour un certain ¢ (regarder
la preuve du lemme du théoréme concernant lexistence d’un inverse pour les idéaux). On peut
donc supposer, quitte a réindexer que p; O q;. Donc p; = q1, par maximalité des idéaux premiers.
Grace a la loi de simplification 3.1.4, on a ps---p, = gq2---qs. Ce qui nous permet de déduire en
itérant que r = s et p; = q; pour tout i quitte a réindexer. O

Corollaire 3.2.2. Les idéaux d’un anneau d’entiers O se décomposent de maniére unique en
produit d’idéaux premiers.
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Théoréme 3.2.3. Un anneau de Dedekind est principal si, et seulement si, il est factoriel.

Démonstration : On sait que principal implique factoriel. Supposons que 'anneau de Dedekind R
n’est pas principal. Soit p un premier non principal (il en existe d’apreés le théoréme 3.2.1; sinon
tout idéal serait principal). On considére alors I’ensemble des idéaux i tels que pi est principal; le
théoréme 3.1.2 montre que cet ensemble est non vide, on peut donc fixer un élément maximal m.
pm = (). Donc « est un élément irréductible, car sinon, si @ = (7, alors soit (), soit (v) serait
de la forme pj pour un certain j. La maximalité de m implique donc j = m, ainsi, soit 3, soit v est
une unité.

Soient donc 6 € p~ (a) et € € m~ («) (car p et m ne sont pas principaux). Donc de € («), mais
atd et afe, ce qui implique que R n’est pas factoriel. O

3.3 Idéaux fractionnaires

Définition 3.3.1. Un idéal fractionnaire de K est un ensemble de la forme ai, ot a € K et i est
un idéal de R.

Remarque 3.3.1. La multiplication des idéauzx fractionnaires est bien définie par : (aa)(8b) =
afab et ne dépend pas de la représentation choisie.

Définition 3.3.2. Soit a un idéal fractionnaire de K, alors on définit a=*

R}.

comme {o € K/aa C

Proposition 3.3.1. Un sous-ensemble de K est un idéal fractionnaire si, et seulement si c’est un
R-module de type fini.

Démonstration : i, idéal de R, est un Z-module de type fini, c’est donc un R-module de type fini,
et a = ai aussi.

Inversement, si a est un R-module de type fini, alors Jaq,...,a, € K tels que a = a1 R +
-+ + a,R. En écrivant les «; sous forme de fractions d’éléments de R, et en multipliant par le
produit des dénominateurs 3 € R, on trouve que a = %(OélﬂR + -4+ a,0R), avec a; € R. D’ou
le résultat. O

Proposition 3.3.2. Onaaa~! =R, et a~! est un idéal fractionnaire de K. C’est de plus l'unique
idéal fractionnaire ayant cette propriété, on ’appelle inverse de a.

Démonstration : a = ai. Or il existe j, 8 tels que ij = (0).(voir le théoréme 3.1.2). De plus
i =1{y € R/vyicC (B)}. Donc a=t = a—lﬁj, et par conséquent aa~! = R, et c’est bien un idéal
fractionnaire.

Si ab = R, alors en multipliant par a—!

on obtient que a~! = b. O

Théoréme 3.3.3. Tout idéal fractionnaire de K s’écrit de maniere unique sous la forme py'* ... pIr
ot les p; sont des idéauz premiers de R et m; € Z.

Démonstration : On écrit a = 1i, avec o € R. Sii=pJ'...p}* et (a) = plt . .p;’“, avec les n; et
les I; dans N ; alors on vérifie facilement que a = p?lf[l e pZ’“_l"‘. O
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Remarque 3.3.2. Cela permet de définir linverse d’un idéal fractionnaire, et la définition coincide
avec la définition pour un idéal normal.
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4 Théorie de la ramification

4.1 Décomposition des idéaux premiers dans les extensions

Dans cette partie, K et L seront des corps de nombres, avec K C L. De plus Ok et Oy,
désigneront les anneaux des entiers de K et L. Le terme idéal premier désignera un idéal premier
non nul.

Théoréme 4.1.1. Soit p un idéal premier de Ok et P un idéal premier de Or. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. PpOL
PO pOL
PO

- PNOk =p
5 PNK=p

Lo o

B

Définition 4.1.1. Quand les conditions équivalentes du théoréme sont remplies, on dit que B est
au-dessus de p.

Démonstration : On a 1 < 2 d’apreés la conséquence 3.1.5 (équivalence entre diviser et contenir).
2 & 3, trivialement car P est un idéal de Or,. 4 = 3 est clair; et 4 & 5 car B C O, ou O désigne
I’ensemble des nombres entiers algébriques dans C. Il ne reste plus que 3 = 4 : N Ok contient p
et est un idéal de Ok, donc P N Ok = Ok ou p car premier équivaut & maximal dans un anneau
de Dedekind. Si 8N Ok = Ok, alors 1 € B, et alors P = O, contradiction. O

Théoréme 4.1.2. Tout idéal premier P de O, est au-dessus d’un unique idéal premier p de Ok.
Tout idéal premier p est en-dessous d’au moins un idéal premier P de Oy, .

Démonstration : Montrons que B N Ok est un idéal premier non nul. Il est non nul car il contient
la norme de chacun des éléments de 3. De plus, il est premier, car si a et b sont dans Ok et
ab € PN Ok, alors a € PN Ok ou b € PN Ok. Enfin il ne contient pas 1, et est donc différent de
Ox. Pour la seconde partie, les idéaux premiers au-dessus de p sont les diviseurs de pOy,. Montrons
que pOy, # OL, et a donc au moins un diviseur. De maniére équivalente, nous devons montrer que
1 ¢ pOy,. D’aprés le lemme 3.1.3, 3y € K \ Ok tel que vp C Ok. Ainsi vpOr C OxO1, = Oy, Si
1 € pOy, alors v € O, et est donc un entier algébrique, ce qui contredit le choix de ~. O

Remarque 4.1.1. Les idéauzx premiers au-dessus de p sont les diviseurs de pOy,.

Définition 4.1.2. On appelle indice de ramification de P sur p, la puissance exacte P de P qui
divise pOy,, noté e(Plp).

Proposition 4.1.3. Soit P un idéal premier au-dessus de p, alors Or /P et Ok /p sont des corps
finis, et Ok /p s’injecte canoniquement dans O /B. On appelle degré d’inertie de B et on note

F(Blp) Ventier [OL/P : Ox/p], -
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Démonstration : p et P sont maximaux, donc Ok /p et Or, /P sont des corps. Ils sont finis, d’apres
le lemme 2.4.9. On a donc le diagramme suivant :

Ok —i>(9L
OL/PB

Le noyau de 7o i est Og NP = p, d’apreés le théoréme 4.1.1. 1l se factorise donc en :

Ox ——= 0Oy,

Lk

Ok /p ——> OL/P

Or 4’ est un morphisme d’anneaux entre corps et est donc injective. O

Proposition 4.1.4. Si on a trois corps de nombres K C L C M, d’anneauz d’entiers respectifs
Ok C OL C Owm, et des idéaux premiers p C q C ¢, alors :

— e(tfp) = e(t[a)e(alp)

= f(xlp) = f(x[a)f(alp)

Démonstration : On a pOp, = qe(q“’)qg...qk. De méme : qOpm = ety v, donc pOm =
(qOM)€P) (o OM)...(qrOmM) = te(q‘P)e(r‘q)t’gyl...t’kmk, avec t/; ; au-dessus de q;, et donc différents
de v. D’ou la premiére égalité par unicité de la décomposition. La deuxiéme vient du diagramme
suivant et de la formule de multiplicativité des degrés (base téléscopique) :

Ok O1, Om
b
Ok/p Or/q Om/x

O

Remarque 4.1.2. On sait que si p est un idéal premier de Ok, alors p est au-dessus d’un unique
nombre premier p € Q. Alors Ok /p est une extension de corps de Z/pZ, donc Ok /p est un corps
de cardinal p? ou f = f(p|p). On sait que p contient pOx, donc p! est au plus |Ok /pOx| = p" ;
oun=[K:Q] (Ok est un groupe abélien libre de rang n). On a donc la relation f < n. En fait,
on a Mieur :

Théoréme 4.1.5. Soit n = [L : K] et soient Pi,...,B,, les idéaux premiers de Or, au-dessus
d’un idéal premier p de Ok . Soient e1,...,e. et f1,..., fr leurs degrés de ramification et d’inertie

respectifs. Alors :
T
Z eifi=n
i=1

Nous allons démontrer ce théoréme en méme temps que le suivant. Pour un idéal i de Ok, on
rappelle que |Ok /i| est fini et se note ||i|.



4 THEORIE DE LA RAMIFICATION 17

Théoréme 4.1.6. Soit n = [L : K]|. Alors :

1. Pour les idéauz i et j de Ok, on a :
151 = Il

2. Soit i un idéal de Ok, alors :
[ROL|| = [li[I"

3. Soit a € Ok, non nul. Alors :
()l = | NG(a)|

Démonstration : Nous allons montrer 1 dans le cas ot i et j sont premiers entre eux, puis que
[lp™]| = |Ip|I™ pour tout idéal premier p. Ce qui impliquera que |[p** ... p" || = |lpo||™ ... [|lp-||™".
Le résultat découlera du théoréme 3.2.1.

Supposons que i et j sont premiers entre eux. Alorsi4+j = Ok et iNj =1ij. D’aprés le théoréme
des restes chinois, on a donc un isomorphisme :

OK/U — OK/i X OK/]

On a done [[ij]| = [[ill[ljl|-
Soit p un idéal premier de Ok . On a une chaine d’idéaux : Og D p O --- D p™. Il suffit donc de
montrer que ||p| = [p¥/p*+1|, pour tout k, ot les p* sont considérés comme des groupes additifs.

Soit o € p¥ ~ pF*1. On a un isomorphisme clair :

Ok/p — aOx/ap
Or on a I'inclusion Ok C p*, ce qui induit :

a0k — pk /ph+!

Le noyau de ce morphisme est (aOk) N pF*t1, et image ((aOk) + pFt1)/pF*L. p¥ est 'exacte
puissance de p qui divise aOk, d’ott (aOk) + p*+! = p¥, car c’est le plus grand commun diviseur.
(aOk) NpF+l = ap car c’est le plus petit commun multiple de aOk = p¥q; - - - q, et pF+i. O

Nous allons ensuite démontrer un cas particulier du théoréme 4.1.5; dans le cas ot K = Q et
p = pZ, pour un nombre premier p.

Démonstration : On a :

T
pOL = [ [ B
i=1
Donc :
T T
IpOcll = TTI%:l1 = [ (")
i=1 i=1
On sait de plus que : ||[pOL|| = p™, ce qui établit le résultat. O

Pour démontrer le 2 du théoréme 4.1.6, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.7. Soient a et b deuz idéaux non nuls d’un anneau de Dedekind R, tels que b C a et
a # R. Alors il existe un v € K, Uanneau des fractions de R, tel que vb C R et vb € a.
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Démonstration : Par le théoréme 3.1.2, il existe un idéal non nul ¢ tel que be = (). Alors be ¢ aa,
soit 8 € ¢ tel que Bb ¢ aa. Alors v = 3/a convient. O

Nous pouvons démontrer le 2 du théoréme 4.1.6 :

Démonstration : 11 suffit de le démontrer pour p idéal premier, et d’appliquer le 1, et le théoréme
de décomposition en idéaux premiers.

Remarquons que O, /pOy, est un espace vectoriel sur le corps Ok/p, car c’est un anneau
qui contient Ok /p. Il faut démontrer que sa dimension est n. Elle est au plus n : en effet, si

i, ...,0nt1 € O, ils sont linéairement dépendants sur K, et donc sur Ok. Donc il existe
b1, 0n+1 € Ok non tous nuls tels que Z?:ll Bia; = 0. Il faut réduire I’équation modulo p.
Mais si tous les §; sont dans p, alors il faut appliquer le lemme & a = p, et b = (51,...,Ont1), €t

on obtient alors le résultat.

Il faut montrer qu'on a bien 1’égalité. Soit p N Z = pZ, et considérons les idéaux premiers
p; de Ok au-dessus de p. Soit n; = Dime, p,(OL/piOL) < n. Nous allons montrer I'égalité
pour tout i. Soit e; = e(pi|p) et fi = f(pilp). Alors > .eifi = K : Q] = m, d’aprés le cas
particulier du théoréme 4.1.5. On a pOx = [, p;’, donc pOy, = [],(p;OL)*, d’aprés le 1, on a
IpOLll = IT, Ie:Ow | = T, sl = [L,(p*}"* = p™. Donc mn = 3 e;fn;. Comme pour
tout i, n; < n, et Y . e;f; =m, on a I’égalité pour tout i. O

Démonstration : (cas général du théoréme 4.1.5) On a pOr, = [[ B, d’ou :

leowll = [T Iille = [T lIell " = lIplI"
D’aprés le théoréme 4.1.6 1 et 2; et la définition des f;. D’ou le résultat. O
Démonstration : (3 du théoréme 4.1.6) Soit M une extension normale de Q qui contient K. Pour

tout plongement o de K dans C, on a ||o(a)Owm|| = ||[aOm||. En effet, il suffit d’étendre o en un
automorphisme de M, et de constater que o(On) = Om. On a alors le diagramme suivant :

OM —>— Onm

]

Om T Om
aOm o(a)Om

7 est bijectif (surjectif est clair, et injectif car on a factorisé par le noyau). Soit N = N¥(a). On a
donc

INOm| = [T llo(@)Omll = [|aOm]"

De plus [|[NOm|| = [N|™™, oa m = [M : K], et ||aOm| = ||aOxk||™, d’aprés le 2. Donc on en
déduit que |[aOk|| = |N]. O

Remarque 4.1.3. Les formules du théoréme 4.1.6 sont encore vraies pour les idéaux fraction-

naires, en posant pour un idéal fractionnaire a =ij~1 : |la|]| = M
, [l

Théoréme 4.1.8. Soit L une extension normale de K, P1 et Po, deur idéaux premiers au-dessus
de p, idéal premier de Ok. Alors il existe 0 € Gal(L/K) tel que o(P1) = Ps.
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Démonstration : Supposons que o(1) # Po pour tout o € Gal(L/K). Alors, d’aprés le théoréme
des restes chinois, on a une solution du systéme de congruences :

=0 mod P,
x=1 mod o(P1) pour tout o € Gal(L/K)

Soit v € O, une telle solution, nous avons Nk (o) € Ox NPa = p. D’un autre coté, on a a ¢ o(P1),
ainsi 0~ 1(a) ¢ P1. Comme Nk (a) est le produit des o' (), et aucun n’est dans I'idéal premier
PB1, alors N () ¢ P, ce qui est une contradiction. O

Corollaire 4.1.9. Si L est normale sur K, et P1,P2 sont deux idéaux premiers au-dessus de p,

idéal premier de Ok ; alors e(P1|p) = e(Palp) = e et f(Pilp) = f(Pz|p) = f. De plus, sir est le
nombre d’idéaux premier distincts de O, au-dessus de p, alors ref = [L : K].

Démonstration : L'égalité des degrés de ramification provient du théoréme d’unicité de la décom-
position en idéaux premiers; en effet les B; au-dessus de p sont conjugués deux-a-deux dans L
galoisienne. Quant a I’égalité des degrés d’inertie, elle provient de 'isomorphisme induit par un tel
o entre O /P et Or/Pso. La formule en découle directement. O

Définition 4.1.3. On dit que :
— p est ramifié si e(P|p) > 1 pour un certain P au-dessus de p.
- p se ramifie totalement si e(P|p) = n. (et doncr =1 et f(Plp) =1)
— p se décompose completement si v =n. (et donc e; = f; =1 pour tout i)
— p est inerte sit =e1 =1 (c-a-d. pOy, est premier)

Théoréme 4.1.10. Sip se décompose complétement dans L, alors il se décompose aussi compleé-
tement dans toutes les extensions intermédiaires.

Démonstration : Soient P au-dessus de p dans L et p’ = P N K’', avec K’ une extension inter-
meédiaire. Alors e(p’|p) = f(p’|p) = 1, par multiplicativité dans les tours, et ce pour tout B, donc
pour tout p’, car il ya toujours un idéal premier au-dessus. Donc p se décompose complétement
dans K’. O

Théoréme 4.1.11. Soit p un nombre premier de Z, on suppose que p est ramifié dans un anneau
d’entiers Ok, alors p|disc(Ok).

Démonstration : Soit p un idéal premier de Ok tel que e(plp) > 1. pOk = pi, o i est un idéal
divisible par tous les idéaux premiers au-dessus de p.

Soient o1, ...,0,, les plongements de K dans C, étendus en automorphismes de L, cloture
normale de K.
Soit aq,...,a, une base intégrale de Ok. Soit a € i \ pOk # @ que l'on écrit a = > m;a;,

avec m; € Z. Comme « ¢ pOxk, alors il y a au moins un des m; qui n’est pas divisible par p. On
peut supposer que p{ my.

Soit d = disc(Ok) = disc(a, ..., a,); alors il est facile de voir que disc(a, ag, ..., an) = mid.
11 suffit donc de montrer que p|disc(q, s, ..., ap).

Comme « est dans tous les idéaux premiers de Ok au-dessus de p, il est dans tous les idéaux
premiers de Oy, au-dessus de p. Soit P un idéal premier de Op, au-dessus de p. Alors o~ (B)
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est aussi un idéal premier au-dessus de p, et donc o(a) € P, pour tout o. Donc P contient
disc(a, g, . . ., o). Comme le déterminant est dans Z, il est donc dans Z NP = pZ. O

Corollaire 4.1.12. [l n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers ramifiés dans Ok.

Corollaire 4.1.13. Il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux premiers de O qui se ramifient dans Oy, .

Démonstration : Si p est un idéal premier qui se ramifie dans O, alors p NZ = pZ donc p est un
nombre premier qui se ramifie dans Op,, or ils sont en nombre fini, et il n’y a qu’un nombre fini
d’idéaux premiers dans Ok au-dessus de chacun d’eux. O

4.2 Ramification dans les corps quadratiques et cyclotomiques

Théoréme 4.2.1 (Ramification dans les corps quadratiques). Soit K un corps quadratique,
K= Q(\/E) avec d sans facteur carré, et soit p un nombre premier. Alors la décomposition de p
est donnée par :

- sipld, (p) = (p,Vd)?

- sip=2 etd est impair,

sid=3 mod 4
)( ‘/_) sid=1 mod 8
a-d. reste premier) sid=05 mod 8

— sip est impair, ptd,

(p):{ (p.n+ Vd)(p,n — Vd) sid=n? mod p

(p) (c-a-d. reste premier) sid n’est pas un carré modulo p.

Démonstration : K est une extension normale de Q , ref = 2.

Dans le cas ol p se décompose, il suffit de vérifier la décomposition : on factorise le produit par
p et on montre que 'autre facteur est Ok en écrivant 1.

Montrer que p reste premier est équivalent au fait que f = 2, c-a-d. que le corps quotient n’est
pas réduit & Z/pZ. Or le polynome X2 — d a une racine dans Ok, donc dans Ok /p, et n’en a pas
dans Z/pZ si d n’est pas un carré modulo p, donc OK/p et Z/pZ ne sont pas isomorphes.

De méme pour p = 2, en considérant X2 — X + 1 4 . En effet, les racines de ce polynéme sont

% € Ok, et il se réduit en X? + X + 1 dans Z/2Z[X], qui n’a pas de racine dans Z/2Z, mais
en a dans Ok /p. O

Theoreme 4.2.2 (décomposition dans les corps cyclotomlques) Soit K = Q(¢), ¢ =
e“m une extension cyclotomique, et soit p premier. On écrit m = p*n,p An = 1. Alors dans la
décomposition de p dans Ok, e = p(p*) et f est Uordre (multiplicatif) de p modulo n.

Démonstration : On sait que l'extension est normale et que ref = ¢(m).

Posons a = (" et B = C”k qui sont des racines respectivement p*-iéme et n-iéme de 'unité. Le
résultat découle immeédiatement de la décomposition de p dans Q(a) et Q(/3) en prenant l’extension
composée.
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k .
Dans Q(a). On sait que p = []"_, pti(1— ') (lemme 2.6.3). Or si p 14, en écrivant 1 = ui +vp,

ﬁ = Z;;Ol (a')? € Za], et son inverse est également entier, donc c’est une unité. On

on a
. k k . .

peut donc écrire p = Hle’pﬁ ui(1—a) = u(l—a)?®), ot u est une unité. Donc p est la puissance
o(pF)-itme de lidéal (1 — a), et comme ¢(p¥) = [Q(a) : Q], nous avons la la factorisation en
idéaux premiers de (p).

On se place désormais dans Q(f), qui est le n-iéme corps cyclotomique, et on cherche a calculer
le degré d’inertie f.

Montrons tout d’abord que p est non ramifié dans Q(f3), par un argument de discriminant. On
sait en effet que Og(z) = Z[B] (théoréme 2.6.4), et d’aprés la proposition 2.6.1,

disc(Z[0]) = dise(B) | n¥™

On sait donc que p se ramifie dans Q(/3) si et seulement si il divise disc(Ogqg)y). Donc comme
pAn =1, pfdisc(Oq(s)) donc p est non ramifié dans Q(3).

On peut donc écrire pZ[f] = p1...p., et f = ¢©(n). Montrons que f est Pordre de p modulo
n. Nous disposons d’un isomorphisme :

{ (Z/nZ)x — Gal(Q(B)/Q)
k = op: 3 "

Donc I'ordre de p est celui de o,,. Soit p au dessus de p, par définition f = [Z[G]/p : Z/pZ], extension
dont le groupe de Galois est cyclique d’ordre f, engendré par le Froebenius ¢ : x — zP. Montrons
donc que o0, et ¢ ont le méme ordre.

Or pour tout k € Z, on a d’une part a’; =id & ﬁpk = < pF =1 mod n, et d’autre part
¢F =id & ﬁpk = 3 mod p. Soit [ € [|1..n]] tel que p* =1 mod n, ﬁpk = ' = 4 mod p, donc
A= =1 mod p, car 3 est une unité. Or on sait que (1 — 3)...(1 — 8"~!) = n (en prenant la
dérivée de X™ — 1 en 1), donc la condition n A p = 1 impose | = 1. Ainsi, Vk € Z,ﬂpk =0
mod p & pF =1 mod n c-a-d. a’; =id < ¢* = id, donc o, et ¢ ont le méme ordre, f.

On peut maintenant combiner les résultats obtenus dans Q(a) et Q(3) : On considére des
premiers P ... P, au dessus de p; ... p, respectivement. Alors chaque B; est au dessus de p, donc
de (1 — ), puisque pZ[a] = (1 — oz)‘P(”k). On a donc :

e(Pilp) > e(1 - alp) = o(p")
F(Bilp) = f(pilp) = f

Or rf = ¢(n), donc p(p*)rf = o(m) et les inégalités ci-dessus sont des égalités. Ainsi, les J3; sont
les seuls premiers au-dessus de p, et on a bien le résultat sur e et f. O

4.3 Différente

Nous avons vu que le discriminant nous renseigne sur les éventuels nombres premiers ramifiés.
Nous verrons avec le théoréme 4.4.13 que la réciproque est vraie, cependant ce nombre seul ne
permet pas de déterminer la maniére dont a lieu la ramification (on voudrait en particulier avoir
une idée du degré de ramification). Nous introduisons ici un autre invariant d’une extension, appelé
différente, qui nous renseigne avec plus d’acuité a ce sujet. Il s’agit en effet d’un idéal divisible par
les seuls idéaux ramifiés, et ce avec une puissance liée a la structure de la ramification, par la
formule dite de Hilbert que nous verrons dans la section 4.6. Auparavant, il nous faut définir la
différente et montrer comment la calculer.
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Définition 4.3.1. Soient K C L deux corps de nombres. On appelle codifférente de Oy, sur
Ok lidéal fractionnaire codiff(Or|Ok) = {x € L, Trg (201 C Ok}.

On a Ok C codiff (Or,|Ok). Justifions le fait que I'on a affaire & un idéal fractionnaire :

Soit (e;) une K-base entiére de L, pour = = 3 \ie; € codiff(Or,|Ok), Tri(ze;) € Ok pour

tout j. Or (Trik(we;)) = (Tri(eie;))(A;), donc (en inversant la matrice), on a \; € ?TK, oud =

disc(eq, . .. e,) = det(Tri (eie;)). Donc la codifférente est un Oxmodule de type fini, de base

donc un idéal fractionnaire. -
Définition 4.3.2. On appelle différente de Orsur Ok l’idéal
diff (O, |0k ) = codiff(Or|Ok) "
Lemme 4.3.1. Soient a C K et b C L des idéauz fractionnaires, alors
Tri(b) C a < b C a0y, codiff (O, |Ok)
Démonstration :
Trg(b) C a < a ' Trk(b) C Ok
& Tri(a7'b) € Ok, car a™! C K, et la trace est K-linéaire
< a b C codiff (O, |Ok)
O
Proposition 4.3.2. La différente est multiplicative dans les tours d’extensions.
diff (Om|Ok) = diff (Om|OL) (diff (O | Ok ) OMm)
Démonstration : On considére des extensions K C O, C M.
z € codiff(Op|OL) & Tri (xO0) € Ok
& Tk (TrM(z0n)) € Ok
& Tyt (xOwnm) C codiff(OL|Oxk) par définition
< 2Opm C codiff (Or|Oxk) codiff (Onm|Or) d’aprés le lemme.
Ainsi, en prenant l'inverse,
diff (Om|Ok) = diff (Om|OL) (diff (O | Ok ) OMm)
O

Théoréme 4.3.3. Soit P un idéal premier de O, au-dessus de p. Alors, P ramifié < P |
diff (O, |Ok).

Nous allons avoir besoin de deux lemmes pour démontrer ce théoréme :

Lemme 4.3.4.
1. Le Ok/p-espace vectoriel O /pOy est de dimension [L : K].
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2. Si (e;) est une famille d’éléments de O, dont l'image dans Oy, /pOr, est Ok /p-libre, alors les
e; forment une famille libre de L/K.

3. De plus, si P divise pOy, et si les e; forment une base de L/K, alors diff(O,|Ok) a méme
valuation en P que l’idéal engendré par la différente de Z?zl Oxe;.

4. Six € O, alors Trk(ac) mod p est la trace de I’endomorphisme Ok [p-linéaire de mutlipli-
cation par T dans O /pOL.

Démonstration : On a vu dans la démonstration du théoréme 4.1.6 que |O /pOL| = |Ok /p|™ avec
n = [L : K]. Cela conclut la premiére assertion.

Vérifions maintenant le 2. Soit (e;) une famille d’éléments de Oy, dont 'image dans Or,/pOL
est libre sur Ok /p, montrons qu’elle est libre dans O, /p"Or, pour tout r. Supposons donc que

> wie; €pTOL = m; € p”
et montrons le pour r+ 1 par induction (c’est 'hypothése pour » = 1). Considérons donc la relation

inei =0 mod p" Oy,

avec les x; dans Ok . En particulier la somme est nulle modulo p”, donc par hypothése de récurrence
tous les z; sont dans p”. Mais p”/p" ! est un Ok /p-espace vectoriel de dimension 1, car |p"/p" 1| =
(O /p™™H) /(O /p™)| = |IplI"TL/lIpll” = ||p||. Fixons ¢ € p” un générateur, on peut écrire z; = a;t
mod p”, a; € Ok/p. On en déduit que ¢(>°, a;€) = 0 dans p"Or/p" "' Or. Mais on montre de
la méme maniére que la multiplication par ¢ induit un isomorphisme de Ok /p-espaces vectoriels
OL/pOr1, — p"OL/p"T1OL. On en déduit que >, ai€ =0 € Or/pOx, puis que a; = 0 pour tout %
par I'hypothése (r = 1). Ce qui prouve la récurrence. Pour prouver 2, supposons que » . x;e; = 0,
avec z; € K. On peut supposer que les x; sont dans Ok en multipliant cette relation par un
dénominateur commun. La récurrence implique alors que chaque z; est dans N,>1p” = {0}, d’ou
le résultat.

Vérifions maintenant 3. Soit (e;) une famille de éléments de Oy, comme dans 2, qui est de
plus une Ok /p-base modulo pOy,. C’est donc une base de L/K d’aprés 1. Considérons le Ok-
module S = @& ,0ke;. Par construction pOr, + S = Or. Ainsi, le Og-module N = O/S
(de type fini car Oy, lest) satisfait N/pN = 0, c-a-d. N = pN. En particulier, si ApN = 0
pour un idéal A de O, alors AN = 0. Comme (e;) est une K-base de L, N est de torsion
et donc J = {a € Ok,zO0L C S} = Annp, (N) est un idéal non nul de Ok. De plus, p ne
divise pas J, car si U'on écrit J = p2, on aurait pAN = 0 d’oit AN = 0, absurde car J C 2.
L’inclusion JOr, C S C O, montre que* codiff(Or|Ok) C codiff(S) € T codiff (O|Ok), puis
Jdiff (OL|Ok) C diff(S) C diff (OL|Ok). Comme J est premier & p, diff(S)Or, a méme valuation
en P que diff(OL|Ok).

Terminons par le 4. On peut donc trouver s € J C Ok tel que s = 1 mod p par les restes
chinois. Si z est dans O, Tri(sz) = s Tri () = Triz () mod p, de sorte que la trace est celle de
la multiplication par sz définie de S a valeurs dans S (car sOp, C S). Mais S étant libre, cette trace
modulo p est aussi la trace de ’endomorphisme de multiplication par sz dans S/pS = Or,/pOL.
En effet on a une injection de I'un dans lautre car pOy, N S = pS, d’aprés 2, et ils ont méme
dimension par 1. On conclut car s =1 mod p. O

Lemme 4.3.5. Si k' /k est une extension finie de corps fini, alors il existe x € k' de trace 1 sur
k.

*On utilise ici la codifférente du Ok-module S, dont la définition est évidente : on remplace Oy par S.
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Démonstration : Disons que k'/k est Fgn /F, alors Trﬁ/ () =x+a9+ 29 4 429" est une
forme F,-linéaire. Elle n’est pas identiquement nulle car ¢’est un polynéme sur k' de degré < ¢",
et a donc au plus ¢” ! racines. Elle prend donc la valeur 1. O

Revenons a la démonstration du théoréme :

Démonstration : Tout d’abord, notons que

P|diff (OL|Ok) < ptc codiff (O, |Ok)
& Trg(P~1) C Ok par définition

& Trg(PP ') Cp
& Tg(P'I)Cp

Une difficulté technique parasite la preuve du théoréme, venant de ce que Ok n’est pas toujours
principal (en particulier c’est vrai si K = Q, mais nous en aurons besoin dans un cadre plus
général). Si Ok est principal, Or, est un Og-module libre (donc de rang [L : K]), mais cela ne
tient plus a priori. Le lemme des restes chinois et le fait que J + ¢ = Or impliquent que la
projection canonique

OL/pOL — OL/"Be X OL/j,

est un isomorphisme d’anneaux. En particulier, d’aprés le 4 du lemme 4.3.4 il vient que pour tout
z€ O :
L OL/pO Or/P° OL/3 o
Trg(z) modp = Trol;//':J B(M;z) = Trof(//?;3 (M,) + Trof(//p (My), ou z = (a,b)

Supposons que e > 1. Si z € P17 C P, alors son image dans Or,/pOy, est de la forme (a, 0)
avec a € B, donc nilpotent, puis de trace nulle. Ainsi, Tr%(z) mod p = Trgi“(//';oL (Mz) =0, et
donc P diff (Or,|Ok ) d’aprés la premiére ligne de la démonstration.

De méme, si e = 1, O, /P est un corps fini. Soit  comme dans le deuxiéme lemme. D’apreés
les restes chinois plus haut, on peut trouver z € J tel que z = z mod . Il vient que Tr(z) =1
mod p, puis P ne divise pas diff (Op|Ok). O

Théoréme 4.3.6. Soit P un idéal premier de O au-dessus de p, totalement ramifié (e(Plp) =
[L:K]), et 7 € P~ B2, de polynome minimal f € K[X]. Alors pour tout entier k, on a :

P | diff(OL|Ok) & F* | (f(1)) & f'(7) € P

Démonstration : Soient m comme dans I’énoncé et n = [L : K]. D’aprés l'assertion 3 du lemme
précédent, il suffit de voir d’une part que les images de 1, ..., 7" ! sont libres dans Oy, /pOr, et
d’autre part que la codifférente de S = @?Z_Ol Okt est f/(m)~1S. Vérifions le premier point. Comme
7 € P~ P2, on a montré dans la preuve du théoréme 4.1.6 que P" = Ox7" + P 1. Supposons
Z?;OI a;m € pOy, avecles a; € O, pO1, = P¢. En réduisant cette équation successivement modulo
B, B2, etc... il vient que ag,a1, etc... sont dans p, ce que 'on voulait.

Il ne reste qu’a montrer que codiff(S) = {z € L,Vi, Trig(z7’) C Ok} vaut f'(m)~'S. Si (f;)

est la K-base de L duale de 1,7, ..., 7" ! relativement & la forme trace (non dégénérée d’aprés le
théoréme 2.3.4), alors il est immeédiat que codiff(S) = &, Ok f;. Notons f(X) = [[,_; (X — mx)
le polyndéme minimal de 7w sur K , et montrons que cette base est {f; = %}, c’est-a-dire que

Trk(ﬁ) = 61-,”_1.
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Par décomposition en éléments simples,

1 - 1
7~ 2= T (X —m)
Si l’on considére le développement de ﬁ en puissances de %, le terme de plus bas degré est XL

car f est unitaire de degré n, ce qui impose sur le membre de droite que :

—1 —
T 1

T T T ~ T 7
Vi <n 1,;—f,(m) 0 TrK(f’(ﬁ))’ et ;f’(m) 1 TrK(f’(w))

n—i—1

ce qui est bien la relation cherchée. Ainsi, codiff (S) = i1 Ok = ﬁs , et nous avons le
résultat par le lemme 4.3.4. O

4.4 Théorie de Galois appliquée a la décomposition des idéaux premiers

Dans cette partie et les deux suivantes, L est une extension normale de K. G sera le groupe
de Galois Gal(L/K); son ordre est n = [L : K]. On fixe p un idéal premier de Ok et P un idéal
premier de Or, au dessus de p. L’indice de ramification et le degré d’inertie ne dépendent pas de P
choisi, donc on les note e et f. Si il y a r premiers au dessus de p, alors on a la formule n = ref.

Définition 4.4.1. On définit deux sous-groupes de G importants pour la suite :
— Le groupe de décomposition D = D(Blp) = {o € G,oP = P}
— Le groupe d’inertie E = E(Blp) = {o € G,0(a) = a mod P,Va € O}

Proposition 4.4.1. 1l est clair que D et E sont des sous-groupes de G, et que E C D.
Proposition 4.4.2. Sio € G, alors on a :

D(oBlp) = oD(Plp)o ", et E(cBlp) = cE(Plp)o "

Démonstration : On a de maniére évidente les inclusions

oD(Plp)o~" C D(oPlp) et cE(Plp)o~" € E(oPBlp)

En appliquant ce résultat avec o~ ! et o, on trouve le résultat. O

Remarque 4.4.1. Si G est abélien, alors E et D ne dépendent que de p, pas de L.
Proposition 4.4.3. Sio € D et a € PF P alors o(a) € P PrHL

Démonstration : Si a = py...p, avec p; € P alors o(a) = o(p1)...0(pr) € P*, par définition
de D. Donc o(B*) C PB*. Maintenant, si Ja € P* P+ o(a) € P, alors a = 0™(a) =
o (o(a)) € PF+L, ce qui est une contradiction, d’ott le résultat. O

Proposition 4.4.4. Soit 0 € D, nous avons alors le diagramme commutatif suivant :

OL o OL
OL/P —Z= OL/%

avec & € Gal(OL/B/0k/p) = G.
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Démonstration : 7 o o est un morphisme d’anneau de noyau o~ () = P, donc il se factorise
en un morphisme ¢ de Or, /B dans lui-méme. Ce sont des corps car 3 est premier donc maximal,
car O, est un anneau de Dedekind, donc le morphisme est injectif, et comme ils sont finis (lemme
2.4.9), c’est un automorphisme. De plus o fixe point par point Ok, et P N Ok = p, donc 7 fixe
Ok /p point par point. O

Conséquence 4.4.5. On a un morphisme de groupe :

v :{ D — (:;
o +— 0
Son noyau est E et donc :
- E<xD
- Im(V)~D/FE
Démonstration : clair, par définition de E. O

Remarque 4.4.2. Nous allons bientot voir que WV est en fait surjectif, et donc que G~ D/E. De
plus, on sait que G est cycliqgue d’ordre f, donc D/E le sera aussi.

Notation : Si H est un sous-groupe de G, nous noterons L le sous-corps de L des invariant par
H. Si X est une partic de L , alors X ¥ sera X N L¥, donc Of sera l’anneau des entiers de L,
et P, Punique idéal premier de (’)f . en dessous de 9. De plus P est au-dessus de p, et donc
OH /BH est un corps intermédiaire entre O, /P et Ok /p.

Théoréme 4.4.6. Nous avons le diagramme suivant :

Degrés L B Indices de ramification Degré d’inertie

e | | e 1
LE ;IgE

f | 1 f
LD gI;D

T | | 1 1
K »p

LP s’appelle le corps de décomposition, et LY, le corps d’inertie.

Démonstration : Commencons par montrer que [L” : K] = r. D’aprés la théorie de Galois, on
sait que [LY : K] = [G : D]. Or chaque classe a droite oD envoie P sur B, et il est clair que
oD = 71D < o3 = 7B. Nous avons donc une bijection entre les classes a droite de D et les o53.
D’aprés le théoréme 4.1.8, cela inclut tout ceux de la décomposition de pOy, et il ne peux y avoir
que ceux-la. Comme il y en a r, on a bien le résultat.

Montrons que e(BL|p) = f(PL|p) = 1. Comme L est une extension normale de LY, et que
son groupe de Galois est D, P est le seul idéal premier de Op, au-dessus de PP, car ils sont
necessairement permutés de maniére transitive par D. D’aprés le théoréme 4.1.5 : [L : LP] =
e(BIBL) f(BIPL). Le nombre de gauche est ef, car on a déja vu que [LP : K] = r et ref = n.
D’apreés la multiplicativité de e et f (cf proposition 4.1.4), donc on a bien le résultat souhaité.

Montrons que f(B|BE) = 1, ce qui équivaut & montrer que Or, /P = OF /PE. 11 suffit donc de
montrer que Gal((Or/P)/(OF /BF)) est trivial. Soit § € O, /P, il faut montrer que § € OF /P~.
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Nous allons montrer pour cela que le polynéme (X — 6)™ est a coefficients dans OF /B, pour un
certain m > 0. Dans ce cas le groupe de Galois envoie # sur un de ses conjugués qui ne pourra étre
que 6, et on aura le résultat souhaité. Soit o € Oy, correspondant a § € O/, par la projection
canonique. Alors

P(X) = [T(xX —o(a)

ceE

est & coefficients dans OF ; en réduisant modulo B, on trouve P € (O /%)[X], qui a ses coefficients
dans OF /PBF. Mais tous les o(a) se réduisent en 6, par définition de E. Donc P(X) = (X — 6)IFl.

Ainsi, V0 € O /PP,Vo € Gal((OL/P)/(OE /BF)),0(0) = 0 c-a-d. o = id, ce qui prouve
FOBIPE) = 1.

Avec f(BPlp) = 1,on a f(PF|BP) = f(P|p) = f. Donc, d’aprés le théoréme 4.1.5, [LEF : LP] >
f. Mais nous avons vu que £ < D, et que D/FE se plonge dans G, de cardinal f. Donc L? C L¥
est normale, de groupe de Galois D/E, et donc [L¥ : LP] = |[D/E| < f, donc on a I'égalité. Donc
on en déduit que e(PF|PL) = 1. Finalement, on en déduit facilement que [L : L¥] = e, et que

e(PIPF) =e. O
Corollaire 4.4.7. D/E est cycliqgue d’ordre f.

Démonstration : On a déja vu que D/E se plonge dans G qui est cyclique d’ordre f. De plus, les
deux groupes ont méme cardinal f car |[D/E| = [L¥ : L], d’ou le résultat. O

Corollaire 4.4.8. Supposons que D est distingué dans G, alors p se décompose en r facteurs
premiers distincts dans L ; si de plus E est aussi distingué dans G, alors chacun d’eux est inerte
dans L. Finalement, chacun devient une puissance e—iéme d’un idéal premier dans L.

Démonstration : Si D <G, alors L est une extension normale de K , et donc comme B & un
indice de ramification et un degré d’inertie égaux & 1, tous ses conjugués aussi, et donc r = n,
d’aprés le corollaire du théoréme 4.1.5. Dongc, il y a exactement r idéaux premiers au-dessus de
p dans L, car c’est vrai dans L et dans L, donc chaque idéal premier p au-dessus de p, dans
LP, est en-dessous d’exactement un idéal premier p de L. Si, de plus E < G, alors L¥ est une
extension normale de K , et donc e(p|p) = e(PF|p) = 1. Donc e(p|p) = 1. Donc p est inerte dans
LE p = pOE. Enfin, il n’y a forcément qu'un seul idéal premier dans L au-dessus de p, et par
multiplicativité dans les tours, p devient une puissance e—iéme. O

Soit K’, un corps intermédiaire entre K et L . Il existe H un sous-groupe de G tel que K’ = L.
L’anneau des entiers de K’ est Off. Soit p’ = B N Ok, I'unique idéal premier de Ok en dessous
de ‘B, alors p’ est au-dessus de p. L est une extension normale de K’, et on a :

DEBW) =D H

E(Bl)=ENH

On en déduit, de par la théorie de Galois, que LPK’ et LEK’ sont les corps de décomposition et
d’inertie pour P sur p’. De plus, on a les caractérisations :

Théoréme 4.4.9. Avec les notations ci-dessus :

1. LP est le plus grand corps intermédiaire K' tel que e(p’|p) = f(p'p) = 1
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2. LP est le plus petit corps intermédiaire K' tel que P est le seul idéal premier de Oy, au-dessus
de p’.
3. L est le plus grand corps intermédiaire K' tel que e(p’|p) = 1

4. LE est le plus petit corps intermédiaire K' tel que p’ est totalement ramifié dans L (c-a-d.

e(Blp’) = [L: K])

Démonstration : On a déja démontré que LE et LP ont ces propriétés.

Si K’ = L¥ est un corps intermédiaire dans lequel 98 est le seul premier au-dessus de p’. On
sait que o € H envoie ‘B sur un autre idéal premier au-dessus de p’, donc on doit avoir H C D, ce
qui démontre 2.

Supposons maintenant que e(p’|p) = f(p’|p) = 1, alors e = €’ et f = f’, par multiplicativité
dans les tours. Considérons le diagramme suivant :

Nous avons donc L? et LPK’ qui ont le méme indice dans L, et comme on a une inclusion, alors
on a l'égalité, et K’ ¢ L, donc 1 est démontré.

On obtient 3 de la méme maniére, car on a alors e = €/, et donc K’ C L”.

Finalement, si p’ est totalement ramifi¢ dans L, [L¥ : K] = ¢, et donc d’aprés le diagramme,
K’ = LFK’, et donc L¥ c K'. O

Corollaire 4.4.10. Si D <G (pour un P au-dessus de p), alors p se décompose totalement dans
K’ si et seulement si K' C LP.

Démonstration : Si p se décompose totalement dans K’, alors si p’ = P N K', alors e(p’|p) =
f(p'|p) = 1 et donc LP C K’, d’aprés le théoréme précédent. Inversement, si K’ C LP, le deuxiéme
corollaire du théoréme 4.4.6, montre que p se décompose totalement dans L, et donc aussi dans
K'. o

Théoréme 4.4.11. Soit K un corps de nombres, et L et M deuz extensions finies de K. Soit p
un idéal premier de Ok. Alors :

— Si p est non ramifié dans L et M, alors il n’est pas ramifié dans LM.

— Sip se décompose complétement dans L et M, alors il se décompose complétement dans LM.

Démonstration : Soit F la cloture normale de LM, p’ un idéal premier au-dessus de p dans Opm,
et q un idéal premier de Op, au-dessus de p’. q est donc au-dessus de p.

Si p n’est pas ramifi¢ dans L et dans M, alors si E = E(q|p), alors le corps d’inertie F¥ contient
donc L et M ; d’aprés le théoréme 4.4.9. Donc il contient LM, et donc p n’est pas ramifié dans F,
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et donc pas non plus dans LM.
Si p se décompose totalement dans L et M, alors si D = D(q|p), le corps de décomposition F”
contient L et M, donc LM, d’ou le résultat. O

Corollaire 4.4.12. Soient K C L deux corps de nombres, et p un premier dans Ox. Si p est non

ramifi€é ou se décompose complétement dans L, alors c’est aussi vrai dans la cloture galoisienne de
L sur K.

Démonstration : Si p est non ramifié ou se décompose complétement dans L, alors c’est aussi vrai
dans o(L), ou o est un K—plongement de L dans C, et donc d’aprés le théoréme précédent, c’est
encore vrai dans la cloture galoisienne. O

Théoréme 4.4.13. Soit K un corps de nombres, p un premier de Z qui divise disc Og. Alors p
se ramifie dans K.

Démonstration : Soit aq, ..., a, une base intégrale de Ok. disc Ok = det(TrK(aiozj)). En rédui-
sant modulo p, on obtient que les lignes de la matrices sont lices dans Z/pZ, car p|disc Ok. 1l
existe des entiers my,...,m,, qui ne sont pas tous divisibles par p, tels que :

n
Y7, Z mi Tr¥ (a;05) € pZ

i=1

Soit o = Y. mya;. On a Tr¥(aOk) € pZ. De plus a ¢ pOk parce que les m; ne sont pas tous
divisibles par p. En effet, Ox = pa1Z & - - - D pa, Z.

Supposons que p n’est pas ramifié dans K, pOxk est donc produit d’idéaux premiers. Donc un
de ces idéaux ne contient pas « (car sinon, il serait dans I'intersection qui est leur ppem, et donc
leur produit pOk). Ainsi o ¢ p pour un p, idéal premier au-dessus de p.

Soit L, la cloture normale de K sur Q. p n’est pas ramifié dans L, par le théoréme précédent.
Soit P un idéal premier de Oy, au-dessus de p, on a a ¢ P, car sinon a € PNK = p.

On a : Tr¥(aOr) = Tr¥(Trk (aOy)) = Tr¥(a Trk (OL)) € Tr¥ (@Ok) C pZ.

Soit B € O tel que 8 ¢ P et 5 dans tous les autres idéaux premiers au-dessus de p (il en existe
par le théoréme des restes chinois). Alors Vy € O, on a :

1. Trh(aBy) € P
2. Vo € Gal(L|Q) ~ D(Plp), o(afy) € P
La premiére assertion découle du fait que TrL(aOL) C pZ C *B. Ensuite, on a 3 € o7 1(P) # B,
d’ou 0(B) € P, d’ou la deuxiéme affirmation.
On en déduit que
Vv € O, Z o(afy) € P
o€D(Pp)

On sait que les éléments de D induisent un automorphisme de O, /B, on peut donc réduire modulo
PB. On a alors :

Vy €O, Y a(aBy) =0
oc€eD
Or af # 0, on en déduit que Vo € OL/B, ) ,cp0(z) = 0, mais les & sont des automorphismes
distincts, car D/E ~ D ~ G = Gal(OL/PB/Q). D’apres le lemme d’indépendance de Dedekind,
une somme d’automorphismes distincts est non nulle, donc on a une contradiction, et p se ramifie. [
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4.5 L’automorphisme de Froebenius
On rappelle le morphisme :
v - { D(Plp) — G =Gal((OL/P)/(Ok/p))
o — 0
Ce morphisme est surjectif, son noyau est E(B|p), et son image G est cyclique d’ordre f.

Définition 4.5.1. On appelle automorphisme de Froebenius tout élément o € D(B/p) tel que
Vo € OL/PB, (o) (x) = 2Pl qui est un générateur de G. On a alors :

Vo € Op,o(z) = 2™l mod P

Remarque 4.5.1. Si o € D est un Froebenius, alors oFE est l’ensemble de tous les Froebenius de
D. Et done, si E est trivial (ce qui équivaut & p non ramifié), il n’y a alors qu’un seul Froebenius,

noté ®(Pp).

On suppose que p est non ramifié,

Proposition 4.5.1. ®(cBlp) = c®(Plp)o ", pour tout o € G. Et de plus, ®(Blp) est d’ordre f,
car on a G~ DJ/E ~ D.

Proposition 4.5.2. Si G est abélien, alors ® ne dépend que de p, et on a

Vr € O, ®(x) = P mod pOy,

Démonstration : Cela vient de la proposition précédente (les conjugués de ® sont encore ), et
du fait que pOr, = [[,c o(p)- O

4.6 Groupes de ramification

Nous avons vu que les groupes de décomposition et d’inertie D et E de B sur p nous renseignent
sur la structure de l’extension L/K. Nous allons ici poursuivre cette démarche en résolvant com-
plétement ces groupes, a ’aide de la suite des groupes de ramification V,.

Définition 4.6.1. Pour m > 0, on définit
Vi = {0 € Gal(L/K),Va € O, 0(a) =a mod $"H}

Proposition 4.6.1. Les V,,, vérifient les propriétés élémentaires suivantes :
-V =F.
- Vm, Vg1 C Vi, et Vi, < D.
- Vin = {id} pour m suffisamment grand.

Démonstration :
~ Vi < D : soit (0,0") € Vi x D, Yo € Op,0(0' 1 (a)) = o' Ha) + B avec § € P! par
définition de V;,,, et comme o € D laisse % stable, 0’ocoo’ " (a) = a+0'(8) = a mod P
Ainsi V,,, < D.
— Pour montrer que la suite stationne a {id}, il suffit de voir que (V,,, = {id}. Orsi o € Vi,
Va € O, o(a)—a € () P™. Or ) P™ est divisible par tous les P"™ donc est nul (décomposition
unique des idéaux). Donc o = id.
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O

Nous établissons maintenant dans la proposition 4.6.3 un critére d’appartenance aux V,,. Mais
commencons par un lemme technique qui nous sera bien utile.

Lemme 4.6.2. Soient m € PPB?, v € O et 0 € Vy_1,m > 1 tel que o(w) = yr mod P+,
Alors V3 € B,0(8) =8 mod P+

Démonstration :
— Soit a = s € 7O, alors o(a) = (Y7 + Pm+1)(8 + Pm) avec pmi1 € P et p,, € P, car
0 € Viu1. Donc o(a) = yrs = ya mod P H car m € P.
— Soit maintenant a € $B. Par définition de 7, on a 7O, = PM avec PAIN = 1, d’ot U'existence
de B € M~ P tel que o € 7O. On peut donc écrire o(af) = yaB+Dm+1, Pmi1 € P Or
5(8) = -+ D P € P™, donc en reportant : fo(e) = 780+ Pms1—pmo(@). OF 0, 0(a) € P,
donc fo(a) = yBa mod P, Et comme 3 ¢ B, on obtient bien Va € PB,o(a) = ya
mod P,
o

Proposition 4.6.3. Soit 7 € P~ P2, alors :

Vo € E,0 €V, & o(n) =7 mod LT

Démonstration : Le sens direct est la définition. Dans ’autre sens, raisonnons par récurrence sur
m. Le cas m = 0 est trivial. Soit ¢ € E vérifiant I’hypothése pour m € B ~ P2, alors par récur-
rence, 0 € Vi,—1. D’aprés le lemme précédent, appliqué pour v = 1, on sait que Vo € B, 0(a) = «
mod P™FL. De plus, comme f(P|PE) =1, on a O /P ~ OF /PE, donc O, = OF + B. Or OF
est stable par o € E, donc Va € O, 0(a) = a mod P, donc par définition o € V,. O

Ce critére nous permet d’établir les résultats de structure suivants :

Proposition 4.6.4. On a les plongements suivants :
- E/Vi se plonge dans le groupe multiplicatif (Ov/PB)*. En particulier, E/V; est cyclique
d’ordre divisant ||B]| — 1.
— Pourm > 2, Vi,—1/Vi, se plonge dans le groupe additif Or,/B. On peut donc Uécrire comme
somme de groupes cycliques d’ordre p tel que p =P N Z.

Corollaire 4.6.5. V7 est le p-groupe de Sylow de E. Donc Vi est non trivial si et seulement si p

divise e(Blp).

Démonstration :

— Construisons le plongement cherché : Soit m € P~ P2. Alors 7O, = P avec PAIM = 1,
y=1 mod P
y =0 mod M
r = o(m) mod P?
x =0 mod M

donc par le théoréme chinois, il existe y € Oy, satisfaisant {

Soit o € E. On considére x = o(m)y, qui vérifie alors { car o(m) € P,

et donc z € PM = 7O04,.
Donc il existe a € Op,, donné par = 7a, tel que o(7) = ar mod 2. De plus « est bien
déterminé modulo P, car si ma = 7o/ mod P2, o =o' mod P car 7 € P P2 Et a € P

car o(m) € P2
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Ceci permet donc de définir une application :

q){ E — (Ou/B)"

o — Qo
® est un morphisme, car :

oo7(m) =o(a,m) mod P>
= o(ar;) apm  mod P2
——
=a,[P] €P

= a;a,m mod ‘BQ

Donc a,; = ayar mod *B.
Son noyau est {o,(m) =7 mod P2} = V; d’aprés la proposition 4.6.3. Ainsi en factorisant,
on a bien le plongement voulu.

— Soient maintenant m > 2, o € V,,_1, et 7 € P P2 70 = PIM, donc 7™ = PIM™ avec
P+ M™, done 7™ € P Pl Comme précédemment, on construit grace au théoréme
chinois y et x = (o(w) — )y vérifiant

y=1 mod P, z=0 mod P™
y=0 mod IM™, x=0 mod IM™

Donc z € 7™ Oy, s’écrit 7" a, avec « vérifiant o(7) = m + ar™ mod P L. De plus cette
relation qui le détermine modulo B, car si o/ vérifie la méme formule, on a (o — &/)7™ =
o(m) —m mod P dott a—a' =0 mod P car o(n) — 7 € P P HL car o € V1 et

7 € PP
Ceci permet de définir

\I/{ Vin-i — OL/‘I}

o -~
qui est un morphisme :
oo7(r)=o(r+a,m™) mod P
o(n) + ooy )o(r)™ mod P

=74 aem™ + o, mod P!

Donc a,; = a, + a4, toujours modulo .
De plus, d’aprés la proposition 4.6.3, ker U = V,,,, d’ou le plongement

Vine1/Vin — (OL/B, +) ~ (Z/pZ) FIP)

Nous pouvons étre plus précis dans les cas abéliens qui vont nous intéresser.

Proposition 4.6.6. Si D/Vy est abélien, alors'
E/Vi — (Ok/p)"

En particulier, E/Vy est cyclique d’ordre divisant ||p|| — 1.

TOn remarquera bien la différence avec la proposition 4.6.4, il s’agit ici de Ok /p, sous-corps de O, /P.
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Démonstration : Soit ¢ : x — z!PIl un générateur (appelé automorphisme de Froebenius) de
Gal(OL/B/Ox /p). Pour montrer que I'image de ® est dans (O /p)*, il suffit de montrer qu’elle
est invariante par ¢, c’est a dire que Vo € E, a, = ¢(a,) mod P.

Or Gal(O1,/9/0Ok/p) ~ D/E, donc en notant encore ¢ un automorphisme de D qui lui cor-
respond (défini modulo E), on a Va € O, #(a) = ¥l mod P, et 'on se raméne donc & montrer
que Vo € E,a, = ozllpr mod P.

Soit comme toujours m € P\ P2, o(7) = a7 mod P2. Si D/V; est abélien, alors les commu-
tateurs de D sont dans Vi, donc on peut écrire pogptot = v; € V4. Alors ¢pod™1(7w) = vi(a,m)
mod P2 = a,7 mod PB2. Or en notant 3 = ¢~ 1(7) € B,

o(3) = axf mod P d’aprés le lemme 4.6.2,
done gpo¢~(m) = (Pl 4 ¢1)r  mod P2, ¢1 € P,
= olPlr  mod P2 car 7 € P.

Donc aﬂ"” =0, mod P car e P~ P

Ainsi, on a bien Vo, a, = ¢(ay) dans O /P, soit a, € Ok /p. O

Proposition 4.6.7 (formule de Hilbert). Soit SB* la plus grande puissance de 3 divisant
diff (Or|Ok). Alors
k= Z (IVin| = 1)

m>0

Remarque 4.6.1. En particulier, si p est non ramifié, k = 0.

Démonstration : On se place tout d’abord dans L, ce qui revient & considérer le cas ot p est
totalement ramifié, ou de maniére équivalente que G = Gal(L/K) = D = E. Soit 7 € P ~ B2,
de polynéme minimal f € K[X]. D’aprés le théoréme 4.3.6, ¥ est de maniére équivalente la plus
grande puissance de P divisant f/ ().

Or f(X) =[l,cp(X—o(n)), car E = G, et comme m € PP, on a bien des racines distinctes,
car si o(m) = o/(m), alors oo’~! € V,,, pour tout m, donc oo’~! = id. Donc

Foy=1la-oc@n=1] I @-o@)

o#1 m>10€Vin_1\Vin

Or pour o € V,;,_1 \ V,,,, d’aprés le critére de la proposition 4.6.3, "™ est la plus grande puissance
de B qui divise 7 — (). Donc en passant aux valuations sur B,

k= Z m| V-1 N Vil
m2>1
N N
Z m|Vm—1| — Z m|Vp| pour N tel que Vi = {id}
m2>1 m2>1
N-1 N
= (m + 1)[Vin| — Z m|Vin|

> m>0

=2 3
= o

|Vm| - N|VN|

3
V
=}

(Viul 1)

I
M

3
0%
o
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Dans le cas général (K # L), On sait, d’aprés la proposition 4.3.2, que diff(Op|Ok) =

Pt | diff(OLE|OK)O diff(OLE|OK)OL CcPB
diff (Op,2|Ok)OL N Ore C PN Oe
diff(Op=|0Ok) € PP

& PP diff(Oye|Ok)

t oo

On sait de plus, que PBF est non ramifié dans L¥, par définition. Donc BF 1 diff (Or,=|Ok ), par le
théoréme 4.3.3. Donc k = Zm20(|Vm(‘,B/‘}3E)| — 1) or pour tout m > 0,

Vi (B/BF) = {0 € Gal(L/L¥) = E(Plp),Va € Op,0(a) =a mod P}
= {0 € Gal(L/K),Va € Op,0(a) =a mod LY N E(P|p)

= Va(B/p) N E(Bp)

D’ou le résultat. O

4.7 Exemple de ramification

Nous allons ici appliquer les connaissances acquises jusqu’ici pour étudier la ramification dans
I'extension galoisienne K = Q(v/2,/3).

Ce corps a été choisi de sorte qu’on ait un nombre premier totalement ramifié, et que la structure
soit suffisamment simple pour que les calculs le soient aussi, et les phénoménes bien visibles. Puisque
nous connaissons la ramification dans les corps quadratiques, nous avons cherché K sous la forme
d’une extension composée de deux tels corps Q(\/E) et Q(ﬁ ). Le fait qu'un premier p soit
totalement ramifié dans tous les sous-corps de K impose qu'il le soit dans K (car p n’est pas
ramifi¢ dans K¥). En examinant la classification, des corps quadratiques, I'existence d’un méme

premier ramifi¢ dans Q(v/d), Q(vd') et Q(v/dd') impose
pld,p=2etd =3 mod 4,pldd

D’ou le choix de K = Q(\/ﬁ, \/5), dans lequel 2 est totalement ramifié par construction. Nous
voyons que 3 est également ramifié, car 3 = (\/5)2 Nous allons montrer que ce sont les seuls, et
calculer explicitement leur ramification dans K .

La premiére chose & faire est de calculer I’'anneau Ok . Nous utilisons pour cela les propriétés
de compatibilité de la norme avec les extensions intermédiaires, en considérant les sous-corps de

K.

- | S
Q(v2) QHW6) Q(V3)

\'/

Nous savons en effet que la norme et la trace de tout élément de K relative & 'un de ses sous-corps
est dans ’anneau des entiers de ce sous-corps. Or nous avons calculé ces anneaux d’entiers dans la
section 2.5, et 'on a :

Oqva) = ZIV2], 0qys) = ZIV3], Oqy5) = ZIVE],
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Notons o9,03 et o6 les Q -automorphismes de corps respectifs de Q(v/2), Q(v/3) et Q(v/6).
Ainsi, Q(v/2) est le sous-corps de K fixé par o3.
1, \/5, \/5, V6 est une Q -base de K . Soit « = a + b2 + cV/3 + dvV6 e Ok, alors

Trg(ﬂ)(a) = o+ o3(a) = 2a + 2bV2 € Z[V?2]
De méme en considérant la trace dans Q(v/3) et Q(v/6). On obtient alors
1
b,c,de =Z
a,b,c,a < 5

C’est encore insuffisant, tous les éléments de cette forme ne sont pas entiers. Mais de méme, en
considérant la norme relative :

Newa (@) = aos(a) = (a +bv2)? = (V3 + dV6)? € Z[v2)]
et celles correspondant aux autres corps, on obtient les conditions suivantes :

a? 4+ 2b% — 3¢? — 6d?

2ab — 6¢d

a? + 3c¢% — 2b% — 6d?

2ac — 4bd €Z
a® + 6d? — 2b% — 3¢?

2ad — 2bc

On en déduit que 2a? — 12d? € Z, donc 2a® € Z et la méme chose pour ¢, c’est-a-dire a,c € Z. Les
autres équations ne nous apprennent rien de plus.

Nous n’avons pas encore suffisemment de contraintes sur les coefficients, mais il nous reste a
utiliser la norme absolue de K sur Q . La formule obtenue devrait étre volumineuse, mais on peut en
supprimer au fur-et-a-mesure tous les termes clairement entiers d’aprés les conditions précédentes,
ce qui ne laisse finalement que la contrainte :

4b* + 36d* € Z

Ainsi, b et d sont soit tous deux entiers, soit tous deux demi-entiers.
Toutes ces conditions permettent d’écrire que tout entier de Okest de la forme :

2+ 6
a:a+b\/§+c\/§+d\/6+e¥,a,b,c,d,eeZ

Réciproquement, comme M est entier (car racine de X? — 1 — 2v/3, V3 entier), on a ici

M est une unité de Ok, que

exactement ’anneau des entiers. On remarquera également que
nous noterons u.

Ainsi, en supprimant la redondance,

3
OK:Z+\/§Z+\/§Z+UZ,U:@

De plus, on a ici la chance d’avoir obtenu une Z -base de Ok, ce qui nous permet de calculer son
discriminant :

V2 V3 2 1 1 1)
VR SRR R N N
viovi | =0

,Qfgﬂ -1 -1 1

disc(Ok) =

[ e
[ =
—_

\

—_

\

—_
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D’aprés le théoréme 4.1.11, on sait donc que 2 et 3 sont les seuls premiers ramifiés dans K .
Nous voulons maintenant calculer les idéaux premiers qui sont au-dessus. Commencons par le

faire pour les corps quadratiques intermédiaires, grace a la classification de la section 4.2.
Commengons par le cas le plus simple, p = 3. On trouve alors :

(3) dans Q(v2)
(B)=19 (V3)?  dans Q(v3)
(3,v6)*  dans Q(v6)

Donc dans K , par multiplicativité de e et f, on a e > 2, f > 2 avec ref = 4, donc il existe un
unique idéal p3 de Ok au-dessus de 3, ramifié d’indice 2 et de degré d’inertie 2. Nous considérons
l'idéal p3 = (v/3)Ok, qui contient 3, et vérifie bien p3 = (3). Donc cet idéal est nécessairement
l’idéal premier ps cherché (s’il n’était pas premier, cela impliquerait e > 2 ou r > 1, impossible),
et nous savons donc qu’il est de degré d’inertie 2. Nous pouvons le vérifier :

Ok /p3 Ox/(V3,V6) car V6 € (V3)
- 2+ @zm\/ﬁ, Vo)
= (Z+V2Z)/(V3) car%:2car3:0

= Z[X]/(X?-2,V3)
= Z/3Z[X]/(X?+1) =TFy

Examinons maintenant le cas p = 2, qui est par construction totalement ramifié.

(vV2)? dans Q(v2)
2 ={ @1+v3)? dans QV3)
(2,762  dans Q(V6)

Nous cherchons désormais un idéal p tel que p3 = (2) oit de maniére équivalente p3 = (v/2) = (2, 1+
V3) = (2,v/6) (ces idéaux sont égaux dans Ok ). On considére I'idéal ps = (v/2, 1+ u),u = V246

p: o= (2,14 (2+V3) 4+ 2u,vV2(1 +u))
= (V2)(V2,1+V2(1 +u),1+u) car 1 + V3 = v2u
= (V2)Ok

Nous sommes donc en présence de 1idéal recherché, et
(2) = (V2,1+u)* =p5

Le fait d’avoir pour K une extension composée de corps quadratiques simplifie bien siir consi-
dérablement les choses, puisque nous connaissons bien toutes les extensions intermédiaires ; mais
nous voyons ici la trés grande puissance des résultats théoriques (formule n = ref, comportements
dans les extensions composées...), qui nous ont permis de connaitre la ramification sans faire aucun
calcul, et en évitant en particulier celui de ’anneau des entiers, en général trés complexe.

Nous pouvons également sans peine exhiber les autres types de décomposition de premiers dans
K . En raisonnant simplement sur 1’étude des corps quadratiques, on voit par exemple que :

(7,3+V2)(T,3—-v2) dans Q(2)
(7) = (7) dans Q(v/3)
(7) dans Q(v/6)
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et que donc (7) = (7,3 + v/2)(7,3 — v/2) dans Ok, chaque idéal étant de degré d’inertie 2. De
méme, 5 et 19 sont inertes dans K car ils le sont dans tous les corps intermédiaires.

Nous allons maintenant calculer la suite des groupes de ramification pour les premiers ramifiés,
2et3:

Pour p = 3, |E(p3|3)| = 2, et E = {id, 03} (en effet v/2 — 02(v/2) = 2/2 & p3, donc 02 € E, et
de méme pour og). D’aprés le corollaire 4.6.5, son 3-Sylow Vi (ps|3) = {id}, ce que nous pouvons
vérifier a la main : comme /3 € p3 ~ p3, en utilisant le critére 4.6.3,

V3 —03(V3) =23 € ps \ b3
donc o3 € E,03 & V1(ps3|3). Ainsi,
E3 = Vu(ps3]3) ~ Z/2Z et pour m > 1,V,,(p3|3) = {1}

Passons maintenant au cas p = 2, pour lequel la suite sera plus intéressante. 2 est totalement
ramifié, donc E(p2|2) = G = (Z/2Z)?, et son 2-Sylow Vi (p2|2) = (Z/2Z)>.
Pour connaitre les groupes suivants, nous utilisons le critére 4.6.3. Nous cherchons donc un
élément 7 € po ~ p3 : 1 + u convient?. Nous avons alors :
L+u—oo(14+u) =2u € ps~p5
1+u—o3(1+u)=V6e (V3)p3 C p3 ~p3
en effet, /3 ¢ ps car sinon \/5(1 +u) — V3=1+4++v2¢€py, doncle po.
Ainsi,
02 € Vin(p2|2) ©@m <3 et g3 € V,(p2]2) & m <1

Cela suffit pour connaitre la suite des groupes de ramification pour p = 2 :

Vo =VWVi =(Z/22)*, Vo = V3 = Z/2Z, et pour m > 4,v,,, = {1}

fen reéalité, la vraie démarche est inverse : nous avons trouvé I’idéal py en adjoignant un élément de pa ~ p% a
l’idéal (v/2). Trouver un tel élément se fait par conditions nécessaires sur des congruences.
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5 Preuve du théoréme de Kronecker-Weber

Nous possédons désormais 'outillage théorique requis pour établir le théoréme de Kronecker-
Weber, a l'exception d’un résultat da & Minkowski, permettant d’affirmer I’existence de premiers
ramifiés dans un corps de nombres, et dont nous n’énoncons ici qu’un corollaire :

Théoréme 5.0.1. Si K # Q, alors | disc(Ok)| > 1.

Nous n’en ferons pas la démonstration, qui repose sur des considérations géométriques de volume
et aurait conduit & un développement trop long et éloigné de notre sujet.

Ce théoréme implique bien lexistence de nombres premiers ramifiés sur K | du fait de ’équi-
valence p ramifié¢ < p|disc(Ok).

Nous énongons maintenant le théoréme de Kronecker-Weber :

Théoréme 5.0.2. Toute extension abélienne de Q est incluse dans une extension cyclotomique.

5.1 Reéduction des cas

Nous établissons dans un premier temps plusieurs lemmes qui permettent de restreindre I’étude
a des corps de nombres les plus simples possibles.

Remarque 5.1.1. Tout d’abord, pour un corps de nombres K de groupe de Galois G abélien,
on peut écrire G = @Z/p;""Z, donc K est 'extension composée de corps de nombres abéliens
d’ordre puissance d’un nombre premier. Comme la propriété de cyclomicité passe aux extensions
composées, on peut donc se restreindre au cas ot G = Z/p™Z.

On considére donc désormais une extension abélienne K de Q de degré puissance d’un nombre
premier. On pourrait méme supposer son groupe de Galois cyclique, mais la réduction suivante
nous fait perdre cette caractéristique.

Lemme 5.1.1. Soit K extension abélienne de Q de degré p"™. Si il existe ¢ # p premier ramifié
dans K , alors il existe un corps de nombre K’ abélien de degré sur Q une puissance de p, dans
lequel q et tous les premiers non ramifiés de K sont non ramifiés, et qui est contenu dans une
extension cyclotomique si et seulement si K [’est.

Remarque 5.1.2. Comme seuls un nombre fini de nombres premiers se ramifient dans K , ce
lemme permet de se ramener au cas ot p est le seul, en éliminant les autres un par un.

Démonstration : L’idée de la démonstration est d’inclure la ramification en ¢ dans un corps L
contenu dans une extension cyclotomique, puis de considérer un corps K’ dans lequel on supprime
cette ramification, et qui ne différe de K que d’une composante cyclotomique, en I'occurence L.

Soit q premier de Ok au-dessus de g. Comme e(q|q) divise [K : Q] = p™, il est premier avec ¢,
donc d’aprés le corollaire 4.6.5, son ¢-Sylow Vi(q|¢) = {1}. Donc e = |E/V4| divise ||¢|| -1 =¢—1
d’aprés la proposition 4.6.6.

Donc le ¢g-iéme corps cyclotomique posséde un sous corps L de degré e sur Q , unique. De plus
on sait que ¢ est totalement ramifi¢ dans son corps cyclotomique, donc dans L (d’aprés 'étude de
la ramification dans les extensions cyclotomiques, théoréme 4.2.2).
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On considére alors un premier 9 de 'extension KL au-dessus de ¢, et le sous corps K/ = KLZ2la),
Alors par définition du corps d’inertie g est non ramifi¢ dans K’, et tout r premier non ramifié
dans K ne l'est pas non plus dans L car r # ¢ , et donc ne l'est pas dans KL (théoréme 4.4.11)
et a fortiori dans K'.

De plus,le groupe de Galois de KL est un sous-groupe de Gal(K/Q) x Gal(L/Q), donc abélien
d’ordre une puissance de p, et donc K’ est également une extension galoisienne de degré puissance
de p.

Enfin, pour avoir I’équivalence K inclus dans un corps cyclotomique < K’ inclus dans un
corps cyclotomique, nous allons montrer en fait que KL = K'L, ce qui est suffisant car L est
cyclotomique.$

Pour cela, montrons les égalités présentes sur le premier diagramme, qui impliqueront [KL :
K'L] = ref = 1 par croissance de r, e et f.

KL KL

i )] 2N

IRV G AN K e L

7N N
K’ L Q

Comme K’ = KL¥ on a bien 7(KL|K') = f(KL|K’) = 1.

D’autre part, on veut montrer que £Q est non ramifié sur L . Or si qr, est 'idéal premier de L
au-dessus de ¢, on a e(Q|qr) = :((;ill?) = Z((?“g)), car qr, totalement ramifié sur L de degré e(qlq).
Donc on veut montrer que e(Q|g) = e(q|q), ce qui nous rameéne a K que 'on connait mieux.

Comme [KL : QJ|[K : Q] X [L : Q] est une puissance de p (car e(q|q) en est une), e(Q]q)
est également puissance de p, donc le ¢-Sylow V;(Q|q) est réduit a {id} (corollaire 4.6.5). Donc
E(Qlq) = E(Qlq)/V1 est cyclique d’aprés la proposition 4.6.6.

D’autre part en considérant le plongement :

Gal(KL/Q) — Gal(K/Q) x Gal(L/Q)
on obtient par restriction :

E(KL/Q) — E(K/Q) x Gal(L/Q)

car si 0 € E(KL/Q), pour a € Ok, 0(a) = a+ ¢, ot g € QN Ok = q, donc o1k € E(K/Q).

Donc le générateur de E(KL/Q) a un ordre divisant le ppcm des cardinaux des groupes images
qui sont tous deux égaux a e(q|q). Comme réciproquement e(Q|q) > e(qlg), on a donc bien le
résultat e(Qlq) = e(qlq).

Ainsi :
[KL:K'L] = r(KLK'L) ¢(KLK'L) f(KL/K'L)
< r(KL|K') e(KL|L) f(KL|K')
=1
Donc KL = K'L, ce qui achéve la démonstration. O

Nous considérons donc désormais le cas ot K est d’ordre p™, et tel que p soit le seul premier
ramifié dans K . Nous allons traiter séparément les cas p = 2 et p impair.

811 est légitime d’espérer cette égalité, puisque I’on a construit L de sorte qu’il contienne la ramification de g,
tandis que K’ est obtenu en enlevant cette ramification. On retrouve KL en combinant les deux.
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5.2 Démonstration dans le cas p = 2

Proposition 5.2.1. Toute extension abélienne de Q de degré 2™ telle que 2 soit le seul premier
ramifié est contenue dans l’extension cyclotomique Q(e 2’"+2)

Démonstration : Sim =1, K = Q(\/E) et I’étude de la ramification dans les corps quadratiques
impose que d soit au plus divisible par 2 (sinon d’autres nombres se ramifient). Réciproquement,
d = 2,—2,—1 conviennent. Donc pour m = 1, K = Q(v/2), Q(v/—2) ou Q(v/—1), qui sont bien
incluses dans I’extension cyclotomique Q(e@ ) = Q(%(l +1)).

Soit maintenant m > 2. KN R = K< ou ¢ est la conjugaison complexe, d’ordre au plus 2,
est une extension normale de degré [KNR : Q] > 2™=1 > 1. Donc un sous-corps quadratique de
K N R est nécessairement Q(v/2), (car seul 2 peut se ramifier dans K N R) et donc Q(v/2) € K
pour m > 2. _

Posons L = Q(¢) "R, ou ¢ = e2mi7 . Comme son groupe de Galois G est isomorphe &
(Z/2m+2Z)* /(£1), donc cyclique, Q(v/2) est I'unique sous corps quadratique de L (méme ar-
gument). Et comme Q(¢{) contient ¢, Q(¢) contient également les deux autres corps quadratiques
Q(v/=T) et Q(vV2).

Ecrivons G =< o > et considérons 7 € Gal(KL/Q) tel que 71, = 0. Posons F' = KL<"~.
[F:Q]|[KL:Q]|[K:Q]L: Q], donc [F : Q] est de la forme 2. Or KL<"> NL C L<™> C
L<?> = Q, donc FNL = Q, d'ott k < 1 (sinon Q(v/2) C F NL, car seul 2 peut se ramifier dans
F, d’aprés le théoréme 4.4.11). Donc F = Q, Q(v/—2) ou Q(v/—1). En particulier F' C Q(().

Montrons maintenant que KL = FL, ce qui permettra de conclure.

Comme on a un plongement Gal(KL/Q) — Gal(K/Q) x Gal(L/Q), et que les deux groupes
a larrivée sont d’ordre 2™, 7 € Gal(KL/Q) est d’ordre inférieur & 2™. Mais comme o est d’ordre
2™ 1 lest également. On a donc :

Q©
KL ‘ FL C KL
<'r> KL:Fl=|<7>]|=2"
\ / [FL:F]=[L:FNL]=[L:Q]=2™
Donc FL = KL, et comme F C Q(¢), on a 'inclusion voulue K C KL = FL C Q((). O

5.3 Démonstration pour p impair

Le théoréme est donc prouvé dans le cas particulier p = 2. Nous considérons donc désormais
une extension de degré p, oul p est impair, et dans laquelle p est toujours le seul premier ramifié.

Lemme 5.3.1. Sim = 1, alors pour p premier au-dessus de p, on a diff(Ok|Z) = p2(P~1),

Démonstration : p est ramifié sur p (car sinon, il n’y aurait pas de premier ramifié, ce qui contredi-
rait le corollaire du théoréme de Minkowski), donc 'est totalement car e(p|p)|p = [K : Q]. Comme
de plus p est le seul premier ramifi¢, diff(Ok|Z) n’est divisible que par p. Donc diff (Ok|Z) = p*.
Il nous reste & montrer que cette puissance k qui intervient est égale a 2(p — 1) ; nous disposons
de deux résultats pour y parvenir : la formule de Hilbert (proposion 4.6.7) et le théoréme 4.3.6.
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Puisque |E| = p, les V; sont soit E tout entier, soit réduits a {id}. La formule de Hilbert
k=3 50(|Vi| = 1) est donc une somme de p — 1. Ainsi, p — 1|k.

Utilisons maintenant le théoréme 4.3.6 : soit donc 7 € p \ p?, alors nécessairement ™ ¢ Q (car
Oxp=pP Cp? Cp,donc pZ =OxkpNQ=p>NQ =pNQ =pZ), donc 7 est de degré p sur Q .

Soit f son polynéme minimal, f(X) = X? + a1 XP~' +...a,,a; € Z. k est la plus grande
puissance de p qui divise f’(m).

On considére la plus grande puissance de p qui divise chacun des termes de f'(7) = prP~1 +
...ay. Les ia; sont dans Z, donc la puissance de p qui divise chacun d’eux est multiple de e = p,
car si p divise a;, a; € pNZ = pZ, donc a; = pal, et on recommence jusqu’a ce que al(-n) g p.
Comme pOk = pP, la puissance obtenue est bien multiple de p.

Comme 7 € p ~ p2, la plus grande puissance de p qui divise ia;7*~! est donc congrue & i — 1
modulo p, donc ces puissances sont en particulier toutes distinctes, et k est nécessairement la plus
petite d’entre elles.

En considérant le premier terme, on a k& < 2p — 1. D’autre part, si on plonge la relation
7P 4+ aymP~ 4 ... a, = 0 dans le Z/pZ espace vectoriel Ok /p, les 7* étant indépendants sur Z/pZ
(en utilisant & nouveau l'argument de congruence), on a nécessairement Vi, pla;. Donc pP divise
chaque terme, d’ou k > p.

Or k est multiple de p — 1, donc ces deux conditions imposent k£ = 2(p — 1).

Ainsi, diff(Ok|Z) = p2P—1), O

Lemme 5.3.2. Sim =2, alors G = Gal(K/Q) est cyclique.

Démonstration : Nous allons pour cela montrer que GG posséde un unique sous groupe d’ordre p.

Existence : elle est évidente car G est un p-groupe, mais nous allons en fait exhiber ce sous-
groupe. Puisque p est par hypothése le seul premier qui se ramifie et qu’il ne se ramifie plus dans
K%, le théoréme de Minkowski 5.0.1 impose [K¥ : Q] = 1, donc p est totalement ramifié¢ sur p,
et E est d’ordre p?. D’aprés le théoréme 4.6.5, son p-Sylow V; est également d’ordre p? 9. Soit V.
le premier groupe de ramification d’ordre inférieur a p? : comme 7 > 2, V,._1/V, se plonge dans
Ok /p, qui est de dimension f = 1 sur Z/pZ car p est totalement ramifié, donc |V,.| > %. Ainsi,
V,. est un sous-groupe d’ordre p.

Unicité : soit H un sous-groupe d’ordre p de G, alors K est une extension d’ordre p de Q , dans
laquelle p est encore le seul premier ramifié. Donc d’aprés le lemme 5.3.1, diff (Ogw|Z) = p2(r—1),
Par multiplicativité de la différente, (théoréme 4.3.2), diff(Ok|Z) = diff (O |Ok#=)p>®~Y, donc
diff (O |Okr) est indépendante du groupe H choisi. Or si 'on écrit la formule de Hilbert pour
lexposant k de p (qui ne dépend pas de H) dans diff(Ok|Ok# ), comme V;(p|pr) = Vi(plp) N H,
on a :

k=Y (Vi(plp) N H| - 1)
i>0
Tant que |V;| = p?, alors |V; N H| = |H| = p. Mais pour i = r, si H # V,,, alors |V; N H| = 1 pour
i>r,dou) . ([VinH|—1)=0;mais si H =V, cette méme somme est strictement positive.
Comme la somme ne peut dépendre de H, on a un unique H possible : H = V..

Ainsi G posséde un unique sous-groupe d’ordre p, donc il existe un élément d’ordre p?, et G est
cyclique. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme pour p impair :

9TDe maniére générale, le théoréme de Minkowski permet d’affirmer que si p est le seul premier ramifié, alors il
I’est totalement.
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Théoréme 5.3.3. Soit K une extension abélienne de Q de degré p™ (p premier impair), dans
laquelle seul p se ramifie. Alors K est lunique sous-corps d’indice p — 1 du p™t1-iéme corps
cyclotomique.

Démonstration : Sim = 1, et supposons l'existence de deux extensions K et K’ distinctes vérifiant
ces hypothéses. Alors KK’ est une extension de degré p? de Q , dans laquelle p est toujours le
seul premier qui se ramifie, donc d’aprés le lemme 5.3.2, Gal(KK’'/Q) est cyclique, et donc KK’
posséde une unique extension intermédiaire d’indice p, absurde car K # K'. Donc K est unique et
est 'unique sous-corps de Q(e%) de degré p sur Q .

Sim > 1, soit L 'unique sous-corps de Q(e%) de degré p™ sur Q (comme p # 2, (Z/p™T1Z)*
est en effet cyclique, ce qui assure I'unicité de L ). De maniére analogue a ce qui avait été fait dans
le cas p = 2, soit o un générateur de Gal(L/Q), que l'on étend en un automorphisme 7 de KL,
et soit F' = (KL)<"”. On a encore FF N L C L<?> = Q. Supposons par 'absurde que F # Q.
Comme [F : Q]|(p™)? est de la forme p*, on peut considérer un sous-corps de F de degré p sur
Q (d’aprés le théoréme de Sylow, Gal(F/Q) contient un sous-groupe de cardinal p*~!), qui est
unique en appliquant le cas m = 1 (p est bien le seul premier ramifié dans KL (d’aprés le théoréme
4.4.11) donc dans F). Or L contient également ce sous-corps, donc on ne peut avoir FNL = Q,

absurde.
Ainsi, [KL : Q] = [KL : F] est 'ordre de 7. Or du fait du plongement

Gal(KL/Q) — Gal(K/Q) x Gal(L/Q)

Vordre de 7 divise p™, mais est supérieur a 'ordre de o qui vaut encore p™. Donc [KL: Q] = [K :
QJ, c’est a dire K = L. n
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