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Introduction

Nous nous sommes appuyés, pour réaliser ces pages, sur les travaux de Nicolas Curien et
Adrien Joseph sur les quadtrees [3] d’une part, et sur ceux de Jean Bertoin et Alexander V.
Gnedin sur les chaines de fragmentation [1] et [2] d’autre part.

Les quadtrees sont des structures qui présentent entre autres des applications en informatique,
dans le domaine de la recherche et du stockage de données; ils constituent une extension assez
naturelle des arbres de recherche binaire (voir [4]).

Le probléme auquel nous nous sommes intéressés est le suivant. On construit de maniere itéra-
tive un recouvrement du carré unité [0, 1]? par des rectangles d’intérieurs disjoints, en procédant
comme suit. A chaque étape, on choisit de maniére uniforme un point dans [0, 1]? (avec la mesure
de Lebesgue), supposé d’abscisse et d’ordonnée distinctes de celles des points choisis aux étapes
précédentes (ce qui est vrai p.s.). Le premier point choisi, en tombant dans le carré d’origine,
le divise en quatre sous-rectangles d’intérieurs disjoints ayant le point en question pour sommet
commun. Puis, & chaque étape, le nouveau point "tombant" dans [0, 1]? partage le rectangle dans
lequel il est tombé en quatre sous-rectangles selon le méme procédé.

FIGURE 1 — Exemple de résultats obtenus apres une, trois et sept itérations.

On note @, 'ensemble des rectangles obtenus apres n itérations de ce procédé. Le processus
(Qn) ey ainsi obtenu est nommé un quadtree. Etant donné z € [0, 1], et en notant S,, le segment
vertical [(z,0), (x,1)], on s’intéresse alors au nombre N, (x) de rectangles de @, intersectant S,
moins 1 (par convention, Ny(z) = 0). Le but de ce travail est d’étudier le comportement, quand
n — o0, de E[N,(x)]. On peut établir le résultat suivant, non démontré ici (pour la preuve, voir

8]) :
Théoréme 0.1. Soit x € [0,1]. Alors :
n~TEW ()] — Ko(a(l — )"/,

oi 5 — V17T -3 ot Ky — (28" 4+ 2)T'(B* + 2)
2 203(B* + 1)I2(B*/2+ 1)

On établira ici des résultats de convergence de nature semblable. Le premier étudie non pas
E[N, ()] & z fixé, mais E[N,,(U)], ot U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] indépendante
du quadtree (Qpn),cn- Le second se concentre sur le cas particulier oit = 0. Afin de parvenir
a ces résultats, dont les démonstrations sont présentées dans la seconde partie de ce document,
on fait appel a la théorie des fragmentations. La premiere partie se consacre a I'introduction de
celle-ci.




1 Chaines de fragmentation

1.1 Présentation

Commengons par donner une définition informelle d’une chaine de fragmentation. Une chaine
de fragmentation est un modele décrivant 1’évolution d’un systéme de particules qui naissent,
vivent un certain temps, et meurent en se "fragmentant', i.e. en donnant naissance a de nouvelles
particules.

Nous nous intéresserons dans ce document uniquement au cas ol il n’y a au départ qu’une
seule particule, et ot une particule de masse m, en mourant, donne naissance a exactement deux
particules-filles (on parle de chaine de fragmentation binaire), dont la somme des masses est
(éventuellement strictement) inférieure & m. Cela signifie que, lors de la fragmentation d’une
particule, on peut perdre de la masse mais jamais en gagner, ce qui est une hypothese naturelle.
Pour le cas général ou les particules peuvent donner naissance a un nombre variable de particules
filles, on renvoie & [1, section 1.2.1].

Notons St := {(z;)i>1 € RY | 21 > 2o > ... > 0} Densemble des suites décroissantes de
réels positifs. Une chaine de fragmentation binaire peut alors étre vue comme un processus
F := (F(t))i>0 & valeurs dans S!, simplement en notant F(t) la suite des masses des particules
vivantes a l'instant ¢ rangées dans I'ordre décroissant.

Dans la suite, il sera important de distinguer la masse "absolue", i.e. la valeur exacte de la
masse d’une particule, de sa masse "relative", i.e. le quotient de sa masse absolue par celle de
la particule qui lui a donné naissance. On voudrait que chaque particule se fragmente selon une
méme loi v (dite loi de dislocation de la chaine F'). Ainsi, v décrira la loi des masses relatives
des deux filles d’une particule, ce sera donc une mesure de probabilité sur S := {(x1,22) € R% |
1 > x> 0,21 + 220 < 1}.

On voudrait aussi que la chaine ait une propriété de Markov, c’est-a-dire qu’apres un instant
t, le systéme se comporte exactement comme si une chaine de fragmentation partait de chaque
particule vivante. Enfin, on souhaite que les petites particules vivent plus longtemps que les
grosses, ou de facon équivalente que la chaine de fragmentation partant d’une particule plus
petite soit plus lente. Ces deux souhaits seront satisfaits si la durée de vie d’une particule de
masse m suit une loi exponentielle de parameétre m (c’est-a-dire qu’elle est de densité me="%).

Pour résumer, une chaine de fragmentation binaire est un processus dans lequel des parti-
cules, évoluant indépendamment les unes des autres, vivent un certain temps (et d’autant plus
longtemps qu’elles sont 1égeres), puis se brisent en deux nouvelles particules - sans gain de masse,
et indépendamment de leur durée de vie - selon la méme loi v.

Naturellement, dans ce modeéle, on voudra étudier ’évolution en fonction du temps d’objets
comme le nombre de particules vivantes et la masse totale du systeme. Ces deux objets semblent
différents, mais on peut les voir comme des cas particuliers d’un objet plus général, la G-masse.

La [-masse d'un ensemble de particules est la somme des masses des particules, chacune
élevée a la puissance (3. Ainsi, si § = 1, la S-masse est la somme des masses des particules, i.e.
la masse totale du systéme. Dans ce cas, les masses individuelles jouent un role discriminatoire,
puisque les particules légeres (resp. lourdes) participerons peu (resp. beaucoup) a la G-masse. Si
[ = 0, au contraire, on ne s’intéresse plus aux masses individuelles. On compte 1 pour chaque
particule, et la f-masse est en fait simplement le nombre de particules vivantes. Les autres valeurs
de (8 peuvent ainsi étre vues comme des degrés intermédiaires du caractere discriminatoire donné
a la masse de chaque particule. Formellement, la S-masse de F' a l'instant ¢ est

S F().

i>1



1.2 Définition plus formelle d’une fragmentation binaire

Cette section s’attache a formaliser la notion de chaine de fragmentation. On définit I’arbre
infini A, appelé arbre généalogique, de la fagcon suivante :

A= L_Jo{o, "

avec la convention {0,1}° = {0}.

00 01 10 11

FIGURE 2 — L’arbre généalogique A.

Pour chaque noeud u = (ug, ..., un) € A, on appelle n la génération de u, et on note |u| =n
(avec la convention que la longueur de l'ensemble vide est nulle). Si n > 1, on note également
U = (U1, ..., un_1) le parent de u, et ui = (uy, ..., uy,,4) son i-eme fils.

On va & présent pouvoir donner une représentation de la chaine de fragmentation (F(¢))¢>o
sous forme d’arbre. On associe & chaque particule intervenant dans le processus un noeud de
Parbre généalogique, représentant naturellement sa place dans le processus de fragmentation (ce
que ’on peut faire puisque ’on suppose que 'on part d’une particule seule). Pour chaque noeud
u, on associe un triplet (&, ay, Cu), ou &, est la taille de la particule associée au nceud u, a, le
moment de sa naissance et (, sa durée de vie.

On peut des lors énoncer la définition suivante :

Définition 1.1. Le processus F' est une chaine de fragmentation de loi de dislocation v s’il existe
deux familles indépendantes de v.a. i.i.d. indexées par A, ((fuo,ful),u € A) et (ey,u € A), ot
chaque (é:uo, éul) est de loi v, ou e, suit une loi exponentielle de parametre 1, et telles que pour
tout u = (uq, ..., u,) € A, pour tout ¢ € {0,1},

Cu = f;leu-

Remarque 1.2. Dans cette définition, les &, correspondent aux masses relatives définies dans
Iintroduction.

Remarque 1.3. Au vu de cette définition, une chaine de fragmentation ne dépend donc (en loi)
que de sa loi de dislocation et de la masse de la particule initiale.

On a ainsi une description par génération du systéme de particules, c’est-a-dire une repré-
sentation discrete du processus de fragmentation. Il est utile de noter que si 'on désigne par
I, = [ay,ay + [ Vintervalle de vie de la particule associée au noeud u, alors les particules en



oo

O——.

G o ....
10
O-

) <1 y
O
\ o

o

FIGURE 3 — Evolution de la particule initiale.

vie & linstant ¢ peuvent étre vues aussi bien comme les &,, ¢t € I, (représentation discréte) que
comme les F;(t), Fi(t) > 0 (représentation continue). En d’autres termes, on a p.s. :

Z 1r1)>00F,t) = Z Lier,d¢,-
i=1 u€eA

Cela permet de faire le lien entre les points de vue discret et continu.
Les chaines de fragmentation vérifient deux propriétés caractéristiques qui sont les suivantes.

Proposition 1.4. (i) Propriété de branchement : soit F' une chaine de fragmentation.
Pour tout t > 0, conditionnellement a Fy, on a :

!
(F(t+ 5))s20 @ (F§F1(t))(s).Fng(t))(s). '._.Fémt))(s)) "

ou e désigne la concaténation, l'opérateur ()} range son argument dans l’ordre décroissant,
k est le nombre de particules a linstant t, et les FgFi(t)) sont des chaines de fragmenta-
tion binaire partant d’une particule de masse F;(t), de méme loi de dislocation que F,
indépendantes entre elles et indépendantes de F;.

(ii) Propriété de scaling : soit y > 0 et soit F®) (resp. F) une chaine de fragmentation
binaire de loi de dislocation v et partant d’une particule de masse y (resp. 1). On a

(FO®)iz0 L (y- Fyt)iso

La propriété de branchement (qui rappelle une propriété de Markov, avec en plus un caractére
stationnaire pour la loi du processus) résulte intuitivement du fait qu'une variable exponentielle
est sans mémoire : conditionnellement a F;, tout se passe a partir de l'instant ¢ comme si les
particules en vie a l'instant ¢ venaient juste de naitre, c’est-a-dire que le temps les séparant de
leur mort est encore une variable exponentielle de parametre leur masse. Conditionnellement a
Fi, le systéme évolue donc a partir de I'instant ¢ comme si de chaque particule en vie a t partait
une chaine de fragmentation indépendante.



Pour montrer la propriété de scaling, il suffit de montrer que (y- F'(yt))s>o vérifie la Définition
1.1 avec y comme masse de départ et méme loi de dislocation que F¥). 11 suffit pour cela de
prendre la méme famille de v.a. que celle donnée pour F' (qui vérifie par hypothese la Définition
1.1).

La propriété de scaling permet de réduire ’étude des chaines de fragmentation binaire au cas
de celles qui partent d’une particule de masse 1; on étudiera uniquement de telles chaines dans
la suite.

1.3 Hypothese Malthusienne et martingale intrinseque

On définit tout d’abord, pour tout p > 0,
k(p) :==1— / () + sH)v(ds). (1.1)
s

Dans les cas non dégénérés ot v(0 < s < 1) > 0 ou (0 < s3 < 1) > 0 (ce que 'on suppose
dans 'ensemble de ce document), x est une fonction strictement croissante de p.

Définition 1.5 (Hypothese Malthusienne).
L’hypothése Malthusienne est satisfaite s’il existe un (unique) 5* > 0 tel que x(5*) = 0.

Dans la suite, on supposera cette hypothese vérifiée (et ce sera bien le cas dans le probléme
qui nous intéresse).

Théoréme 1.6. Le processus

M, = > &b, neN

|u|=n

est une martingale (que l’on appellera martingale intrinséque dans la suite) bornée dans 1.2, et
en particulier uniformément intégrable.

Démonstration. Soit G, la tribu engendrée par les &, pour |u| < n. D’apres la Définition 1.1,
Myq1 — My = Z 55*((550 + éfl) - 1)' (1-2)
|ul=n

D’aprés 'hypothése Malthusienne, les &,, |u|] < n étant indépendants de G,, il est clair que
E[Mp+1 — M,|G,] =0, ce qui prouve que (M, )nen est une martingale.

Afin d’établir que cette martingale est bornée dans L2, on utilise le fait suivant : toute
martingale (N, )nen telle que Ny = 0 vérifie, d’apres I'inégalité maximale de Doob :

p—1
Z |Nn+1 - NnF] )
n=0

et en faisant tendre p vers l'infini, par convergence monotone :

E [sup |Nn|2] < 4E[N?] = 4E
n<p

E [Sup |Nn|2} <4E lz |Npy1 — Nn|21 : (1.3)

n=0
En particulier, si (8;);en est une famille i.i.d. de v.a. centrées,

> B
=1

2 o0
E < 4ZE[IBZ-I2]- (1.4)




Il suffit donc de vérifier que dans le cas de (M, )nen, le membre de droite de (1.3) est fini. Or les
&u, |u] = n + 1 sont indépendants des &,, |u| = n, donc par définition de 'exposant Malthusien,

les v.a. &7 ((éfo + éfl*) — 1) sont centrées, et indépendantes (clair au vu de la Définition 1.1).
Par suite, (1.4) entraine :

Bl - M < ([ +s0) -1 vag) am | 3 @
S

lu|=n

Or d’apres des arguments d’indépendance déja évoqués, et d’apres la Définition 1.1, on a pour
tout ¢ > 0,

E| > &G =E| > €U +&L)1Gn| =1 —r(g) Y &

|u|=n+1 [v|=n |[v]=n

et par récurrence, on obtient, pour ¢ = 23" :

B[ & =0—-xs28)"

lu[=n

Puisque k est strictement croissante, £(28*) > k(%) = 0 donc (1 — k(26*)) < 1. On en déduit
la convergence de la série oo E[|M,,+1 — M,|?] et le résultat. O

Dans la suite, on notera My, la limite (p.s. et dans L?) de (M,,)nen-
On introduit enfin I’analogue en temps continu de cette martingale, c’est-a-dire

M) = "F' ()= lenel, t>0,
=1

ucA

ainsi que (F)¢>o la filtration naturelle de (F(¢))¢>0. Le processus que 'on a ainsi défini n’est en
fait rien d’autre que la f*-masse, au sens défini précédemment. On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.7. Le processus (M (t)):>0 est une martingale par rapport & la filtration (Ft)t>o,
et
M(t) = E[Mo|F4].

En particulier, M(t) converge vers M., dans 2.

Démonstration. La preuve du caractére de martingale, bien que moins simple que dans le cas
discret, repose sur les mémes arguments et idées. Etant donnés ¢ < t’, une particule u en vie au
temps ¢ se sera (éventuellement) décomposée & t' en un ensemble de particules. On raisonne alors
par récurrence sur le nombre de décompositions qui sont intervenues, par exemple, pour établir

que p.s. :

]ltelufg* = ﬂteIuE Z 55; | Fi

descendants u’ de u
présents & t’

Le caracteére de martingale en découle, en sommant cette égalité pour tout u € A.
Pour le reste, on sait déja que

E[M,|Fi] — E[Muo|7].



De plus, en distinguant les particules encore en vie a l'instant ¢ de celles qui ont "éclaté", on voit
que

E[M,|F:] = Z F{B* (t)]lG(Fi(t))gn + Yn,
=1

ou G associe a une particule sa génération (G(&u) = |ul), et ou v = 33, 8 gy 4cu<t
La premiére somme convergeant vers M (¢) quand n tend vers linfini, il suffit de prouver que
E(yn,) — 0. En effet, puisque 7, > 0, la suite (v5),cy converge donc dans L! vers 0, et par
conséquent on peut en extraire une sous-suite qui converge p.s. vers 0 ; on obtient alors le résultat
souhaité par passage a la limite le long de cette sous-suite.

Or, pour un v fixé, d’apres la Définition 1.1,

au+Cu=fo+ay fi+ .. +$ﬁjf\u| > fot+ fit o+ flus

ot les f; sont des v.a. exponentielles de parametre 1 indépendantes entre elles et indépendantes
dans leur ensemble de &, et ol x; est la taille de la particule associée a I’ancétre de u de la j-ieme
génération. En notant w, = fo + f1 + ... + fju, on a donc, en utilisant le fait que le Théoreme
1.6 entraine E(M,) =1:

E[y] < ) E[E [P(wu < 1) = Plwn <)

lu[=n

ol w, désigne une somme de n + 1 variables exponentielles de parametre 1. La quantité de
droite convergeant vers 0 (conséquence simple de la loi forte des grands nombres), cela conclut
la démonstration de I’égalité.

Enfin, la convergence L? résulte de 'inégalité de Jensen, qui garantit & partir de M () =
E[Ms|F:] que, puisque Mo, € L? par le théoréme précédent, le processus (M (t))¢>o est borné
dans L2. De méme que pour les martingales & temps discret, cela entraine la convergence recher-
chée, qui s’effectue nécessairement p.s. et L2 vers M. [l

1.4 Convergence des Moments

Nous allons & présent démontrer un résultat sur le comportement moyen de la S-masse (définie
a la fin de la Section ) quand ¢ tend vers l'infini. La démonstration se fera en trois étapes : Seule la
premieére utilise les probabilités, la seconde consiste a résoudre une équation intégro-différentielle
avec les séries entiéres et la troisieme utilise un résultat d’analyse complexe.

Avant d’énoncer le théoréme, introduisons quelques notations et hypotheses. Soit (F(¢))¢>0 =
((Fi(t))i>1)t>0 une chaine de fragmentation binaire de mesure de dislocation v (supposée non
arithmétique, c’est-a-dire que ce n’est pas une mesure discréte dont les atomes sont sur un réseau).
On suppose que ’hypothése malthusienne est vérifiée (on note alors §* I'exposant malthusien).
Ensuite, pour tout ¢ > 0 et pour tout 8 > 0, on note

ma(t) =E |y F (1)

i>1
I'espérance de la G-masse a l'instant t.

Théoréme 1.8 (Convergence des Moments). Sous ces hypothéses, pour tout § > 0 tel que

B# 6%, ona

K() ﬁ r(n +0)

ma(®) ~ 706 - 80555 1 gy

quand t — oo

n=1

10



C’est-d-dire qu’en moyenne, la f-masse a Uinstant t se comporte comme t° —P quand t est grand.

Démonstration. La preuve se fait en plusieurs étapes :
(a) On utilise le caractére de chaine de fragmentation pour établir une équation intégro-
différentielle dont mg est solution.
(b) Cette équation a une unique solution que 'on donne sous forme de série entiére.
(c¢) On interpréte cette série comme la somme des résidus d’une fonction méromorphe, et le
théoreme des résidus nous permet de conclure.
Nous ne détaillerons cependant pas la partie (c).
On commence donc par le (a) :
Le processus F' étant une chaine de fragmentation binaire, on a, avec les notations de la
Définition 1.1,

S = {(£u0,£u1)7€u | u € 'A}
= {(£0u0a50u1)760u | u e A} U {(£1u0751u1)7elu | u € "4} U {(50751)760}
= SoUSi U{(§,&1) e}

On a .
F(t) = (Tr<ey) ® (Lize,Folt —€p)) @ (Tize,F1(t — eg)))

ou F;(t) est ’ensemble des particules issues de la particule §; présentes a U'instant t+eg sit > 0 et
est nul si ¢ < 0. Le symbole e désigne la concaténation, et I’exposant (.)! ordonne son argument
dans 'ordre décroissant. On note

FO = (&7 Fy(€71))0

Le processus F() est une chaine de fragmentation binaire de méme loi que F' d’apres la Définition
1.1 (la famille de v.a. S; fait "marcher" cette définition pour F) et on a S; = S en loi).

De plus, So, S1, et (&, &1, ep) sont indépendantes (Définition 1.1) done F(O, F() et (&9, &1, ep)
sont indépendantes (F(*) est fonction de S;).

On déduit de ce qui précede ’équation :

(FO)z0 @ ((Leces) o (Bezeulo FOElt — o)) o (6 FOE(—e)))

>0

Traduisons-la en termes de G-masses :
(d)
M) Tecey + Liney (6M57 (o (t = e0) + €/ MSP (€1 = o))

ou M éo) et M él) sont deux copies de Mp indépendantes entre elles et aussi indépendantes de

(607517 6@).

Dans la suite, on note pour simplifier les calculs
o= P&J + P§17

ou &g et &1 désignent les masses des deux filles de la premiere particule et o, de maniere générale,
Py désigne la loi de la v.a. Y. En passant aux espérances dans I’équation précédente, on obtient

ma(t) =e " + dse_S/ mp((t — s)z)z’ o(dx).
[0,¢] [0,1]

11



Par le changement de variable u =t — s, on a
ma(t) =e ' +et due“/ mg(uz)z’ o(dz).
[0,¢] [0,1]

Ceci nous donne la continuité de mg : en effet, il suffit de montrer que le terme intégral est
continu en ¢, mais ¢t n’apparait que dans le domaine d’intégration, il suffit alors de montrer que
le terme sous l'intégrale est borné sur, disons, [0, ¢+ 1], ce qui est clair car mg est bornée sur cet
intervalle et car o est une mesure finie. Par Fubini, on a

ma(t) =e" (1 +/ o(dx) due“mg(ua:)x’ﬂ) .
[0,1] [0,t]

Le théoréme de dérivation sous le signe intégral nous permet alors de conclure que mg est
dérivable, et méme C'*° par récurrence. On peut alors différencier et obtenir

dmi(t) = —mps(t) + [y mp(at)ao(dr),
{ m(0) = 1. ' (15)

Nous admettrons I'unicité des solutions C* sur R* de ce type d’équations (pour une dé-
monstration, voir [5].

Passons a présent a ’étape (b).

On cherche une série entiere f de rayon infini vérifiant I’équation (1.5). Supposons qu’une
telle série entiére existe, et soit (an)n>0 telle que, pour t € R :

) =" ant™
n=0

On a

1 1 o0 00 1 oo
/ flzt)zPo(dz) = / o(dz)z” Z ant"z" = Z ant”/ 2" Po(dz) = Z an(1—r(n+p))t",
0 0 n=0 n=0 0 n=0
car, par définitions de o et de k, fol 2¥o(dz) = 1 — k(y). Comme f est solution de (1.5), on
montre alors facilement qu’on doit avoir

{ (n+1ant1 = an(=1)k(n + ),
apg = ].,

et donc

{ an = STy 605 + 9),

CL():l.

On définit alors f ainsi, et il reste & montrer que son rayon de convergence est infini. Comme
pour j €N, |k(j + 0)] <1, R = o0, f est donc C* sur R, et, pour tout ¢t > 0,

f(t) = mgs(t)

par unicité des solutions de 1’équation (1.5).
On pose maintenant

ve(n) = [ #G +8),



ce qui nous donne

> (_t)n
ma(t) = T s(n).
n=0
On passe enfin a étape (c).

Donnons une explication heuristique de 'apparition du terme t° ~?. Supposons qu’on ait
mg(t) ~ ct® quand ¢ — oco. Quand on remplace mg(t) par ct® dans (1.5), on obtient & gauche un
terme d’ordre t~! tandis qu’a droite on a —ct®(k(a + ). En supposant que ce remplacement
préserve le comportement asymptotique de chaque membre, cela suggere que k(a + 3) = 0.
D’aprés ’hypothése malthusienne, on a alors a = §* — ; cependant, on ne cherchera pas a
rendre ce raisonnement rigoureux. On va plutdt donner les grandes lignes de la méthode utilisant
I’analyse complexe. Ce qui suit, sans étre une preuve, montre comment les termes de 1’équivalence
énoncée dans le théoréme (en particulier la fonction I') apparaissent.

On veut construire une famille ¢; : z — g;(z) de fonctions méromorphes telle que pour tout
t >0, mg(t) soit égal & la somme des résidus de g, afin d’utiliser le théoréme des résidus.

Pour commencer, on prolonge g en une fonction méromorphe sur C en posant

K+ 06)
() := ,
7 nl]o K+ B+ 2)

puis
gt(z) =T (—2)vs(2)t*.
On sait que la fonction I' & un péle simple en chaque —n ou n € N, et que
(="
n!

Res(I', —n) =
Comme §* € ]0,1], on voit d’apres la définition de v3 que g n’a pas de pdle sur N (sauf si
8 = B*, ce qu’on a exclu dans I’énoncé du théoreme). On calcule donc aisément le résidu de g;

S

Res(gt,n) =

C’est exactement le terme général de la série mg(t). Le théoreme des résidus permet alors de
conclure (pour cette partie de la démonstration, voir [2]). O

1.5 Un théoréme de convergence L?

A Taide des résultats établis précédemment, on va & présent pouvoir montrer le théoréme de
convergence recherché, qui sera d'une grande utilité dans la suite. Avant toute chose, on définit
dans la suite la constante A comme :

oy aey 1 = k(n)
=15 L ey

et on remarque que par le Théoreme de Convergence des Moments, on a

7 mo(t) — A. (1.6)

t—o0

Le théoréeme de convergence L2 s’énonce alors comme suit.
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Théoréme 1.9. Soit N(t) le nombre de particules présentes a linstant t, en d’autres termes
(on rappelle que l’on prend par convention 0° =0) :

N(t)=>_F(t).

On a la convergence suivante :

. 2
NG = AM..

t——+oo

Démonstration. On admet dans cette démonstration I’existence d’un réel M tel que pour tout t,
t~2 B[N (t)%] < M. (1.7)

On veut montrer que

E [(t—ﬂ*N(t) - MOOA)z] — 0.

t—o0o

En développant le carré, et en se souvenant que d’apres la Proposition 1.7, E[M (t)?] P~ E[M2],
—00

on remarque alors qu’il suffit de prouver les deux convergences suivantes, ol on a posé A(t) =
t="N(t) :

et

Commengons par établir la premieére convergence. Pour cela, on se place a l'instant ¢t + s et
on conditionne par rapport & F'(s). A 'instant ¢ + s, deux particules i et j peuvent descendre ou
non d’'un méme ancétre vivant a l'instant s : on notera i ~g j si c’est le cas, et i =, j sinon. On
a alors

]E[A(t + 8)2|F(8)] = S1+ 5,
= (t+9) R Y F (4 s)F)(t+5) | F(s)

i~vs]

+ (t+s) B> F(t+s)F)(t+s) | F(s)

i%g]

L’astuce consiste alors a utiliser le fait suivant : a l'instant s, conditionnellement a F(s), cha-
cune des particules présentes F;(s) donne naissance & un processus de fragmentation (F;(t));>1
plus "lent" que le processus initial (F;(s));>1 d'un facteur F;(s), et de plus ces processus sont
indépendants les uns des autres. Plus précisément, la Proposition 1.4 entraine qu'’il existe une
suite (F1;)j>1, (F2j)j>1, ... de copies i.i.d. de la fragmentation initiale (F});>1, indépendante de
(Fi(s))i>1, telle que la particule Fj(s) ait évolué & 'instant t + s en (F;(s)F;;(tFi(s)));>1 (en
loi, conditionnellement & Fg, donc en particulier & F(s)). Ainsi (en indigant par k les quantités
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associées a la fragmentation issue de Fi/(s)) :

Sio= (t+5)7 Y FASE | > FRi(tFu(s) F; (tFi(s)) | F(s)
k i,j

IN

t—2,ﬂ* Z F]?(s)E[Nk(tFk(S))Z | F(S)]
k
= YR ()R [(F(9) Y N(tFu(s))? | Fs)]
k
< MY F(s).
k

On a utilisé (1.7) pour la derniére majoration. D’apres le Théoréme de Convergence des Moments,
E[S1] converge donc vers 0 quand s tend vers 'infini, et cela uniformément en ¢.

Pour S3, on procede comme suit. Commengons par noter yr = Fi(s), et I Pensemble de i
tels que la particule X;(t 4+ s) descende de yi. Les descendants de deux particules distinctes y
et y; évoluant indépendamment (conditionnellement & F(s) ...), on a :

Sy = (t+s) Y B> Ft+s)|F(s)|E | Y F)(t+s)| F(s)
k#l i€l Jjel
= (t+5) 72" Y E[Ni(tyr) | F(s)|E[Ni(tyr) | F(s)]
k#l
= Syl y EL( + s)yr) ™ Niltye) | F(8)JE[((E+ 8)y) ™% Ni(ty) | F(s)].

k£l

Par le Théoreme de convergence des moments appliqué pour § = 23%,

E

> E” <s>] = mag-(s) — 0,
k
et il suit d’apres la Proposition 1.7 que
E > FV(s)F ()| ~E | F (s)F (s)| =E[M(s)?] — E[MZ2].
k#l k.l

Soit € > 0. On fixe désormais s suffisamment grand tel que

E|> F()F (s)| —E[MZ]| <e.
k#l

De plus, Ny et F(s) étant indépendants et d’apres ’équation (1.6),
E[((t+ $)ye) ™" Ni(tys) | F(s)] o A

On a donc, par convergence dominée (justifiée plus bas),

E[So] — A°E Y F (9F ()],
k#l
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d’ou pour ¢t suffisamment grand :
|E[S2] — E[MZ]A?| <e(1+A?%).
Finalement cela établit

E[A(t +5)°] = E[$1] + E[S2] — E[MZ)]A?
ce qui est le résultat souhaité.

Justifions & présent la convergence dominée. L’équation (1.6) se ré-écrit E[t=7"N;] — A
quand t — oo, et cela implique donc que la quantité E[t—?" N;] est bornée en t. Puisque Ny, est,
conditionnellement & F'(s), de méme loi que N, et que Ny, est indépendant de F'(s), on en déduit
que .

E[((t + 5)yx) ™" Ne(ty) | F(5)]

est bornée selon t. Il existe donc une constante C' telle que pour tout ¢,

ey B[+ s)ye) ™ Nicltyr) | F()]E[((t + 8)y) ™% Nultr) | F(s)] < O )

et puisque d’apres la Proposition 1.7,
E Zy,f ylﬂ =E[M(s)?] < o0,
k.l

la convergence dominée s’applique bien.

Pour la convergence de E[A(¢)M (¢)], on procéde de méme. Il n’y a pas de difficultés supplé-
mentaires quant a la convergence de S5 ; la majoration que l'on établit sur S se fait également
de fagon semblable, a ceci prés que l'on utilise Cauchy-Schwartz avant la derniére majoration
pour séparer les termes issus de A(t) et ceux issus de M (¢). On utilise alors, pour les premiers, la
majoration admise (1.7), et pour les seconds, le fait que d’apres la Proposition 1.7, la martingale
M (t) est bornée dans L2. Cela conclut la démonstration. O

Remarque 1.10. Ce théoréme est en réalité un cas particulier, obtenu en prenant § = 0 dans le
théoreme de convergence suivant :

BB By L RSNy L)

La démonstration est essentiellement la méme (on a un analogue de I’équation (1.6) en appliquant
le Théoréme de Convergence des Moments pour § quelconque), et ne sera pas réalisée ici, seul
le résultat énoncé dans le théoreme étant utile dans la suite. Pour les détails de la preuve, on
renvoie & [2, Corollaire 6].

2  Quadtrees

2.1 Rappels sur les processus de Poisson ponctuels

Définition 2.1. Soit £ un espace muni d’une mesure borélienne .
— On dit qu'une v.a. X est un processus ponctuel si elle est a valeurs dans ’ensemble des
configurations de points de E. Etant donné un tel processus, on note, pour tout borélien
A de E, N(A) le nombre de points de X qui "tombent" dans A.
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— On dit qu'un processus ponctuel X est un processus de Poisson ponctuel d’intensité p si :
1. pour tout borélien A, N(A) suit une loi de Poisson de parameétre u(A),

2. pour tous boréliens disjoints A1, A, ..., Ak, les variables aléatoires N (A1), N(Az), ..., N(Ag)
sont indépendantes.

On ne s’intéressera pas dans ce papier a la question de 'existence de tels processus, ni a la
démonstration des propriétés classiques qui suivent (on ne donne pas non plus leur cadre précis,
ces propriétés étant de toute fagon bien vérifiées dans le cas simple qui nous intéresse) ; pour tout
détail supplémentaire, on renvoie a [6].

Propriété 2.2. Si pour un borélien A, on définit X4 = X N A, alors pour tous boréliens A et B
disjoints de E, les processus ponctuels X 4 et Xp sur respectivement A et B (munis des mesures
induites) sont des processus de Poisson ponctuels indépendants.

Propriété 2.3. Soient E et G deux espaces et f : E — G une application mesurable. Si X est
un processus de Poisson ponctuel sur E d’intensité p, alors f(X) est un processus de Poisson
ponctuel sur G d’intensité la mesure p* donnée par pu*(B) = p(f~1(B)).

Propriété 2.4. Si X est un processus de Poisson ponctuel sur |0, 4o00[ d’intensité a - X\, avec A
la mesure de Lebesgue, et si on note Xy, Xo, ... ses points rangés par ordre croissant, alors les
v.a. X1, Xo — X1, X3 — Xo, ... sont i.i.d. et suivent une loi exponentielle de paramétre a.

Ici, I'espace E sera de la forme Rt x E’ et muni de la mesure dt @ p/, ot 4/ est une mesure
borélienne sur E’. On s’intéressera alors au processus (([0,¢] X E') N X);>0, ¢’est-a-dire intuitive-
ment A la fagon dont les points de X tombent dans £’ "au cours du temps'. Les deux derniéres
propriétés entrainent alors facilement que pour tout borélien A de E’, le temps s’écoulant entre
deux chutes de points dans A est une variable exponentielle de parameétre p’(A).

Remarque 2.5. Dans les conditions que 1’on vient d’énoncer, et dans le cas particulier ot u’ est
une mesure de probabilité sur E’ proportionnelle & la mesure de Lebesgue sur cet ensemble (c¢’est-
a-dire que p’ est la loi uniforme sur E’), on peut en fait se représenter le processus de Poisson
ponctuel comme suit : on attend un temps exponentiel de parametre 1, puis on laisse tomber un
point dans E’ de maniére uniforme. Puis on attend & nouveau un temps exponentiel de méme
parametre, on fait tomber un nouveau point suivant la méme loi (et indépendamment du premier
point), et ainsi de suite, les positions des points étant indépendantes des temps d’attente. Ce
sera le cas ici.

2.2 Présentation du modéle

Afin de pouvoir traiter le probléme, on introduit une version de celui-ci en temps continu. Cela
permettra d’utiliser les résultats issus de la théorie des fragmentations que nous avons établis dans
la premiere partie. Plus profondément, le passage en temps continu permet de faire intervenir
la propriété de Markov des chailnes de fragmentation, qui est inexistante en temps discret. Il
faudra bien entendu développer des outils permettant de transposer les résultats obtenus au cas
du probleme a temps discret, ce qui sera fait plus loin.

Soit donc IT un processus de Poisson ponctuel sur RY x [0,1]? d’intensité dt @ A, oit A est
la mesure de Lebesgue sur [0,1]2. D’aprés la remarque faite plus haut, le processus Il consiste
donc & faire tomber des points dans [0, 1], de maniére uniforme, le temps s’écoulant entre deux
chutes successives étant une variable exponentielle de parametre 1.

Notons ((7;,x;,i),¢ > 1) les atomes de II classés par ordre croissant selon leur premiére
coordonnées (on pose également 79 = 0). Chaque atome correspond & un point (z;,y;), qui
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tombe dans le carré [0, 1]? a l'instant 7;. On va définir un processus en temps continu (Q(¢)):>o
analogue au processus a temps discret (Q,,),, oy défini plus haut (c’est en fait le "méme" processus,
a ceci pres que le temps qui s’écoule entre deux chutes de points est une variable exponentielle
de parametre 1). Pour cela, on commence par introduire I'opération Split, définie sur P([0, 1]2) x
[0,1] x [0,1] par :

Split(R, z,y) = {RN[0,z] x [0,y], RN[0,2] x [y, 1], RN [z, 1] x [0,y], RN [z,1] x [y, 1]}

Cette fonction traduit le partage d’un rectangle en quatre sous-rectangles, de la méme fagon que
dans le cas discret. On définit alors (Q(t)):>0 comme suit :

{ Q(t) = {[0,1]%} vt € [0,7]
Q(t) = Split (R, x4, y:) U Q(1i—1) \ {Rs} VYt € 1y, Tisal,

ou R; désigne le seul élément (qui existe p.s., et dont nous supposerons I'existence dans la suite)
de Q(7;—1) dont (z;,y;) soit a l'intérieur.
On rappelle que S, est définie dans I'introduction. On introduit a présent

Ni(x) = #{R € Q(t)[RNS: # 0} — 1,

le nombre de de rectangles de Q(t) qui intersectent S, réduit de 1. Il est clair que, 7, étant le
temps d’arrivée du n-iéme point, Q(7,,) a méme loi que la v.a. @), définie plus haut. En particulier,
pour tout entier n et pour tout z € [0,1], N, () a méme loi que NV, ().

Dans la suite, nous allons établir un lien entre notre modele et la théorie des fragmentations.
L’idée est de voir le carré initial comme une particule qui va se fragmenter en deux morceaux :
quand le premier point P; tombe dans le carré, on ne s’intéresse qu’aux deux sous-rectangles
qui intersectent la verticale S;, les deux autres étant éliminés et considérés comme de la masse
perdue. Ensuite, on attend qu’un point tombe dans un des deux rectangles gardés et on applique
le méme procédé au rectangle en question et a la verticale extraite de S, qui le traverse. Ceci nous
permet - plus ou moins, comme nous le verrons par la suite - de voir le modele comme une chaine
de fragmentation binaire, ou ’aire de chaque rectangle est interprétée comme sa masse. En effet,
en vertu des Propriétés 2.3 et 2.4, et d’apres la propriété d’absence de mémoire d’une variable
exponentielle, le temps que met un rectangle pour se diviser est bien une variable exponentielle de
parametre I'aire de ce rectangle. Dans la section suivante, les termes de "chaine de fragmentation"
sont donc employés abusivement, dans les descriptions intuitives de la situation, pour désigner
le processus étudié.

2.3 Principales équations

Dans cette section, on introduit de nombreuses notations afin de commencer & faire le rap-
prochement entre notre modeéle et la théorie des fragmentations. On fixe pour cela z € [0,1]
I’abscisse du segment vertical S, traversant le carré.

On associe & chaque rectangle apparaissant dans (Q(t)):>o et d’intersection non vide avec S,
un noeeud de l'arbre A en procédant comme suit :

- Ry(z) =0, 1]2

— Yu € A, le premier point tombant dans R,(z) partage ce rectangle en quatre sous-

rectangles, dont presque siirement deux intersectent S,. On note R,o(x) celui du bas et
R,1(z) celui du haut.
Pour u € A, on note G, (z) (resp. Dy(x)) Pabscisse minimale (resp. maximale) de R, (z), et on
introduit la place de  dans R,,(z) comme



On définit également, si u # 0,
MR (2))’

ou par convention Lg(xz) = 1. On introduit de plus, pour u € {0,1} et ¢t > 0, le "sous-quadtree"
Quz(t) ={R € Qt+m): R C Ry(z)}. On a donc défini sur (Q(t)):>0 une structure proche
de celle d’une chaine de fragmentation : chaque rectangle R, (x) se divise au bout d’un certain
temps en deux rectangles Ryo(x) et Ry1(z), et leurs masses relatives sont données par Lyo(x)
et Lyi(z). Pour u € {0,1} (u sera pris comme tel dans cette section), (Qu,«(t))t>0 représente
donc la sous-fragmentation issue de R, (x). On remarque que l'on a 1’égalité suivante, pour tout
t>0:

Ni(2) = Lizr, + Lz, Y (#{REQuult —m): RNS, # 0}~ 1). (2.1)
ue{0,1}
Rll(x)
Falz) (w2,y2)
Rlo(x)
(xl’yl) (xlvyl)
RQ(CE) RQ(CC)
| | |
Go(z) = Dy(z) Go(z) = Dy(z)

FIGURE 4 — cas 9 < x < x7.

Enfin, si R est un rectangle de cotés horizontaux ou verticaux, on note @ la transformation
affine de R? qui l'envoie sur le carré d’origine [0,1]? (en envoyant chaque aréte du rectangle
sur celle du carré qui est "du méme cdté"). Cela permet d’effectuer une "renormalisation” de la
chaine de fragmentation issue du rectangle R,(z). On note que I'application de ®p, () divise
les aires des sous-rectangles de R, (z) par celle de ce rectangle, c’est-a-dire, du point de vue des
fragmentations, divise les masses absolues de la descendance de R, (z) par l'aire de ce rectangle.
Intuitivement, on obtient aprés cette renormalisation une chaine de fragmentation identique &
celle originelle, & ceci prés que Pabscisse du segment vertical est X, (x) et non z, et que le temps
s’écoule plus lentement d'un facteur L, (z).

Plus formellement, les propriétés des processus de Poisson ponctuels entrainent qu’il existe Q
une copie indépendante de @ telle que, conditionnellement & (L, (x), X, (z), Ry (x)), le processus

((I)Ru(r)(Qmw (f)))tzo a méme loi que (Q(LU(f)t))tZO'

En effet, on vérifie facilement & partir de la définition d’un processus de Poisson ponctuel (Dé-
finition 2.1) que, si on note IT,, le processus formé des points de II qui tombent dans R, (x) & partir
de linstant 71, alors conditionnellement & (L, (x), X, (2), Ry (2)), II,, est un processus de Poisson
ponctuel d’intensité L, (z)dt ® Ug, (z), ot Ug, (» est la loi uniforme sur R, (z), et donc (toujours
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conditionnellement (L, (z), Xu(x), Ru())), (PR, ) (I (t/L (x))))e>0 est un processus de Pois-
son d’intensité dt @ Ujg 1j2. Autrement dit, si on définit II une copie indépendante de II (donc de
(Lu(z), Xu(z), Ru())), alors (Pg, (z)(ILu(t/Lu(x))))e>0 et II ont méme loi conditionnellement &
(Lu(z), Xy (), Ry(x)). De plus, en définissant Q le quadtree associé & IT, Q est fonction de II et
la méme fonction appliquée a (® g, (»)(Hu(t/Lu(x))))i>0 donne (P g, () (Qu,z(t/Lu(z))))i>0, et
cela justifie donc I'affirmation précédente.

En particulier, conditionnellement & (L, (), X, (z)), le nombre de  rectangles de Q. qui inter-
sectent S, réduit de 1, vu comme un processus de t, a méme loi que (N, (@)t (Xu(2)))t>0, 01t N est
définie & partir de Q comme N & partir de Q. En effet, comme précédemment, ces deux processus
sont le résultat d’une méme fonction appliquée respectivement a ((® g, (z)(ILu (t/ Ly (2))))t>0, Xu())
et & (II, X,(z)), qui ont méme loi conditionnelle. En d’autres termes, conditionnellement &
(Lu(z), Xu(2)), on a les égalités en loi :

(#{R € Qua(t) [RNSa #0} — 1),5,

(#{R € ®r,(2)(Qua() | RN Sx, (@) # 0} = 1) 5
= (#{R e QLu@)t) | RN Sx, @) # 0} — 1),
(NL ()t (X )))tZO'

Or pour des raisons de symétrie, Lo(z) et Ly(z) ont méme loi, et de plus (N;);>o est indé-
pendant de II donc de 71. On tire donc de (2.1) :

E[N¢(2)] =P(t > 71) + 2E [Npo(2)t—r) (Xo(2))] , (2.2)

ot I'on convient que Ny(z) = 0 quand ¢ < 0.
Pour terminer, on réalise un petit calcul afin de déterminer la loi de (Lo(z), Xo(x)), ce qui
sera utile dans la suite.

E[f(Lo(z), Xo(z))] = /Oldu /01 dv (]lw<uf (U% g) + Losuf ((1 —u, f:Z))

= [ s [ [T o e
:/zdm/lg fim,y) /dm/ —fmy
+ /1 ' / —fmy)—i—/lﬂdm - 1d_—yyf(mvy)- (2.4)

2.4 Lemme de discrétisation

Avant d’entamer la démonstration des résultats principaux de ce document, on établit dans
cette section un résultat qui permettra de transposer les résultats obtenus en temps continu pour
un processus a temps discret. Pour commencer, on établit le résultat préliminaire suivant.

Lemme 2.6. Pour tout € €]0,1[, on a :



ot C est une constante positive indépendante de €, et ot a > 0.

Démonstration. La v.a. T, est le temps ou P,, tombe dans le carré. Comme les points tombent
selon un processus de Poisson ponctuel, la loi de 7, est celle du n-iéme saut d’'un processus
de Poisson standard. Or, on sait qu’une manieére de définir un processus de Poisson standard
(R¢)t>0 est de se donner des v.a.iid. (e,)n>1 exponentielles de parametre 1, d’introduire les
sommes partielles T}, :== >"}'_, e (en posant Ty = 0), et de définir :

Ry :=sup{i >0:T; <t}

On voit alors que 7, @ T,.Or:

{ P(T,, <n(l—¢)) =P(R,1-c) > n),
B(T, > n(1+¢)) = P(Ro 0 <1 — 1),

et on sait que R; suit une loi de Poisson de parameétre ¢. Ainsi,

—n(l— = n ]_—g k
PRy 2n) = =0y (02
k=n :
—n(l—e¢) n > nk
T
< I g
en(etlog(1-2))
n52
< e 2

3

d’oti la premiére majoration annoncée. Pour la seconde,

n—1
“n (n(1+e))*
P(Rn(lJra) <n-1) = e (lJra)Z:T
k=0
< en(ite), n(l+e))"
- n!
< Ce ™y/n(l+e)"

Cenllos(i+e)=e) /o

la premiere majoration étant vraie car, k étant plus petit que n, chaque terme de la somme

est dominé par (”(lnﬂ La seconde majoration s’obtient avec Stirling. Enfin, en posant « :=

e—log(l+¢)>0, on a le résultat.
[l

On peut & présent énoncer (et démontrer) le lemme suivant.

Lemme 2.7 (Discrétisation). Pour tout e > 0,

E sup |N7-n($) — Nn(m)|2]l-rn$[n(175)7n(1+5)] — 0.

z€[0,1] n—0oo
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Démonstration. D’une part, on commence par remarquer que pour tout € [0, 1], I'application
t — Ny(x) est croissante, et que N¢(x) vaut au plus le nombre de points tombés jusqu’a l'instant
t : N¢(r) < max{i € N:7; <t}. En particulier N, (z) < n, et donc :

sup |NTn ((E) - Nn(x)|2]l‘rn>n(l+s) < n2]l‘rn>n(1+5)~
z€([0,1]
D’apres le lemme précédent,
n?P(r, >n(l+¢)) — 0.

n—oo

D’autre part, 'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine :

E| sup [Ny, () — Np(2)]* 1, cn(i—e)| < VEmax{i € N: 7; < t}4]/P(r,, <n(l —¢)). (2.5)

z€[0,1]
De plus Emax{i € N : 7; < n}4 = O(n%). En effet, en reprenant les notations du lemme
précédent,
Emax{i € N:7; <n}*] = E[R}]
o k
- St
k=0 )
4 4nxm et
= O(n*)+n’e Zk o
k=4
, LS gk
S O(n)-i—cstte-ne kzﬂlm

< O(n*) + cstte - n*.

Puisque E[max{i € N : 7; < n}*] = O(n?), le lemme précédent assure que le membre de droite
de (2.5) tend vers 0 quand n tend vers 'infini, ce qui achéve la démonstration. O

2.5 Cas uniforme

Dans cette partie, nous allons supposer que le point x n’est pas fixé des le départ : on le choisira
uniformément sur [0, 1], et indépendamment des points du quadtree. Sous cette hypotheése, on
peut notamment établir la proposition suivante :

Proposition 2.8. Soit U une v.a. uniforme sur [0,1] et indépendante du quadtree (Q(t))i>o-
Soit u € A, et soient ug = J,uq,...,ur, = u ses ancétres. Alors X, (U) est uniforme sur [0, 1]
et indépendante de (Ly, (U), ..., Ly, (U)), qui est une famille de v.a. indépendantes, chacune de
densité 2(1 —m)Lye0,1)-

Démonstration. On montre la proposition par récurrence sur k. Soit u € A, et soient ug =
U1, ..., ur, = u ses ancétres. Intuitivement, on peut voir que X, (U) est uniforme sur [0, 1]
en choisissant d’abord ’abscisse de P;, puis U, de maniére uniforme. Plus rigoureusement, ceci
découle aussi du fait suivant : pour v € {0,1}, X,,(U) et L,(U) sont indépendantes et distribuées
selon la loi

Lyepo,du ® Loejo,1)2(1 — m)dm.
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Ceci vient simplement en intégrant (2.4) par rapport a x. Les propriétés des processus de
Poisson ponctuels entrainent que conditionnellement & (X, (U), Ly, (U)), le processus

(PR, ) (Quy,u(t/Luy (U))))i0

a méme loi que Q, ot Q est une copie indépendante de (Q,U) (la démonstration faite dans
la Section 2.3 dans le cas x fixé s’adapte au cas x uniforme). Soient alors, pour z € [0,1],
les (Xu, (), Lu,(z)), 1 <i < k — 1, définies par rapport a () de la méme maniére que les v.a.

(Xui ({E), LUq (x))v 1<i< k~_ 1, par rapport a Q. La famille (Xm (Xu1 (U))7 z’ui (Xu1 (U)))lﬁigkfl
est donc une fonction de (Q, X, (U)), et si 'on applique la méme fonction &

(P, ©)(Qu, vt/ Lu, (U))))1z0, Xu, (U)),

on obtient exactement les (X, (U), Ly, (U))2<i<k. Ces deux familles ont donc méme loi condi-
tionnellement & (X, (U), Ly, (U)). On a donc (pour des fonctions continues bornées f, g1, ...,

gk)

k
E | /(Xs (U) [ 5(Lu, ()

k
= E[f(Xu, (O] []Elg) (L, (0))]
j=1

On a utilisé pour la ligne 4 que Ly, (U) est indépendant de (Q, X, (U)). On s’est servi de
lindépendance de L., (U) et X,,(U) a la ligne suivante. On a ensuite appliqué 'hypothese de
récurrence & Q (on rappelle que X, (U) est uniforme sur [0, 1]). On a enfin utilisé le fait que Q
et Q ont méme loi pour faire des remplacements 4 la fin. La proposition découle de cette égalité.

|

Cette proposition et sa preuve nous permettent de constater deux choses : La premiere est
que le quadtree a naturellement une structure proche de celle d’une chaine de fragmentations
binaire avec perte de masse. La seconde, malheureusement, est que ce n’en est pas une. En effet,
on a pu montrer 'indépendance entre un certain nombre de v.a., mais pas entre les (X, (U))uc 4.
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La raison en est simple : elles ne sont pas indépendantes, puisque, par exemple, Xo(U) = X1 (U).
Ainsi, on imagine bien que les rectangles Ro(U) et R1(U) ne vont pas évoluer de maniere indé-
pendante : la fagon dont le sous-quadtree dans Ro(U) évolue nous donne des informations sur
Xo(U), donc sur X;(U), et donc sur la fagon dont le sous-quadtree dans R;(U) évolue. En fait,
on a montré I'indépendance des masses relatives L, (U) le long d'une méme branche, mais celle-ci
ne tient plus pour des L, (U) cousins, ce qui est pourtant une propriété essentielle d’une chaine
de fragmentation binaire. On va donc plut6t introduire une chaine de fragmentation binaire auxi-
liaire, qui "ressemble" au quadtree. La difficulté sera alors de montrer quelles propriétés ils ont
en commun. Plus précisément, on verra qu’en espérance, ils se comportent de la méme maniere.

Définition 2.9. On pose F'(t) = (F;(t));>1 une chaine de fragmentation binaire dont la me-
sure de dislocation v est la loi du couple (Lo(U), Li(U))!. On a vu, dans la démonstration du
Théoréme de Convergence des Moments, que la loi de (F'(t)):>0 vérifie I’équation suivante :

l

b)
t>0

(FO)izo © ((Leceg) @ (Lizey L) - FO(Lo(U)(t = €9))) @ (Lizey Li (U) - FO(Ly(U) (¢ — )

Ot (FO(t));>0 et (FM ()40 sont deux copies de (F(t));>o indépendantes entre elles et aussi
indépendantes de (Lo(U), L1(U), eg), avec ey une variable exponentielle de parameétre 1 et indé-
pendante du reste.

Suivant les notations de la section 1.3, on pose, pour tout 3 > 0,
()= 1= [ (s + swlds) =1~ ELL{O) + L))

la seconde égalité étant vraie par définition de v. On peut donc facilement calculer x(3). On

obtient :
B2 +38-2

B+1(B+2)

On en déduit que 'hypothese Malthusienne est vérifiée, avec pour unique solution positive de

K(B) =0,
6" = 7\/1—72_ 3.

Appliquons le Théoréme de Convergence des Moments avec 3 = 0, on obtient

)
B*)

K(B) =

. -1 &4 &k
lim 7 mo(t) =I(-p"
i 7 mo(t) = D=0 G kl;[l k(i +
(on rappelle que my(t) est la 0-masse, ¢’est-a-dire le nombre de particules vivantes, a 'instant t)
On utilise ensuite I'(z+1) = 2I'(z) et on calcule x'(3*) = % (utiliser deux fois 3*2+33*—2 =0
pour simplifier les calculs). On a

(B—=pB")(B—3+p5")
B+1)(B+2)

On fait le remplacement dans le produit et on regroupe chaque facteur obtenu au numérateur
avec le facteur au dénominateur qui lui est égal a £3* pres. On obtient alors

N e - TN AV 5 5
Jim 7 mo(0) = == LT - ) o) U ) U aee) -

k=1

K(B) =
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On va ensuite utiliser I'identité de Weierstrass pour la fonction I' : pour tout nombre complexe
ze€ C\Z_,

o0

I'z+1)=¢e"? (1—}—3) 1e’z/k,
(z+1) k];[l ?
ou 7 est la constante d’Euler-Mascheroni.
Les facteurs sous le signe I sont exactement "de la bonne forme" pour utiliser cette identité,
sauf le deuxiéme, que 1’on réécrit

s g
k+VIT 140

On en déduit :

lm 5 mo(t) = 4 F(V17+1) 1 1 T@B +1)
t=+o00 T B A3 T(WVIT -+ DI +2) 1+ 57/2  203(B" + 1)

car les exponentielles se simplifient. La derniére égalité est obtenue en remplacant /17 — 3* + 1
par 3% +4 et v/17+ 1 par 2(8* + 1) + 2, puis en utilisant plusieurs fois I'(z + 1) = 2I'(z), et enfin
en développant les facteurs apparaissant (toujours utiliser 3*2 + 33* — 2 = 0 pour simplifier les
calculs).

Autrement dit, & une constante multiplicative pres : au cours de la chaine de fragmentation
auxiliaire (F'(f))¢>0, le nombre de particules présentes a l'instant ¢ se comporte, en moyenne,

VI7-3
comme t~ 2z quand t est grand.
Maintenant, on va montrer que ceci est aussi vrai pour le nombre de sous-rectangles du
quadtree non éliminés & l'instant ¢, i.e. intersectant le segment Sy := [(U,0), (U, 1)], moins un.

On pose :
m(t) = E[N(U)].

11 suffit alors d’établir que m(t) = mq(¢t) — 1 pour tout ¢t > 0.

Lemme 2.10. Les fonctions m et mg — 1 (prolongées par 0 sur R* ) sont toutes deux solutions
de l’équation en f
f(t) =P(t > 7) + 2E[f (L(t — 7))] (2.6)

ou T est une v.a. exponentielle de paramétre 1 indépendante de L qui est une v.a. ayant pour
densité 2(1 —m)1,,¢10,1)-

Démonstration. Dans la preuve du Théoréme de Convergence des Moments (en prenant 5 = 0),
on a établi que mg était 'unique solution de 'équation (1.4) (I'unicité vient du fait qu’on en
a déduit un probléme intégro-différentiel ayant lui-méme une unique solution), qui, en notant
qu’ici o := Pr ) + Pp,w) = 2PL ot L a pour densité 2(1 —m)1,,¢[0,1] (Proposition 2.8), se
réécrit :

mo(t) =e '+ 2/

o dse™* /[071] mo((t — s)z)Pr(dz). (2.7)

En remplacant mg par (mg — 1) 4+ 1, on trouve facilement
(mo—1)(t) =Pt > 1) + 2E[(mo — 1)(L(t — 7))] (2.8)

ou on a prolongé (mo — 1) par 0 sur R_ et ol 7 est une v.a. exponentielle de parameétre 1
indépendante de L. Il reste donc a montrer que m (prolongée par 0 sur R* ) est aussi solution
de (2.8).
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= /[o . (P(t > 1) + 2E [Ny (u)(t—r1) (Xo(w))]) du

= Pt>m)+ 2/ du/ Jm(t—e) (@) Py @ Pr, @ Pro(u),x0)) (d(f; e, (m, 1))
[0,1] NE+ X101 R, x[0,1]2

- IE”(tZTl)—i—Q/

NR+ x[0,1] XR+

— Bezm)+2 [ Elf 1000 (Xo(U)] Py © Py, (d(f.€))
NR+X[0,1] XR+
— P> )42 / Ftt—e) ()Pg © Pry ® Ppory ® Py (A(f, €,m, )
NE+ X101 R x[0,1]2
= Pit>mn)+ 2/ Pr,w) ® Pr, (d(m,e))/ fn(t—e) (@) P ® Px, oy (d(f, 2))
[0,1] xRy NE+ X101 % [0,1]
= Bz +2 [ B (X)) P © Pr(d(mo)
[0,1] xR
= Pt>m)+ 2/ m(m(t — 6))PL0(U) ® Pr (d(m,e))
[0,1] xRy

= P(t>7)+2Em(Lo(U)(t —7))]
= P(t>7)+ 2Em(L(t — m))].

La ligne 3 est obtenue par (2.2) (on rappelle que 71 est exponentielle de parametre 1). On
sest servi de I'indépendance entre 71, (Lo(u), Xo(u)), et N & la ligne 5. Pour montrer cette
indépendance, le point délicat est de montrer que 71 et (Lo(u), Xo(u)) sont indépendants, or
il découle de la Remarque 2.5 que les temps d’arrivée des points dans le carré d’origine sont
indépendants de la "forme" du quadtree (on pourrait en fait choisir dés le départ la forme du
quadtree a chaque étape et ensuite, indépendamment de ce qui précede, les temps d’arrivée des
points). On a utilisé pour la ligne 8 I'indépendance de Lo(U) et Xo(U) (Proposition 2.8). On
s’est aussi servi du fait que Xo(U) est uniforme et indépendante de N pour obtenir ’avant-avant-
dernieére égalité. Enfin, on rappelle pour la derniere ligne que 7 est exponentielle de parameétre 1.

([l

Il est clair que (2.7) est équivalente & (2.8) (I'une n’est qu’une réécriture de 'autre). Ainsi,
(2.8) a aussi une unique solution. Le lemme précédent entraine donc que m(t) = mo(t) — 1 pour
tout ¢ > 0, et on a ainsi démontré la propriété suivante.

Proposition 2.11. Soit U une v.a. uniforme sur [0,1] et indépendante de (Q(t))¢>0. En posant
g% = VIT=3
: 2

,ona

Jim_ ¢ E(N,(U)] = %.
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On va a présent utiliser le lemme de discrétisation pour avoir le méme résultat en temps
discret.

Corollaire 2.12. On a

i ™ BN )] = g
Démonstration. Soient 7 > 0et e >0.0Ona:
Up = n"PEBIN,(U)] —n P EIN,(U)] = n P E[N,, (U)—-N,(U)
= 0 PE[(N,, (U) = Na(U) s, efn(1-e) m(1+e)]
+ 0B[Ny, (U) = Na(U) s, gin(1-e)m(1+2)]]

Comme la fonction (N¢)>0 est croissante, on a

niﬁ*E“NTn (U) - NTL(U)|]l‘rn€[n(1—5),n(1+s)]]

< n_ﬁ*E[(Nn(lJrE) (U) - Nn(lfa) (U))}

= (1+8)" (n(1+2) 7 E[(Npate) (V)] = (1 — &) (n(1 = €))7 E[Np1—e) (U))].

A

IA

D’apreés la proposition précédente, quand n — o0, le dernier terme tend vers ((1+¢)? — (1 —
£)P")C o C est une constante. En prenant ¢ suffisamment petit, cette limite est donc strictement
inférieure a 7. Il existe donc n4 tel que pour tout n > n4, on ait

n
Al < =,
[Anl < 3

Pour B, on a :

1B, < E [ sup |N., () _Nn(x)|1Tn€[n(1—s),71(1+s)]1
z€[0,1]
1
2
< E [ sup |Nr, () —Nn(x)|2]17n§z{n(1—s>,n(1+s>]] :

z€[0,1]
D’apres le lemme de discrétisation, il existe donc np tel que pour tout n > np,

Ui
B,| < 5.

Donc, pour n > max(na,ng), |u,| < n. On a montré que u, — 0 quand n — +o0. Le résultat
découle alors de la proposition précédente. [l

2.6 Caszxz=0

Dans le cas x fixé égal a zéro, le quadtree peut cette fois-ci étre interprété comme une "vraie"
chaine de fragmentation binaire. On comprend bien que c’est un cas tres particulier, puisque les
(X4(0))uea sont tous nuls (donc indépendants, contrairement au cas uniforme).

On introduit donc le processus (F'(t))i>0 = ((Fi(t))i>0)t>0, défini comme suit :

F(t) == (AR (0)1 g, 0)c0i) -

Ce processus correspond aux aires des rectangles touchant le c6té gauche du carré initial au
temps t, réorganisées dans I'ordre décroissant.
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Lemme 2.13. Le processus (F(t))t>0 est une chaine de fragmentation binaire, de mesure de
dislocation v donnée par la loi de la v.a.

(Lo(0), L1 (0))*,
qui réarrange l’ensemble {Lo(0), L1(0)} dans lordre décroissant.

Démonstration. 11 faut montrer que (F(f)):>o vérifie les conditions de la Définition 1.1. Le réar-
rangement de v.a. dans l'ordre décroissant est une fonction déterministe. Pour simplifier, nous
allons donc laisser les v.a. dans leur ordre naturel.

Tout d’abord, pour tout u € A, on note n,, le numéro du point qui a permis de créer R, (0),
puis on pose, pour reprendre les notations de la Définition 1.1 :

&u = ARu(0)),
Ay = Tny,
Cu = Qy0 — Qy-

Ces variables correspondent bien a la masse, la date de naissance, et le temps de vie de R, (0) .
Ensuite, on introduit les deux familles de v.a. ((ﬁuo, &ur),u € A) et (ey,u € A) définies par

& A(Rwi(0 _
{fui = 300~ 1 0),

€y - gu Cu .

Ces deux familles vérifient par définition les équations de la Définition 1.1. Il reste donc & montrer
que ce sont des v.a. indépendantes, que chaque (£,0,&,1) a la loi de (Lo(0), L1(0)), et que les e,
sont exponentielles de parametre 1. Il suffit de montrer que, pour tout £ > 1, cela est vrai quand
on ne regarde que les v.a. des k premieres générations. Nous le ferons par récurrence sur k.
L’initialisation est immédiate.
Pour le pas de récurrence, on se restreint d’abord aux v.a. dont I'indice commence par 0 (cela
revient & se focaliser sur Ry(0)). On rappelle que, conditionnellement & Ry (0), le processus

Q = (P Ry (0)(Qo,0(t/Lo(0))))ez0

a méme loi qu'une copie @[, indépendante de (). On raisonne alors comme dans la preuve de la
Proposition 2.8. Soient, pour u € A, £, (/,, et pour u # 0, g u» €t e, définies par rapport & Q)
comme &,, Cu, fu, et e, par rapport a Q. Ceb v.a. sont fonctions de Qf, et les mémes fonctions
appliquées a Q donnent respectivement &, /&y (car les aires des rectangles de Q sont celles des
rectangles de Qoo divisées par &), &Cou (car les durées de vie des rectangles de Q sont celles
des rectangles de Qo multipliées par &), ou, €t eo, (par définition, e/, = £,¢,, donc la v.a.
obtenue & partir de Q est (€ou/&0) X &Cou = €ou). On peut alors faire un calcul semblable a
celui de la Proposition 2.8, appliquant hypothése de récurrence & Q) et montrant ainsi que les
(gOuO;éOul)\mgk—l sont chacune de méme loi que (Lg(0), L1(0)), que les eg, sont exponentielles
de parametre 1, que toutes ces v.a. sont indépendantes entre elles et qu’elles forment une famille
indépendante de Ry(0).

Ce n’est cependant pas terminé car on ne s’est intéressé pour l'instant qu’a la descendance
(0u)|y<k—1 du rectangle Ro(0). Le méme raisonnement s’applique a la descendance (1u)j,|<x—1
du rectangle R;1(0). Montrons & présent que ces deux familles de v.a. sont indépendantes. Ceci
découle des propriétés des processus de Poisson ponctuels : d’aprés la Propriété 2.2, de méme
qu’on a associé un processus @, indépendant de @ & la premiére descendance, on peut en associer
un, noté Q) et également indépendant de @, a la seconde descendance, tel que @ et Q] soient
indépendants conditionnellement & Ry (0). Par suite la famille de v.a. de la premiére descendance
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et la famille de v.a. de la seconde sont indépendantes conditionnellement & R (0), et un calcul
du méme type que dans la Proposition 2.8 montre alors que ces deux familles et (50,51) (qui
est fonction de Ro(0)) sont indépendantes dans leur ensemble. Montrons & présent que ep est
indépendante de la famille regroupant toutes les autres v.a. considérées jusqu’ici. On a ey = 73
et on voit facilement que les autres v.a. ici ne sont fonction que de la "forme" du quadtree et des
v.a. exponentielles £; de parametre 1 correspondant aux temps d’attente entre la chute de P; et
celle de Pj4q pour j > 1, et on sait d’apres la Remarque 2.5 que la famille formée par ces v.a.
est indépendante de 71 (qui n’est autre que &g).

Toutes les indépendances montrées permettent facilement, par des raisonnements de regrou-
pement par paquets, d’obtenir les indépendances voulues et de terminer la récurrence. O

On peut a présent énoncer un théoréme donnant, entre autres, le résultat important de
convergence L2 de cette section :

Théoréme 2.14. Le processus

M= Y AR(0)V> g, )0, >0,
ucA

est une martingale uniformément intégrable qui converge p.s. vers Mo quand t — oo. La loi de
Mo est caractérisée par

ot MY et MY sont deus copies indépendantes de Moo, aussi indépendantes de (Lo(0), L1(0)).
De plus, on a

2 T(2v2)

t:oo \/§F3(\/§) 0o+

Démonstration. D’apres le lemme précédent, le processus

t1=V2N,(0)

!
(/\(Ru(o))]lRu(O)eQ(t)) , t>0

est une chaine de fragmentation binaire de loi de dislocation la loi de la v.a. (Lo(0), L1(0))}. On
pose, pour tout p > 0,

(p+1)°-2

) = 1= [ (4 i) = 1~ ELZE(O) + 15(0)) = Ll

la derniere égalité étant obtenue par un calcul simple. On en déduit que I’hypotheése malthusienne
est vérifiée, avec pour exposant malthusien

pF=v2-1.

On remarque alors que (MM )¢>0 n'est autre que la p*-masse ; le fait que (M )+>0 est une martingale
uniformément intégrable découle donc de la Proposition 1.7.
Ceci nous donne immédiatement

E[D.] = E[9] = 1.

A présent, si on reprend la démonstration du cas (a) dans le Théoréme de Convergence des
Moments, on voit qu’on avait trouvé une équation vérifiée par la loi de la S-masse a l'instant ¢.
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Or, ’hypothese 8 # 3* ne servait pas encore a ce moment de la preuve. Autrement dit, ’équation

est aussi vérifiée par la loi de la §*-masse :
On a

(@) ~1gn(© “tonf!
My = Ticry + Tizry (LO(O)*/5 1£m(Lo)(0)(th1) + La(0)? 19)721)(0)(”1)) ’

ol (zmgo))tzo et (zmg”)tzo sont deux copies indépendantes de (M ):>0, aussi indépendantes de
(Lo(0), L1(0)). Maintenant, comme la convergence p.s. implique la convergence en loi, on peut
faire tendre t vers l'infini dans cette équation pour obtenir

Mo & Lo(0)V2 MY + L:(0)V2 ',

ott MY et MY sont deux copies indépendantes de M., aussi indépendantes de (Lo(0), L1(0)).

La dernieére convergence annoncée dans le théoreme s’obtient simplement en appliquant le
Théoreme 1.9 et en utilisant I'identité de Weierstrass de la méme fagon que dans la preuve de la
Proposition 2.11. ([l

Corollaire 2.15. On a :

WVEN, () 2, L2V2)

tjwm oo+

Démonstration. 11 faut adapter la preuve du Corollaire 2.12 & la convergence L2 : on considére
n>0ete >0, et on définit :

un = E[(n™7" N (0) = 0™ N (0))*] = Ay + B,

ou A, et B, sont définis de la méme maniére que dans la preuve du Corollaire 2.12. Les rai-
sonnements pour dominer ces deux termes sont ensuite les mémes que dans la preuve de 2.12, a
ceci pres que l'on utilise le Théoreme 2.14 au lieu de la Proposition 2.11. Notons tout de méme
que la convergence L2 établie dans le lemme de discrétisation est ici nécessaire, alors que dans
la preuve du Corollaire 2.12, la convergence L' suffisait (pour dominer B,,). O

Remarque 2.16. Le corollaire précédent signifie que

_ > T(2v?2)
n1=V2ALL(0) t_%,m mﬁﬁm.

Remarque 2.17. Le cas x €]0, 1] fixé est trés différent du cas © = 0. En effet, on voit dés le départ
que la situation n’est pas aussi simple dans le premier cas. C’est le méme probléme que dans le
cas uniforme : les X,,(z) ne sont plus constants, donc plus indépendants, puisque Xo(z) = X1 (z).
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