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Introduction

Dans ce texte, on s’intéresse a la question suivante :
Comment identifier un signal inconnu en effectuant le moins de mesures possibles ?

Les applications pratiques sont nombreuses, par exemple dans l'imagerie médicale ou limiter le
nombre de mesures effectuées par un scanner limite aussi le temps d’exposition du patient aux radia-
tions nocives.

On modélise un signal par un élément o € R”™. Une mesure est la donnée d’un couple (u,{u,zo))
ot u € R™. Se donner m mesures d’'un signal zo € R” revient donc a se donner un couple (A, Azg) ol
A € My, n(R). Dans ce cas, la matrice A est appelée matrice de mesure et Axg la mesure de xo par
A. La question initiale se transpose en le probleme suivant :

Soit zy € R"”. Comment trouver une matrice A € M,, ,(R) avec peu de lignes (m « n) telle qu’on
puisse reconstruire g & partir de la connaissance du couple (A, Azg) ?

La difficulté réside dans la condition m « n qui implique que A n’est pas injective. Ainsi, quelque
soit le choix de A, xy ne pourra pas étre déterminé par la mesure (A4, Azg). La reconstruction n’est
donc pas envisageable sans imposer des conditions supplémentaires sur xy. La condition privilégiée est
la parcimonie du signal, c’est-a-dire le fait qu’il comporte peu de coefficients non nuls (||zg[o <« n).
Cette condition est naturelle car beaucoup de signaux réels sont quasi-parcimonieux (i.e. leurs valeurs
sont essentiellement concentrées sur un support petit devant leur dimension).

La démarche proposée dans ce texte comporte quatre étapes :

Dans un premier temps, nous donnons une condition (appelée RIP) pour qu’une matrice de mesure
A e M., »(R) permette de reconstruire tout signal xy € R™ assez parcimonieux. En particulier, nous
) )
prouvons le résultat suivant :

Soit A € My, »n(R). Pour T' < [1,n], on note Ar la matrice de M,,, |7|(R) obtenue a partir de A
en conservant les colonnes d’indices dans T' et Apin (A7), Amax(A7) ses valeurs singuliéres extrémales.
Si A vérifie 1
RIPs in {1—-X2, (A7), —14+ X2 (A7)} < =
S |Tm\1<ns{ mln( T) max( T)} 2
alors tout signal zy € R® S-parcimonieux (de support de taille au plus S) est 'unique solution du
probleme :

Azg = Ay avec |y|; minimale

Ceci permet de reconstruire zp & partir du couple (A, Azg) par des méthodes d’optimisation
convexe. Nous montrerons plus généralement que cette méthode de reconstruction est efficace dans
le cas de mesures imparfaites et de vecteurs quasi-parcimonieux.

Dans la deuxieme partie, nous voyons comment obtenir des matrices vérifiant RIP par des considé-
rations probabilistes. Nous montrons essentiellement qu’il existe des constantes o, K € R¥ telles que
si A:Q — M, (R) est une matrice aléatoire gaussienne, alors A vérifie RIPg avec une probabilité
supérieure a 1 — 2e~ K™ pourvu que S vérifie :

< m
<a——
n (37)

Pour cela, il nous faudra établir des inégalités de concentration sur les valeurs singulieres des
matrices aléatoires gaussiennes.



Les deux derniéres parties présentent des résultats généraux (Inégalités de Slepian-Gordon, concen-

tration de la mesure, inégalité isopérimétrique gaussienne) permettant de démontrer ces inégalités de
concentration.

On établit dans la troisieme partie des bornes pour les espérances des valeurs singulieres extrémales
d’une matrice aléatoire gaussienne A : Q@ — M,, ,(R) :

1- \/T < E [uin(A)] < E [Amax(A)] < 1 + \/T

On démontre dans la derniére partie un théoréme de concentration pour les fonctions 1-lipschitziennes
f:R™ — R autour de leur moyenne pour la mesure gaussienne standard =, sur R" :

2
Vr >0, v (f > de% . r) <exp (—;)

On s’intéresse également a des inégalités de concentration analogues autour de la médiane qui
découlent naturellement de théorémes sur 'isopérimétrie pour la mesure gaussienne.



1 Condition RIP, théoremes de reconstruction

Dans cette section, on se donne des entiers naturels m et n vérifiant m < n, ainsi qu’'une matrice
de mesure A € M,,, ,(R). On exhibe une condition sur A pour que la donnée de la mesure (4, Azg)
détermine xg pour tout xy € R™ assez parcimonieux. On constate alors que si la mesure est imparfaite
(i.e. on connait seulement (A, e, y) oit € = 0 est I'erreur de mesure et y € By(Axg,€) est la mesure
approchée), on peut quand méme déterminer xy avec une erreur linéaire en e.

Nous adopterons le principe de reconstruction suivant : Soit zo € R™, (4, ¢, y) une mesure approchée
de x¢ d’erreur e. Une reconstruction z* associée & (A, ¢, y) est un signal de R™ vérifiant :

|Az* —y|a <€ avec |z*|; minimale (%)

Remarquons que cette reconstruction est définie a partir de A, y et ¢ mais ne dépend pas de xg.

Il est commode de poser, pour z € R™ : |z := Card ({i € [1,n] : z; # 0}).

La condition |- |1 minimale vient du fait que minimiser la norme | - ||; permet souvent de minimiser
la pseudo-norme |- |o ce qui revient & maximiser la parcimonie du signal. On ne cherche pas & minimiser
[2%o car | - [o n’est pas une norme. De plus, il existe des méthodes efficaces de minimisation de la
norme | - ||;. Ce probléme reléve en effet de Uoptimisation convexe.

1.1 Constantes d’isométrie restreinte et propriété RIP

Si T est un sous-ensemble de [1,n], on note Ar la matrice de M, |7|(R) obtenue & partir de A en
conservant les colonnes d’indices dans 7T'.

Afin de reconstruire un signal zy S-parcimonieux de R", il est naturel d’imposer des conditions
particulieéres aux matrices A7 pour des sous-ensembles T de cardinal plus petit que S. Cela revient
a imposer des conditions sur les ensembles formés d’au plus S colonnes de A. On introduit ici les
constantes d’isométrie restreinte qui "mesurent’ I'orthogonalité de sous-matrices de A :

Définition 1. Soit S € N*, on note A l'ensemble des réels positifs § vérifiant : pour tout T < [1,n]
avec |T| < S et pour tout ¢ € RIT!,

(1 =)l < |Arel3 < (1 +d)|el3
La constante d’isométrie restreinte a S de A est définie par :
dg := min A

Remarque (1). Si S < m, on a de maniére équivalente que dg est le plus petit réel positif § vérifiant :
pour tout T < [1,n] avec |T| < S,

1-0< A2, (Ar) et A2

min max

(A7) <1446

00 Amin (A7) €t Amax (A7) désignent les valeurs singuliéres minimale et mazimale de Ap (cf. Anneze
pour plus de précisions précisions).
Remarque (2). Si S, S5’ € N* vérifient S < S, alors §s < ds.

Remarque (3). On peut ne considérer que les parties T de [1,n] de cardinal exzactement S dans la
définition de A ce qui ne modifie pas la valeur de dg.

Dans la suite, on s’intéresse a la propriété "Restricted Isometry Property” (RIP) qui s’énonce :
035 + 3045 <2

Nous démontrons dans la section suivante que si A vérifie RIP pour I'entier S, alors la reconstruction
de vecteurs S-parcimonieux & partir de A peut se faire avec une erreur en norme |.|2 linéaire en Uerreur
de mesure e.

Nous verrons dans la Section 2 que les matrices aléatoires gaussiennes vérifient cette propriété avec
une grande probabilité, ce qui permet une bonne reconstruction de signaux par des mesures aléatoires.



1.2 Théoréme de reconstruction dans le cas d’un vecteur parcimonieux

Si S e N, on dit qu'un vecteur x € R" est S-parcimonieux s’il vérifie : |z]o < S.
Soit € R™ et T une partie non vide de [1,n], la restriction de = & T est le vecteur zp € RI7I
obtenue en conservant seulement les composantes de x dont les indices sont dans 7.

Théoréme 1. Soit Ae M,, ,(R) et S €N tels que : I35 + 3045 < 2.
1l existe une constante Cs > 0 telle que pour tout xg € R™ S-parcimonieux et pour toute mesure
approchée (A, e,y) de xg, on a :
|0 — 2*s < Cse

ot ¥ est une reconstruction de o obtenue en résolvant le probléme (x).

Ce théoreme affirme que la condition d35 + 3d45 < 2 est suffisante pour retrouver de fagon stable
les signaux S-parcimonieux grace a A : étant donne un signal zy € R"® S-parcimonieux, la connaissance
de sa mesure par A a e prés permet de reconstruire xy avec une erreur proportionnelle & e. Cette
reconstruction est obtenue en minimisant la norme | - |; parmi les signaux de mesures e-proches de la
mesure imparfaite.

La condition de validité est vérifiée si d45 < % On verra dans la démonstration que dans ce cas, la
constante Cs ne dépend que de d45 et prend des valeurs raisonnables si d45 n’est pas trop pres de la
borne.

La preuve montre aussi que le résultat reste vrai si I’on suppose seulement que pour un certain «
tel que o S est entier,

O s +a5(a+1)5 <a-—1

Démonstration. Fixons zg, € et y comme ci-dessus. On pose h := xo — z!. La définition de z! réside
en deux conditions :

1. Une contrainte cylindrique

L’inégalité |Az? — y|o < € implique par I'inégalité triangulaire que :
HAhHQ < 2e¢

h appartient donc au cylindre de direction Ker A et de rayon 27 ¢, ou r est déterminé par A.

2. Une contrainte conique

On introduit Ty le support de xy et T§ son complémentaire dans [1,n].

2ty < |lzol1 ainsi que I'inégalité triangulaire impliquent

En décomposant z# = 2+ h, 'inégalité
que :
lzollr = IRzl + 1P h < w0 + By 1 + [Azg |1 < ol

d’ou
|hrells < [h, |1

Géométriquement h appartient donc a un céne de sommet 0.

e Pour donner une idée de la suite, supposons provisoirement que z! et xy ont le méme support. Dans
ce cas, |hre|1 =0 ce qu’on peut voir comme une contrainte conique renforcée. Alors, ||hllz = AT, 2.

D’autre part, on a :
|AR]2 = [Aryhry |2 = /1 = Oz [Pz 2 = /1 = s Ay |2

La racine est bien définie si g < 1 ce qui est vrai quand 035 + 3d45 < 2. En réunissant ces deux
observations, il vient :



|Ah|2 = /1 —6g ||h]2

Finalement, la contrainte cylindrique permet de majorer :

2
Ihllz < ——=c¢

V1 —dg

2

et on a le résultat voulu pour Cg = Tiss

La démonstration générale suit le méme cheminement :

e On montre d’abord que la norme || - [|2 de h est concentrée sur un support assez proche de Tp.
Pour cela, on introduit M € N* un parametre (que I'on choisira plus tard) et on décompose T§ en
Ty uTyu...uTy, ot Ty contient les indices des M plus grand coefficients de T§ (en valeur absolue),
T5 les indices des M suivants, et ainsi de suite jusqu’a exhaustion de T§ (il est bien siir possible que
Ty contienne moins de M éléments).

Avec cette décomposition, la norme || - |2 de h est concentrée sur Tp; := Ty u Ty. En effet, le k-iéme
plus grand élément de hre vérifie :
|hrely

k

|hre| k) <

et ainsi . . )

1 _ ;|

5= 2 |hs[fy < I |d Z 2 S ]\; :
k=M+1 k=M+1

Ihz,
ou la derniere inégalité est obtenue en utilisant la contrainte du cone et une majoration intégrale de
la somme. Or, I'inégalité de Cauchy-Schwartz affirme que :

2 2
Ihay |7 < [Tol| Py I3

d’oli, en posant p := ngl’ on obtient "l'inégalité de concentration" :

(173 < (1 + p) [, 3]

Il reste donc a majorer |hp,|l2 pour conclure, ce que l'on va faire en invoquant la contrainte
cylindrique.

e Tout d’abord, on a :

HAhH2 = ||AT01hTo1 + Z ATthj H2 = HAT01h’T01H2 - H Z ATj th H2 = HAT01hT01H2 - Z HATthjH2

j=2 j=2 j=2

d’ou

|AR]l2 = \/1 = Oarsimy [y l2 = V1 + 600 Y 1|12
j=2
en supposant que dpr4|7,| < 1, ce qui sera vérifié lorsqu’on aura choisi M.

On admet provisoirement I'inégalité

>y 2 < v/ [y, 2 (1)

i>2



pour obtenir :
|ARll2 = Cizyp,mr [y, 2

ou

C|To|7M = 4/1_5M+|T0 - \/ﬁ’\/ 1 +(SM

Supposons avoir Cir,|,p > 0, ce qui sera vrai quand on aura choisi M. La contrainte cylindrique
implique alors :

Enfin, 'inégalité précédente et I'inégalité de concentration permettent d’obtenir :

24/1
|l < Y2EP
C|To|’M

En posant
O 24/1+p

Ciry),m

on a alors le résultat :

|zo —2*2 < Ce

On se penche maintenant sur le choix de M. Les deux hypotheses nécessaires ont ét¢ dpry |7, < 1 et
Ci1y,» > 0. Un rapide calcul montre qu’en notant o := %, la derniére inégalité équivaut a

5oz|T0| + 04(5(0_,_1) |To] < O — 1

En spécifiant M = 3|Tp| (i.e. a = 3), cette condition devient dsi7,| + 3047, < 2 ; comme |Tp| < S,
elle est vérifiée d’apres la condition RIP. Ainsi, le choix M = 3|Ty| convient. Il en découle également
que Opr4 |7, = O4j7y| < 045 < 1.

On peut alors majorer la constante C par la constante Cg :

4

Cg:=
S BVI = 0as — 1+ 035

qui ne dépend que de d35 et de d45.

Il ne nous reste plus qu’a démontrer I'inégalité .

Pour tout indice j, on a :

|, |1
|th+1 (t)| < ]\}
o G
T5ll1
Hth+1 Hg < ]\2
Ainsi :

1 Ihrelr  |hz, |1
E hr llo < —— E hr 4 = P o
Iz 2 VM I VM VM

j=2 j=1



ou la derniére inégalité découle de la contrainte conique, et en utilisant l'inégalité de Cauchy-
Schwartz, on obtient bien :

|, 11 |To|
jZQ”hTJ‘HQ < \/M < ﬁHhToHQ = \/ﬁHhTo H2 < \/ﬁ”hTm H2

ce qui termine la démonstration du théoréme.

O

Remarque. La condition RIP impose que le nombre de mesures m soit supérieur d la parcimonie S
du signal @ reconstruire. En effet, si la matrice A vérifie RIP pour S et si xq et x}, sont deux signauz S-
parcimonieux vérifiant Axg = Axy, alors le théoréme précédent implique que xo = x(. Par conséquent,
A est de rang au moins S et comme m < n, A est de rang au plus m, d’ou. S < m.

1.3 Théoreme de reconstruction dans le cas général

Dans cette section, on ne suppose plus le signal xy parcimonieux et on généralise le Théoréme 1 :

Théoréme 2. Soit Ae My, n(R) et S eN tels que : 635 + 3das < 2.

1l existe des constantes Cy g, Ca g > 0 telles que pour tout xo € R" et pour toute mesure approchée
(A, e,y) de xg, on a :
lzo — @os|2

VS

ot x est une reconstruction de xy obtenue en résolvant le probléme (x), et ot xos est obtenu d
partir de xg en conservant ses S plus grands coefficients et en remplacant les autres par 0.

Hl‘o — JJuHQ < OLS €+ CQ,S

On retrouve bien le résultat du Théoreme 1 pour un signal xy S-parcimonieux, puisque dans ce
cas : ”330 — 33‘05“2 =0.

Ce théoreme nous renseigne donc sur 'erreur de reconstruction d’un signal zy dans le cas ou
celui-ci n’est pas parcimonieux; si ce signal est "quasi-S-parcimonieux”, c’est a dire si ses valeurs sont
essentiellement concentrées sur un ensemble de cardinal S, alors la quantité |z¢ — zgg|2 sera faible ce
qui garantira une bonne reconstruction pour la norme | - [2.

Comme dans le cas du Théoréme 1, le résultat reste valide s’il existe un « tel que a S est entier et
vérifie :

O s +O¢5(a+1)s <a-—1
La démonstration du Théoreme 2 est similaire a celle du Théoréme 1 et s’obtient en modifiant les

inégalités obtenues lors de sa preuve, puisque la "contrainte conique" n’est plus valide mais peut étre
remplacée par une "contrainte conique modifiée".

Démonstration. On utilise les méme notations que dans la démonstration du Théoréme 1. On pose Ty
I’ensemble des indices des S plus grands coeflicients de xzg.
Encore une fois, la définition de z¥ impose deux conditions :

1. Une contrainte cylindrique

C’est la méme que pour le Théoréme 1 :

HAhHQ < 2¢€



2. Une contrainte conique modifiée

A partir de I'inégalité triangulaire et de la minimalité de ¥ pour la norme | - |;, on a :
|0, 10l = Iy |1 — lwo,zgll + Ihzely < |@om, + ol + @0z + hrelr = |2%1 < o)y
On en déduit une contrainte conique "modifiée" :
|hre s < [|hry |1 + 2 w07 |1

e On se donne a nouveau un M € N* que 'on précisera plus tard et on décompose 7§ en Ty LT ... 1Ty
de la méme maniere que dans la démonstration du Théoréme 1. Avec un méme type de raisonnement,
on va en déduire une inégalité de concentration pour h.

En effet, on a toujours

2 S 2 2 w1 |hre |3
Ihre 12 = Z \hrg [y < [hrg |y Z =S T
E=M+1 k=M+1
et en posant p = % et n:= Ha:()\%g\h , la contrainte conique modifiée permet d’obtenir :

[hll2 < Iz, 2 + hzg, 2 < (1 + /o) A, |2 +2+/p 7

On peut remarquer que l'utilisation de l'inégalité triangulaire donne une majoration plus grossiere
que 1’égalité de Pythagore (utilisée pour démontrer I'inégalité de concentration dans le cas parcimo-
nieux), mais elle permet d’avoir une inégalité moins longue et plus explicite :

7]z < (1 + /) Iz |2 +2 /o]

On majore & nouveau |hr,, |2 afin de conclure en invoquant la contrainte cylindrique.

e Fn supposant dj7.¢ < 1, d’apres la démonstration du Théoréme 1, on a toujours :

| ARl = V1= 6nis lhay |2 — /1 +0ar Y [yl

j=2
En admettant provisoirement ’inégalité
2 bl < /o (s 2 + 2) (2)
j>2

on obtient :

|AR]2 = Csar [Py 2 = 2/pV/ 1 + O

ot Cg pr désigne la méme constante que dans le Théoreme 1. Alors, en supposant Cg 7 > 0 et en
utilisant la contrainte cylindrique, on a :

2¢€ 2/pnV1+40m
+
Cs,m Cs,m

)

”hTm H2 <

10



Enfin, en combinant 'inégalité précédente avec I'inégalité de concentration modifiée, on obtient :

[h]2 < (C:A{)e+2f<1+( +\FC)SMl+5M)77

)

d’oul en posant :

& Z=M et CQ:=2\/5(1+(1+\/5)\/W)

Cs,m Cs,m

on obtient I'inégalité souhaitée :

|lzo, 7|1

N

”LEO — IﬁHQ < Cl €+ CQ

Pour le choix de M, les hypotheses faites sur dg et dp;15 étant les mémes que pour le Théoreme 1,
on en déduit que pour M = 3.5, 'hypothese RIP de I’énoncé justifie dar4g < 1 et Cgar > 0. Alors,
les constantes C et Cy deviennent :

2(1++3) 2 ( 1 )
C = t Co=—— (14 :4/1+805C
' V3VT =645 — 1+ 835 ¢ T3 2 8 TLS

et ne dépendent que de d35 et de d4g.

Il ne nous reste plus qu’a démontrer I'inégalité .

De méme dans la démonstration de 1'inégalité du Théoreme 1, on a :

Z P, |2 < Z |, |1 = |\/TJ1

Jj=2 J>1

Alors, la contrainte conique modifiée donne :

3 g, 1y < el 2l il
Jj=2 '

et par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

S |lzo,ze 1
Dby f2 < \ 27 HhTOH1 +2 M 5 = o (Ihrylls +2n) < /o ([hry, |1 +21n)

j=2

ce qui termine la démonstration du théoréme.

1.4 Sur 'optimalité de I’erreur de reconstruction

Dans le premier théoreme de reconstruction, nous avons vu qu’en connaissant seulement la taille
du support d’un signal a reconstruire, si la matrice de mesure considérée vérifie I’hypothese RIP, alors
la reconstruction de ce signal est possible, avec une erreur linéaire en I’erreur de mesure. On peut alors

se demander s’il existe une facon de reconstruire le signal inconnu avec une erreur d’un ordre plus
faible. La réponse est en général négative. Pour comprendre pourquoi, on peut s’intéresser & une autre

11



méthode de reconstruction, la méthode "Least-Squares". Celle-ci est tres efficace en pratique, mais
elle requiert la connaissance du support du signal a reconstruire (et pas seulement sa taille, comme
précédemment !).

Cette méthode repose sur le principe suivant : soit A € M,, ,(R) et Ty < [1,n] non vide telle la
matrice carrée Ago Ar, est inversible. Cette condition est vérifiée si par exemple d|7;| < 1, puisque pour
tout z € RI70l non nul, on a :

0 < (1=dz,) |23 < [|Ag, 2|3 = 2T AL, Ap,z

Ensuite, si g € R™ est un signal a reconstruire dont le support est inclus dans Ty, en notant
y=Axg+ e, ouyeR™ est le signal mesuré, et e € R™ s’interpréte comme un bruit, on définit :

—1
T = (A%O AT()) A%(J Yy sur To,
0 sur T§

Alors en notant Br, := (A%OATO)_l AT € Mizym(R) et Cr, := || By, ||, ot || - || désigne la norme
d’opérateur sur M| ,,,(R), on a :
|2 = zol2 < Cr [le] 2

En effet, comme le support de xq est inclus dans Tp,
Br,y = (AL An) ™ AR Az + Brye = (A% Ar,) ' AL Ag, 2.1, + Bry € = wom, + Bry €
Ainsi, comme % et z( sont tous les deux nuls sur 7§, on a :
|2 = zoll2 = | Bry y — zomll2 = [Bry €2 < Cry ez

On constate alors que l'erreur de reconstruction est également linéaire en l'erreur de mesure, et
qu’il n’est pas possible de faire mieux, car il existe toujours e € R™ tel que | By, ell2 = Cr, |e]2-

De fagon plus générale, on considére une matrice A € M,, ,(R), un ensemble T' = [1,n] non
vide quelconque ainsi qu’un signal zg € R™ inconnu, dont le support est inclus dans 7. On souhaite
reconstruire xg a partir de y = Axzg + e, ou e € R™ est 'erreur de mesure. Pour cela, on considére un
"algorithme de reconstruction”, qui est une fonction F : R”™ — R"™. Alors lerreur de reconstruction
par un tel algorithme est au mieux linéaire en |le]2, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 1. Soit A € M,, ,(R), il existe une constante C > 0 (dépendant seulement de A) telle
que pour € > 0, pour tout T < [1,n] non vide et pour tout algorithme de construction F : R™ — R",
il existe xg € R™ a support inclus dans T et e € R™ vérifiant :

lele <€ et |F(Azo+e)—aola=Ce
Démonstration. Posons C := || A[|7*, ot || - || désigne la norme d’opérateur sur M, ,(R), et fixons
un € > 0 et un algorithme de reconstruction F : R™ — R".
Soit x7 € R™ de support inclus dans T, ainsi que h € R" de support inclus dans T et vérifiant
[h]2 = [|A]|~te. On pose alors e; = Ah et x93 = x1 + h, de fagon & avoir :
2C €= [hll2 = o1 — 222
< oy = F(Awzg) |2 + | F (Azz) — 222
= |z1 = F(Azi +e1) |2 + |F (Azz) — 222

On a donc nécessairement :

|“’E1—./_'.(A$1+€1)‘|2>C€ ou ||]:(AZL'2)—£E2”2 =>Ce

12



Dans le premier cas, on prend xy = 1 et e = ey afin d’avoir :
|F (Azg + €) — zgll2 = Ce

lellz = [ARl2 < [IAl Ihl2 = (AN Al € = €

Dans le deuxiéme cas, on prend xg = x5 et e = 0. Les inégalités recherchées sont également vérifiées.
O
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2 Matrices aléatoires gaussiennes

Maintenant que nous savons quelle condition imposer sur une matrice de mesure afin que celle-ci
permette une bonne reconstruction de signaux parcimonieux, nous souhaitons trouver des matrices
qui vérifient en effet cette condition. Cependant, il est en pratique trés compliqué de déterminer si
une matrice vérifie la condition RIP puisque ses constantes d’isométrie restreintes sont difficiles a
calculer. Compte tenu de la taille des matrices que nous étudions, il n’est pas question de tester des
matrices pour vérifier qu’elles satisfont bien la condition RIP. Une stratégie alternative consiste donc
a considérer des matrices aléatoires dont les coefficients suivent des lois connues, et d’imposer des
conditions sur la parcimonie des vecteurs a reconstruire pour que la condition RIP soit vérifiée avec
une grande probabilité.

Dans la suite, nous nous intéressons a des matrices aléatoires dont les coefficients suivent des lois
gaussiennes. Ceci est justifié par le fait que la loi gaussienne est une loi naturelle dont on connait de
nombreuses propriétés. De plus, de telles matrices aléatoires sont faciles & implémenter.

Nous montrons que si la parcimonie des vecteurs a reconstruire n’est pas trop grande alors la
probabilité qu’une matrice aléatoire gaussienne vérifie la condition RIP est trés proche de 1. Notons
que des résultats similaires existent pour des matrices aléatoires suivant d’autres lois.

On fixe dans la suite un espace de probabilité (2, F,P) ainsi que deux entiers naturels m et n
vérifiant m < n.

2.1 Probabilité de vérifier RIP

Définition 2. Soit A: Q — M, ,(R) une matrice aléatoire, A est une matrice aléatoire gaussienne
si ses coefficient a; ; : Q@ — R pour (3, 7) € [1,p] x [1,¢] sont des variables aléatoires indépendantes

et de méme lozN( ,p)

Théoréme 3 (Inégalités de concentration des valeurs singuliéres).
Soient p,q des entiers naturels non nuls vérifiant p = q.

Soit A 1 Q@ — M, 4(R) une matrice aléatoire gaussienne. En posant Amin(A) : & — R (resp.
Amax(A) : Q@ —> R) sa plus petite (resp. plus grande) valeur singuliére, Amin(A) et Anax(A) sont des
variables aléatoires qui vérifient les inégalités de concentration pour tout réel positif r :

P <)\min(A) <1- \/z— r> < exp (—1”;) (1)
P (Amax(A) >1+ \/g + r) < exp (—pj) (C2)

Ce théoréme affirme que pour des matrices gaussiennes avec beaucoup de lignes (p grand), les

q

valeurs singulieres soit concentrées dans un petit voisinage de 'intervalle [1 — \/7 1+ ] avec une

forte probabilité. Or, d’apres la remarque (1) de la section 1.2., plus les valeurs singuliéres d’une matrice
sont concentrées et plus ses constantes d’isométrie sont petites. On comprend donc que ce théoréeme
va nous aider a minorer la probabilité de vérifier la condition RIP.

Ce théoreme est démontré dans la sous-section 2.3.

Lemme 1. Soient a,b des entiers naturels avec a < b, on a :

(5) <o o5 (2)

ou H est la "fonction d’entropie binaire"

H:ze[0,1]— —zlnz— (1 —2)In(l —2), HO)=H(1) =0
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Démonstration. Remarquons d’abord que l'inégalité a démontrer peut se réécrire :

a® (b—a)®=9 <b> <

a

Nous allons faire appel & un argument combinatoire pour I'obtenir. En notant P, ([1,b]) 'ensemble
des parties & a éléments de [1,b], on définit une application

@ : [1,a]ltl 5 [1,0 — a1V x P, ([1,0]) — [1, 5] 110

par : si f e [1,a]lb)) g € [1,0 — a]l™*=9l et X € P,([1,0]), en notant X = {xy,...,z,} avec
X1 < <Tget XO={y1,...,Yp—a} aveC y1 < -+ < Yp—q,

{ ViEHl,aﬂ, (I)(f,g,X)[Iz]Zf(’L)
Vie[l,b—a], @®(f g, X)[y;]l=90)+a

Alors si h = ®(f, g, X), on remarque que X = h~!([1, a]) puis que f et g peuvent étre reconstruites
en connaissant h, en ordonnant les éléments de X et X¢. On en déduit donc que ® est injective, d’ou
I'inégalité souhaitée. O
Théoréme 4. Sous l’hypothese n = 3m, il existe des réels K > et a > 0 tels que pour toute matrice
aléatoire gaussienne A : Q@ — M., o(R) et pour tout S € N vérifiant

m

In(Z)

m

S<a

on a :

1
P (55(A) < 2) >1-—2e Km
Les valeurs obtenues dans la démonstration sont : K ~ 0.00316 et o ~ 0.000156.

Démonstration. Fixons A : Q@ — M, »(R) ainsi que S € N. On cherche & minorer la probabilité de
Pévénement {ds(A) < 1/2}, quitte a imposer certaines conditions sur S. Pour alléger les notations, on
désignera ds(A) par dg

Posons Tg :={T c [1,n] : |T| =S}. Pour T € Ts on note Er 1’événement

ET = {)\min(AT> < ;} Y {)\max(AT) = 2}

D’apres la Remarque 1.2.1, on a alors :

{0s >1/2 = |J Br

TeTs

Ainsi, nous voulons majorer la probabilité P < U ET>.
TeTs
Fixons deux constantes ¢, > 0 qui vérifient :

\/?+x/%=\/§—1

On peut prendre par exemple :



On suppose dans la suite que l'on a : S < ¢/m, de fagon a avoir :

«/S+\/27c<\/§—1<1—\ﬁ
m 2 2

En fixant T € Tg, les inégalités de concentrations du Théoreme 3 donnent alors :

P <)\min(AT) < ;) < P (Amin(A) <1- \/z — \/%) < exp(—cm)

P ()\max(AT) > \/g) <P (Amax(A) >1+ \/z + \/%) < exp(—cm)

d’ou
P(Er) <2 exp(—cm)
On a alors :
P < U ET> < 2 exp (—em)|Ts|
TeTs
c’est-a-dire

P (65 > 1/2) <2 exp(—cm) (Z)

En utilisant 'inégalité :
Veel0,1], —1—2z)In(l—2z) <=z

et d’apres le lemme précédent, on a :
S
(n) < exp <—S In () + S)
S n

I[P (5s = 1/2)] <In(2) — cm + 8§ (ln (g) + 1) (3)

Ainsi

On cherche une condition sur S pour que le terme S (ln (%) + 1) soit plus petit que gm ce qui

permettra de conclure.

Supposons alors que S vérifie :
m

<o
In (3%)
ol 0 < o < 1 est un parametre que ’on spécifiera plus tard.
On a alors les inégalités :

m

O<S<a1n(%)

Ceci permet d’écrire :
p




On choisit maintenant o comme étant 'unique solution dans ]0, 1| de I'équation : 4z (2 — In(x)) = c.

On obtient alors :
S(ln(%) +1) < gm

I[P (85 > 1/2)] < In(2) — gm

Puis, en reprenant 'inégalité ,

c’est-a-dire, en posant K := £ ~ 0.00316,

2
P(6s <1/2)=1—2e Km

En résumé, nous avons prouvé que sous les conditions :

on a :
P(ds <1/2) =1—2e K™

Or, a ~ 0.000156 et ¢’ ~ 0.0127 donc a < ¢’ et la deuxieéme condition implique la premiére, ce qui
acheve la preuve. O

2.2 Raffinement du résultat

Dans la pratique, I'entier m correspond au nombre de mesures effectuées et on peut supposer qu’il
est assez grand (m = 2000). Le théoréme affirme que si S est assez petit, la probabilité que A vérifie
RIP pour S est supérieure a 0,99.

Malheureusement, la valeur de « calculée ici est tres petite et restreint S de fagon aberrante. Par
exemple, pour récupérer un vecteur 1l-parcimonieux, il faudrait au moins effecter 25641 mesures (et
que le nombre de composantes du signal dépasse 76923). Ce résultat est décevant car il reste treés
inférieur a ce qu’on observe dans la réalité, ou la constante o autorisée empiriquement est beaucoup
plus grande.

On peut néanmoins améliorer cette constante en modifiant la condition sur S, et en restreignant le
nombre d’inégalités utilisées.

En effet, on peut donner une condition sur S qui soit "optimale" dans le sens ou elle ne repose que
sur trois inégalités fondamentales :

1. Les deux inégalités de concentrations, que ’on ne peut améliorer sans complexifier notablement
la preuve,

2. L’inégalité de majoration du coeflicient binomial, qui est satisfaisante pour de grandes valeurs et

qui ne peut étre améliorée sans rendre les calculs tres fastidieux,

3. L’inégalité P ( U ET> < Z P(E7r), que 'on ne peut améliorer sans des considérations tres
TeTs TeTs
précises (donc compliquées) sur les constantes d’isométrie restreintes des matrices aléatoires

gaussiennes.

Avec seulement ces inégalités, on obtient le théoreme :
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Théoréme 5. Il existe un réel K > 0 tel que pour toute matrice aléatoire gaussienne A : Q@ — My, »(R)

et pour tout S € N vérifiant S < 5, on a :

P <5S(A) < ;) >1-2e Km

sous la condition
H(§) < Kn

ot & 1= %, ni="cetH:2zel0,1] — —zn(z) — (1 —2)In(l —z).
La valeur de K obtenue dans la démonstration est : K ~ 0.009.

Démonstration. D’apres la démonstration du théoréme précédent, en considérant ¢, ¢’ > 0 vérifiant :
3
\/g + V 2c = 5 -1
et en supposant S < ¢'m, i.e. £ < cmp,ona:

In[P(ds =>1/2)] <In2—cm+nH()

Alors
1 _e
IP’<55<2>>126 2™ (4)
des que
c
H(¢) <=
) <5m

Il ne nous reste plus qu'a fixer correctement les constantes ¢ et ¢’ afin de trouver la constante K
de I’énoncé du théoreme.

Les hypotheses a vérifier pour obtenir deviennent alors :

2H() <cn (5)
E<dn (6)

En choisissant convenablement les constantes c et ¢/, nous allons montrer que ’inégalité implique
I'inégalité @ Dans ces conditions, en posant K = g, I'inégalité

permet bien d’obtenir le résultat :

1
P(55< 2) >1—2e Km

Intéressons nous au choix de ¢ et ¢’. On peut supposer £ <

%, ce qui n’est pas une condition tres
restrictive en pratique. Alors en imposant

2H(d)=c
comme la fonction H est concave et croissante sur [0, %] et que ¢’ < %, on a :
2H(z x
VyE[O,l], VZ‘E[O,CI], ( )gy:—/gy
c c
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donc comme 7 < 1, on a bien I'implication voulue. Les conditions sur ¢ et ¢ sont alors :

2H(d) = c
{\/?+\/% 2.1

Ce systéme admet bien une solution (unique), qui vaut approximativement :

d’ou K ~ 0.00907 convient.
O

Compte tenu de la constante K du théoréme, cette probabilité est tres proche de 1 dés que m vaut
quelques centaines. Par ailleurs, la condition & vérifier sur n, m et S montre que seules les fractions %
et 7 importent. En pratique, la taille du signal de départ n est connue. Si I'on cherche a connaitre le
nombre de mesures minimales a effectuer connaissant la parcimonie S du signal initial, alors la condition
du théoréme s’avére utile. Mais dans le cas contraire, si I’on connait une borne du nombre de mesures
possibles et que 'on veut calculer la parcimonie maximale des signaux que l'on peut reconstruire, la
formulation du théoréme n’est pas la plus parlante. On lui préfere alors la formulation du corollaire
suivant, qui est une amélioration du Théoréme 4 :

Corollaire. Avec les mémes notations que dans le Théoréme 4, il existe une constante o > 0 telle que
si S wvérifie
m

)
alors :

1
P <6S(A) < 2) >1-—2e Km
La valeur de o obtenue dans la démonstration est : o ~ 0.00117.

Preuve du Corollaire. Comme la fonction H est croissante sur [0, %], si pour une certaine constante

a>00naS<aLn,alors:
1+ln(ﬁ)

En posant z := & > 1, la condition

n
m

H(§) < Kn

o (s <

On cherche alors a de telle sorte que 'inégalité précédente soit vérifiée pour tout x > 1.
Comme pour tout y € [0,1], —(1 —y)In(1 —y) <y, on a :

" <x (1 +aln(a:))> <1 —l—?n(aj) <1n (CU - +a1n(x))> * 1) = Ga(z)

On peut alors renforcer la condition sur « par :

se réécrit :

Guo(x) < K
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Un calcul de dérivée montre que G, est décroissante sur [exp(ea—1), +oo[. Ainsi, si o < % ~ 0.3679,
G, est décroissante sur [1, +oo[. Par ailleurs, G, (1) = o — aln(a) ce qui nous incite & prendre « la
solution sur [0,1] de équation @ — aln(«) = K. Dans ce cas, a ~ 0.00117 et on a donc :

Ve =1, Golz) < K

ce qui acheve la preuve.

2.3 Démonstration des inégalités de concentrations

On consacre cette sous-section & la démonstration du Théoréeme 3 sur la concentration des valeurs
singulieres énoncé dans la partie 2.1.

Pour cela, on fixe des entiers naturels p, ¢ vérifiant p > ¢ ainsi qu’une matrice aléatoire gaussienne
A:Q— M, (R).

Dans la section 3, nous démontrons les inégalités sur les valeurs singulieres de la matrice A :

1-— \/z <E[Mnin(A)] < E[Amax(4)] <1+ \/z

Dans la premiere partie de la section 4, nous démontrons le résultat suivant sur la concentration
de fonction lipschitziennes autour de leur moyenne :

Théoréme.

Théoréme. Soit f : R™ — R une application 1-lipschitzienne pour la norme euclidienne, en notant
E[f] = § fdvn sa moyenne pour la mesure gaussienne standard v, sur R"™, on a pour tout réelr =0 :

Bl +1) <o ()
o (f <E[f] - 1) < exp (—2)

Nous démontrons en Annexe que les applications Amin €t Amax qui & une matrice de M, ,(R) asso-
cient sa plus petite et sa plus grande valeur singuliere sont 1-lipschitziennes pour la norme euclidienne
sur M, ,(R). Nous pouvons donc leur appliquer le théoreme précédent pour obtenir pour tout r > 0 :

2

Tn (Amax > E [/\max] + 7") < exp (2)
7,2

Tn (>\min < E [Amin] — 'r') < exp <2)

En notant g4 la mesure image de A, compte tenu des résultats présentés en Annexe, on a :

Tn (/\max > K [)‘maX] + 7') = pA (\}}3 : ()‘max > K [)‘maX] + T))

= pa ({M 2 Amax (vVPM) 2 VPEp [Amax(A)] +1})

. (Amax (M) > Bz [ (A)] + ﬂ))

_p (Amax (A) > Ez [hnax(4)] + \;ﬁ>

On obtient de la méme fagon :

i Comin < E [Aain] — ) = P (Amm (A) < Es [in(A)] — Jﬁ)
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On en déduit alors les deux inégalités de concentration suivantes :

P ()‘max (A) =2 E [)‘max<A)] +7) <exp (_p;)

P (Amin (A) = E[Anax(A)] —7) < exp (—]);>

Enfin, d’apres les bornes sur les espérances des valeurs singulieres de A, on obtient les inclusions :
{Amax (A) =1+ \/z + r} < {Amax (4) = E [Amax(A)] + 7}
[ @) 2 1= L= & Qi (4) 3 E Dl )] = 1)

Ce qui permet d’aboutir aux inégalités recherchées :
qul p g

P <)\min(A) <1- \/z— r) < exp (—W;) (C1)
P (Amax(A) >1+ \/z + r> < exp (—f) (C2)

Les deux parties suivantes du mémoire sont donc consacrées a la démonstration des deux théorémes

énoncés précédemment. Ces parties sont plus techniques et présentent quelques résultats généraux et
importants en théorie des probabilités.
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3 Bornes pour les espérances des valeurs singulieres

Soient p, ¢ des entiers naturels non nuls vérifiant p > g et A : Q@ — M,, ;(R) une matrice aléatoire
gaussienne. Comme les applications Apin €t Amax sont lipschitziennes (cf. les propositions en Annexe),
les variables aléatoires Amin(A) €t Amax(A) : & — R sont mesurables. L’objectif de cette section est

de montrer les inégalités :
q q
1-— \f <E[Amin(A)] S E[Amax(4)] < 1+ \[
p p
Xuv: MpqeR) — R

En posant pour tout (u,v) € SP~1 x §971 :
M — (Mo, u)

N

on peut écrire (¢f. Annexe) :

Amin = — max  min X, ,
veSI—lyeSr—1

Amax = max Xuw
(u,v)eSP—1xSa—1

En notant p 4 la mesure image de A, on se raméne a prouver :

. q
E max min X <—14,/-
pa |:veSq_1ueSP_1 u,'u:| \/;

E.. [ max Xu,v] <1+ \/E
(u,v)eSP—1xSa-1 p

Le raisonnement tient alors en 3 étapes :
1. On donne une fagon générale d’obtenir de telles majorations (Inégalités de Slepian-Gordon),
2. On voit pourquoi on peut 'appliquer dans le cas qui nous intéresse,

3. On en déduit le résultat.

3.1 Inégalités de Slepian-Gordon

Définition 3. Un vecteur aléatoire X : w e Q —> (X1(w),... Xp(w)) € R™ est un vecteur aléatoire
gaussien si pour tout (ai,...,a,) € R, Z =a1 X5 + - + ap,X,, est une variable aléatoire gaussienne.
Il est dit de moyenne nulle si pour tout i € [1,n], E[X;] = 0.

Définition 4. Si X = (X1,...X,) € R™ est un vecteur aléatoire, sa matrice de covariance est la
matrice I'x := (Cov(Xy, X;))ijeq,n], 0t Cov(X;, Xj) := E[X; X;] — E[X;] E[X}].

On rappelle un résultat important de réduction des vecteurs aléatoires gaussiens :

Proposition 2. Soit X = (X,...X,,) € R" un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle et TX sa
matrice de covariance, alors il existe r € [0,n] ainsi que des matrices O € O, (R) et A, Ae M, (R) dia-
gonales telles que OA20T =TX, AA = I, etY = AOTX est de la formeY = (Y1,...,Y:,0,...,0),
ot les Y; sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi N (0,1). De plus, X = OAY.

On en déduit un résultat utile d’intégration par parties sur les vecteurs aléatoires gaussiens :
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Lemme (Intégration par parties). Soit F : R® — R une application de classe C* & croissance
modérée, c’est-a-dire vérifiant :

Ya >0, lim F(z)ell® =0
Tr—00
On suppose également que les dérivées partielles de F sont a croissance modérée.
Soit X = (X1,...X,) € R" un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle, alors pour touti € [1,n],

BIXF(X)] = ) BLGX]E| S0

De plus, si g : R" — R une application de classe C? dont les dérivées partielles sont d crois-
sance modérée, on a :

E[Vg(X)"X] =tr (T¥E[VZg(X)])

Preuve du lemme. Fixons X = (X1,...X,) € R™ un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle. En
général, il n’est pas possible d’exprimer la loi de X comme une densité contre la mesure de Lebesgue.
On procisde donc en réduisant X comme dans la proposition précédente : fixons les matrices U = OA
et V = AOT correspondantes. En posant F yeR— F(Uy), Fest toujours de classe C! & croissance
modérée, ce qui justifiera l'existence des intégrales que nous allons écrire.
Alors comme les coefficients non nuls de Y = VX = (Y3,...,Y,,0,...,0) sont indépendants et de
méme loi NV (0,1), la loi de (Y7,...,Y,) admet pour densité contre la mesure de Lebesgue :
gr R —> x%—&-—i—x%)

1
— exp |-
2T P ( 2

En remarquant que F' ne dépend que des r premieres coordonnées de y € R™, puisque les n — r
derniéres colonnes de U sont nulles, on a pour tout i € [1,7],

~

E [YJ“(Y)] = L Y; F(Y)dP = J vi F(y) 9 (y) dy

s

Or, par intégration par parties,

2 2 +00 n 2
F(y inXP<—")dyi=[—Fy,---7yi,---yr exp(—zﬂ —f— y eXp(—1>dyi
| P L o ) ) )W :

= €eX —ZL ) d i
Em (y) p( 5 | dy

> oF v

E [YiF(Y)] = JRH ( e (y) exp (—2) dyi> 9r(Y1, - Yim1,0,Yig1, - - - 7yr)j§idyj
oF
(Y
0yi( )

oF oF
| Ewewdy=| Z=(Y)dP=E
N () 9 (y)dy . ayi( )

F
De plus, les n — r derniéres colonnes de U étant nulles, on a : Vi > r + 1, Pl 0, donc 'égalité
Yi
précédente reste vérifiée pour i = r + 1.
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Pour i € [1,n], en notant Ly, la i-éme ligne de U, on obtient :
E[X,F(X)] = E [LUiYﬁ(Y)] — Ly E [Vﬁ(y)] — Ly E[UT VF(X)] = E[(Ly,UT) VF(X)]

= Y E[X:X;]E [aF(X)]

aij

puisque UUT = OAAOT =T'X, donc la premiére égalité est démontrée.
La deuxieme s’en déduit facilement, car en 'appliquant aux dérivée partielles de g, on obtient :

i=1j=1
tr (I E[VZg(X)])

E[Vg(X) X]

1+ 11

O

Théoréme 6 (Inégalités de Slepian-Gordon). Soit (2, F,P) un espace de probabilité et X, Y : § — R
des vecteurs aléatoires gaussiens de moyenne nulle. On pose pour tout i,j € [1,n],

1,9

55 =E [(Xi - Xj)Q] 5 ;=E [(E - Yj)Q]

1. 8i:V(i,7) € [1,n]?, 6% < 8Y

i < 0,5, alors :

E[maxXi]éE[main]

i€[1,n] i€[1,n]

2. 81 (T3)ieq1 iy est un recouvrement de [1,n] tel que :

- Pour tout i, € [1,k], i # i, pour tout (4,5') € T; x Ty, 5fj, < 5;-;-/,

- Pour tout i € [1,k], pour tout (j,j') € T?, 5])»2-, > 5;(]-,,
Alors :
E [ max mian] <E [ max mian]

i€[1,k] JET: i€[1,k] JeT;

Démonstration. On démontre en détail le premier point. On donnera ensuite les idées essentielles pour
obtenir le deuxiéme point.

e Exposons d’abord les idées du raisonnement :

1. On se donne une famille de fonctions de classe C* : fy : R® — R, A € R¥ qui approche
uniformément la fonction max quand X tend vers +co.

2. On exhibe un chemin de vecteurs aléatoires gaussiens (Z;)seqo,1] qui relie X a Y et tel que, pour
tout A € R%, t —> E[f\(Z;)] est croissante.

3. On a en particulier que pour A € R¥ : E[f\(X)] < E[f\(Y)]. On obtient alors le résultat par
passage a la limite quand A — +oo0.

e Remarquons que l'on peut supposer X et Y indépendants.
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En effet, soit X et ¥ les deux vecteurs aléatoires sur € x Q (muni de la mesure produit) définis
par : N N
V(wi,we) € 2 x Q, X(wy,wse) = X(w1), Y(wy,ws) =Y (w3)

Les vecteurs X et Y sont indépendants (par définition de la mesure produit). On vérifie aisément

que X et Y satisfont les hypotheses du théoreme des que X et Y les satisfont, ainsi que :

E[maxXi]—]E[maxXi]7 E[main]—]E[maxﬁ]

i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n]
Dans la suite on suppose donc que X et Y sont indépendants.

e Pour tout A € R%, on pose :

Hh: R — R
1 n
)\Ii
r Aln(ée )

Alors chaque fy est de classe C*, de dérivées partielles & croissance modérée, car :

1 T
Vi) = o (e
21:1 ei ( )
On a de plus, pour tout =z € R™ :
1
i < < <1 i 7
ax e < fi(2) € Flan + max e @

ce qui montre que la famille (f)), A € R%, approche uniformément la fonction max quand A — +oco.
e On pose ensuite pour tout ¢ € [0,1] :

Zi=vV1—tX +tY

Alors (Z; : 2 — R™);¢[0,1] est un chemin de vecteurs aléatoires gaussiens d’extrémités Zp = X et
Zy =Y.

e Soit A € R*. Considérons Iapplication :

h: [0,1] — R
t — E[fa(Z))]

on va montrer que :

1. h est bien définie,

2. h est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1],
3. Vt€]o,1[, h'(t) = 0.

Admettons ces trois points provisoirement. La croissance de h donne en particulier h(0) < k(1) i.e.
E[fa(X)] < E[fa(Y)]. Ceci est valable pour tout A > 0 . L’inégalité permet alors de passer a la
limite dans ’espérance pour A — 400 et on obtient :

E[maxXi]élE[maXYi]

ie[[1,n] i€[1,n]

On consacre la fin de la démonstration a la preuve des trois points précédents.
Fixons A € R¥. Pour alléger les notations, on note désormais f & la place de fy.
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1. Fixons t € [0,1]. Par l'inégalité (7)), on a :

1

1 1
F(Z0)] < 5 Inn+ | max Zl < 5 -

1 Xi| +1Y;
A ie[1,n] A et Z | ‘ * | |

n
Inn+ ) |Z| <
i=1 i=1

Ainsi, comme les X; et les Y; sont intégrables, h est bien définie.
2. Posons :
F: Qx][0,1] — R
(w,t)  — f(Z) () =f(VI-tX(w) +VtY(w))
de fagon a avoir :

vt e[0,1], h(t) = J F(w,t) dP(w)
Q

D’aprés la domination uniforme en ¢ du point 1. et comme Papplication t — F(w, t) est continue
sur [0,1] pour tout w € Q, h est continue sur [0,1] d’aprés le théoréme de continuité sous
Iintégrale. Pour la dérivabilité :

o A w fixé, F(w,-) est dérivable sur ]0, 1[, de dérivée :

oF B Y(w — X(w)
E(w’t) = V{(Z(w)" (M 2\/17—t>

o Fixons € €10, 1[. En posant M := 2%/2 ona:

Y(w) X(w)

BN N 2 + [ X))

Yw e Q,Vtele, 1 — €,

< M(|)Y (w)]
2,R"

Par ailleurs,
n Az,
Zizl 62 o < 1
(X ere)?

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet alors d’obtenir :

oF
at(w,t)‘ < M(JY (@)l2rn + [ X (@) 2,7

Vo e R, |[Vf(2)]3 g =

Yw e Q,Vtele, 1 — ¢,

ou le membre de droite ne dépend que de w et est intégrable.

Les deux points montrent que h est dérivable avec dérivation sous l'intégrale sur Je,1 — ¢[ pour
tout € > 0, donc sur |0, 1[.

3. Fixons ¢t €]0,1[. Par 2., on a :

coefor (2]

Calculons d’abord la quantité E [Vf(Zt)TQL\/E].
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En notant px (resp. py) la loi de X (resp. de Y), par indépendance de X et Y et d’apres le
théoreme de Fubini, on peut écrire :

E [Vf (Z)" 2)\//%] = fRann v f (mx + \/iy)T QL dpx ® dpy (z,y)

Vit
Viziw+viy) Y
- <f Vi (VIZa i) Mduy(y)) dyix (x)
TY
= JH E [Vf (\/1 —tx+ \/EY) M] dux ()
On utilise alors le lemme d’intégration par parties pour la fonction g : y — %f (\/ 1—tx+ \/Zy) :
E [Vf (\/1 —tx+ \/%Y)T 21\//%] = %\/Z E [Vg(Y)TY]
= %tr (TYE[V2g(V)])

\/“
%ﬁtr (FYE [\/ZVQf (\/ﬁx n ﬁY)D
_E [tr (FYVQf (\/ﬁx n \/%Y))]
Enfin, en utilisant le théoréme de Fubini dans le sens inverse, on trouve :

E [Vf (Zz)" zf/{] = %]E [tr (V2f(Z,)TY)]

En procédant de méme pour X, on obtient :

E [Vf (z)" 2\/%] = %E [tr (V2f(Z)TX)]

ce qui implique :

1
R'(t) = 5 E [tr (V2f(Z)(@Y —TY))]
Soit z € R™, notons p(x) = V f(x). Un calcul direct montre que la matrice hessienne de f s’écrit :

V2 f(z) = A (Diag(p(z)) — p(z)p()")

Comme sz(ff) =1l,ona:
i=1

Y, pile)pla) (O, =T + T}, = TF)

De plus,
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On en déduit que :

A
(V@ —9) =25 )y (o) (0 - T+ T3, T, - 20, 20
1<i,j<n
A X
= 5 pi(w )pg( )(‘5 — 9 )
1<ij<n —

>0
Ainsi, h'(t) = 0. Ceci conclut la démonstration du premier point.

La démonstration du deuxiéme point suit exactement le méme raisonnement, mais nécessite de
remplacer les fonctions fy par les fonctions fy , définies par :

YA\, peRE Ve e R, fiu(z —ln <Zexp (ln(Z exp (—px; >>>
JeT;

Pour tout A, u € R, ces fonctions vérifient I’encadrement :
n 1 1
Ve eR", max minz; — —Inn < f) ,(2) < max minz; + —lnn
i€[1,k] jeTi M 1€[[1,k] JET A
Ainsi, les f\ , convergent uniformément vers la fonction " I?a}]gﬂ II%III " lorsque A — +00, p — +00.
i€l i

On peut toujours supposer que X et Y sont indépendants, quitte a les remplacer par les variables
X et Y définies au début de la preuve.

On garde également les notations précédentes, en remplagant fy par fy , dans la définition de h.
Alors h est toujours dérivable sur ]0, 1[ avec :

vt €]o, 1, K'(t) = %IE [tr (VZfru(Z)(@Y —TY))]

En fixant ¢ €]0, 1[, on obtient apres quelques calculs :

o°f
4 Z [anga: t)] (51XJ - 5;/]')

On remarque par ailleurs que pour tout ¢,j € [1,n], i # j,

- Si i et j appartiennent a un méme 7j, alors :

% fx
R™ ok >
Va e R, Fz0x, () =0

- Si i et j appartiennent a deux T; différents,

2
Vo e R, m r) <0
(}ﬂfia{ﬂj

Ainsi, d’apres les hypothéses faites sur les 6;Y; et les 6}, on a bien h/(t) > 0. On conclut alors la
preuve comme dans le premier point. O
Remarque. Si X : (Q, F1,P1) — RN et YV : (Qo, F,Py) —> RY sont deur vecteurs aléatoires
gaussiens vérifiant les hypotheses du théoréme de Slepian-Gordon, alors la conclusion reste valable,
méme st X et Y ne sont pas définis sur le méme espace.

Pour le voir, il suffit de considérer Uespace de probabilité produit (1 x Qq, F1 ® F2,P1 ® Ps) ainsi
que les projections p1 : Q1 x Qo —> Q et pa : Q1 X Qo —> O, de lois respectives Py et Py, puis
d’appliquer le théoreme aux variables aléatoires X o p1 et Y o po. Il est immédiat que celles-ci vérifient
aussi les conditions du théoréme et que les inégalités obtenues se transportent ¢ X etY.
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On déduit du théoreme et de la remarque le corollaire suivant :

Corollaire. Soient m,n € N* et X,Y € R™" deux vecteurs aléatoires gaussiens de moyenne nulle, d
mn variables indexées par [1,m] x [1,n]. On suppose que pour tout k, k' € [1,m] x [1,n],

(ngk/ < 5/21)]9/

avec égalité si ko = k. Alors :

(6,5)€[L,m] x[1,n] ’ (i.5)ell,m]x[1,n]

2. E [ max_ min X(i}j)] <E [ max  min Y(m‘)]

je[1,n] ie[1,m] jel1,n] ie[1,m]

C’est exactement ce résultat que nous utiliserons dans la suite.

3.2 Application a des processus gaussiens

On donne d’abord quelques définitions et propriétés générales.

Définition 5. Soit (X; : @ —> R);e; une famille de variables aléatoires sur un méme espace de
probabilité (Q, F,P). On dit que (X;);er est un processus gaussien si pour tout J < I fini, la famille
(X;)jes est un vecteur aléatoire gaussien.

Soit N € N. Plagons nous dans I’espace de probabilité (RY, yy), ot vy est la mesure de probabilité
gaussienne standard avec pour densité contre la mesure de Lebesgue :

1 |13
czeRY —s ——=
e o o (-1

Pour u € RV, on consideére la forme linéaire Z, := (-,u) comme une variable aléatoire réelle sur
N

(R arYN)-
On a alors les propriétés suivantes :

Lemme 2. 1. La famille (Z,)uern est un processus gaussien de moyenne nulle sur (RN yy),

2. L’application linéaire : u € (RN, | - |l2) —> Z, € L2(RN,yn) est une isométrie.

Démonstration. 1. Puisque 'application v € RY — Z,, € (RY )* est linéaire, cela revient & montrer
que pour tout v € R, Z, est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle sur (R, vy).

Soit u € RN — {0}, on fixe O € O, (R) une matrice orthogonale telle que Ou = (||ull2,0,...,0).
Alors, pour toute application mesurable f : R — R, on a :

B2 = | 12 an) = | faw) on@da

_ f SO e, u)) gn (O~ ) = J F(Ce, Ou)) gy (x)de
RN RN

_ f Flul2 21) g (2)d = J F(lulz 2) g1 (2)de
RN R

) B R S s
(y = |uf22) —fRf(y) meexp( 2”u”%>dy

Ainsi, Z,, est un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle et de variance ||uls.
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2. D’apres ce qui précede, pour f:z — z2, on a :
1 z?
E[Z2 =szexp(— )d:v
2= )= e o0 o

*—Huﬂg z? ex (—332> dzr = |l [—xex (_ﬁ)]*"o_J —ex (—xQ> dz
Vor TP ez P2 ), P T

= [ull3

d’ou le résultat.

Soient p, g € N* et § := SP~1 x §9—1
1. On définit sur (RP?,v,,) le processus gaussien :
X = (Zu®'u)(u,v)€5’

avec u @ v = (w;v;);,; € M, 4(R) = RP?

2. On définit sur (RP*9,4,4,) le processus gaussien :

Y = (Z(u,v))(u,v)ES

Nous allons appliquer les inégalités de Slepian-Gordon & X et Y. On vérifie d’abord les conditions
d’application.

Lemme 3. 1. X etY sont des processus gaussiens de moyenne nulle.

2. pour tout k, k' € S, 5151« < 5?@/,1« avec égalité si ko = k.

Démonstration. 1. C’est une conséquence immédiate du lemme précédent.
2. Soit k = (u,v), k¥ = (v/,v') € S. D’aprés le lemme précédent, 67, = [u®@ v — v ® V|2 et
op = ll(u,v) = (', 0")]|2. T s’agit donc de montrer que |u®@v — v’ @ v'|l2 < [(u,v) — (v, )]l

avec égalité si v = v'.

Par un calcul direct, on a :

P q
[, 0) = (@, o) = Y (s — uf)? + Y. (v — v)?
i=1 jel
p q
lu®@v—u' @3 = Z E(Uivj - U;”})2
i=1jel

2
= ((wi = ug)vj + (v; — vj)uy)
—

[
ZM R

(u; — u;)zvf + (v; — v;)2u; + 2(u; — ug) (vj — v))uv;
0.

I
™M

(i — uf)® + Y (05 — ) + 2 (u; — uf) (v; — v))uju;
7 i

[y v) = (' 0" + 2 Y (ui = ) (v — o) ujv;
0
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S s = ) 4} v5) i = (z_ - ) (z oy} - ) — (Tl 1) (o7 1)

(2]
Ainsi :
[(u,v) = (W, )3 = Jlu®@v—u @[3 = (u"u/ —1) (v —1) >0

T

avec égalité si v = o', puisque v v = 1.

On peut ainsi appliquer les inégalités de Slepian-Gordon et obtenir directement :

Corollaire. Pour toutes parties finies I < SP~1 J < S9! on a :

1. E[max Xk} < E[max X;C]
kelxJ kelxJ

2. E [max min Xu,v] <E [max min YWJ]

ved wuel veJ wel

On montre alors que ces relations sont toujours vraies si I = SP~! et J = S9!, L’argument
principal repose sur la compacité de S.

Proposition 3.

E| max X, , | <E| max Y,, (I)
ueSP~1! ueSP~1!
vesat vesat
E| max min X,,| <E| max min Y,, (I2)
veSI—lyeSr—1 veSI—lyeSp—1

Démonstration. On se contente de démontrer (I1), (I2) s’obtenant de fagon trés similaire.
Il suffit de remarquer que pour tout compact K de (RN, [ - ”2),

E [max Zu] = sup E [max ZS]
ue K ScK seS
S fini
et appliquer le dernier corollaire.

On a directement pour tout S < K, S fini,

max Z, = max Z,
ueK seS

d’ou

E [max Zu] > sup E [max Zs]
ueK ScK seS
S fini

Pour démontrer 'autre inégalité, fixons € > 0.

”

Par compacité de K, il existe une partie finie S = {s1,...,s,} < K telle que : K < |J B(t,¢).
k=1

On utilise alors I'inégalité élémentaire :

Yu,u' € K.Yz € RY, |Zy(2) — Zw(x)] = Ko, u —u')] < [z]2]u — ]2
de fagon & avoir : pour tout u € K, en fixant k € [1, 7] tel que |u — si|2 <,

Ve eRY, Z,(x) < Z,, +|z|2¢
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Ainsi :

Ve e RY, (max Zu> (x) < (max ZS) () + x|z €
ueK seS

On obtient alors, en passant & l’espérance :

E [max Zu] <E [max Zs] +E[] 2] €
ueK seS S——
<00

Alors en notant M :=E[| - |2] < o0, on a pour tout € > 0 :

E [max Zu] < sup E [max ZS] + M e
ueK ScK seS
S fini

En faisant tendre € vers 0, on obtient 'autre inégalité :

E [max Zu] < sup E [max ZS]
ue K ScK seS
S fini

ce qui termine la preuve.

3.3 Démonstration du résultat

Avant de passer a la preuve des inégalités portant sur I’espérance des valeurs singuliéres, on détaille
quelques calculs que I'on peut omettre lors d’une premiere lecture.

Lemme 4. 1. On a la formule :

r(%7)
r(3)

2. On a lUinégalité :

3. Sip,qe N* p>=q, on a linégalité :

r (2t

+
2 2
V2T

Démonstration. 1. Notons :

1 =]
I::J z|2g xdxzj x exp(— dx
. |]2 gn (2) " |22 Nl 5

Un changement de variable polaire donne :

I f 1 ( TQ)S n=1g
= r exp | —— | Snr r
Ry \/27TN 2

ou Sy est la surface de la sphére de rayon 1 en dimension V.
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On a alors :

2 e
I= SNN f N exp (_r) dr ( ;/ﬂ) SNN J \/EN exp (—t) dt
'\/ﬂ Ry 2 m Ry m

N—-1
N—1 N 1
V2T Ry \@\/E 2

Un calcul classique donne :

2R
o)

SN

d’ou le résultat :
+1

r (%)
I=+v2—>2
N
r(3)
2. On rappelle que la fonction I' est log-convexe sur R%, c’est-a-dire :

Y,y e R* Va€lo,1[, T (az + (1 — a)y) < T'(2)*T(y)' =

En particulier,

F(g*;(g“)) <F(Z)ér(§+1>é :r(f2V>2 (];F@))

Ce qui donne :

C’est-a-dire :
L% o~
\/571\, < N
r'(3)

3. Ce point est nettement plus technique a démontrer. L’idée générale de la preuve est de vérifier
que l'inégalité est vraie pour de tres grandes valeurs de p et ¢, en utilisant le développement
asymptotique de la fonction I', puis de la démontrer pour tout p et g par récurrence décroissante.

O

Remarque. Dans le théoreme qui suit, on fera attention au fait que l’on considére deux mesures de
probabilité différentes sur RN . La premiére est la mesure gaussienne standard vy . La deuziéme est la
mesure image d’une matrice aléatoire gaussienne sur un espace de probabilité (Q, F,P).

En considérant A : Q@ — M, 4(R) une matrice aléatoire gaussienne, sa mesure image fta Sur
M, o(R) = RP? est la mesure de densité contre la mesure de Lebesgue :

1 =3
z€RPI— ———exp (—
N I

4/27r% 2%

1l s’agit d’une mesure gaussienne centrée de variance différente de 1. On trouvera en Annexe plus
de détails sur le passage de ce type de mesure a4 une mesure gaussienne standard.

Théoréme 7. Soit p,ge N*, p>q et A: Q — M, ((R) une matrice aléatoire gaussienne, alors :

1- \/z <E[Mmin(A)] < E[Amax(4)] <1+ \/z
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Démonstration. Pour tout M € M), ,(R), z € R? et y € R?, on a les égalités :

max Zuge(M) = max <M1} uy = max [Mv|2 = Amax (M)
uesP~! uesP~! €S9~
vesI? veSq !

max Z(y,)((z,y)) = max (z,u)+ max (y,v) = [z]2 + [y]2
ueSP veS?

ueSP~

veSI—1
max min Z M) = max min (Mv,u) = —Apnin(M
veS1—lyeSr—1 u®'u( ) veSI—lyueSP— 1< > mm( )

max  min Z,,)((z,y)) = max {y,v) + min (x,u) = [yl2 — [z]2
veS1—lyeSr—1 veg?! ueSP~1

Or on a montré qu’on pouvait appliquer les inégalités de Slepian-Gordon pour obtenir :

E'qu H}S,apxl Zu@v S E'qu ure%‘%)’{l Z(uvv)
vese! vese~!

E,,, [ max min Zu®v] <E,, [ max min Z,, v)]

veSI—lyeSP—1 veSI—lyeSpP—1

o Les égalités (a) et (b), inégalité (I1) et les calculs effectués au Lemme 3 permettent d’obtenir :

Eopy [Amax] < By, [lz]2 + yl2] = J (lzl2 + lyl2) gp+q ((z,)) dzdy
RP xR4

:fR “x“Qgp(l‘)dx-l—J 1yll2 g4 (y)dy

SV Lo BV LG I

e De méme, les égalités (b) et (¢), I'inégalité (1) et le Lemme 2 permettent d’obtenir :

By [Amin] S Eqp, [[2]2 = [lyl2] = JR . (=lzl2 + 1yl2) gp+q ((2,)) dody
P xRa

- 7f Hx“zgp(x)derf 19ll2 9q(y)dy
RP

s () (%)
V2 —2 2 e +1/2

e Des deux points précédents, on deduit :
\/I) - \/a < E’qu [)\min] < E’qu [)\max] < \/13 + \/a
En passant a la mesure p4, on obtient (c¢f. Annexe) :

VP = Vi < /P Ep Amin(A)] < VP Ee [Amax(A)] < VP + /4

ce qui donne le resultat en divisant par ,/p.
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4 Inégalités de concentration pour des fonctions lipschitziennes

Dans cette section, on s’intéresse a la concentration de fonctions lipschitziennes sur R™ pour la
mesure gaussienne. Les inégalités de concentration autour de la moyenne nous servent a la démonstra-
tion des inégalités de concentration utilisées dans la section 2. On présente également des inégalités de
concentration autour de la médiane, qui n’interviennent pas dans la démonstration des résultats des
parties précédentes.

4.1 Concentration autour de la moyenne

Le théoréme que nous avons déja mentionné dans la sous-section 2.3. et que nous allons maintenant
démontrer est le suivant :

Théoréme 8. Soit f : R® — R wune application 1-lipschitzienne, pour la norme euclidienne, en
notant E[f] = § fdv, sa moyenne pour la mesure gaussienne standard ., on a pour tout réel r =0 :

o (f = E[f] +7) < exp (;)

r

o (F <E[f]—1) < exp (—2>

La démonstration de ces inégalités de concentration découle directement de la proposition suivante :

Proposition 4. Soit f : R® — R une application 1-lipschitzienne de moyenne nulle pour ~,, on a

pour tout réel X\ :
)\2
J exp (Af) dvy, < exp <2>

Nous commencons d’abord par démontrer le théoreme a partir de cette proposition.

Démonstration. D’apres la proposition, pour tout réel A, on a :
)\2
[ w0 Bl <o (%)
Or, en fixant 7 > 0 et en notant A:={f > E[f] +r}, ona:

| e =B > [ e ~EUD) > [ ep(ndn, = (4) ep ()

Ainsi : )
A
VAER, v (fZE[f]+7) <exp (—/\r+2>
Le membre de gauche de l'inégalité ci-dessus atteint son minimum pour A = r et vaut alors

exp (—é), ce qui permet d’obtenir la premiere inégalité du théoreme. La deuxieme s’obtient alors
en appliquant la premieére inégalité a — f. O

La démonstration de la proposition est un peu technique et nécessite d’introduire des outils tres
importants dans la théorie des processus stochastiques. Nous ne rentrerons pas dans les détails de
certains calculs classiques.

Pour toute application f : R™ — R mesurable bornée et pour tout réel ¢ > 0, on définit ’applica-
tion P, f : R® — R par :

Ve eR", Pf(x) = Jn f (e—tfc +v1—e2 y) dyn (y)
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On notera que Pyf = f, et on pourrait montrer que P; o Py(f) = Piyy(f) pour t,t' = 0. Par
ailleurs, par convergence dominée, tlir+n Pf = SRn fdvyn. On peut donc interpréter P;f comme une
—+0

déformation de f au cours du temps, convergeant simplement vers sa moyenne.
Si f est de classe C! bornée et de dérivées bornées, une application directe du théoréme de dérivation

sous l'intégrale permet d’obtenir :
VP, f=e"P (V)

ot P, (Vf) désigne (Pt ((,;’Tf) P (;Tf))
Si f est de classe C? bornée et de dérivées premieres et secondes bornées, on définit également
I’application Lf : R™ — R par :

Vo e R, Lf(x) = Af(z) — (Vf(2),)
Par un calcul direct, on obtient pour tout ¢ > 0 et tout x e R :
d
at (Pef(x)) = L(P.f) (2)

Pour f,g : R® — R de classe C? bornées et de dérivées bornées, la formule d’intégration par
parties permet d’obtenir :

| rradn -~ [ @rvoam,

Nous pouvons désormais établir la preuve de la proposition.

Démonstration. Commencons par considérer f : R” — R 1-lipschitzienne, de classe C2, bornée et de
dérivées bornées, et de moyenne nulle. Fixons A € R et posons I’application G : Ry — R définie par :

Vt=0, G(t) = f exp (A Py f) dyn
Puisque f est 1-lipschitzienne, pour tout z € R”, on a |V f(z)|2 < 1, donc :

VE>0,Vz e R, [VPf(2)]s < e_tf
RTL

\%i (e_tx +4/1—e2 y) H2 dyn(y) <e !

De plus, comme f est de moyenne nulle, P, f converge simplement vers 0 lorsque ¢ — 400, par
application du théoreme de convergence dominée, donc par le méme argument, tlirf G(t) = 1. On
— 400

constate également que G est dérivable, ce qui permet d’écrire, pour tout ¢t > 0 :

+o0

Gt)=1— foo G'(s)ds =1 — AL U L(P.f)exp (A Psf)> ds

En appliquant la propriété d’intégration par parties énoncée précédemment, on obtient :

+00

+o0
Glt) =1+ A2f ( f IV (Pof)|2 exp (AP, f)) ds <1+ A?f e~2G(s)ds
R™ ¢

t

En posant H : t € R, — In (1 + 22§ e*ZSG(s)dS), Pinégalité précédente donne :

2,-21 2,-2t
—H/(t) _ A foc G(t) < e G(t) _ )\26_2t
1+ A2§77 e=25G(s)ds G(t)
Ainsi :
+oo +oo 2
In (J exp (Af) d’yn> =In(G(0)) < H(0) = J —H'(t)dt < J Ne 2dt = —
n 0 0



La proposition est donc prouvée pour des fonctions suffisamment régulieres.

Dans le cas général, si f : R" — R est seulement supposée 1-lipschitzienne et de moyenne nulle,
des résultats techniques de théorie de la mesure permettent de construire une suite (f)xen de fonctions
1-lipschitziennes, bornées, de classe C?, de dérivées bornées et de moyenne nulle qui converge presque
partout vers f. Alors pour tout A € R et pour tout k€ N, on a :

)\2
J’ exp (A fx) dyn < exp <2>

Le lemme de Fatou permet alors d’obtenir :

)\2
J exp (Af) dy, = f lim inf exp (Af%) dyn, < lim ian exp (Afi) dyn < exp <>
n Rrn k—+o0 k—+w© Jgn 2

La proposition est donc démontrée dans le cas général.

4.2 Concentration autour de la médiane et isopérimétrie gaussienne

Commencgons par quelques résultats généraux sur la concentration de fonctions lipschitziennes au-
tour de la médiane.

Définition 6. Soit pu une mesure de probabilité sur (R™,B(R™)) et f : R® — R une application
borélienne. On appelle médiane de f pour u tout réel m vérifiant :

pf<m)=5 et p(fzm)=

[N

1
2
Remarque. Avec cette définition et d’apres les propriétés élémentaires des fonctions de répartition de
variables aléatoires, on vérifie que f admet au moins une médiane. Cependant, elle peut en admettre

plusieurs. Dans le cas ot u est strictement positive sur les ouverts non vides et f est continue, on peut
facilement montrer que f admet une unique médiane pour u, que l'on note Med(f).

Définition 7. Si p est une mesure de probabilité sur (R™, B (R™)), la fonction de concentration de u

est lapplication oy, : Ry — Ry définie par :

Vre Ry, a,(r) =sup {,u (RMA,): Ae B(R"), u(A) = ;}

ot Ay :={xeR":d(z,A) <r} pour AcR", d étant la distance euclidienne sur R™.
Il découle de cette définition :

Proposition 5 (Inégalités de Lévy). Soit f : R™ — R une application 1-lipschitzienne pour la norme
euclidienne et admettant une médiane Med(f) € R par rapport d . Alors, pour tout r € R :

u(f = Med(f) +7) < au(r)
p(f < Med(f) —7) < apu(r)
Démonstration. Soit r = 0, posons A := {f < Med(f)} € B(R"). Par définition de Med(f), u(A) > 3
donc p (R™A, ) < ay(r). Puisque f est 1-lipschitzienne, on a {f = Med(f) + r} < R™\A,, donc :
B (f = Med(f) +7) < ay(r)
La deuxiéme inégalité s’obtient de fagon similaire, en considérant B := {f = Med(f)} € B (R").
O
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Afin de démontrer des inégalités de concentrations autour de la médiane, nous sommes amenés
déterminer I’expression de «, dans le cas ol i est la mesure gaussienne standard sur R". Nous devons
alors nous intéresser a 1’élégant Théoreme Isopérimétrique Gaussien, que nous admettons, qui décrit
la géométrie des parties mesurables de R™ qui minimisent leur "périmeétre" a volume fixé. On trouvera
une démonstration de ce théoreme dans [2].

Définition 8. Si u est une mesure de probabilité sur (R™, B (R™)), la mesure de bord associée & p,

notée pt, est définie par :

VAeB(R"), ut(A) = liminf wAr) = i(A4)

r—0+t r

Remarque. Sip est une mesure borélienne finie sur R™ et si A € B (R™), Uapplication r —> p (A,.) est
continue sur R, . Cependant, cette application n’est pas nécessairement dérivable. Il suffit de prendre
1=, et A=Q pour s’en rendre compte.

Les théorémes isopérimétriques s’énoncent souvent comme une inégalité de la forme :
VA e B(RY), 1t (A) > T, (u(A))

ouZ, : Ry — Ry est "suffisamment régulicre” et "optimise" en un certain sens 'inégalité ci-dessus.
Dans la suite, on considére la mesure gaussienne standard sur (R™, B (R™)), notée 7,. On note ®
la fonction de répartition de v; sur R, c’est-a-dire :

VreR, &(r) = J;rexp( ”;2>dx

Alors ® est strictement croissante sur R et de classe C*. On définit alors la fonction isopérimétrique
gaussienne T : R, —> R par: T := ® o 1,

Commengons par calculer la mesure de bord associée a -, sur des sous-ensembles particuliers, les
demi-espaces :

Proposition 6. Soit u € S"! et a € R, on considére le demi-espace H** = {x € R" : {x,u) < a}.
Alors :

Vr =0, v, (H"")
Vo (H™?)

Démonstration. Remarquons d’abord que 'ona : H%% = H“%*" Comme v, est invariante par I’action
de O, (R), il nous suffit de calculer v, (H,) ot H := {x e R: x; <0} pour r € R. Or :

g i it al
= —_— ———" | dxidas ... dx,
jﬁoo - o exp( B T1AT2 Ln
JT L e < x2) de = @ (r)
= —— eX [ =
o ver TP\ T

La deuxieme égalité découle immédiatement de la premiere par dérivation. O

® (a+ r) D (<I>_1 (Y (H™%)) + r)
' (a) =

5>
—
m
e
B
—
=

Les demi-espaces sont exactement les parties qui réalisent I’égalité dans 1'Inégalité Isopérimétrique
Gaussienne. Celle-ci ¢’énonce :

Théoréme 9 (Théoreéme Isopérimétrique Gaussien). Pour tout A € B(R™), on a 'inégalité :

Yo (A) = T (7a(A)) (TIG)
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On en déduit alors le Théoreme de Concentration Gaussien (TCG), qui est en fait équivalent au
TIG :

Théoréme 10. Soit A € B(R™), alors pour tout r = 0, on a l'inégalité :
Tn (AT) > o ((1)71 ("Yn(A)) + T) (TCG)
Nous nous contentons de démontrer 1’équivalence entre le TIG et le TCG.

Démonstration. ¢ Commencons par démontrer le sens "TIG = TCG".
Pour cela, on pose pour tout » >0 :

R, : [0, ].] — R
p o (27 (p)+r)

avec la convention R,.(0) = 1— R, (1) = 0. Les R, sont continues, strictement croissantes et vérifient
la relation : R0 R = R,y pour tout r,r’ € R .De plus, pour tout p € [0, 1], » —> R,.(p) est dérivable
et sa dérivée en 0 vaut Z(p).

L’inégalité (TCG) se réécrit alors :

VA e B(R"),VreRy, v (4A,) = R, (7, (A))

Soit A € B(R™) tel que 7, (A) €]0, 1] (le cas ou v, (A) € {0,1} est trivial). Fixons o > 1 et notons
R, = Rz. On pose Ay := {reRy:vm(4) = Rrs (1 (4)} < Ry, et on montre que Ay est Ry
tout entier. Pour cela, il suffit de prouver que A 4 contient 0, est ouvert a droite et fermé dans R .

o Ay contient 0 car v, (A) = Roo (70 (4)).

o Soit 7 € Ay4. La définition de la mesure de bord et le développement de Taylor en 0% & 'ordre 1
de ' —> Ry 5 (s (Ay)) donnent au voisinage de 0% :

Tn (ArJrr’) = Tn ((Ar)r/) 2 Yn (AT> + 7 77—:— (AT) + O(T/>

/

Revo (i (A1) = 9 (Ar) + =T (3 (4,)) + o(r")

D’aprés 'inégalité (TIG), on a : v, (A,) = Z (7, (A,)) > 27 (7, (A,)). Alors, pour ' assez petit

Yn (ArJrr’) = Rr’,o’ (Pyn (AT))
Or, comme r € Ay, v, (Ar) = Ry o (70, (A)). Ainsi, pour ' assez petit,
Yn (Ar+r’) = RW,U o Rr,a‘ (f)/n (A)) = RT+T’,G ("YTL (A))

Ainsi, A 4 est ouvert & droite dans R .

o Enfin, Ay est fermé dans R, puisque les applications 7 — 7, (A,) et 7 —> Ry, (7, (A)) sont
continues.

Par un argument de connexité, on a donc Ay = R, . Ainsi, pour tout ¢ > 1 et pour tout > 0, on

T (A7) > @ (07 (3 (4) + )

On en déduit alors I'inégalité (TCG) pour A en faisant tendre o vers 1.
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e Le sens "TCG = TIG" est beaucoup plus facile. En effet, si A € B(R™), on a :

e T (A = () (@7 (0 (4) +7) = @ (37 (3 (4)

Un passage a la limite inférieure pour r — 0 donne directement le résultat.

O

Le TCG permet facilement d’obtenir :
Proposition 7. La fonction de concentration de v, sur R™ vaut : o, =1 — ®.
Démonstration. Fixons A € B(R") avec 7, (4) > 1. Alors pour tout r > 0,

1
=9, (4) <1-@ (2 ' (v (A) +7) <1-@ <<I>1 (2> +7’> =1-®(r)
puisque ®~! (3) =0, d’ott a,, (r) < 1— ®(r).
De plus, pour H = {z € R" : z1 < 0}, 7, (H) = ® (0) = % donc pour tout 7 >0 :
ay, (1) =1—7,(Hy) =1—®(r)
Ainsi, on en déduit : a,, =1 — &. O

Dans le cas gaussien, les inégalités de Lévy se réécrivent donc :

Théoréme 11 (Concentration autour de la médiane). Soit f : R™ — R une application 1-lipschitzienne
pour la norme euclidienne et de médiane Med(f) par rapport a ~,. Alors, pour tout r € Ry,

1 2
1—®(r) ~ T exp (—g)

On obtient ainsi des inégalités de concentration pour des fonctions lipschitziennes autour de la
médiane légérement plus fortes asymptotiquement que celles obtenues pour des concentrations autour
de la moyenne dans la section précédente.
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A Valeurs singulieres de matrices

On fixe deux entiers naturels m,n vérifiant m > n.

Définition 9. Soit M € M,, ,(R). La matrice MT M € M, (R) est symétrique positive. On appelle
valeurs singuliéres les racines carrées des valeurs propres de MT M.

Dans la suite, on notera Amax (T€Sp. Amin) Uapplication qui & une matrice associe sa plus grande
(resp. sa plus petite) valeur singuliére.

Proposition 8. Soit M € M,, ,(R). On a alors :

Amax (M) = max | Muly = [[M]|

'lLES"71
Amin(M) = min |[Mu|s = — max min {(Mu,v)
ueSn—1 ueSn—lyeSm—1
Démonstration. Par un calcul direct :

2
( max Muz) = max (|Mul2)? = max (Mu, Mu) = max (M7 Mu,u) = (Amax(M))?
ueSn—1 uesSn—1 ueSn—1 ueSn—1

ol la derniére égalité s’obtient classiquement en diagonalisant M T M dans une base orthonormée.

Ainsi :
Amax (M) = max |[Mul = || M]|
ueSn—1
On a de méme : Apin (M) = min1\|Mu||2
ueSn—
Il reste & montrer 1'égalité : min max (Mu,v) = — max min (Mu,v).
ueSn—lyeSm—1 ueSn—lyeSm—1
Fixons u € S"~L. L’'image de I'application (Mu, ) : ™~ — R est symétrique par rapport a 0 donc
max (Mu,v) =— min (Mu,v). Le résultat en découle immédiatement.
veSm—1 veSm—1
O
Proposition 9. Les applications Amax, Amin : Mm n(R) — Ry sont 1-lipschitziennes pour la norme
d’opérateur || - || sur My n(R), et donc pour la norme euclidienne sur R™" puisque || - || < | - [2,zmn-
Démonstration. Amax = || - || est 1-lipschitzienne d’aprés I'inégalité triangulaire. Montrons le résultat
pour Amin-

Soit M, M’ € M, ,(R), on a :
Amin (M) = Amin(M' + (M — M")) = HSlin1||M/u + (M — M")ul2
uesS"—
< min ([M'ul2 + (M — M')ul2)
ueSn—1t
< min |[M'ulz + || M — M|
ueSn—1t
= Amin (M) + | M — M|
En échangeant M et M’ dans I'inégalité précédente, on conclut :

[Amin (M) = Amin (M")| < || M — M|
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B Remarques sur les mesures gaussiennes

Soient p,gq € N. On identifie RP? et M, ,(R) en voyant les colonnes d’une matrice comme les
tranches successives d’'un vecteur.

Dans ce mémoire, nous avons muni RP? de la mesure de probabilité gaussienne standard +,,, définie
par sa densité contre la mesure de Lebesgue :

Jpg : x € RPT — ! exp _Lx“%
pq - mpq 2

Par ailleurs, si (2, F,IP) est un espace de probabilité et A : Q — M, ,(R) est une matrice aléatoire
gaussienne, on peut munir RP? de la mesure image par A que I'on note 4. Comme les coefficients de
A sont des variables aléatoires indépendantes, c’est une mesure de probabilité qui admet une densité

contre la mesure de Lebesgue :
1 =3
X Equ —> ﬁexp (212
27('5 P

Il s’agit en fait d’'une mesure gaussienne centrée non réduite, de variance %.

De maniére plus générale on définit pour tout ¢ > 0 la mesure gaussienne centrée de variance o?
sur R”, que I'on note v, par sa densité contre la mesure de Lebesgue :

1 2
go iz e R — ———exp <_|x|2>

(0’\/ 277)” 202
On a ainsi : )
A =4

Par ailleurs, un simple changement de variable linéaire permet d’écrire pour tout borélien B € B (R"):

Dans le cas qui nous intéresse, cela se réécrit :

pa(B) = m(yp- B)

On s’intéresse maintenant a la compatibilité entre les moyennes pour les deux mesures. Toujours
par changement de variable linéaire, on obtient la proposition suivante :

Proposition 10. Soit o > 0 et f : R — R mesurable et positivement homogene (i.e. f(Ax) = \f(x)
pour tout A € Ry, © € R™), alors [ est intégrable par rapport d 2 si et seulement si f est intégrable
par rapport @ v, et dans ce cas :

Bz [f] = 0By, [f]

On en déduit donc, par homogénéité et intégrabilité des applications Apin et Amax :
1

Ep [Amin / max(A)] = % E’qu [Amin/max]
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