Théorie d’Hamilton-Jacobi et variantes

BERAT Clément, BERGER Maxime, JACOPIN Francois *

Juin 2015

Résumé

Apres une introduction aux équations d’évolution d’Hamilton-Jacobi, nous étu-
dions les opérateurs de Lax-Oleinik et leur application a la régularisation de Lasry-
Lions, en particulier la régularisation de sous-solutions dans la théorie d’Hamilton-
Jacobi. Ceci est traité en suivant [3]. Le cas des sous-solutions en régime stationnaire
est traité & la section 2, en nous appuyant sur [2]. Dans la partie 3, nous étudions
plus en détail le cas de 'hamiltonien H(t,q,p) = 3||p[|? sur un espace de Hilbert
de dimension quelconque, en reprenant alors les résultats de [1] et [5]. Enfin, a la
section 4, nous discutons le lien avec la régularisation par convolution classique ainsi
que le cas plus général dans les variétés différentiables paracompactes.

1 Introduction et motivations

1.1 Systemes hamiltoniens et équations d’Hamilton-Jacobi

Soit M une variété différentiable (sans bord). Nous notons 7'M son fibré tangent et
T* M son fibré cotangent. Considérons un hamiltonien

H: RxT*M —s R
(t,q,p) +— H(t,q,p)

Nous souhaitons résoudre le systéme hamiltonien

{Q(t) = apH(tv Q(t)’p(t)) (HS)
p(t) = _8qH(t7 Q(t)ap(t))

Une méthode générale pour simplifier la résolution de (HS) consiste & employer une
transformation canonique, c’est-a-dire essentiellement une transformation dans I’espace
des phases T* M qui conserve le crochet de Poisson, ou bien de maniere équivalente, dont la
matrice jacobienne est symplectique. Une telle transformation préserve les équations (HS),
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c’est-a-dire qu’elle envoie (g, p) sur (@, P) de telle sorte que @ et P soient & nouveau
solution d’un systéme hamiltonien (en @ et P). Dans les situations physiques, nous
pouvons en général appliquer une transformation canonique bien particuliere de sorte
que le nouvel hamiltonien H puisse s’écrire

OF

H=H+ —
o

ou F' est appelée la fonction génératrice de la transformation canonique.

Peut-on trouver F' telle que H soit nul ? Si c’est le cas, les nouvelles variables Q et P
sont des constantes, c’est-a-dire des intégrales premiéres lorsqu’on les considére comme
des fonctions des anciennes variables ¢, p et du temps t. De plus, les équations qui relient
g et pa @ et P donnent directement la dépendance en temps de ¢ et p donc la solution
du probleme (HS).

Placons nous dans le cas M = R%, si bien que TM = R? x R% et T* M = R% x R%*. Nous
cherchons plus précisément s’il existe une fonction F' de (t, ¢, P) telle que

p = 0y F
Q =0pF
H+0F=0

Puisque p = 9, F, la troisiéme équation de ce systéme peut étre réécrite comme
H(t,q,0,F) + 0, F = 0.
Autrement dit, nous cherchons les fonctions u en (¢, q) qui vérifient
Owu+ H(t,q,0qu(t,q)) = 0. (HJ)

On appelle cette équation aux dérivées partielles dans 'espace des fonctions u de R x R?
dans R I’équation d’évolution d’Hamilton-Jacobi.

Nous pouvons immédiatement faire quelques remarques : comme cette équation fait
intervenir d + 1 dérivées partielles, la solution générale (si elle existe) doit dépendre
de d + 1 constantes d’intégration ki,...,kq+1. De plus, elle ne fait intervenir que les
dérivées de u, donc si u est solution, alors u + C est aussi solution pour toute constante
C'. Autrement dit, la solution générale de (HJ) (si elle existe) peut s’écrire sous la forme

u(t,q) = S(t,q,k1,...,Kq) + Kg+1-

La fonction S correspond alors a I’action (voir un peu plus loin pour une définition précise).
Nous verrons qu’elle joue un réle primordial dans la régularisation des sous-solutions de
Iéquation (HJ).

Lorsque 'équation (HJ) est stationnaire (c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas du temps),
Ihamiltonien H est égal a ’énergie totale du systéme au sens physique (bien que la



physique ne soit en général pas préservée par la transformation canonique, puisque les
coordonnées généralisées g et les impulsions généralisées p sont completement mélangées
dans les définitions de @ et P). On peut alors s’intéresser aux sous-solutions, c’est-a-dire
aux solutions qui restent en-dessous d’un certain seuil d’énergie fixé c. On dira donc
qu’une fonction u est une sous-solution de (HJ) si elle est lipschitzienne et qu’elle satisfait
linégalité H(q, du(q)) < ¢ presque partout. Nous traiterons cela dans la section 2.2.

Nous verrons que le bon espace pour étudier (HJ) est Ch!, c’est-a-dire I'espace des
fonctions continiiment différentiables, dont la dérivée est lipschitzienne. Cela correspond
aussi a ’espace naturel pour approximer les fonctionnelles u: H — R sur un espace de
Hilbert H, qui sont bornées et uniformément continues (on notera BUC(H) I'espace de
ces applications). Nous notons aussi Cl1 O’i pour les fonctions contintiment différentiables,
dont la dérivée est localement lipschitzienne.

1.2 Action hamiltonienne, méthode des caractéristiques

Si u(t, q) résout (HJ), et si ¢(s) est une courbe dans R?, alors il est facile de voir par un
calcul direct que w vérifie

t1

u(ti, q(tr)) —ulto,q(to)) = | Oquls,q(s)) - 4(s) — H(s, q(s), Oquls,q(s)))ds. (1)

to

Notons qu’il s’agit de I’action hamiltonienne de la courbe s — (g(s), dqu(s, q(s))) sur
Pintervalle [to, ¢1].

Nous appelons action hamiltonienne de la courbe s — (g(s), p(s)) sur Uintervalle [to, ¢1]
la quantité

/;1 p(s) - q(s) — H(s,q(s),p(s))ds. (2)

0

Les orbites (q,p) dans 'espace des phases sont des points critiques de leur action hamil-
tonienne, c’est-a-dire qu’on a la

Proposition 1.2.1. La courbe C? z(t) = (q(t),p(t)): [to,t1] — R x R¥ résout (HS)
si et seulement si toute variation x(t,s) = (q(t,s),p(t,s)): [to,t1] x R — R x R qui
est C% et qui fize les extrémités® vérifie I'égalité

d
ds

» (/ttl p(t,s)-q(t,s) — H(t,q(t,s),p(t,s)) dt) —0

0

(ot le point désigne la dérivée par rapport a t).

1. c’est-a-dire z(t,0) = z(t) pour tout ¢, et q(to, s) = q(to), q(t1,s) = q(t1) pour tout s



Démonstration. On suppose d’abord que t — (q(t), p(t)) résout (HS). Soit (¢,s) — x(t, s)
une variation C? de cette solution. Nous avons

d
ds

=0 </t§1 p(t;s) - q(t,s) — H(t,q(t, s), p(t, s))dt)

= /: s 4—g [p(t, 5)0sq(t, 8)] — O H (t, (t,0),p(t,0)) Dsl,—g q(t, 5)
— OpH (t,q(t,0),p(t,0)) Os|,_q p(t, s)dt
= /tt Oslg—o P(t; 8)0eq(t, 0) + p(t, 5) Osl = Qeq(t, 0) + Ip(t, 0) Os|—g q(t, 5)
— 01q(t,0) Os|,_o p(t, s)dt

t1
=ll%®@&@ﬂ@®+%%®&@wwﬂﬁ
0

t1 d
= [ 1p(0.0) 2]y att, )

to
= p(tl,O) 88‘3:0 Q(ths) _p(t()?O) 88’520 q(t()vs)
=0

ou la derniére égalité vient du fait que ¢(to,-) et g(t1,-) sont des fonctions constantes
(donc leur dérivée est nulle).

Réciproquement, il suffit de considérer la variation donnée par

Q(tv S) = Q(t) + 5 as|s:0 Q(t7 S)
p(t, S) = p(t) + 5 65|8:0p(t, 5)

pour obtenir que

60~ 01t a(0)00)- 0o p(0, )

to

- / ! (p(t) + 0,H(t,q(t),p(t))) - s|,_o a(t, s)dt = 0.

to

Comme ceci est vrai pour toute courbe ¢ — 9s|,_oq(t, s) de régularité C? et nulle aux
extrémités, on doit nécessairement avoir ¢(t) — OpH (t,q(t),p(t)) = 0. De méme, en
considérant toutes les courbes t +— dyp(t,0) de régularité C2, on obtient

p(t) + 0y H (t,q(t), p(t)) = 0.

O]

Nous précisons maintenant pourquoi résoudre (HJ) nous ameéne a la résolution de (HS).



Théoréme 1.2.2. Soient Q C R x R? un ouvert et u(t,q): Q — R une solution Cllo’i
de (HJ). Soit q(t): [to,t1] — R? une courbe C' telle que (t,q(t)) € Q et

G(t) = OpH(t, (1), Oqu(t, q(t)))

pour tout t € [to,t1]. Alors, en posant p(t) = dyul(t,q(t)), la courbe (q(t),p(t)) est C' et
résout (HS).

Les courbes ¢(t) qui satisfont les hypotheses du théoréeme et les trajectoires associées
(q(t),p(t)) sont appelées les caractéristiques de u.

Remarque. En rajoutant des hypotheses sur la régularité de H, nous pouvons affaiblir
les autres hypotheses de ce théoréme (voir théoréme 1.3.5).

Démonstration. Considérons une courbe lisse 0: [to,t;] — R? nulle aux extrémités
(c’est-a-dire 0(tyg) = 0(t1) = 0). Posons

q(t,s):=q(t) +s-6(t)

p(t7 S) = aqu<t7 Q(t, 8))
si bien que par hypothese nous avons ¢(t,0) = ¢(t) = 0,H(t,q(t),p(t)), ce qui correspond

a la premiere des deux équations de (HS).
Par ailleurs, par (1), nous avons pour tout s

t1

u(th Q(tl)) - u(th Q<t0)) - /t p(ta S) : Q(ta S) - H(37 Q(t7 3>7p(t7 8)) dt.
0

Le membre de gauche de 1’équation ne dépend pas de s, donc

4
ds

=0 (/: p(t;s) - q(t,s) — H(t,q(t, 5),p(t, s)) dt) _0

Admettons pour l'instant 'affirmation suivante, que nous prouverons ensuite.

Affirmation :

d
ds

=0 </t§ p(t,s) - q(t,s) — H(t, q(t, s),p(t, s)) dt)

= [y 0, a0),000) -60) ~ (1) -000) .

Si Paffirmation est vraie, alors nous avons

" 0 H(t,alt),p() - 0(8) — p(t) - (8) dt = 0,

to



Par une intégration par parties sur le second terme dans l'intégrale (au sens de Lebesgue,
voir proposition A.3.3), nous obtenons que

/tl (OgH (t,q(t), p(t)) +p(t)) - 6(t) dt = 0,

to

puisque 6 s’annule aux extrémités. Etant donné qu'un tel 6 est arbitraire, nous avons
donc p(t) = —04H (t,q(t),p(t)) au sens des distributions. Or le membre de droite de cette
derniére équation est continu, donc p est C! et 1’égalité a lieu au sens ponctuel habituel.
Nous avons alors obtenu la seconde équation de (HS).

Il reste & montrer affirmation. Si u était de classe C?, un calcul direct suffirait ; cependant,

lorsque u n’est que Cllo’cl, I’application p n’est que localement lipschitzienne et il faut étre

prudent. Par le caractere lipschitzien, nous avons pour chaque 6 fixé

OgH(t,q(t; ), p(t,5)) - 0(t) — p(t,s) - 0(t) = O, H (L, q(t), p(t)) - 0(t) — p(t) - 6(t) + O(s),

9rq(t,s) — OpH (t,q(t,5), p(t, 5)) = 4(t) — GpH(t, (1), p(t)) + O(s)
= 0(s),

ot O(s) est uniforme en ¢. Dés lors, pour tout S > 0 suffisamment petit, nous avons

" 0uH (1, q(t),p(t)) - 08) — plt) - ()

to
1 [t S .
—0) g [ [ 0t (talt5).p(t.)-0(0) ~ plt.s) - 6(¢) ds e
to Jo
1 0t1 S
=0(8) + ¢ / O,H - 05q — p- 050 + (04q — O, H) - Dypds di
to 0
1 s
:o<s>+f/ - O — HIS dt
S Jio
1[ b s
:O(S)+U p-@tq—Hdt} .
S to 0
Il suffit alors de laisser tendre S vers 0 pour obtenir le résultat. O

1.3 Préliminaires sur les solutions d’Hamilton-Jacobi

La question qu’il semble maintenant raisonnable de se poser est celle de I'existence de
solutions pour (HJ). Considérons une condition initiale ug(q) et étudions le probléme
de Cauchy qui consiste a trouver une solution u(t,q) de (HJ) telle que u(0,q) = uo(q).
Enoncons d’abord un résultat d’unicité.



Proposition 1.3.1 (sans preuve). Soit un intervalle |to,t1] contenant linstant initial
t =0. Soit ug une condz'tz'on initiale Cllo’i. S’il existe une solution u(t,q) de (HJ) définie
sur Jto, t1], de régularité C2' et telle que u(0,q) = ug(q) pour tout ¢ € R%, alors cette

solution est unique.

loc

Pour garantir I'existence d’une solution locale au probléme de Cauchy pour (HJ), nous
avons besoin d’une hypothése de régularité sur H.

Hypothése 1.3.2. Il existe une constante M telle que
|2 H (t,q,p)| < M
pour tout (t,q,p).

(Notons qu’il aurait été possible de prendre une hypothése plus faible, mais nous n’en
avons pas l'utilité pour la suite.)

Sous cette hypothese, nous avons le théoréme d’existence suivant, que I’on admettra.
Théoréme 1.3.3 (sans preuve). Soit un hamiltonien H: R x R? x R — R qui est C?
et qui satisfait ’hypothése 1.3.2. Soit ug une condition initiale CY'. Alors il existe un

temps T > 0 et une solution Cllo’i définie sur | — T, T[ de (HJ) telle que u(0,q) = up(q).
De plus, si la condition initiale uy est C2, alors la solution u l’est aussi.

Attention, I'existence n’est en général pas globale.

Exemple. En dimension un, considérons 1’hamiltonien H (t,q,p) = % avec la condition
initiale ug(q) = —q¢?. Alors on peut montrer que la solution C? ne peut pas étre étendue
au-dela de l'instant ¢ = %

Cet hamiltonien sera étudié plus en détail a la section 3.

Rajoutons une hypothese supplémentaire sur I’hamiltonien.

Hypotheése 1.3.4. Il existe m > 0 telle que
2
OppH > mld
pour tout (t,q,p), au sens des formes quadratiques.
Sous cette hypotheése de convexité (qui est aussi sous-optimale, afin de garder des énoncés

simples), on peut étendre le théoréme 1.2.2 au cas C1.

Théoréme 1.3.5. Soient Q C R x R? un ouvert et u(t,q): @ — R une solution C* de
(HJ). Soit q(t): [to,t1] — R? une courbe C* telle que (t,q(t)) € Q et
)

t

(
G(t) = OpH(t, (1), O4u(t, ¢(1)))

)

pour tout t € [to,t1]. Alors, en posant p(t) = dyu(t,q(t)), la courbe (q(t),p(t)) est C' et
résout (HS).



Démonstration. Comme pour la preuve du théoreme 1.2.2, nous considérons une courbe
lisse # nulle aux extrémités, et nous regardons les variations q(t, s) et p(t, s) telles que

q(t,s) (t)+s-6(t)

=g
q(t,s) = OpH (t, q(t, s), p(t, s)).
Par ’hypothese , la matrice ang est inversible, et donc I'application s — p(t, s) que 'on
vient de définir ainsi est dérivable en s, puisque g et ¢ sont dérivables en s.

Comme pour le théoreme 1.2.2, nous savons par hypothese que ¢(t) = 9,H (t, q(t), p(t)),
et nous commencons par montrer que

d
ds

t1
([ ptt.s) - dtt,s) = Hita(t.).pit.9) dt ) =0, ®
s=0 0
Pour cela, considérons a nouveau la variation P(t,s) := dgu(t, ¢(t, s)) et posons

F(s) = [ plt,9) -t 5) ~ H(t.alt,5),p(05)) d.

to

Nous avons 1’égalité suivante, qui est vérifiée pour tout s,

F(O) = u(t17Q(t1)) - u(thQ(tO)) = ! P(tvs) : Q(tvs) - H(taQ(t7 S)’P(t7 S))dt'

to

Nous allons montrer que s = 0 est un minimum local de s +— F(s), c’est-a-dire que pour

tout s,
t1

F(s) > F(0) = P(t,s)-q(t,s) — H(s,q(t,s), P(t,s))dt.

= A
Cette inégalité découle encore de la convexité de H (hypothese 1.3) car on a alors

H{(t q(t, 5), P(t,5)) = (P(t,8) = p(t,5)) - OpH (4L, 5), p(t, 5)) + H(t, q(L, 5), p(1, 5))

(P(t7 8) - p(ta S)) ' Q(tv 5) + H(ta Q(t7 8),p(t, 8))

AV,

Nous venons de montrer (3). Il suffit de conclure comme dans le théoréme 1.2.2 : nous
affirmons qu’en développant le membre de gauche de (3), nous obtenons

t1 .
| OgH(t,q(t), p(t) - (1) — p(t) - 0(¢) dt = 0,
0
c’est-a-dire que p(t) = 0,H(t,q(t),p(t)) au sens des distributions.

Mais puisque 9,H (t,q(t), p(t)) est continue (par hypothese), alors p est C! et 'égalité a
lieu au sens usuel. O



2 Opérateurs et semi-groupe de Lax-Oleinik

2.1 Définitions

Nous supposons que la variété M est connexe.
Rappelons que 'on peut passer de ’hamiltonien H: R x T*M — R au lagrangien
L: R x TM — R par une transformée de Legendre (inverse),

L(ta Q7U> = Sup p(’l)) - H(t7 Q7p)'
pET; M

Nous considérons a présent le cas stationnaire des équations d’Hamilton-Jacobi. Un
hamiltonien H (ou un lagrangien L) est dit autonome s’il ne dépend pas explicitement
de la variable de temps.

On définit pour chaque ¢ > 0 la fonction A;: M x M — R par

Ae,y) i=inf [ L2(),5(5)s

ott I'infimum est pris sur I'ensemble des courbes v € C! ([0, ¢], M) telles que v(0) = z et
v(t) = y. Notons que pour chaque ¢ > 0 et chaque (z,y) € M x M, Ai(z,y) correspond
a l'infimum d’une certaine action (lagrangienne). On parle alors d’action minimale. Cette
derniere est bien définie puisque nous supposons que M est connexe, donc connexe par
arcs (puisque connexe et localement connexe par arcs).

Les opérateurs de Lax-Oleinik sur C°(M,R) sont alors donnés par

Tiu(z) = inf (u(y) + Ay, z)),

yeM
Tu(z) = sup (u(y) — Ai(z,y)).

Nous étudierons ces opérateurs plus loin pour une certaine classe d’hamiltoniens. Ils
permettent en particulier de régulariser les sous-solutions de (HJ), comme 1’ont montré
Lasry et Lions dans [5].

Notons enfin que ces opérateurs forment des semi-groupes, qu’on appelle les semi-groupes
de Lax-Oleinik. Autrement dit,

Tiys =Ty o T, ,-ﬁf—i—s:TtOTs-

Ceci se montre facilement en remarquant que pour tous x, z € M et tous t, s > 0, ’action
minimale vérifie

Apps(z, 2) (Ae(z,y) + As(y, 2)) -

= inf
yeM



Toutefois, nous ’avons aussi montré par un calcul explicite pour un certain hamiltonien
(celui de la particule libre, utilisé pour la régularisation de Lasry-Lions) a 'annexe A.2.

Nous pouvons aussi observer que la propriété de semi-groupe n’est qu’une autre formula-
tion de la propriété de Markov dans le contexte du régime stationnaire.

2.2 Sous-solutions dans le cas stationnaire

Nous supposons & présent que nous nous trouvons dans 'une des deux situations suivantes :
e soit M est une variété connexe et compacte,
e soit M = ]Rd,
et nous étudions les sous-solutions de I’équation d’Hamilton-Jacobi stationnaire au niveau
d’énergie «,
H(q, du(q)) = o, (HJa)

ou « est un parametre réel fixé.

Rappelons qu’'une fonction u: M — R est appelée une sous-solution de (HJ«) si elle
est lipschitzienne et satisfait I'inégalité H(q, du(q)) < a presque partout (pour la mesure
de Lebesgue). La définition est analogue dans le cas non-stationnaire.

Le but de cette section est de voir que s’il existe une sous-solution de régularité quelconque,
alors nous pouvons en déduire qu’il existe aussi des sous-solutions de classe C1.

Un hamiltonien autonome est dit de Tonelli s'il est C? et si pour tout ¢ € M, 'application
p— H(q,p) est

e convexe,

e de matrice hessienne définie positive,

e super-linéaire sur la fibre Ty M.

On définit le sens d’un lagrangien de Tonelli de fagon analogue.

Dans ce contexte, on peut alors montrer que I’action minimale prend des valeurs finies
(puisque L est bornée inférieurement par super-linéarité, et par compacité de M). En
fait, un théoreme de compacité attribué a Tonelli affirme que I'infimum dans la définition
de l'action minimale est atteint (c’est un minimum), et 'on montre que les courbes
minimisantes sont de classe C" si L est de classe C" (avec r > 2).

De plus, la transformée de Legendre £: T’M — T* M est alors un difféomorphisme de
classe C"71, et le supremum dans la définition est en fait un maximum.

Le livre de Fathi [4] expose ces résultats de facon détaillée.

Nous nous concentrons sur le cas ou I’hamiltonien autonome H est de Tonelli, car nous
souhaitons qu’il existe des courbes minimisantes pour 'action minimale. Par exemple,
pour M = R? nous pourrions demander que H ne soit pas trés différent de ’hamiltonien

10



de la particule libre H(q,p) = 3|p||? au sens suivant :

1 1
§7an|!2 — M < H(q,p) < §MHPH2 + M,

ou m et M sont comme dans les hypotheses 1.3.2 et 1.3.

Commencons par énoncer quelques caractérisations des sous-solutions de (HJ«).

Proposition 2.2.1. Soit H un hamiltonien de Tonelli. Pour une fonction u: M — R,
les conditions sutvantes sont équivalentes :

(i) la fonction u est sous-solution de (HJa) ;

(ii) Uinégalité u(qr) —u(qo) < A'(qo, q1) + at est vraie pour tout (qo,q1) € M x M, et
tout t > 0

(iii) inégalité u < Tyu + ta est vérifiée pour tout t > 0 ;
(iv) la fonction u est lipschitzienne, et l'inégalité H(q, du(q)) < a est vérifée en tout

point q ot u est différentiable (par le théoréme de Rademacher, u est presque
partout différentiable).

La preuve pour le cas M = R? peut étre trouvée dans [3] pp. 1158-1159. Le cas d’une
variété connexe compacte est traité dans [4].

Lorsqu'il y a égalité dans la condition (7i7), on dit que u est une solution KAM faible de
(HJa). Ceci a des conséquences importantes en dynamique, pour 'existence de certains
ensembles invariants. On peut montrer que tout hamiltonien autonome et suffisamment
régulier (notamment, périodique en la coordonnée généralisée ¢) admet une telle solution ;
il s’agit des théoremes KAM faible (voir [4]).

Passons maintenant au résultat principal de cette section.
Théoréme 2.2.2. 57 H est un hamiltonien de Tonelli, et u est une sous-solution de

(HJ«), alors pour tout s > 0 suffisamment petit et tout t > 0, T Tyu est une sous-solution

CHl de (HJa).

Ce théoreme est immédiat avec les deux propositions suivantes.

Proposition 2.2.3. Soit H un hamiltonien de Tonelli. Alors pour toute fonction semi-
convexe v, la fonction Tsv est CH' pour tout s > 0 suffisamment petit.

Idée de la démonstration. Il s’avére que Tsv est semi-concave pour tout s > 0. Par la
caractérisation des fonctions C*! (voir I'annexe A.4), il suffit de montrer qu’elle est
aussi semi-convexe pour s assez petit, ce qui sera fait a la section suivante dans un cas
particulier (voir théoreme 3.3.4). O
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Proposition 2.2.4. Siu est une sous-solution de (HJ«), alors pour tout t > 0, Tiu et
Tyu sont aussi sous-solutions de (HJa).
En particulier, pour tout s > 0 et tout t > 0, T Tyu est aussi une sous-solution.

Démonstration. Par la proposition 2.2.1, la fonction u est une sous-solution si et seulement
si elle vérifie u < Tgu+ aus pour tout s > 0. En appliquant T; (pour un ¢t > 0 quelconque),
nous obtenons Tyu < T;Tiu + as = TyTiu + as.

Cette égalité étant vraie pour tout s > 0, la fonction T;u est alors une sous-solution.
On procede de méme pour Tou. O

Le théoreme 2.2.2 est optimal au sens suivant : il existe des systéemes qui n’admettent
pas de sous-solutions C2, mais seulement C-1.

Exemple. Considérons le cas ou M = T est le tore (identifié ici a R/Z). Pour un
parametre réel P, on regarde I’hamiltonien

—_

H(z,p) = 5(p + P)? — sin®(rz)

2
Soit X: T — R telle que Vz € [0, 1], X (z) = sin(7x). En prenant

2
a=—= / X(z)dx
7T T
on peut voir que pour tout P €] —a, a[, (HJ) a des sous-solutions lisses. En revanche pour
P = a, il n’y a qu’une seule sous-solution qui est en fait une solution. Elle est donnée par
une primitive de X — a. Celle-ci est C"!, mais pas C2.

Pour plus de détails, voir [2] pp. 451-452.

Il est aussi intéressant de noter que I’ensemble des sous-solutions C'! de (HJa) est dense
dans ’ensemble des sous-solutions de (HJ«), pour la topologie de la convergence uniforme.
On peut donc tout a fait envisager d’approcher une sous-solution quelconque par des
sous-solutions C1''. C’est I'idée de la régularisation de Lasry-Lions.

Par ailleurs, on peut montrer qu’il existe un nombre réel a(H) telle que 'équation (HJ«)
admette des sous-solutions si et seulement si a > «a(H). On appelle habituellement ce
nombre la valeur critique de Mafié de H, et ’on montre par régularisation classique que
pour a > «a(H), il existe toujours des sous-solutions lisses. Le théoreme 2.2.2 est donc
pertinent pour les sous-solutions de 1’équation critique

H(q, du(q)) = a(H).

L’étude de cette équation d’Hamilton-Jacobi critique est le point de départ de la théorie
KAM faible de Fathi, que 'on trouve dans [4].
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3 Estimations explicites pour un certain hamiltonien

On ne peut en général pas espérer montrer l’existence d’une solution globale pour
I’équation d’Hamilton-Jacobi, et ¢’est I'une des motivations pour I’étude des sous-solutions.
Toutefois, si 'on se restreint au cas ot H ne dépend que de p, et ot la variété M est R?
(si bien que TM = R4 x R?, et T*M = R?% x R%), il est possible d’obtenir une solution
faible, & savoir lipschitzienne (donc différentiable presque partout, par le théoreme de
Rademacher). En particulier, ce sera une sous-solution.

Nous pouvons alors chercher & régulariser cette sous-solution par des sous-solutions C'!.
La régularisation de Lasry-Lions visait initialement a faire cela pour un hamiltonien
particulier sur R? (qui ne dépendait que de p). Toutefois, I'idée de Lasry et Lions dans
leur article original [5] permet en fait de régulariser n’importe quelle fonctionnelle sur
un espace de Hilbert de dimension quelconque, pour autant que celle-ci soit bornée et
uniformément continue. C’est précisément avec cette optique que nous exposerons ces
résultats.

3.1 Existence de solution

Nous montrons d’abord I’existence d’une solution lipschitizienne (donc d’une sous-solution)
pour le cas ot M = R? et H ne dépend que de p.

Réécrivons I'équation (HJ) dans ce cas, avec une condition initiale :

— d
{atu(g;,t) + H(Opu(x,t)) =0, zcRY >0 (H1g)

u(,O)::g
Nous supposerons ici que la condition initiale g est lipschitzienne (et donc en particulier

uniformément continue). Nous allons alors montrer qu’une solution est donnée par le
principe variationnel

w(z, 1) = inf {/OtL(u';(s)) ds + g(w(0)) |w € €', w(t) = x} , (PV)

et que cette solution est lipschitzienne sur R% x [0, 400). L’idée de considérer ce probléme
variationnel vient en fait de la forme des solutions réguliéres locales (dans le temps) de
(HJ) que 'on obtient par la méthode des caractéristiques.

Pour les détails de la démonstration (en particulier des lemmes), voir [7] pp. 124-129.

Nous commengons par trois lemmes.

Lemme 3.1.1 (formule de Hopf-Lax, sans preuve). Siz € R? et t > 0, la solution u du
probléme de minimisation (PV) est donnée par

u(z,t) = min {t L (ac;y) + g(y)} )

yeRd
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Lemme 3.1.2 (sans preuve). Pour tout x € R%, et tous 0 < s < t, la solution u donnée
par le lemme 3.1.1 vérifie l'identité

u(x,t) = myin {(t —s)L (ﬂ) + u(y, s)} .

En d’autres termes, cette identité fonctionnelle nous indique que pour calculer wu(-,t),
nous pouvons d’abord calculer v au temps s puis utiliser u(-, s) comme condition initiale
pour l'intervalle de temps restant [t, s].

Lemme 3.1.3. La solution u du lemme 3.1.1 est lipschitzienne sur R x [0, +00), et elle
vérifie u(-,0) = g.

Démonstration. Notons C' la constante de Lipschitz de g. Fixons t > 0, et z,4 € R%
Choisissons y € R? de telle sorte que

tL (x;y) +g(y) = ula, 1)
Nous avons alors
u(@, t) — u(x,t) = inf {tL (T) + g(z)} —tL <$ty) —g(y)

<g@—z+y) —gy)
<C|z —x|.

En échangeant les roles de = et &, nous obtenons
u(2,t) —u(z,?)] < Ol —=|.

D’autre part, nous pouvons estimer u supérieurement par
u(z,t) < tL(0) + g(x),
puis inférieurement par
u(®,t) = min {tL (:C;y + g(y)) + g(y)}

= 9(@) +myin{—0||fﬁ —yl +tL <"’“" - y)}

t

= g(z) — tmax{C|z|| - L(2)}
= g(z) = max max{{w,z) — L(z)}
=g(r) - th((%)c() H(0zu(x,t)).
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Ainsi, en posant C’ = max (|L(0)], maxpg,c) |H|>,

lu(z,t) — g(x)] < C't.

Finalement, en prenant z € R? et 0 < < t, ce qui précéde entraine que
lu(z,t) —u(z, t)] < C'|t — 1.
O

Maintenant que nous avons prouvé que la fonction u donnée par la formule de Hopf-Lax
(lemme 3.1.1) est lipschitzienne, le théoréme de Rademacher implique qu’elle est presque
partout différentiable. Nous savons aussi qu’elle satisfait la condition initiale. Il nous reste
alors & montrer qu’elle vérifie bien I’équation différentielle (HJg), ce que nous faisons
avec le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.4. Soient v € R? et t > 0 tels que u soit différentiable en (x,t). Alors la
fonction u définie dans le lemme 3.1.1 vérifie

Opu(z,t) + H(Oyu(z,t)) = 0.

Démonstration. Nous allons procéder par double inégalité. Considérons d’abord ¢ € R¢
et h > 0. Nous avons

ha —
u(x + hq,t +h) = Inyin {hL (x—l—hqy> + u(y, t)}
< hL(q) + u(x, 1),
c’est-a-dire
w(x + hg,t + h) —u(z,t)
h

En laissant tendre h vers 0, nous obtenons pour tout ¢ € R?

< L(q).

(Ozu(z,t),q) + Opu(x,t) < L(q).

Si ’on prend alors le maximum sur g, et que ’on se souvient que l'on passe de L a H
par la transformée de Legendre, nous pouvons écrire

Opu(x, t) + H(Opu(z,t)) = du(x,t) + max ((Ozu(x,t),q) — L(q)) < 0.

Montrons 'inégalité dans 'autre sens. Soit z € R? tel que

r—z

u(x,t) =tL (t) + g(2).
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Fixons h > 0, posons s =t — h et y = 32+ (1 — ) z, si bien que

rT—2z yY—=z
t s

Deés lors, nous avons

r—z

u(z,t) —u(y,s) > tL <t) +9(2) — [sL (y;z) + g(z)}
(-9 ("),

u(x,t)—u((l—%)x-i—%z,t—h) >L(x—2>'

c’est-a-dire

h - t
En laissant a nouveau tendre h vers 0, nous obtenons

xr—Zz

<8xu(x,t), t> + Oz t) > L (“"” - Z) ,

ce qui permet finalement de conclure que

Owu(z,t) + H(Ozu(z,t)) = dwu(x,t) + mgx{(@xu(l‘, t),q) — L(q)}

> u(z, t) + <61u(:n,t)’ T ; z> I (:c — z>
0.

v

La solution u est donc en particulier une sous-solution, que nous pouvons régulariser avec
des sous-solutions C™!. C’est ce que nous allons maintenant faire, avec la régularisation
de Lasry-Lions, pour le cas ou ’hamiltonien est celui de la particule libre,

1
H(t,q,p) = §HPH2-

Nous présenterons toutefois ces résultats dans le cadre plus général des espaces de Hilbert
(de dimension arbitraire) plutét que de rester dans R?.

3.2 Opérateurs de régularisation de Lasry-Lions

Soit ‘H un espace de Hilbert (nous notons (-,-) son produit scalaire, et || - || la norme
induite ; par ailleurs, nous identifions H avec son dual). Nous considérons 1’équation

1 2 _
{atu(:c,t) + 5 [1(Ozu(z, 1)) 0, reH, t>0 (HJE)

u('70) =g
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ou g est une condition initiale dans BUC(H), c’est-a-dire bornée et uniformément continue.

Nous allons montrer qu’il est possible de régulariser toute fonctionnelle uv: H — R dans
BUC(H) par une suite de fonctionnelles de classe C1!(H).

Les opérateurs utilisés pour cette régularisation ont la propriété de préserver les sous-
solutions de (HJE), de la méme maniére que dans la proposition 2.2.4. Des lors, si la
fonction u: H x [0,00) — R est une sous-solution bornée et uniformément continue
de (HJE), nous pourrons la régulariser en une sous-solution qui sera dans C*'(#) pour
chaque t > 0 fixé.

Comme u est uniformément continue, elle admet un module de continuité, que nous
notons m. Ainsi m est continu, croissant sur [0, +00), tel que m(0) = 0, et il vérifie la
relation suivante (dont la preuve est rappelée a 'annexe A.1) :

Vt,s >0, m(t+s) < m(t)+m(s).

Par définition, il vérifie aussi

Vo,y €My Ju(z) —u(y)] < m(lz—yl]).
Procédons alors a la définition de ces opérateurs de régularisation.

Proposition 3.2.1. Soit H(t,q,p) = h(p) un hamiltonien qui ne dépend que de p. Alors
son action est donnée par

S'(anan) = o (22

ou h* est la transformée de Legendre de h.

Dans notre cas, H(t,q,p) = 3|p||?, et ce qui nous donne

2
q1 — qo
S*(qo, q1) = ’%’

Quitte & multiplier u par 2, nous prendrons
t 1 2
a0, 1) = 1l — qol”-

Pour tout ¢ > 0, on considére les deux opérateurs de Lax-Oleinik associés a ’action
hamiltonienne précédente

. 1
Tou(a) = int (uy) + 7o~ vl?)

. 1
Tru(a) = sup (u(y) - 7llz - u]?).
yEH
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Nous les appelons les opérateurs de régularisation de Lasry-Lions. Outre le fait qu’ils
préservent les sous-solutions de (HJE), ils vérifient les trois propriétés fondamentales
suivantes :

Proposition 3.2.2. Ces opérateurs vérifient la suite d’inégalités
infu<Tiu<u< Ttu < sup u.

Démonstration. 11 suffit d’encadrer u ou de minorer 1|z — y||? par 0 avant de passer a
Iinfimum ou au supremum pour obtenir ces inégalités. ]

Proposition 3.2.3. Ces opérateurs préservent le module de continuité.

Démonstration. Soit y € H. Posons v(z) = u(z + y), si bien que
u(z) —m([lyll) < v(z) < ul@)+m([lyl)
par l'inégalité triangulaire.
D’autre part, nous pouvons réécrire ces opérateurs de la facon suivante :
Tyv(x) = inf (u(z +y)+ %Hz — a:HQ)
: 1 2
—int (u(z) + 7112 — (e + )
= Tu(z +y).
Or les opérateurs de convolution préservent clairement 1’ordre, ce qui permet d’écrire
Tiu(z) — m(|ly]) < Tyu(z +y) < Tyu(x) + m(|lyl)).

On procéde de méme pour Tyu. ]

Proposition 3.2.4. Tiu converge uniformément vers u quand t tend vers 0.

Démonstration. Notons €(t) = sup, (m(r) — ?) Alors on a le
Lemme 3.2.5.
lim e(t) = 0.

t—0

Démonstration. Par des changements de variables, on a

e(t) = sup (m (r\/i) _ 7«2) < sup ((r +1)m (\/{) N 7«2) - (\/g) L (\/Z)z

r>0 r>0 4

qui tend bien vers 0 quand t tend vers 0. ]
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Observons ensuite, a ’aide d’une nouvelle inégalité triangulaire, que
1 2 1 2
uly) — $lly = 2l > w@) = m(lz ~ yl) + Sy~ ] > u(z) — e(t).

Ainsi
u—e(t) <Twm<u

et la convergence uniforme découle du fait que e tend vers 0 en 0. O

Nous pouvons maintenant passer aux résultats de régularisation pour ces opérateurs.

3.3 Une régularisation particuliére
Comme avant, u: H — R désigne toujours une fonctionnelle dans BUC(H).
Nous nous intéressons a l'opérateur de régularisation R;, défini par

Rtu = Tt o TQt o Ttu.

L’opérateur R; préserve aussi les sous-solutions de (HJE), puisqu’il est composé d’opéra-
teurs qui préservent les sous-solutions. Nous allons montrer qu’il vérifie quelques autres
propriétés intéressantes, en particulier que la régularisée Ryu de u € BUC(H) est de classe

CHL(H).
Proposition 3.3.1. La fonction Ryu vérifie
inf u < Ryu < sup u.

Démonstration. Remarquons d’abord que

. 1
Ra(e) = Tio Torsup (uy) — 7 — ol

yeEH
1 int (sup (u(y) ~ o = o) + Iy~ 2|
= m. su u — —||T — - -z
Ven \pen \"W Ty 2tY

1 1 1
- inf Iy =22+ =z —s)?) = Zls =212 ).
sup (ZIQH <525 <U(y) . |y — 2| ) + 2tHZ s ) tHS |

Nous voyons alors qu’il suffit de majorer u par supu et de la minorer par inf u pour
obtenir le résultat souhaité. O

Proposition 3.3.2. En notant s; la plus grande solution de l’équation s> = t - m(s)
d’inconnue s, nous avons
S
sup |[VRyu(z)| < 2.
z€H t
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Nous montrerons seulement que R;u est lipschitzienne de constante ?t
Démonstration. Nous commencons par un lemme.
Lemme 3.3.3. Pour tout x € H, notons A l’ensemble des points y tels que
2
ly —zlI* <t-m([ly — )

(ce qui équivaut d ||y — x| < s¢, car sy est la plus grande valeur qui satisfait l’équation).

Alors nous avons

. 1 A 1 )
it (u(w) + 1y —al) = int (u) + 7y —al?).

yeH

1 2 1 2
sup u(y)—;Hy—-’rH =sup (u(y) — < lly — =) -
yeEH yeA t

Démonstration. On peut en effet restreindre I'infimum (respectivement le supremum)
aux points y qui vérifient

1
uly) + -l = yl? < (),
ce qui suffit a impliquer le lemme. O
Nous déduisons du lemme que Tiu et Tyu sont lipschitziennes,
St
| Teu(z) = Tru(y)l < llz = yll,

s .
et donc que R;u est lipschitzienne de constante ?t, puisque les opérateurs T; et T;

préservent le module de continuité. O

Théoréme 3.3.4. Pour toute fonction u € BUC(H), la régularisée Ryu est dans CH1(H).

Démonstration. Soit u € BUC(H). Nous allons en fait montrer que Ryu est & la fois
semi-convexe et semi-concave, ce qui est équivalent au résultat voulu (par 'annexe A.4).

Remarquons d’abord que

2 B 9 9
M@szwewﬂyw_w>

t yeH t t
. lyl? 2
= inf won 2 .
[nf, (U(y) + ; (z,y)

L’infimum porte sur une fonction linéaire en x, on obtient donc une fonction concave.
De maniere analogue, on montre aussi que T3v est t-semi-convexe pour toute fonction

v: H— R.
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Ainsi, To;Tiu est 2t-semi-convexe.

Montrons maintenant que si v est k-semi-convexe, alors pour ¢ < k, Tyv est (k — t)-semi-
convexe. Pour x,y € H, posons

_ ly == [l
flav) = o(y) + =20 4 2L
2
de sorte que Tyu(x) + l!:th = in?fil f(z,y) pour tout = € H. Remarquons que f peut étre

réécrite comme

2
lyl? [k—t |k
f($,y):U(y)+ A + Lt Yy— m%’ .

En effet, en développant le terme de droite, nous obtenons

£ = 0(0) + gl + S Il + s el = o)

k—t

m ”95H2'

Zv(y)+%(|!yll2 = 2{y, ) +|=]*) — Il +

tk —t)

Cette nouvelle expression pour f montre clairement qu’elle est convexe en (z,y), étant
donné que y — v(y) + ||y|?/k est convexe par hypothese.

Il reste alors a montrer que x + infy f(z,y) est convexe. Soient x1,22 € H et 0 < A < 1.
Pour tout y2 € H, nous avons

1

v(Ary + (1 — N)ag) + m“x\xl + (1 = X))
= inf f()\acl + (1 — )\).T}Q, )\yl + (1 — )\)yg)
y1€EH
< inf Af(z1,91) + (1= A)f(z2,92)
y1€EH

11 suffit alors de prendre l'infimum sur yo, pour obtenir la (k — ¢)-semi-convexité de Tyv.

Ainsi, —T;(—v) est (k — t)-semi-concave, ce qui prouve le résultat analogue suivant :
si v est k-semi-concave, alors Tiv est (k — t)-semi-concave pour tout t < k.

En appliquant ce résultat a TgtTtu, on obtient donc que R;u est a la fois ¢-semi-convexe
et t-semi-concave, et donc C'! par 'annexe A 4. 0

L’opérateur R; vérifie aussi une certaine propriété de “pinching”, comme le montre le
théoreme suivant.

Théoréme 3.3.5. Soit f: H — R uniformément continue et bornée. S’il existe une
fonction continue k-semi-concave v et une fonction k-semi-convexe u telles que v < f < u,
alors

Vit € (0,k], v < R f <.
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Avant de passer a la démonstration de ce théoréme, nous montrons d’abord un lemme.
Lemme 3.3.6. Pour toute fonction u: H — (—o00, +00], nous avons l'inégalité
Ttﬂu < u,

avec égalité si u est t-semi-convexe et continue.

De méme, pour toute fonction v: H — [—o00,+00), nous avons l'inégalité
TiTiv > v,
avec égalité si v est t-semi-concave et continue.

Démonstration. En effet,

; . Iz —yl*  lly — =/
1T, = f — .
yTyu(x) 21615 inf (u(z) + " ;

En prenant z = x, nous obtenons

TyTyu(x) < sup u(z) = u(z).
yeH

Il reste donc & montrer le cas d’égalité. Ainsi, supposons que u est continue et t-semi-
convexe. Nous avons

. 2 2 2
T, Tyu(zx) + HQ;H = sup irzlf (u(z) + =17 + <y x — z> .

y t t’
Des lors, en remplagant y par %y, nous obtenons

[Eils

2
TiTiu(x) + = sup inf (u(z) + HZtH + (y,z — z))

Y

Y

12
= sup {ir;f (u(z) + Ht” —(, z)) + (v, x)} . (%)

L’application z — f(z) := u(z) + ||2||?/t est convexe et continue par hypothese. Il en
résulte que si 'on choisit zy € H, alors pour tout ap € R tel que f(zg) > «ap, I'épigraphe

epi(f) = {(z,a) e H xR | f(z) < o}

est un convexe fermé de H x R, ne rencontrant pas le convexe compact {(xo,ap)}. Le
théoreme de Hahn-Banach nous donne alors 'existence de p € H et 5 € R tels que

V(z,a) € epi(f), (p,x)+ B a<(p,z0)+ - ao.
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Nous avons donc f > ag + ((1/8) - p,z0 — x). Notons que le membre de droite dans le
bidual de Legendre (%) s’interpréte comme la borne supérieure des g(xg) sur les fonctions
affines g telles que g < f. Des lors, en faisant tendre «ag vers f(zp), nous obtenons

, ol
TiTulwo) + - > (o)

autrement dit,
T, Tyu(zg) > u(x).

Montrons maintenant le théoréme :

Démonstration du théoréme 3.3.5. Soient u et v comme dans 1’énoncé. Nous voulons
montrer que nous avons u > 131y f > v et u > TyT: f > v pour t < k, ce qui implique que

u > T, Ty T f = Rif > v.
Pour montrer la seconde inégalité, il suffit d’observer que par le lemme 3.3.6, nous avons
w>f>TTf > TTw =0
La premiére inégalité se montre de la méme maniére. O

Le théoreme de “pinching” 3.3.5 entraine le corollaire suivant :

Proposition 3.3.7. Si f: H — R est dans CV'(H), alors Ryf = f pour t assez petit.

En effet, par Pannexe A.4, f est a la fois semi-convexe et semi-concave, nous pouvons
donc l’encadrer par elle-méme dans le théoreme 3.3.5, d’ou le corollaire.

4 Quelques commentaires et observations

Tout d’abord notons qu’il existe des fonctions bornées uniformément continues qui ne
s’approximent pas par des fonctions deux fois différentiables, c’est pourquoi C1'1(H) est
I'espace naturel pour régulariser les fonctions dans BUC(H). Le théoreme de Rademacher
montre que ces deux espaces ne sont pas si éloignés : les fonctions C1! sont deux fois
dérivables presque partout.

D’ordinaire, régulariser des fonctions se fait par produit de convolution avec des approxi-
mations de la masse de Dirac en 0, cette méthode fournit des approchées C* et n’a par
exemple aucune chance de fonctionner pour montrer I'existence de sous-solutions C1'' de
’équation d’Hamilton-Jacobi critique, puisque C*! est la meilleure régularité que 1’on
puisse obtenir dans le cas général (cf. fin de la section 2.2).
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Une autre restriction de la convolution classique est sa limitation aux espaces de dimension
finie. En effet, la mesure de Lebesgue est perdue deés que 1’on passe en dimension infinie.
La régularisation de Lasry-Lions est donc moins ambitieuse en termes de régularité,
mais elle a le mérite de fonctionner dans les espaces de Hilbert de dimension quelconque.
Cela étant dit, ces deux méthodes de régularisation partagent quelques propriétés : elles
préservent ’ordre, commutent avec les translations, etc.

Remarquons aussi qu’un cadre naturel pour I’équation de Hamilton-Jacobi est celui des
variétés. Il est possible d’étendre les idées de Lasry et Lions dans cette direction de la
fagon suivante.

Soit M une variété paracompacte de dimension d (elle admet alors une partition de
'unité). Notons B la boule unité de R

Soient (¢;);ez un atlas, avec des cartes ¢;: B — M qui sont telles que pour tout i € Z,
¢i(B) soit relativement compact dans M. Soit (g;);cz une partition de l'unité (localement
finie) adaptée au recouvrement M = {J;c7 ¢i(B).

Pour toute fonction u: M — R, on définit alors la fonction Giu par
Giu = [Rua, ((giu) o )] 0 &7 ",
i€l

ou les a; sont des nombres réels strictement positifs, et ou chaque terme

[Ria; ((giw) o ¢i)] o (bz_l

est étendu & M par 0 en dehors de ¢;(B) (cela est possible puisque g; est & support
compact dans 'ouvert ¢;(B)).

Une fonction u: M — R est dite localement semi-convexe si pour tout ¢ € Z, il existe
k; > 0 tel que u o QSZ»_I est k;-semi-convexe. Elle est dite localement semi-concave si —u
est localement semi-convexe.

Nous avons alors le théoréme suivant.

Théoréme 4.0.8. Soient f, u et v des fonctions de M dans R, avec u localement
semi-concave et v localement semi-convexe, telles que v < f < u. Alors on peut choisir
les réels a; de sorte que :
e la fonction Gif soit localement C™!,
e si f est continue, alors G¢f converge localement uniformément vers f quand t
tend vers 0,
e nous ayons l'encadrement v < Gy f < u.

Une preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [1].
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A Annexe

A.1 Rappels sur les modules d’uniforme continuité

Soit V' un espace vectoriel normé. Soit u: V' — R une application bornée et uniformément
continue. Nous notons m son module d’uniforme continuité, c¢’est-a-dire que pour tout
t > 0, nous posons

m(t) = sup {[u(z) —u(y)|, (z,y) €V x V tq. [z —y| < t}.
Nous allons montrer que pour tous ¢,t > 0,
m(t+t') < m(t) + m(t).
Pour cela, considérons pour chaque ¢ > 0 I’ensemble
E(t) = {|u(z) —uy)|, (z,y) € V x V tq. [z —y| < t}.

Prenons alors ¢,t' > 0 et x,y € V tels que |z — y| <t +t/, et posons

y—zx
= t
z=x+ P
si bien que nous avons
o= 2 = | =),
|z —z| <t

De méme, nous pouvons aussi écrire

t
z—y!—’(l—t+t,>(w—y)‘
tl
:m’fE—ZJL

|z —y| < .

D’autre part, par I'inégalité triangulaire,
u(z) — u(y)] < [u(z) —ul2)] + [u(z) —u(y)l.
Nous venons de montrer que |u(z) —u(2)| € E(t) et |u(z) —u(y)| € E(t') c’est-a-dire que
u(z) — uly)] < mf(t) + m(t),
puis, en passant au supremum,

m(t+t') <m(t) +m(t').

25



A.2 Démonstration du semi-groupe de Lax-Oleinik

Soit ‘H un espace de Hilbert, dont le produit scalaire est noté (-,-). Sa norme induite est
notée || - ||.

Nous montrons par un calcul explicite que les opérateurs de Lax-Oleinik forment un
semi-groupe dans le cas de I'hamiltonien (autonome) pour la particule libre (potentiel
identiquement nul), défini par

Lo
H(t,0.p) = 5l
Il s’agit de ’hamiltonien employé pour la régularisation de Lasry-Lions (c¢’est-a-dire par

convolution inf-sup). Les opérateurs T; et T} ici considérés sont donnés au début du
paragraphe 3.2.

Théoréme A.2.1. Les opérateurs de convolution inf-sup forment un semi-groupe,
c’est-a-dire qu’ils vérifient

Vt,s >0, TioTgu=Tsu
Vt,s > 0, Ty o Tou = Tt+su
Pour démontrer ce théoréme, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme A.2.2. Pour toute fonction f: H X H — R, les bornes inférieures commutent
entre-elles (et de méme pour les bornes supérieures), c’est-a-dire

inf (inf (f(y, z))) = inf (inf (f(y,z))),

yeEH \ze€H ze€H \yeH
sup (sup (f(y, Z))) = sup (SUP (f(y, Z))) .
yeEH \z€H z€H \yeH

Par ailleurs, pour toute fonction g: H — R, on a la relation

—sup (9(2)) = inf (—g(z)).

Démonstration. On procéde en passant successivement a 'infimum.

Vy,z € H, fly,z) > igff(y, z)

VyeH, inff(y,2) = inf (irylff(y, z))

iI?}f igff(y, z) > iI;f irylff(y, 2)
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On conclut par symétrie. Le résultat s’obtient de la méme fagon avec les bornes supérieures.
En ce qui concerne le lien entre I'infimum et le supremum, on procede par double inégalité,

g < sup(g)
—g > —sup(g)
inf(—g) > —sup(g).

Pour l'autre inégalité,

g > inf(g)
—g < —inf(g
sup(—g) < —inf(g)
sup(g) < —inf(—g)
inf(—g) < —sup(g)

Nous venons ainsi de montrer que
inf (—g(x)) = —sup (9(z)).
TEH TEH
Passons maintenant a la preuve du théoréme.

Démonstration du théoréme A.2.1. Commencons par les opérateurs T;. Nous avons

1o Tou(w) = inf (Twtw) + 2lle — ul?)
~ inf mf( uy—zH?) NEY—
yeH \zeH s

= inf ( inf “ly = 2|12 + =||z — y||?
J?%(QQH( Hy 2"+ SHJE yl

1
_ f - _ 2 - _ 2)
nf ( Hy A7+ Sl =yl
1
_ f (= _ 2 - _ 2)
inf (u(z)+ in ( ly =217 + <l =yl

Posons alors . 1
2 2

et montrons que
1
inf f(y) = —— Il=—al|”.

yeH t+ s
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Lemme A.2.3. Nous allons en fait montrer que

t+ s tr + sz||? 1 9
Va,y,z € H, Vt,s>0, = — — .
vy, >0, f@) =2 ly= | + ol
Démonstration. 11 suffit de développer les normes au carré,
t+s tﬂ:+322_t+s< tr + sz t:c+sz>
ts t+s || ts t+s 0 t+s
1 tr + sz
=—(sly—=z ty—=x),y— .
ts<(y )+ 1ty — ),y t+s>

Par linéarité, on obtient une somme de 2 termes que ’on peut calculer séparément :

tr + sz zZ—x
_ —_ — _ _ t
<8(y z),y t+s> <8(y z),(y —z) + t+s>
t
=slly —2l” + g =22 - a),
tr + sz xr—z
t (t(y — - — (ty — -
e <(y ),y t+8> <(y ), (y fv)+st+s>

ts
:tHy—ﬂfHQ‘Fm@—%w—@-

La somme est donc égale a

t+s tr+ sz 1 ) , st
- = - t||ly — — {y— —
ts IV t+s 7o Blly = 2"+ tlly — 2" + - {y — 2,2 — )
t
Fr-ae—2)
~(slly = 2l +tlly = 2l + S (= )~ (v = ),z — o))
= WlYy == - — —z)—(y—2x),z—x
ts y Yy t+s Y Y )
1 o 1 ) )
= 7l —=l° + Slly = 2l” — = ="
Par conséquent,
1 9  t+s tr + sz ||?
f(y)—H—SHz—xH vl s

O]

Cela montre le théoréme (pour le cas des opérateurs T;) puisque le minimum de f est

atteint en
- tr + sz

 t4s

et vaut

——llz ol
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Pour les opérateurs T} la démonstration est identique a partir d’un certain point :

L . 1
ﬂoTw@ﬁ—am(ﬂu@%—!W—yW)

yeEH
2 1 2
— sup wp 2~ 2y —#I?) — ~lle — vl
yeH \zeH S
2 1 2
— sup wp 2= 1l ==l ~ Sl — ]
yEH \z€H S
1 1
= sup (sup (u(z) — Iy = #I = { 1o ~ oI
z€H \yeH t S
:=wp< )+ sup —Hy—dV—M—yW))
zEH

gl -t )
sup (u(2) ;h(ﬂy 22+ Sl — ol

Nous sommes & nouveau amenés a montrer que

1
inf (= _2 o o 2
inf (Hly — 21 + Slle — ol) = e~

ce qui est exactement ce dont nous nous sommes convaincus auparavant, avec le lemme

A.23. O

A.3 Théoremes de Rademacher et Alexandrov
Nous rappelons ici deux résultats d’analyse sans les redémontrer.

Théoréme A.3.1 (Rademacher). Soit Q un ouvert d’une variété riemannienne lisse
M, munie de sa mesure de volume v. Soit f: Q — R une application localement
lipschitzienne.

Alors f est dérivable v-presque partout sur €.

Une preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [6] pp. 222-228.

Nous donnons aussi le théoréeme d’Alexandrov (ci-apres) puisqu’il ne nous a pas paru
indifférent dans le contexte de notre travail.

Théoréme A.3.2 (Alexandrov). Soit Q un ouvert conveze de RY. Soit f: Q — R une
application conveze.
Alors f est deux fois dérivable Lebesgue-presque partout sur §2.

Pour la preuve, on pourra par exemple se référer a [6] pp. 402-409.
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Il est aussi possible de généraliser ce théoréme aux ouverts 2 d’une variété riemannienne
M, munie de sa mesure de volume, et a des fonctions f qui ne sont que semi-convexes
mais qui respectent une autre condition de régularité suffisante pour se ramener au cas
M = R? Le lecteur intéressé trouvera les détails dans [6] pp. 363-364.

Mentionnons enfin un résultat classique de théorie de la mesure.

Proposition A.3.3 (Intégration par parties). Soit I un intervalle de R et f,g: I — R
deux fonctions dans 51106 (c’est a dire boréliennes et intégrables sur tout compact de R).

Sia,B €1, on définit F et G par

Fa) = /a “rod,  Gla) = /B ") dt.

Alors, F' et G sont continues et pour tous a,b € I tels que a < b, nous avons

b b
/af-a+/a F.g= F(b)G(b) — F(a)G(a).

A.4 Caractérisation des fonctions C!

Soit H un espace de Hilbert (comme d’habitude, nous notons (-, -) son produit scalaire,
et || - || la norme induite).

Dans cette section, nous montrons la caractérisation suivante des applications de H dans R
qui sont de classe C1'1(H), c’est-a-dire contintiment différentiables de gradient lipschitzien.

Théoréeme A.4.1. Une application u: H — R localement bornée qui est a la fois k-
semi-conveze et k-semi-concave est dans C1(H), et son gradient Vu est 6/k-lipschitzien.
Réciproquement, si v: H — R est dans CY1(H), alors elle est d la fois semi-convexe et
semi-concave.

Démonstration. Remarquons d’abord que comme x +— u(x) + ||z|?/k est convexe et
localement bornée, elle est continue, et donc u aussi. De plus, comme elle est convexe,
elle domine une certaine application linéaire (de méme, une fonction concave est dominée
par une certaine application linéaire). Plus précisément, notons f(y) = u(x + y) — u(z)
pour un certain z € H fixé. Elle est clairement k-semi-convexe et k-semi-concave et nous
avons par conséquent

2 A Yy e H, fly)+ - > (y13),

et

2
2 cH tq Yy EH, f(y)—”%ﬂH < <y,l§>.
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De plus, I1 = I2. En effet, en soustrayant ces inégalités, et en remarquant que I'on peut
changer y en —y, on obtient

Y

2-M2‘<y,l;—l§>

Yy 2
(=2 < Ll
[

Dés lors, la forme linéaire continue y +— (y, 1L — [2) s’annule sur la sphére unité de H (on
fait tendre ||y|| vers 0 dans I'inégalité précédente), et on en déduit que

ce qui implique que

T .

Par définition de [, nous avons

)~ ufa) — (y. 1) <

)~ u(e) — (1) > -1
donc )

ule+9) — (@) — {1y < 1

Cette derniere estimation nous dit que u est différentiable en x pour tout = € H, de
gradient V,u = [,. Il reste donc & prouver que ce dernier est lipschitzien, de constante
6/k.

Pour tous z,y, z € H, nous avons

2 2
g+ - ey ) —ue) < s+ D
oy lyl? _ oyl
<lx+ya y> k < U(:U) u($+y) §<l:r+ya y>+ [
. _ s
oy =)~ 0 < e ty) —u@ 4y +2) < (g =2+

En sommant ces inégalités, nous obtenons

ly + =01 llyl® =l
lm - lx, S )

puis, en remplagant z par z — y,

20 + llyll® + 11z = wl* _ 2llyl® + 2[l2l* + 2 (y, 2)]
k = k '

|<lx+y — g, 2)| <
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11 suffit alors de prendre ||y|| = ||z|| pour voir que

611yl
oy = las2)] < 220 [yl

c’est-a-dire, que

yll-

o

oy = Lall <

Réciproquement, soit v: H — R une fonction de classe CH'(#H). 1l existe donc une
constante L > 0 telle que

Ve,y e H, |Vzv—Vyu| < Lljz—yl.

2
x
Soient k > 0 et f la fonction qui & z € H associe f(z) =v(x) + u Fixons z,y € H;

nous avons 9 k
(Ve = Vyfia—y) = (Voo = Vv, —y) + 2o =yl

Or par hypothese, |[(V,v — Vyv,z — y)| < L[|z — y||?, donc en prenant k < 2/L, nous
avons

<V:Ef_vyfax_y> Z 07
et donc f est convexe, c’est-a-dire que v est k-semi-convexe.

On montre de méme que v est k-semi-concave. ]
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