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Introduction

Soient p un nombre premier et ¢ une puissance de p. L'objet de ce mémoire est
étude des représentations du groupe linéaire GL,(FF,) sur un corps algébriquement
clos de caractéristique p. La raison de ce choix de caractéristique est claire : en effet,
les actions linéaires les plus naturelles de GL,(F,) ne peuvent se définir que sur un
corps de caractéristique p. C’est par exemple le cas de la représentation standard, et de
toutes les représentations que 1'on obtient a partir de cette derniere par les procédés
habituels d’algebre tensorielle.

Il importe de faire dés maintenant une remarque fondamentale : la caractéristique
du corps sur lequel nous nous plagons divise le cardinal de GL,(F,). En effet, le sous-
groupe de GL,(FF,) constitué des matrices triangulaires supérieures a coefficients dia-
gonaux égaux a 1 est un p-groupe non trivial. Dans cette situation, la plupart des
théorémes usuels de la théorie des représentations sur C ne s’appliquent pas. En par-
ticulier, les sous-représentations n’admettent en général pas de supplémentaire stable,
les représentations ne se décomposent pas en somme directe de représentations irré-
ductibles, et la théorie des caracteres est inopérante. Une autre particularité de cette
situation, moins sensible, est le fait que le degré d’'une représentation irréductible peut
ne pas diviser 'ordre du groupe ; nous en verrons un exemple.

La premiére partie est consacrée au cas particulier n = 2. Nous y construisons
de facon tres explicite les représentations irréductibles de GL,(TF,) et SLy(IF,) sur Fp.
Pour calculer le nombre de classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de
GL,(FF,) sur ﬁp, nous nous appuyons sur une généralisation du théoreme usuel, issu de
la théorie des caracteres, qui affirme que ce nombre est égal au cardinal de ’ensemble
des classes de conjugaison du groupe.

Dans la seconde partie, nous construisons, de maniére moins explicite, les repré-
sentations irréductibles de GL,(F,) sur Fp, en généralisant les observations faites lors
de I'étude du cas n = 2. Le nombre de classes d’isomorphisme de représentations irré-
ductibles de GL,(F,) sur E, est, cette fois, obtenu par des considérations intrinseques
sur les représentations.

Notations. Dans tout ce document, p désigne un nombre premier, r un entier supérieur
a1, etq =p" une puissance de p. On note F, une cléture algébrique fixée de F,, et on
identifie IF, au sous-corps de Fp qui lui est isomorphe.

Convention. Soient G un groupe et K un corps. Il est équivalent d’étudier les repré-
sentations de G sur K, ou les K[G]-modules a gauche. Dans la suite, nous utiliserons
indifféremment ces deux langages.



Premiere partie
Représentations irréductibles de
GLo(Fg)

1 Nombre de représentations irréductibles

Le but de cette section est d’obtenir une expression du nombre de classes d’isomor-
phisme de représentations irréductibles de GL,(F,) sur FF,. On rappelle le théoreme
suivant, qui repose sur la théorie des caracteres :

Théoreme 1.1. Soit G un groupe fini. Soit K un corps algébriquement clos dont la carac-
téristique ne divise pas le cardinal de G. Le nombre de représentations irréductibles de G
sur K, a isomorphisme pres, est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Ce théoreme admet une généralisation valable pour tout corps de caractéristique
positive, et que nous exposons ci-dessous.

Définition. Soit G un groupe fini. Soit p un nombre premier. Une classe de conjugaison
de G est dite p-réguliere si ses éléments sont d’ordre premier a p.

Théoréme 1.2 ([1, p.161, corollaire 3]). Soit G un groupe fini. Soit K un corps algébri-
quement clos de caractéristique p > 0. Le nombre de représentations irréductibles de G sur
K, a isomorphisme pres, est égal au nombre de classes de conjugaison p-réguliéres de G.

Nous ne démontrerons ce théoreme que dans le cas particulier ou 'ordre de G est
une puissance d'un nombre premier. Pour cela, compte tenu du théoreme 1.1, il suffit
de prouver le lemme suivant :

Lemme 1.3. Soit p un nombre premier. Soient G un p-groupe et K un corps de caracté-
ristique p. Toute représentation irréductible de G sur K est triviale.

Démonstration. Soit V une telle représentation. Soit v € V\{0} et soit A le sous-groupe
additif de V engendré par Gv. Comme K est de caractéristique p > 0, A = F,[G]v
est un groupe fini. De plus, tous ses éléments non nuls sont d’ordre p ; c’est donc un
p-groupe. La formule des classes appliquée a 'action de G sur A conduit a :

|A| = |A°] mod p.

|A®| est donc divisible par p. Or A® contient le vecteur nul, donc est non vide. Il Sensuit
que |AS| est supérieur & 2, donc G fixe un vecteur non nul de A. Par conséquent, V
contient une droite sur laquelle G agit trivialement. Comme V est irréductible, V est
égale a cette droite ; c’est donc la représentation triviale. ]

Nous allons appliquer le théoréme 1.2 au groupe GL,(F,) et au corps ﬁp. Nous
démontrons pour cela le résultat suivant :
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Proposition 1.4. Le nombre de classes de conjugaison p-réguliéres de GL,(FF,) est égal a
2
q —q.

Démonstration. Soit f un polynéme unitaire de degré 2 a coefficients dans I, dont
le terme constant est non nul. Nous allons montrer que f est le polynéme caractéris-
tique d’une et une seule classe de conjugaison p-réguliere de GL,(IF,). Ceci conduira
au résultat, car il y a g*> — q tels polyndmes.

Supposons f scindé a racines simples sur I, et soit A € GL,(F,) une matrice dont f
est le polynéme caractéristique. A est semblable a la matrice diagonale dont les valeurs
propres sont les racines de f, ordonnées arbitrairement. L'ordre de A est égal au plus
petit multiple commun des ordres de ses valeurs propres dans IB‘; ; il divise donc l'ordre
de ]F;(, qui vaut q — 1 et est en particulier premier a p. Il s’ensuit que f est le polynome
caractéristique d’une unique classe de conjugaison de GL,(TF,), qui est p-réguliére.

Supposons f irréductible sur F,. Comme [, est parfait, f est séparable. Donc f est
scindé a racines simples sur [F». Largument précédent montre que f est, dans GL,(FF,2),
le polynéme caractéristique d’'une unique classe de conjugaison, qui est p-réguliere.
C’est également le cas dans GL,(IF,) par inertie de la similitude.

Enfin, supposons que f a une racine double a € I, et soit A € GL,(IF,) une matrice
dont f est le polynéme caractéristique. A est semblable a une matrice triangulaire su-
périeure dont les coefficients diagonaux sont égaux a a. Autrement dit, A est semblable
au produit de al, et d'une matrice de transvection que nous noterons T. L'ordre de T
estégala1lsi T =1, etap dans le cas contraire. Comme T commute a al, et que al, est
d’ordre premier a p, A est d’ordre premier a p si et seulement si T = [,, c’est-a-dire si et
seulement si A est semblable a al,. Donc f est le polynome caractéristique d'une unique
classe de conjugaison p-réguliere de GL,(IF,) ; cela conclut la démonstration. ]

Corollaire 1.5. Le nombre de représentations irréductibles de GL,(IF,) sur Fp, a isomor-
phisme prés, est égal a g> — q.

Remarque. Le nombre de polynémes unitaires de degré 2 a coefficients dans F, dont le
terme constant vaut 1 est égal a g. Le lemme 1.6 ci-dessous et la preuve de la proposi-
tion 1.4 permettent d’en déduire que le nombre de classes de conjugaison p-réguliéres
de SL,(TF,) est égal a q. Il y a donc, a isomorphisme pres, q représentations irréductibles

de SL,(IF,) sur fp.

Lemme 1.6. Soit C une classe de conjugaison p-réguliére de GL,(IF, ) incluse dans SL,(IF, ).
Les éléments de C sont conjugués dans SL,(IF,).

Démonstration. Soit A € C. 1l s'agit de montrer que pour tout P € GL,(F,), il existe
Q € SL,(F,) tel que PAP™! = QAQ™", C’est-a-dire (Q~'P)A = A(Q'P). Cela équivaut a
montrer que pour tout t € IE‘;, le commutant de A dans GL,([F,) contient une matrice
de déterminant t.

Soit donc t € IF; La preuve de la proposition 1.4 montre que soit A est diagona-
lisable, soit son polynéme caractéristique est irréductible. Placons-nous tout d’abord
dans le premier cas, et soit P € GL,(F,) tel que P!AP soit diagonale. La matrice

4
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01
nant t qui commute a A.
Supposons a présent que le polynéme caractéristique de A est irréductible. Ecrivons-

t 0 t 0
( ) commute a P'AP, de sorte que P (O 1) P! est une matrice de détermi-

le sous la forme y, = X> — aX — {3, et posons P € GL,(FF,) tel que PIAP = ((1) E)

b . .
Notons A = (Ccl d) ; comme Y, est irréductible, b # 0 et ¢ # 0.

Soit v = (;) € IF(?\{(O, 0)}. Le polynéme minimal ponctuel u.,, de A en v est un

diviseur unitaire de y, qui est distinct de 1. Comme Y, est irréductible, on a ., , = 4,
donc en particulier degu.,, = 2; ceci implique que (v,Av) est une base de ]Fs Soit

_ [x ax+by
Q= y cx+dy

0 B)_a
AHES

Notons f(x,y) =detQ = cx?>+(d —a)xy — by?; C’est une application polynomiale
homogene de degré 2, définie sur IF(ZI\{(O, 0)} et a valeurs dans IE‘; Nous allons montrer
qu’elle est surjective. Par homogénéité, son image est stable par multiplication par tout
élément de ng, et il suffit donc de montrer qu’elle intersecte non trivialement toutes

) la matrice de (v,Av) dans la base canonique. On a Q" 'AQ =

les classes de IE‘; modulo IF‘;Z. C’est clair si p = 2, puisque dans ce cas, tout élément
de I est carré. Supposons donc p # 2; F* est alors composé de deux classes modulo
Fl;z, de cardinal %

Comme c # 0, le polynéme cX?>+(d —a)X— b est de degré 2 ; image de x — f(x,1)
est donc de cardinal % Elle ne peut étre incluse dans aucune des deux classes de IE‘;
modulo ]quz, et il s’ensuit qu’elle les coupe toutes deux non trivialement. f est donc
surjective. En particulier, il existe Q € GL,(FF,) tel que Q7'AQ = P 'AP et detQ =
t detP. La matrice QP! est alors de déterminant t et commute a A, ce qui achéve la
preuve du lemme. O

2 Représentations de dimension 1

Dans cette section, nous nous proposons de classifier les représentations de dimen-
sion 1 de GL,(F,) sur FF,, ou, ce qui revient au méme, les morphismes de groupes

—X 7 . 7
de GL,(TF,) dans F,. Nous commencons par rappeler sans démonstration un résultat
classique.

Proposition 2.1. Soient K un corps et n un entier naturel non nul. Le groupe dérivé de
GL, (K) est SL,(K), sauf si n = 2 et K = F,. Le groupe dérivé de GL,(IF,) est d’indice 2
dans GL,(TF,).

Nous énoncons maintenant le résultat principal de cette section.
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Théoreme 2.2. Il y a, a isomorphisme pres, q — 1 représentations de dimension 1 de
GL,(IF,) sur ¥, qui correspondent aux morphismes

GL,(F,) — F:
A — (detAY

pour 0 <j<q-—2.

Démonstration. Soit ¢ un morphisme de GL,(F,) dans F:. Tout d’abord, montrons
que la restriction de ¢ a SLZ(IFq) est triviale. Si g # 2, c’est une conséquence du fait
que SL,(FF,) est le groupe dérivé de GL,(TF,) (proposition 2.1). Dans le cas ol q = 2,
comme GL,(IF,) = SL,(F,), il s’agit de montrer que ¢ est triviale. @ se factorise par
la projection canonique sur le quotient GL,(F,)/D(GL,(F,)), qui est d’ordre 2 d’apres
la proposition 2.1; on est donc ramené a montrer que tout morphisme dun groupe

d’ordre 2 dans I_FZX est trivial. Ce dernier point découle de la factorisation X*> — 1 =
(X —1)?, qui implique que FZX ne possede pas d’élément d’ordre 2.

Ensuite, montrons que  se factorise a droite par le morphisme det : GL,(F,) — IF;
On factorise tout d’abord ¢ par la projection canonique sur le quotient GL,(IF,)/SL,(IF, ) :

@ ={pom.

On observe ensuite que det induit un isomorphisme det : GL,(IF,)/SLy(F,) — IE‘; véri-
fiant : _
det = det o .
Ceci permet d’écrire :
—1
@ ={podet odet,

d’ou le résultat. Le diagramme suivant résume le raisonnement :

) —X
GLy(F,) ————F,

| O T

. Jo . =X
Nous sommes maintenant ramenés a chercher les morphismes de IE‘; dans F,.Un
tel morphisme envoie tout générateur de F; sur une racine du polynéme X4~ ! —1 dans
[F,, C’est-a-dire sur un autre élément de IE‘; Ainsi, il s’agit en fait d'un endomorphisme

de ]F:; Ce dernier groupe étant cyclique d’ordre g — 1, il possede g — 1 endomorphismes
qui sont les élévations aux puissances j pour 0 <j <q—2.
Pour conclure, il reste a dire que par surjectivité du déterminant, étant donnés deux

. . . =X 7 7 .
morphismes distincts de IF; dans F, leurs composées par le déterminant sont encore

. . . . . . _X .
distinctes. Finalement, il existe ¢ — 1 morphismes de GLZ(]Fq) dans IB‘p, qui sont ceux
donnés par le théoreme. ]
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Nous utiliserons dans la suite les représentations de dimension 1 construites précé-
demment pour obtenir de nouvelles représentations irréductibles a partir de représen-
tations irréductibles préexistantes. Ceci s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 2.3. Soient G un groupe et K un corps. Soient V et W deux représentations de
G sur K telles que V soit de dimension 1 et que W soit irréductible. Le produit tensoriel
V ®x W est une représentation irréductible de G.

Démonstration. Soit v € V\{0}. Considérons I'isomorphisme de K-espaces vectoriels :

P:W-VRW

w—vQw.

® n’est pas un isomorphisme de représentations. Cependant, I'image directe par ® de
tout sous-espace G-invariant de W est un sous-espace G-invariant de V®y W, et 'image
réciproque de tout sous-espace G-invariant de V ®; W est un sous-espace G-invariant
de W. Il s’ensuit que V ®; W est une représentation irréductible de G, comme l'affirme
le lemme. [

3 Action sur les polynomes homogénes

La représentation irréductible la plus naturelle de GL,(IF,) sur Fp est la représenta-
tion standard. Dans cette section, nous construirons d’autres représentations irréduc-
tibles de GL,(IF,) a partir de la représentation standard, par des procédés d’algebre
tensorielle.

Si n > 2, le produit tensoriel V®", ol V est la représentation standard de GL,(IF,),
n’est pas irréductible. En effet, il contient de nombreux sous-espaces de tenseurs sy-
métriques, a savoir les noyaux des différents morphismes V®" — S*V ® V"% pour
0<k<n.

Cette observation conduit a considérer le produit symétrique S™V, qui fournit au
contraire des représentations irréductibles de GL,(IF,) pour certaines valeurs de n. Il

est commode de noter (X,Y) une ﬁp—base de V; SV s’identifie alors a I'espace des
polynomes homogéenes de degré n a coefficients dans Fp, en les indéterminées X et Y :

n
s"v = EPF,xky"w,
k=0

a b

Si f € S™V est un tel polyndme, I'action de A = (c d) € GLy(F,) sur f s'écrit :

Af = f(aX+cY, bX+dY).

Théoréme 3.1. Soit n un entier compris entre 0 et p—1. La représentation S"V de GL,(IF)
est irréductible.
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Démonstration. Soit v € S"V\{0}. On écrit :

n
v=Y aXvk,
k=d

ot d € [0; n] vérifie a; # 0. Soit W= @;_, F,XY"¥, de sorte que v € W.

1t

01

sous-groupe de GL,(FF,), et W est invariant sous I'action de ce sous-groupe.
Soitt €F,.Ona:

Soit, pour t €F,, A, = ( ) € GL,(F,). Lensemble des A,, pour t € F, est un

n

Ay = Z @ XK(EX +Y)k

k=d
n n—k
n—k
:Zakka( ; )tZXIY”_k_l (1)
k=d 1=0
n—d n
n—s+1
=y as_l( , )XSY“‘S
1=0 s=l+d

en posant s = k + [.
Soit, pour 0 <l <n—d,w; = > a,_;("*)X*Y". Les w; appartiennent 3 W
> P =Lt = » V| — s=[4+d “s—1 1 . 1 app .
La matrice des w; dans la base (X*Y"),.<, de W est triangulaire inférieure, et ses
coefficients diagonaux sont :

n—d n—d
ay 0 seeesdy n—d .

IIs sont non nuls grace a 'hypothese n < p. Il s’ensuit que les w; forment une base de
W.
La formule (1) montre que la matrice des A,v,0 < t < n —d, dans la base de W

formée des w,, est :
11 1
01 n—d
01 - (n—a)y—¢
Il s’agit d'une matrice de Vandermonde inversible, ce qui montre que les A,v, pour

t € [0;n — d], forment également une base de W. Ainsi, F,[GL,(IF,)]v contient W.
Ensuite, on écrit le méme vecteur v sous la forme :

n
_ 1 yyn—kvsk
V= E a XY,
k=d’

. R 1 0 )
avec a), # 0; et en raisonnant de méme avec les A] = ( . 1) , on obtient que W' =

@B;_, F,X"XY* est contenu dans F,[GL,(F,)]v. Finalement, F,[GL,(F,)]v = S"V et
S™V est irréductible. ]



Représentations modulo p de GL,(F,)

Remarque. La preuve du théoréme 3.1 montre en fait que pour tout n € [0;p — 1], S"V
est une représentation irréductible de SL,(F,). En particulier, on en déduit le groupe
SL,(FF,) posséde une représentation irréductible de dimension 5 sur F,. Comme 'ordre
de SL,(F,) est égal a 336, cela fournit un exemple de représentation irréductible dont
le degré ne divise pas l'ordre du groupe.

Remarque. Soit n > p. On définit :

Won= € Fxvk
min(k,n—k)>p
Woe= P Fxyk

max(k,n—k)>p

W,in €t W, sont des sous-espaces GL,(IF)-invariants de S"V; W,,;, est distinct de
S"V et W,,,, est non nul.
Side plus n > 2p, W, ;,, est non nul. Si n < 2p, W, est distinct de S™V. Il s’ensuit

que la conclusion du théoréme 3.1 est fausse pour n > p, sauf peut-étre si n = 2p — 1.

min

Notation. La représentation S"V de GL,(IF,) correspond a un morphisme GL,(F,) —
GL(S"V), que nous noterons sym”.

Le théoreme 3.1 fournit p représentations irréductibles distinctes de GL,(IF,). Sup-
posons r = 1, c’est-a-dire ¢ = p. En prenant les produits tensoriels de ces p représenta-
tions avec les p — 1 représentations de dimension 1 construites a la section 2, on obtient
a priori, d’apres le lemme 2.3, p? — p représentations irréductibles de GL,(IF,). Sous ré-
serve que les représentations ainsi construites soient distinctes, ce qui sera prouvé a la
section 5, le corollaire 1.5 montre que nous possédons actuellement toutes les repré-
sentations irréductibles de GL,(IF,,) sur Fp.

4 Autres représentations irréductibles

L'objectif de cette section est de construire, a partir des représentations fournies par
la section précédente, de nouvelles représentations irréductibles de GL,(T,) dans le cas
ouq > p.

La premiere idée est la suivante : étant donnée une représentation irréductible W
correspondant a un morphisme de groupes p : GL,(IF,) — GL(W), on peut composer p
a droite par un automorphisme de GL,(F,); cela fournit une nouvelle représentation
de GL,(TF,), qui est également irréductible. Si 'on choisit un automorphisme intérieur
de GL,(IF,), cependant, la représentation obtenue par ce procédé est isomorphe a la
représentation initiale.

A tout automorphisme de corps de [, est associé un automorphisme de GL,(F,) :
celui qui, étant donnée une matrice, applique 'automorphisme de corps a chaque co-
efficient. Si Pautomorphisme de corps considéré est distinct de I'identité, cet automor-
phisme de GL,(FF,) n’est pas intérieur, car sa restriction au centre de GL,(IF,) est alors
non triviale. Or, pour q¢ > p, le groupe des automorphismes de corps de FF, n’est pas
réduit a l'identité. Plus précisément :
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Proposition 4.1. Le groupe des automorphismes de corps de T, est cyclique, d’ordre r et
engendré par le morphisme de Frobenius x — xP?.

Démonstration. Le groupe des automorphismes de corps de [F, est le groupe des auto-
morphismes [, -linéaires de IF,. Comme I'extension F /FF, est de degré r, ce groupe est
d’ordre inférieur a r. Or le morphisme de Frobenius est un automorphisme de F,, et en
I'appliquant a un générateur de IF;, on voit qu’il est d’ordre au moins r. La proposition
en découle. O

Notation. Nous noterons Fr le morphisme de Frobenius, et nous I'appliquerons indif-
féremment a des éléments de IF, et a des matrices a coefficients dans F,,.

En appliquant ce qui précede aux représentations irréductibles construites a la sec-
tion précédente, on obtient r(p — 1) représentations irréductibles de GL,(TF,) : les
sym"oFrf pour 1 <n <p-—1et0 <k <r—1,sous réserve bien slir que ces re-
présentations soient distinctes.

Nous allons maintenant considérer des produits tensoriels de ces représentations.
Le lemme suivant indique lesquels de ces produits tensoriels sont susceptibles d’étre
irréductibles.

Lemme 4.2. Si la représentation sym™ oFrt ® - -+ ® sym™ oFrkn est irréductible, avec
1<n;<p—1et0=<k; <r—1pourtoutiec [1;m], alors les entiers ky, ..., k,, sont deux
a deux distincts.

Démonstration. Supposons que deux de ces entiers soient égaux; on peut supposer
qu’il s’agit de k; et k,. Quitte a composer a droite par une puissance appropriée du
morphisme de Frobenius, ce qui ne modifie pas les sous-espaces GL,(IF)-invariants de
la représentation, on peut supposer que k; = k, = 0. Il s’agit alors de montrer que la
représentation SV ® S"2V n’est pas irréductible.

Ce dernier point se vérifie en considérant le noyau de la surjection canonique S"V®
S™V — §M*™V. C’est un sous-espace GL,(IF,)-invariant. Il est distinct de S"V ® S™V
car le morphisme est surjectif et 'espace d’arrivée non nul. Enfin, il n’est pas trivial car
la dimension de I'espace de départ, (n; + 1)(n, + 1), est strictement supérieure a celle
de l'espace d’arrivée, n; +n, + 1. O

Les produits tensoriels vérifiant la condition donnée par le lemme 4.2 peuvent se
mettre, & isomorphisme pres, sous la forme sym™ oFr®®--- ® sym™-1 oFr' 1 avec 0 <
n; < p—1pourtouti € [0; r—1]. Cette écriture montre qu’il y en a p" = g, sous réserve
qu’ils soient distincts. Ces produits tensoriels sont irréductibles, comme l’affirme le
théoréme suivant.

Théoreme 4.3. Soient n,,...,n,._; des entiers compris entre O et p — 1. La représentation
sym™©oFr’®--- ® sym™1 oFr'~! de GL,(IF, ) est irréductible.

Démonstration. La preuve que nous présentons est une adaptation de celle du théo-
réme 3.1. Soit v € ®l:; S™V\{0}. On écrit :

n;
V= E ako ..... krileano—ko R QX Xkr—lan—l_kr—l
ki:di

0<i<r-1

10
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ou (dgy,...,d,_;) € l_[:é [0; n;] vérifie a4 7 0. On pose :

W= @ ﬁpxkano—ko R---® kr-1ymr-1—kr—1
ki:di
0<i<r-1

1t

et,pourt €Fg, A, = (O 1

) € GL,(FF,). Soit t €F,. On a:

i

Atv = Z ako ..... kr,lxko(tx + Y)no—ko R ® Xkr—l(tPFlX + Y)nr—l_kr—l

ki:di
0<i<r-1
n;  ni—k;
_ Z Zl no — ko n,_—k.4 plotr+,
- Ako,....kr 1 [ [
ki:di ll:0 0 r_]'

0<i<r—10<i<r-1

Xkotloyno—ko=lo & ... @ Xkr-1tlrm1ymr—1=krm1 =l

nl-—dl- n;
_ ng—sg+1
= E tlot+lp’ ! E a 0 0 o...
s0—losesSro1— L1 l
;=0 0

Si:li+di

0<i<r-1 0<i<r-1
(nrl —Sra1 + lrfl

)XSanoSo R @ X5r-1Yr-175r-1
lr—l

n;—d;
— E tlo+"'+lr71pr71W
losesslio1®
;=0

0<i<r-1

Comme dans la preuve du théoreme 3.1, la matrice des w;_;  dans la base natu-
relle de W est triangulaire inférieure a coefficients diagonaux non nuls, lorsque 'on mu-
nit les r-uplets d’indices de l'ordre lexicographique. Il s’ensuit que les w; _;  forment
une base de W.

Les exposants [, + -+ + [,_;p" ! sont deux a deux distincts et compris entre 0 et
q — 1 lorsque (l,...,l,_;) parcourt ]_[:01 [0; n; — d;]. Par inversibilité de la matrice de
Vandermonde (tl)le[[o;q—lﬂ,tqu7 on en déduit que la matrice des A,v, t € F,, dans la
base de W formée des w; ,; , est de rang maximal. Il s’ensuit que les A.v, t € F,,
engendrent W. Ainsi, E, [GL,(F,)]v contient W.

La fin de la preuve est similaire a ce qui a été fait pour le théoreme 3.1. Finalement,
sym™ oFr’®--- ® sym™ -1 o Fr'~! est irréductible. O

Remarque. Comme cela avait été remarqué a propos du théoréme 3.1, la preuve du
théoréme 4.3 montre en fait que pour tout (n,...,n,_;) € [0;p—1]", sym™oFr’®@---®
sym™-1 o Fr'~! est une représentation irréductible de SLZ(IFq).

En prenant les produits tensoriels des q représentations irréductibles de GL,(TF,)
fournies par le théoreme 4.3 avec les g — 1 représentations de dimension 1, on obtient,
sous réserve qu'elles soient distinctes, g> — q représentations irréductibles de GL,(IF,).
Le corollaire 1.5 montre alors que nous avons construit toutes les représentations irré-
ductibles de GL,(TF,) sur Fp.

11
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5 Classification des représentations irréductibles

Dans la section précédente, nous avons construit g —q représentations irréductibles
de GL,(F,) sur Fp, mais sans vérifier que ces représentations étaient distinctes. C’est
la 'objet de la présente section. Pour ce faire, nous allons définir un invariant des
représentations irréductibles de GL,(FF,), qui s’averera également crucial dans la partie
suivante pour étudier les représentations de GL,(FF,).

Nous commencons par adopter une notation commode pour désigner les représen-
tations construites précédemment.

Notations. Soient j € [0;q — 2] et (ny,...,n,_,) € [0;p — 1]". Soit N = 3" n;p'.
Notons det’ le morphisme
—x
GL,(F,) - F,
A — (detAY
dont il a €té question dans le théoreme 2.2.

La représentation det/ ® sym™ oFr’®--- ® sym™-1 oFr' ! de GL,(IF,) sera désignée
par le couple (j,N) € [0;q — 2] x [[0; g — 1]. L'espace associé a cette représentation sera
identifié & Vy = ®|_, S"V.

Pour définir I'invariant dont nous avons parlé plus haut, nous avons besoin d’intro-

duire deux sous-groupes importants de GL,(F,).

Notations. On note B et U les sous-groupes de GL,(FF,) constitués respectivement des
matrices triangulaires supérieures inversibles et des matrices triangulaires supérieures
a coefficients diagonaux égaux a 1.

Remarque. U est un sous-groupe distingué de B. Il s’ensuit qu’étant donnée une repré-

sentation de GL,(IF,), 'espace des points fixes sous I'action de U est stable par B.

Théoréme 5.1. Soit (j,N) € [0;q — 2] x [0;q — 1]. On fait agir GLy(F,) sur Vy par

la représentation (j,N). Le sous-espace de V) constitué des points fixes sous Uaction de U
*

est une droite. De plus, tout élément A € B de la forme (?) b) agit sur cette droite par

Uhomothétie de rapport ¥ xy(A) = a/*Nb/.
Démonstration. Soit v € Vy;\ {0} un point fixe sous I'action de U. Ecrivons N = Y /_ n;p’
et:

;i
V= E ak X Xno—kono ® cee ® anfl_krlekrfl.
05005 r—1
k;=0

0<i<r-—1

1t . -
0 1€ U. Soit t € F,. Le coefficient de A,v sur le vecteur
X" ®---®X"1 de la base canonique de Vy vaut :

Pour t e F , on pose A, =

n;

.. r=1
: : ako ,,,,, krfltko—i_ e :

ki:()

0<i<r-—1

12
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Soit f = > @y, Xbot+kr"" € F [X]. Comme v est un point fixe sous Iaction de

U,ona: Vt €T, f(t)=f(0). Il sensuit que f — f(0) est divisible par X? — X. Comme
f est de degré inférieur a q — 1, ceci implique f = f(0). On en déduit que a;, _, =
pour tout (k, ..., k,_1) #(0,...,0). Ainsi, v € F X" ® - -- @ X",

*
Soit maintenant A € B de la forme (f)l b) .Soitv=X"®---®@X"1.0na:

Ay = det(A)fa”o+"'+"r—1pr_1xn0 Q- QXM1
= (ab)Ya™v

= %AV

Ainsi, I'espace des points fixes sous I'action de U est égal a FPX”O ®--- X" 1 et
I'action de B sur cette droite est celle qui est donnée par le théoréme. O

Linvariant que nous allons utiliser est le morphisme y; vy qui apparait dans le théo-
réme 5.1.

Lemme 5.2. Soient (j;,N;) et (j,,N,) des éléments de [0; q—2] x [0; q—1] correspondant
a des représentations isomorphes. On a ¥, n,) = X(j,N,)-

Démonstration. Soit ¢ : Vy — Vy, un isomorphisme entre les représentations (j;,N;)
et (j,Ny). Soit v € Vi, un vecteur non nul fixé par U et soit A€ U. On a Av = v, d'ou
@(Av) = Ap(v) = ¢(v), ce qui montre que ¢(v) est un vecteur non nul fixé par U.

Soit maintenant A € B, le théoréme 5.1 implique que Av = y; n)(A)v et Ap(v) =
XN, (A)p(v). Mais en appliquant ¢ a la premiere égalité, il vient Ap(v) = ¥, n,)(A)
¢(v). Comme @(v) est non nul, on a ¥, n,)(A) = x,n,)(A), et finalement y; vy =
X(j,.N,)» comme laffirme le lemme.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de classification des représentations
irréductibles de GL,(IF,) sur F,.

Théoréme 5.3. Les représentations (j, N), pour (j,N) € [0;g—2] % [0; g —1], constituent
ensemble des représentations irréductibles de GL,(FF,) sur F,,.

Démonstration. D’apres ce qui précede (corollaire 1.5, lemme 2.3 et théoréme 4.3), il
suffit de montrer que les représentations (j, N) sont deux a deux non isomorphes.
Soient donc (j;,N;) et (j,,N,) des éléments de [0;q — 2] x [0;q — 1] correspon-
dant a des représentations isomorphes et montrons que (j;, N;) = (j,,N,). D’apres le
. T . a O .
lemme 5.2, on a % n,) = X(j,n,)- EN appliquant cette égalité a la matrice 0 a‘l) ol
a est un générateur de I, on obtient a™ = a™ d’olt N; =N, mod (q —1).
Il y a alors trois possibilités : N; = N,, ou N; =0et N, =qg—1,0uN; =q—1et
N, = 0. Les deux derniers cas sont exclus, car une représentation vérifiant N = 0 est de

dimension 1, et une représentation vérifiant N = g — 1 est de dimension q. On a donc
Nl ES Nz.

13
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0
d’ou j; = j, mod (q — 1) puis j, = j,, ce qui acheve la preuve du théoréme. O

. o . (10 _ A . 4
Ensuite, en utilisant la matrice ( a) , on obtient de la méme facon a’' = a’2,

Remarque. Sil'on remplace GL,(IF,) par SL,(IF,) et B par B N SL,(F,), le résultat du
théoreme 5.1 est encore vérifié. Le lemme 5.2 est encore vérifié si 'on considére les
restrictions des représentations a SL,(IF,). La preuve du théoreme 5.3 montre alors que
les restrictions a SLy(IF,) des représentations (0,N), pour N € [0;q — 1], sont deux a
deux non isomorphes.

Comme ces représentations sont irréductibles (remarque suivant le théoreme 4.3)
et que SLy(TF,) posseéde q représentations irréductibles sur Fp a isomorphisme pres (re-
marque suivant le corollaire 1.5), on en déduit que ce sont toutes les représentations
irréductibles de SL,(FF,) sur Fp.

14



Deuxieme partie
Représentations irréductibles de
GLn(Fy)

A partir de maintenant, n désigne un entier supérieur a 2 fixé.

1 Préliminaires sur le groupe symétrique

Il est bien connu qu’il existe un plongement canonique du groupe symétrique S,
dans GL,(F,), dont 'image est constituée des matrices dites de permutation. Ces ma-
trices jouent un réle important dans I'étude du groupe linéaire. Nous consacrons cette
section a certaines propriétés de &, dont nous aurons besoin par la suite.

Rappelons tout d’abord un fait tres élémentaire.

Lemme 1.1. Les transpositions t; = (i i+ 1), pour i € [1;n — 1], engendrent &,,

Démonstration. 1l suffit de montrer que (t,,...,T,_;) contient toutes les transpositions.
Toute transposition de la forme (1 j) ot 2 < j < n s’obtient en conjuguant T, par une
puissance du cycle (2 3 --- n) = 1,---T,_;. Ensuite, une transposition quelconque
(i j) avec i < j s'obtient en conjuguant (1 j — i+ 1) par une puissance du cycle
(12 - n)=m,1,_,, doule résultat. O

Définition. Soit 0 € &,,. On appelle longueur de o, et on note [(0), le minimum des
longueurs des expressions de o en fonction des générateurs t; = (i i+1),1 <i<n-—1
de &,,.

Définition. On pose :

e={(i,j)e[L;n]*i#]},
" ={(i,)eeli<j},
d ={(i,)ed|i>j}=o\0".
Soit (i,j) € ®. On note |(i, )| = (min(i, j),max(i, j)) € ®*. Si ¢ € &,, on pose

0((i,j)) = (o(i),0(j)) € ®. Pour tout i € [1;n — 1] on note a; = (i,i + 1) € ™.
Etant donné o € &,,, on définit :

¢ ={acd’ |o(a) e},
¢ ={ae€d" |o(a)e® } =2"\P],
n(o) =|®_]I.

Les deux propositions qui suivent établissent quelques propriétés des fonctions [ et
n, en particulier le fait important que ces fonctions coincident sur G,,.
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Proposition 1.2. Soient c € S, eti€[1;n—1]. Ona:

n(o)+1 siaqed,,
n(c)—1 siaq;€®_.

n(o)+1 siaq;€d’,,

n(c)—1 sig;€d__,.

n(owt;) = { n(t,0) = {

Démonstration. Soit (k,1) € &+,

Si k et [ n’appartiennent pas au support de t;, (k,1) € <I>::Tl_ = (k,1) € ®.

Sil>i+1, (i) e@iﬁ = (i+1,D)edlet(i+1,1)e <I>j;,ci = (i,1) € ®.

Sik<i,(k,i)ed! = (ki+1)ed] et(k,i+1)ed! < (ki)ed].

Ainsi, il existe une blijection entre &' \{a;} et 7\ {aq;}. Par ailleurs, a; € 7 <=
a; ¢ ®7. La premiere partie de la propositlion en découle. l

La seconde partie est plus simple. Soit a € ®*. Si a # |o7!(q;)|, a € <I>;Li(y =
a € ®}. Par ailleurs, |07 (q;)| € <I>:ic = o7 (a)| € ¢ < a; & ¢, ; le résultat
s’ensuit. O

Remarque. On peut définir la signature de o € G,, par :

1 sin(c)=0 mod 2,
e(o) = .
—1 sinon.

Le lemme 1.1 et la propostition 1.2 montrent qu’il s’agit d’'un morphisme de groupes.

Lemme 1.3. Soit o =1, -*-7; €&, aveciy,...,i, € [1;n— 1]. Supposons n(c) < m.
Alors il existe des indices j, < j, dans [1; m] vérifiant :
O' = Tll DEEEEY T1J171T111+1 DEEY T1J271T112+1 DEEEY Tlm‘
Démonstration. Comme n(c) < m, la premiére partie de la proposition 1.2 montre qu’il
existe un indice j, > 1 tel que a;, € - .
i1 iy
Soit alors j; le plus grand indice strictement inférieur a j, tel que l'on ait a; €

& _ ,desortequeaq; €®F .

iy ijo—1 J2 L) +1 fjp—1

Comme le montre la preuve de la seconde partie de la proposition 1.2, on a alors :

a :l(Tile"'TijZ,l)_l(a )

Ljp L

Donc le conjugué de T, parT; . T  est égal a T; , ce qui s’écrit :
2 2~ 1

Ljj+1
;. ---T: T',T', ---T,. :T,..
Lp+1 Up=1 "ljg “ljp-1 Ljp+1 Ly

Ainsi, Ti " Ty, = Ty 0T - En utilisant cette égalité dans la définition de o, on
aboutit a la conclusion du lemme. O
Proposition 1.4. Les fonctions | et n sont égales. De plus, le maximum de | sur &, est

;1 n(n—1) . . . 1 2 3 -on\
égal a ——— et est atteint uniquement sur la permutation n =

n—-1 n—-2 --- 1
1 W2 n—1)3 n—2)--([2] [2]+1).
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Démonstration. Soit o € &,,. La proposition 1.2 montre que n(o) < [(c) et le lemme 1.3
montre [(0) < n(o). Il sensuit que [(c) = n(c), donc [ et n sont égales.

Le maximum de n sur &, est inférieur a |®F| = @ Une permutation o atteint
ce maximum si et seulement si elle vérifie & = &, c’est-a-dire o(1) > o(2) > --- >
o(n), ce qui se produit uniquement pour la permutation donnée dans ’énoncé de la
proposition. O

2 La décomposition de Bruhat

Dans cette section, nous établissons un résultat fondamental dans I’étude du groupe
linéaire et de ses représentations, qui met en évidence le lien entre le groupe linéaire
et le groupe symétrique.

Les résultats de cette section sont énoncés pour GL,(IF,), parce que C’est ce cas dont
nous avons besoin. Ce sont cependant des propriétés générales du groupe linéaire,
valables quel que soit le corps sur lequel on se place.

Avant tout, voici quelques notations que nous utiliserons constamment.

Notations. B et U désignent les sous-groupes de GL,(IF,) constitués respectivement des
matrices triangulaires supérieures inversibles et des matrices triangulaires supérieures
a coefficients diagonaux égaux a 1. H désigne le sous-groupe de GL,(IF,) constitué
des matrices diagonales inversibles. Nous noterons N le sous-groupe des matrices mo-
nomiales, c’est-a-dire des matrices de GL,(IF,) dont chaque ligne et chaque colonne
comporte un unique coefficient non nul.

Si g et g’ sont deux éléments de GL,(F,), la notation ¢ g’ désigne le conjugué de g’
par g, c’est-a-dire 'élément gg’g™" de GL,(F,). Si X est une partie de GL,(F,), 8X est
I’ensemble des conjugués des éléments de X par g.

Remarque. On observe que U est distingué dans B, B=UH, et UNnH = {I,,}. Il s’ensuit
que B est un produit semi-direct U X H.

Le lemme suivant met en évidence certaines propriétés importantes de N.

Lemme 2.1. Le normalisateur de H dans GL,(FF,) est égal a N si q # 2, et a GL,(F,) si
q = 2. En particulier, H est distingué dans N. Le quotient W = N/H est isomorphe a &,,.

Démonstration. Siq =2, H= {I,} donc le normalisateur de H dans GL,(F,) est égal a
GL,(F,).

Supposons q # 2. Soit g un élément du normalisateur de H dans GL,(FF,). On a pour
tout h € H: ghg™! € H. Comme ]F; contient deux éléments distincts, tout élément de
[F, peut s’écrire comme somme de deux éléments de IF; et toute matrice diagonale peut
s’exprimer comme somme de deux éléments de H. On en déduit que pour toute matrice
diagonale h, ghg ! est diagonale. On applique ce résultat & la matrice diagonale dont
tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice i, égal & 1. On obtient ainsi que la i ™
colonne de g comporte un unique coefficient non nul. Par inversibilité de g, chaque

ligne et chaque colonne de g comporte donc un unique coefficient non nul ; donc g € N.
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Soit IT le sous-groupe de GL,(IF,) constitué des matrices de permutation. Pour tout
1 € I1 et pour tout h € H, il existe h’ € H tel que mh = h’nt. Cela montre que IT norma-
lise H, et donc que N = HII normalise également H. Finalement, N est le normalisateur
de H dans GL,(FF,).

Quelle que soit la valeur de g, on a N = HII, HNII = {I,}, et H<N d’apres ce qui
précede. Donc N est un produit semi-direct H % II. Il s’ensuit que W = N/H ~ II ~
S,. O

Remarque. Lisomorphisme W ~ &, fourni par le lemme 2.1 peut étre décrit explicite-
ment de la fagcon suivante. Soit w € W ; w est une classe a gauche de N modulo H, qui
contient une unique matrice de permutation associée a un élément o de S,. L'image
de w par l'isomorphisme du lemme 2.1 est o.

Notations. Lisomorphisme W ~ &, fourni par le lemme 2.1 fait correspondre les gé-
nérateurs Tt,,...,T,_; de &,, définis dans la section 1, a des éléments de W que nous
noterons wy,...,w,_;. Lélément de S, de longueur maximale défini dans la proposi-
tion 1.4 correspond a un élément de W que nous noterons w,,.

Si w € W correspond a une permutation o € &,, nous noterons [(w) = (o),
dr =0 etd =_.

Convention. Si g € N, le sous-ensemble Bg de GL,(FF,) ne dépend que de la classe w
de g modulo H, puisque H C B. Nous nous autoriserons donc a écrire Bg = Bw. Dans
la suite, cette convention sera appliquée, plus généralement, a toute expression faisant
intervenir un élément de N, mais ne dépendant que de la classe de cet élément modulo
H. Nous écrirons une telle expression en remplacant ’élément en question par sa classe
modulo H.

Nous énongons maintenant le théoréme de Bruhat sous sa forme classique. Une
forme plus précise sera donnée a la section 3.

Définition. On appelle cellules de Bruhat les ensembles BwU, pour w € W.

Théoréme 2.2 (Bruhat). Le groupe linéaire GL,(TF,) est égal a l'union disjointe des cel-
lules de Bruhat. Autrement dit, on a :

GL,(F,) = | [BwU.

weWw

Démonstration. Soit g € GL,(F,). Nous allons prouver que g € |,y BWU en utilisant
des opérations élémentaires.
Posons g, = g. Nous allons définir par récurrence une suite g;, 0 < j < n, d’€lé-

ments de GLn(IE‘q). Supposons g, ..., g;_; construits. Posons :

weW

k; =max{i € [1;n] | (g;_1);; # O}

On définit alors g; comme la matrice g;_; sur laquelle on a effectué les opérations
suivantes :

1 .
(8-’

1. Multiplier la k™ ligne par
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2. Pour i < k;, soustraire la k™ ligne, multipliée par (g;_,); ;, a la i*™;
(gj—l)k. 5!
AN
—I— ala
(gj—l)kj,j ? J

- iéme

3. Pour j’ > j, soustraire la j colonne, multipliée par

/iéme

Les opérations 1 et 2 correspondent a une multiplication a gauche par des éléments
de B. L'opération 3 correspond a une multiplication a droite par un élément de U. Il
s’ensuit que pour tout j € [0;n], g; € BgU. Par ailleurs, pour tout j € [0; n] et pour tout
j’ > j, la j®me colonne de g comporte un unique coefficient non nul : le coefficient
situé a la k}éme ligne, qui vaut 1. On en conclut que g, est une matrice de permutation,
et que 'élément w € W associé a g, vérifie g € BwU.

Il reste maintenant a vérifier que la réunion des BwU, pour w € W, est disjointe.
Pour cela, soient T, et 1, deux matrices de permutation telles que bm; = m,u, avec b €
B et u € U, et montrons que T, = T,. Soient 0, et 0, les permutations associées a m,
et T,, et supposons par 'absurde que o, # 0g,. Soit alors j € [1; n] I'entier minimal tel
que 0,(j) # 0,(j); on peut supposer o,(j) > 0,(j). L’égalité des coefficients d’indices
04(j),j de bmy et m,yu s’écrit :

n n
Z bo,().kOk0,() = Z B0, (/)02 (k) Uk,
k=1 k=0

Onadonc by (i) 5.1y = Us-14 (i).;- L€ premier membre de cette égalité est non nul, puis-
. . 01(1),010)_ . Oy 0_1(]),1 L ]

qu’il s’agit d’un coefficient diagonal d’un élément de B. Au contraire, le second membre

est nul : en effet, pour tout j' < j, 0,(j") # 0,(j), ce qui implique que o, 'c,(j) > j.

On aboutit a une contradiction, ce qui achéve la preuve du théoreme. O

Remarque. Le théoreme de Bruhat est valable pour GL,(K) quel que soit le corps K.
Lorsque K =R ou K = C, les cellules de Bruhat sont de tailles tres inégales d’'un point
de vue topologique. En particulier, la cellule associée a '’élément de longueur maximale
w, de W, surnommeée la « grosse cellule », est un ouvert dense de GL,(K). En effet, la
preuve du théoréme montre que 'appartenance d’'une matrice a cette cellule se traduit
par un nombre fini de conditions de non-annulation de fractions rationnelles en les
coefficients de la matrice.

3 Forme forte du théoreme de Bruhat

Dans cette section, nous démontrons une forme forte du théoréme de Bruhat énoncé
précédemment (théoreme 2.2). Cette forme forte fournit une décomposition plus pré-
cise de GL,(IF,), qui attribue a tout élément de GL,(FF,) une écriture unique.

Comme ceux de la section 2, les résultats de cette section, énoncés pour le corps
[F,, sont en fait des propriétés du groupe linéaire valables quel que soit le corps des
coefficients.

Tout d’abord, voici un lemme qui permet de comprendre I'action par conjugaison
des matrices de permutation sur GL,(FF,).

Lemme 3.1. Soit ¢ € G, et soit m € GL,(IF,) la matrice de permutation correspondante.
Soit g € GL,(F,). Pour tout (i,j) € [1;n]? on a ("g);; = &o-1().0-1(j)-
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Démonstration. Soit (i,j) € [1;n]?. On a:

n n
("8 = Z Z Bi.0()8k1OLo1() = 8o1(i),071():

k=1 [=1
OJ

Nous définissons maintenant certains sous-groupes importants de GL,(FF,). L'équi-
valence entre les différentes définitions que nous donnons ci-dessous se prouve dans
chaque cas en appliquant le lemme 3.1.

Définition. Soit w € W. On définit :

Ul = UnY ' U={ueU|VY(,j)e @, u; ;= 0},

U; =UnN Wﬁlon = {u eU | V(l,]) S (I):;) u ;= O}
On note V = "°U le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures a coefficients
diagonaux égaux a 1.

Pour i € [1;n — 1], on pose U; = U_ et V; = "iU,. De facon équivalente, V; est
I'ensemble des transposées des matrices de Us.

Remarque. Tous les sous-groupes introduits dans la définition précédente sont nor-

. 7 . . . w +
mahs?s parzH. Cela implique notamment que les expressions telles que "U’,, pour
(w,w’) € W%, ont un sens.

Les deux propositions suivantes établissent certaines propriétés de ces sous-groupes.

Proposition 3.2. Soienti € [1;n— 1] et w € W.
1. Sia; €®, alors U, =U"U_ et Un"U, =1L}
2. Sia;€® ,alorsU =U"U_  etUn"U ={L}

3. Ecrivons w = w; ---w;_ avec iy,...,i; € [1;n—1] et [((w) = k. On a alors :
- w; wi, Wi Wi Wi
Uw - Uik kUikﬂ o Uik—z Tk 2Ui1 :

Démonstration. Prouvons l'assertion 1. Nous allons pour cela expliciter */U_ . Déja,
comme a; € &7, toutes les matrices de U ont leur coefficient d’indices i,i + 1 nul.
Grace au lemme 3.1, on en déduit que U, C U. On écrit ensuite :

WiU; — WiU N WiW71W0U
=wyn*™ myunU
— Wi -
="unu,,

={ue UV_VWl. | u; 141 =0}

(2)

+ + —_ Vé . K Vé . Vé
Comme q; € <I>Wwi, <I>Wwi - <I>Wi, doncU; C wai. On en déduit en utilisant les égalités (2)
WiTT— -
que U;" U C wai.
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Réciproquement, soit u € U, et soit A = u; ;4. Soit u; = I, + AE;;;;, oU E; ;4
désigne la matrice dont tous les coefflc1ents sont nuls sauf celui d’ mdlces i,i+1, égal
a1l.0nau; €U, Soit uy = uj lu. D’aprés ce qui précede, u, € wai. De plus, comme
(uy); ;41 = 0, les égalités (2) montrent que u, € *'U, . Finalement, u = u;u, € U;*/U_,
eton a donc bien U = U;"'U_. Le fait que U; n*U, = {I,} découle des égalités (2).

L'assertion 2 se prouve en appliquant I'assertion 1 a ww;.

L’assertion 3 résulte d’une application répétée de I'assertion 1 : en effet, pour tout
j€[0;k—1], l(w, ---w;, ) =1(w; ---w; ) + 1, donc la proposition 1.2 implique que
a, €05 . O

W11 le

Proposition 3.3. Soit w € W. Ona U=U U, =U U’ et Ur NU_ ={I }.

Démonstration. Le fait que U’ NU_ = {I,} résulte des définitions et de I'égalité &+ =
PTU .

Nous allons prouver que U = U_ U’. Le fait que U = U/ U s’en déduira alors en
appliquant I'égalité a wow.

Pour montrer que U= U U’ nous allons raisonner par récurrence sur la longueur
[(w) de w. Légalité est vraie si [(w) = 0, car dans ce cas, w = 1, donc U = U.
Ensuite, soit w € W un élément de longueur non maximale, et soiti € [1;n—1] tel que
a; € <I>$,1, de sorte que [(w;w) = [(w)+1 (proposition 1.2). Supposons le résultat pour
w et montrons-le pour w;w.

L'assertion 3 de la proposition 3.2 implique que U, = U, W_lUi. Par ailleurs,

+  _ (ww) ly1+ —_ wlw; .
o = U(Wiw)_1 = wow-lw," On a alors :
_ + = w! wiTT—
Uwinwiw - Uw (Ul Uwow_lwi)
-1
— 17 W -
=U, UWOW_1
: ) : s fe wlyy— —wilyt 1t
en appliquant I'assertion 2 de la proposition 3.2. Mais UWow,1 =" U’ ", =U,. Donc
U~ U' =U_ U’ =U par hypothése de récurrence, ce qui acheve la preuve. ]

Nous pouvons maintenant énoncer la forme forte du théoréme de Bruhat.

Théoréme 3.4. On a l'union disjointe :
GL,(F,) = ]_[ BwU, .
weW

De plus, si {[w] | w € W} est un systéme de représentants des classes de N modulo H,
UVécriture de tout élément g € GL,(F,) sous la forme g = b[w]u, avec b € B,w € W et
u €U, , est unique.

Démonstration. Soit w € W et soit m,, la matrice de permutation associée. D’apres la
proposition 3.3, U= UfU . On en déduit :

— +11—

BwU=BwU U

— pwitt -

=B"U, m, U

— Rp1t -

=BU' ,m, U,

=BwU,.
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Le fait que GL,(F,) = [ [,,c,, BwU,, découle alors du théoréme 2.2.

Ensuite, soit g € GL,(IF,) et supposons que g = b;[w]u; = by[w]u,, avec (b, b,) €
B>, w € W et (uy,uy) € (U))% Alors ™ (uyu;') = by'b, € B. Mais par ailleurs,
(uyu;') € YU, C V, ce qui montre que ™(uyu;!) = I, et donc que u; = u,. 1l
s’ensuit que b; = b, Finalement, g admet une unique écriture sous la forme donnée
par le théoréme. O

4 Notion de poids

Dans cette section, nous définissons la notion de poids, qui sert a décrire les repré-
sentations irréductibles de GL,(FF,) sur Fp. Nous montrerons qu’il y a une correspon-
dance bijective entre certains poids et les classes d’isomorphisme de représentations
irréductibles de GL,(FF,) sur Fp. L'observation qui conduit a définir la notion de poids
est I'existence, dans tout FP[GLH(Fq)]—module a gauche, d’une droite fixée par U et
stable par B.

Nous commencons par un lemme qui permet de classifier entiérement les représen-
tations irréductibles de B sur Fp.

Lemme 4.1. Soit M un Fp [B]-module a gauche irréductible. La dimension de M est égale
a 1, et U agit trivialement sur M.

Démonstration. Soit My un sous—Fp[U]—module irréductible de M. Le lemme 1.1.3 im-
plique que U agit trivialement sur My. Il s’ensuit que le sous-espace de M constitué
des points fixes sous I'action de U est non nul. Or, comme U est distingué dans B, ce
sous-espace est B-invariant ; puisque M est un E,[B]-module irréductible, il est donc
égal a M tout entier. Donc U agit trivialement sur M.

Puisque B/U ~ H, l'action de B sur M induit par factorisation une action de H
sur M qui en fait un FP[H]—module irréductible. Comme H est abélien et que Fp est
algébriquement clos, tout Fp [H]-module irréductible est de dimension 1. Il s’ensuit
que M est de dimension 1, ce qui termine la preuve du lemme. ]

. =X 7 . . 7
Remarque. Les morphismes de B dans F, correspondant aux représentations irréduc-

tibles de B s’obtiennent en composant les morphismes de H dans ﬁ: avec la surjection
canonique B — B/U ~ H. Comme H est d’ordre premier a p, le théoreme 1.1.1 implique

qu’il a autant de morphismes de H dans F; que de classes de conjugaison dans H, c’est-
a-dire (g—1)". On en déduit quil y a (q—1)" classes d’isomorphisme de représentations
irréductibles de B sur FF,,.

Dans le cas ou n = 2, le résultat suivant est une conséquence du théoréme I1.5.1.

Corollaire 4.2. Soit M un Fp [GL,(F,)]-module a gauche. Alors M contient une droite
fixée par U et stable par B.

Démonstration. Soit My un sous Fp [B]-module irréductible de M. D’apres le lemme 4.1,
M; est de dimension 1 et fixé par U, et satisfait donc les conditions demandées. ]
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Nous allons maintenant fixer un systéme de représentants des classes de N modulo
H. Le choix le plus naturel serait 'ensemble des matrices de permutation ; nous allons
cependant choisir un autre systeme pour des raisons qui apparaitront dans la suite
(lemmes 4.3 et 5.1).

Définition. Soiti € [1;n — 1]. On définit :

On observe que H; C SL,(FF,).
Soit I C [[1;n — 1]. On définit les sous-groupes :

W, =(w,i€l) CW, H, = (H;,i €I) C H.

On a H; C SL,(F,) et, comme les H; sont en somme directe, [H;| = (g — D'

Soit maintenant i € [1;n — 1]. On note [w;] la matrice dont le coefficient d’indices
i,i+ 1 estégal a —1, et dont les autres coefficients sont égaux a ceux de la matrice de
permutation associée a t;. De cette facon, w; = [w;]H et [w;] € SL,(F,).

Enfin, soit w € W. On choisit arbitrairement une écriture w = w; ---w; avec
i1,...,ix € [1;n —1] et [((w) = k. On pose ensuite [w] = [w; ]---[w; ]. A nouveau,
w = [w]H et [w] € SL,(FF,).

Nous nous servirons a la section 7 du résultat suivant.
Lemme 4.3. Soit I C [1;n — 1]. Soient wy,w, € Wy. On a [w;][w,][w;w,] ' € H,.

Démonstration. Soit &, = (t;,i €I) C &,. Soientiy,...,i,_; les élémentsde [1;n — 1]\I,
rangés par ordre croissant. Soient i, = O et i,, = n. Pour j € [1;m], soient O, =
li;_; +1;i;] et [; = |O;| =1i; —i;_;. Les O; sont les orbites de [1;n] sous I'action de & ;
de plus, toute permutation dont le support est inclus dans 'un des O; appartient a &,
de sorte que &; =~ ]_[;7;1 S,

Soit o € &), et écrivons 0 = T; --*T;, avec iy,...,i € [1;n —1] et [(0) = k.
Nous allons montrer que pour tout j € [1;k], i; € I. Supposons que ce ne soit pas le
cas; soit alors k’ I'indice maximal tel que iy, & I. Soit 0’ = 7, ---7;,; ona 0’ € G,

iy o
et [(c") = k’. Soit j I'indice minimal tel que a;, € ®_ . .La preuve de la seconde
lj 1

k/
partie de la proposition 1.2 montre que j = 1 ; si ce n’était pas le cas, on aurait en effet

(v, - 1y, ) =1ty - T3, ) — 1, et cela contredirait [(0”) = k'.

Ainsi, a;, € ¢_,. C’est absurde : en effet, comme i &I, ij et ;s + 1 appartiennent
a des orbites distinctes sous 'action de &,. Les éléments de l'orbite de i, sont tous
strictement inférieurs aux éléments de 'orbite de i,, + 1, et comme ¢’ € &;, on ne peut
donc pas avoir a;, € ¢_,. Cette contradiction montre que pour tout j € [1;k],i; €L

D’aprés ce qui précéde, comme w,, w, et w,;w, sont des éléments de W, [w,], [w,]
et [w,w,] Sexpriment comme produits des [w;], i € I. Donc [w;][w,][w,w,]"! €
([w;],1 € I). Notons Gy le sous-groupe de GL,(IF,) constitué des matrices diagonales
par blocs de la forme :

Al
Ay

m
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avec A; € SLlj(IE‘q) pour tout j € [1;m]. Pour tout i € I, [w;] € G;. Il s’ensuit que
[w,][w,][w,;w,]! €G,. Par ailleurs, on a [w,][w,][w;w,]" ! € H.
Pour tout i € [1;n — 1], H; € G;NH. On en déduit que H; € G;NH. De plus :

GnH =] J@- D" =(q-1"=(q- D" =H,
j=1

ce qui montre que G; N H = H;. Finalement, [w;][w,][w;w,]"! € H;, comme Daffirme
le lemme. [

Notations. Si X C GL,(F,), nous noterons X =
sous-groupe de GL,(FF,), nous noterons G* = G\{I,,}.

x € F,[GL,(F,)]. Si G est un

xeX

Nous pouvons a présent définir la notion de poids. Nous avons vu a la section 1.5
que si M est un F,[GL,(FF,)]-module irréductible, alors M contient une unique droite

stable par B, et le morphisme B — T donnant I'action de B sur cette droite fournit un
invariant de la classe d’isomorphisme de M. C’est cependant un invariant incomplet,
en ce sens que le théoréme 1.5.1 montre que certains FP[GLZ(Fq)]—modules non iso-
morphes ne sont pas distingués par cet invariant. La définition qui suit est congue pour
remédier a ce probleme.

Définition. Soit ¥ un morphisme de groupes de B dans F:. Soient y;, i € [1;n — 1],
des éléments de ﬁp. Le n-uplet (y,Wq,.-.,W,_1) €st appelé un poids.

Soit M un I_FP[GLH(Fq)]-module a gauche. Soit m € M un vecteur non nul. On dit
que m est de poids (, W, --,W,_1) Si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

Vb eB,bm=y(b)m, Vie[1;n— 1], U, [w;,Jm = y;m.
Dans ce cas, le vecteur m est appelé un vecteur a poids.

Le théoreme suivant met en évidence le lien entre poids et FP[GLH(IFq)]—modules
irréductibles.
Théoreme 4.4. Soit M un Fp [GL,(FF,)]-module a gauche.
1. M contient un vecteur a poids.
2. Si m €M est un vecteur d poids, F,[GL,(F,)]m =TF,[V]m.
3. Si M est irréductible, M contient une unique droite fixée par U et stable par B.
4. Deux Fp [GL,(F,)]-modules irréductibles contenant des vecteurs de méme poids sont

isomorphes.

Le théoreme 4.4 permet d’associer de facon injective, a toute classe d’isomorphisme
de IF,[GL,(F,)]-modules irréductibles, un unique poids. La preuve de ce théoréme est
I'objet des deux sections suivantes.
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5 Lemmes techniques

Le but de cette section est d’établir certains résultats nécessaires pour la preuve du
théoreme 4.4 énoncé a la fin de la section 4.

Le systeme de représentants des classes de N modulo H que nous avons défini a la
section 4 a été choisi en vue du lemme suivant, qui jouera un réle important dans la
suite.

Lemme 5.1. Soit i € [1;n — 1]. Il existe des applications bijectives f; : Ul — U et
h; : Uf — H; vérifiant :

Yue Uf, [w;Julw;] = f;(wh;(w)[w;]f;(w).

Démonstration. C’est une conséquence de I'identité matricielle suivante, vérifiée pour
tout a € ]F; :

b )l )6 )6 )0 JE ) )

Définition. Soit ¥y un morphisme de groupes de B dans ﬁ:, et soit w € W. Soit b € B.
Comme B est un produit semi-direct U X H, il existe une unique écriture de b sous la
forme b = hu, avec h € H et u € U. Comme U C kery, on a x(b) = x(h).

On pose "y (b) = x(* 'h). Cette définition fait de ¥y un morphisme de groupes ; de
plus, pour tout (w,, w,) € W2, "1("2y) = "1"2y

Lemme 5.2. Soit y un morphisme de B dans ﬁ:. Soit M un ﬁp[GLn(Fq)]—module et soit

m € M tel que pour tout b € B, bm = y(b)m. Alors, siw € W et m,, = ﬁ; [w™1m, pour
tout b€ B, bm, =" y(b)m,,.

Démonstration. Soit h € H. On a, comme H normalise U :

hm,, = U, h[w™']m
=T, [w ']z ("h)m
="y (R)m,.

Il reste maintenant a montrer que U fixe le vecteur m,,. La proposition 3.3 affirme
que U = U U' et que U, NUY = {1 }. Il sensuit que si 1, est un élément fixé de U,
pour tout u € U, u,u admet une unique décomposition de la forme uyu = u~u™, avec
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u~ €U etu” €U ; et I'application qui a u associe u~ est bijective. On a :

uym,, = uo( Z u) [w'lm

uey,

= Z uut[wm
ueu

= u [w™utm

d’ou le résultat annoncé. O

Lemme 5.3. Soit y un morphisme de B dans F;. Soit M un FP[GLH(IE‘q)]-module et soit
m € M tel que pour tout b € B, bm = y(b)m. Soient w € Wet i € [1;n — 1] tel que
ag€® .0na:

Ui [w;]0, [w ' Im = ( > Wlx(hi(u)))ﬁ; [w™']m.
uey;
Démonstration. L'assertion 2 de la proposition 3.2 affirme que U, = U;"'U_ et que

U;N"U, = {I,}. Ceci implique que U, =TU;"U,__ . On en déduit :

U;[w;]U0, [w™ Im = U, [w;]U; [w,]U,,

ww;

=T, ([Wi]z + Z fi(u)hi(u)[wi]fi(u)) GV_VW[ [w]  [w™Im,

ueu;

w17 [w™Im

(3)

la seconde égalité provenant du lemme 5.1.
Ona [w;]7 ' [w™'] € [(ww;)"']H; cela montre que U, [w;]~'[w~']m est colinéaire

am,,, = 6; [(ww;)"1]m. En appliquant le lemme 5.2, on obtient alors que :

wi

YueU, uﬁ;w_ w1 ' wlm= ﬁv_vw [w,] w1 ]m.

Par conséquent, U;U, [w;]7'[w!]m = 0, et comme [w;]* € H, on a [w;]?U; =
U;[w;]%, dot U[w;]*U,  [w;]7'[w'Im = 0. Léquation (3) se réécrit, en utilisant
a nouveau le lemme 5.2 :
Ui[w 10, [w ' Im = Y Th,@)[w,]T,,, [w,] "' [w']m
ueu;
= )y (M ()T T,,, [w T Im

ueu;

= > v (W)U, [wIm,

ueu;
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la derniere égalité provenant d’'une nouvelle application de I'assertion 2 de la proposi-
tion 3.2. On obtient bien la relation donnée dans I'énoncé du lemme. O

La fin de cette section est consacrée a certaines propriétés de I'algébre Fp [G] lorsque
G est un p-groupe. Nous en aurons besoin dans le cas particulier G = V.

Définition. Soit A un anneau. Le radical de Jacobson de A est I'intersection des idéaux
a gauche maximaux de A. On le note rad A.

Lemme 5.4. Soit G un p-groupe. Le sous-Fp—espace vectoriel E de Fp [G] engendré par les
éléments de la forme g—1, g € G, est un idéal bilatére de IF,[G] et vérifie : F,[G] =, ®E.
De plus, c’est U'unique idéal a gauche maximal de F,[G]; en particulier, E = rad F,[G].
Enfin, F,[G] posséde un unique idéal a gauche minimal, qui est la droite engendrée par
G= deG &

Démonstration. La premiere partie de 'énoncé est valable sans aucune hypothése sur
G. Considérons I'unique morphisme de groupes de G dans le groupe trivial {1}; ce
morphisme s’étend par linéarité en un unique morphismes d’algebres de FP[G] dans
Fp[{l}] ~~ ﬁp, que l'on appelle parfois le «trivialiseur», et que nous noterons t. Le
noyau de t est constitué des éléments de ﬁp [G] dont la somme des coordonnées, sur
la base de Fp [G] constituée des éléments de G, est nulle. On en déduit que E = kert;
cela montre que E est un idéal bilatere de Fp [G], et que sa codimension est égale a 1.
Comme Fp coupe trivialement ker t, on obtient bien Fp [G] = Fp ®E.

Prouvons a présent la deuxieme partie de 1’énoncé. Déja, E est bien un idéal a
gauche maximal de Fp [G], puisque sa codimension est égale a 1. Soit maintenant I C
FP[G] un idéal a gauche maximal de FP[G]. Le FP[G]-module quotient E,[G]/ I est
irréductible ; le lemme 1.1.3 implique alors que I'action de G sur ce module est triviale,
c’est-a-dire que :

VgeG,Vy EFP[G],gv =v modl
En particulier, I contient tous les éléments de la forme g — 1, g € G. Comme E est
engendré par ces éléments, I contient E; et comme ces deux idéaux a gauche sont
maximausx, ils sont en fait égaux. E est donc bien I'unique idéal a gauche maximal de
F,[G].

Il reste a établir la troisiéme partie de ’énoncé. Soit I un idéal a gauche minimal de
?p [G]; d’apres le lemme 1.1.3, I est de dimension 1 et G agit trivialement sur I. Soit v
un vecteur non nul de I et écrivons v = Zg o 8- Soit g € G; I'égalité gv = v implique
que a, = a,. Ainsi, tous les a, sont égaux ; cela montre que v est colinéaire a G, et donc
que I est la droite engendrée par G. Réciproquement, cette droite est bien un idéal a
gauche minimal de Fp [G], ce qui conclut la preuve du lemme. ]

6 Preuve du théoreme 4.4

Nous commencons maintenant la preuve du théoreme 4.4 énoncé a la fin de la
section 4.
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Preuve de Uassertion 1. Soit M un Fp [GL,(F,)]-module. D’apres le corollaire 4.2, il existe
un morphisme  de B dans F; et un vecteur non nul m € M tels que pour tout b € B,
bm = y(b)m. Soitw e W. Si l(w)=0,w =1, donc m,, = ﬁ; [w™1]m # 0; choisissons
w de longueur maximale tel que cette condition soit vérifiée. D’apres le lemme 5.2,
-1

pour tout b € B, bm,, =" x(b)m,,.

Soit i € [1;n—1]. Si a; € ®7, en appliquant I'assertion 1 de la proposition 3.2, il
vient :

Or, comme [(ww;) > [(w), par définition de w, m,,,, = ﬁ;w, [(ww,))1Im=0.

Si a; € ®,_, le lemme 5.3 donne l'existence de y,; € E, tel que U;[w;]m,, = w;m,,.
Finalement, m,, est un vecteur a poids, ce qui prouve I'assertion 1 du théoréme. ]

Preuve de Uassertion 2. Soient M un Fp [GL,(FF,)]-module et m € M un vecteur a poids,
de poids (,Wq,.--,W,_1). D’apres le théoreme de Bruhat (théoréme 2.2), on a :

GLH(Fq) = WOGLH(Fq)
=w, U BwU

weW

=wy U Uw ™ 'B

weW

=w, U Uw,wB
weW

= U VwB.

Ainsi, si on prouve que, pour toutw € W, [w]m € E, [V]m, on aura bien E, [GL,(F)]m =
F,[VIm.

Tout d’abord, soit i € [1;n — 1] et montrons que [w;]m € Fp [V;Jm.Ona:

Wm= ﬁi [w;]m
= [wlm+ > w1 fi@h, W) w1 f,wm
ueu;
= [wlm+ > (@)™ f,(wm.
ueu;

Comme "iU; = V;, on a bien [w;Jm € F,[V,]m.
Maintenant, soit w € W et écrivons w = w; ---w; avec ij,...,[; € [1;n—1] et
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I[w)=k.Ona:

[(wlme Fp[wil] o [wy Im
S ﬁp [Wil"'Wik—l Vlk] [Wll] Ut [Wik_l]m
c Fp [Wil...wik_lvik]]Fp [Wi1mWik_2Vik71] e ]Fp [V :|m

i
f— Wl ---Wl. Wl v..Wi
S IFP[ 1 k*IVik 1 kizvik_l i 'Vil]m.
D’apres I'assertion 3 de la proposition 3.2, on a :

U =0 "«U, -.-"&"Wel.
w Ik 51

le—1

En conjuguant cette relation par w, il vient :

WU‘; = Wil“.W"k—lvikwilmwik—zv. B VA

Le—1 51
Or "U_ C V. On en déduit que [w]m € Fp [V]m ; Iassertion 2 en résulte. ]

Preuve de Uassertion 3. Soient M un Fp [GL,(F,)]-module irréductible et m € M un vec-
teur a poids. D’apres 'assertion 2 du théoreme 4.4, et par irréductibilité¢ de M, on a
M=TF,[V]m.

Le lemme 5.4 affirme que F,[V] =F,®radF,[V]; onadonc M = F,m-+rad F,[V]m.
De plus, comme m # 0, I'idéal annulateur de m est un idéal a gauche strict de F, [V].

D’apres le lemme 5.4, il est contenu dans rad Fp [V]. Cela montre que la somme précé-
dente est directe ; on a donc en fait :

M= Fpm ® rade [V]m.

Supposons maintenant que M contienne une droite fixée par U et distincte de Fpm.
Cette droite est engendrée par un vecteur de la forme Am + vm, avec v € radF,[V]
tel que vm # 0. Le vecteur vm est fixé par U. Il s’ensuit que M’ = F,[H]vm est un
sous-Fp[B]-module non nul de M; et comme H normalise V, M’ est contenu dans

rade [V]m. Donc, d’aprées le lemme 4.1, rade [V]m contient une droite fixée par U
et stable par B. B
Nous allons montrer que radF,[V]m est stable par multiplication a gauche par les

éléments U, [w;], pour i € [1;n — 1]. 1l S’ensuivra, grice a l'assertion 1 de la proposi-
tion 3.2, que rad IF,[V]m est en fait stable par multiplication a gauche par les éléments
ﬁ; [w™!], pour w € W. En répétant la preuve de I'assertion 1 du théoréme 4.4, on en
déduira que radF,[V]m contient un vecteur a poids m’. L'assertion 2 du théoreme 4.4
entrainera alors que M =F,[V]m’ C radF,[V]m, ce qui est absurde.

Tout revient donc a montrer que pour tout i € [1;n — 1], U;[w;] rade [VIm C
radF,[V]m. Pour cela, par linéarité, il suffit de vérifier que :

Vie[l;n—1],Vv eV, U;[w;](v —1,)m e rade[V]m.
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Soient donc i € [1;n— 1] et v € V. Soit V' = V"V = WOUVJEOWi. On observe que
V; = "U,,, . On en déduit, en appliquant la proposition 3.3 a "ow;, que V. = V'V, et
que V' NV, = {I,}. Ainsi, pour tout v; € V;, v;v admet une unique décomposition de
la forme v;v = v'v”, avec v/ € V' et v/ € V,; et l'application qui a v; associe v" est

bijective. On a :

U,[w,](v —1)m = [w;]V,ym — y,;m

= [Wl] Z v;ivim — u;m
V€V,
= [w;] Z viv'm—u,m
ViGVi
= [w] D v/m+ [w] D =1, m = pm
v;€V; Vi€V;
= Z Wy —1)[w,]v'm + [w,]V,;m — u,m
V;EV;
= Z il (y" —1)[w,]v"m.
V;EV;

Soit v; € V; ; comme *V' CV, d(v/ —1,) € radF, [V]. Par ailleurs, d’aprés l'assertion 2
du théoréme 4.4, [w;]v'm € Fp [V]m. On en conclut que U,[w;](v—I,)m € rad Fp [V]m,
ce qui achéve la preuve. ]

Preuve de Uassertion 4. Soient M; et M, deux E) [GL,(FF;)]-modules irréductibles conte-
nant des vecteurs m; et m, de méme poids. Alors m = m;+m, € M; &M, est un vecteur
a poids, de méme poids que m; et m,. Soit M = ?p[GLn(IFq)]m.

Soient T, et T, les projecteurs associés a la somme directe M; & M,, et ayant pour
image respectivement M; et M,. Ce sont des morphismes de Fp [GL,(F,)]-modules. Soit
i € {1;2}; nous allons montrer que la restriction de m; a M est un isomorphisme de
Fp [GL,(F,)]-modules entre M et M;. Déja, I'image de m;, contient m;, qui est non nul.
Comme M; est irréductible, il S'ensuit que 7, est surjectif. Il reste a montrer que ;)
est injectif.

Soit i’ I'élément de {1;2}\{i}. On a ker m;,; = MN M,. Comme M; est irréductible,
ker m;,; = {0} ou ker m;; = M;.. Nous allons montrer que m; ¢ M, ce qui exclura la
seconde éventualité.

Supposons par I'absurde m;; € M. Comme dans la preuve de I'assertion 3 du théo-
réme 4.4,ona M = Fpm @rade [V]m. Ecrivons donc m; = Am+vm la décomposition
de m; sur cette somme directe. En appliquant m; et m;; a cette égalité, on obtient :

0=Am; +vm,, my = Amy +vmy. 4)
Mais M; = Fpmlearad Fp [V]m; etM, = Fpmz@rad Fp [V]m, ; les égalités (4) conduisent

alors a A = 0 = 1, ce qui est absurde. Finalement, T, et 1, sont des isomorphismes,
donc M; ~ M,, comme l'affirme le théoréme. O
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7 Poids des représentations irréductibles

Le théoréme 4.4, dont la preuve a été 'objet des sections précédentes, montre qu'a
tout Fp [GL,(F,)]-module irréductible correspond un unique poids, qui caractérise en-
tierement la classe d’isomorphisme du module. Le but de cette section est de détermi-
ner I'ensemble des poids qui sont associés a un Fp [GL,(FF,)]-module irréductible. Cela
permettra en particulier de calculer le nombre de classes d’isomorphisme de représen-
tations irréductibles de GL,(IF,) sur Fp.

Nous commencons par deux lemmes préliminaires.

Lemme 7.1. Soit x un morphisme de groupes de B dans ﬁ;. Soitie[1;n—1].Ona:

-1 siyy =1,
> o (h(w) = { 0 i
= Sy, 7 1.

Démonstration. Si yy, = 1, D,
non trivial.
Supposons y;, 7 1. Le groupe H; est isomorphe a IF; ; soit donc ¢ : H; — IF; un

x(h;(w)) = |U| = —1, puisque U; est un p-groupe

ueu;

isomorphisme. Soit ¥ = y. © ¢!, de sorte que X, =X °¢.Onay #1.

Les morphismes de IF; dans ?; ont été déterminés dans la preuve du théoreme 1.2.2.
Ce sont les élévations aux puissances j, pour 0 < j < q — 2. Soit j 'exposant associé au
morphisme ¥ ; le fait que ¥ # 1 implique que j # 0.

Soit a un générateur de IF; On a a’ # 1. D’apres le lemme 5.1, lapplication h; est
bijective. On a donc :

Il
Q&A

puisque a’ # 1 et a9V = 1. On obtient bien I'égalité donnée dans '’énoncé du lemme.
O

Lemme 7.2. Soit I € [1;n —1]. Soit y : B — E: un morphisme de groupes tel que
H; C kery. Pour tout w € W, "y = ¥.
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Démonstration. Soient i € I et h € H. D’apres le lemme 3.1, "ihh™! € H; C H;. Cela
montre que "iy(h) = x(h), et donc que "iy et % coincident sur H. Comme U C ker"iy
et U C kery, "iy et x coincident également sur U, et donc sur B. Ainsi, iy = y. On
a prouvé le résultat pour les w;, i € I; comme W; = (w;,i € I), le cas général s’en
déduit. O

La proposition suivante donne une condition nécessaire pour qu'un poids soit asso-
cié¢ a un IF,[GL,(IF,)]-module irréductible.

Proposition 7.3. Soit (,W,..-,W,_1) Un poids associé a un FP[GLH(Fq)]-module irré-
ductible. Les p.,; sont égaux a 0 ou —1; de plus :

Vie[Lin-1],u;=-1=yy =1.

Démonstration. Soit M un Fp [GL,(FF;)]-module irréductible et soit m € M un vecteur
de poids (), U1, -- -, Mp_1)- Soiti € [1;n—1] et supposons w; # 0. Le lemme 5.3 implique
que :

ﬁi [Wi]ﬁi[wi]m = ( Z WiX(hi(u)))ﬁi[Wi]m-

ueu;

Cela se réécrit p’m = (Zuem Wix(hi(u))) w;m. Comme W; 7# 0, on en déduit :

b= (W),

ueu;

Le lemme 7.1 implique alors que p; = —1 et que "y = 1, dou 3y, = 1. La
proposition en résulte. O

Nous énoncons maintenant un premier résultat en vue d’établir la réciproque de la
proposition 7.3.

Proposition 7.4. Soit I C [1;n — 1]. Soit y : B — ﬁ: un morphisme de groupes tel que
H, C kery. Pour i € [1;n — 1], soit u; € Fp défini par :

-1 siigletyy =1,
W = .
0 sinon.

Posons H, = Y, . x(h"Dhet :

m, = >0, H [w][w]UeF,[GL,(F,)].

weW;

Alors my, est un vecteur a poids, de poids (¥, 1, - -+, Mp_1)-
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Démonstration. Soit ﬁx =D ey x(h"Hh.Ona:

my, = ﬁ;ow w1 [wo]ﬁxﬁ.
WEW]

En développant cette expression, on obtient une combinaison linéaire a coefficients non
nuls d’éléments de GL,(FF,). Ces éléments sont deux a deux distincts : cela découle,
d’une part du théoreme 3.4, et d’autre part du fait que tout élément de B s’exprime
de facon unique comme produit d’'un élément de U et d’'un élément de H, puisque B
est un produit semi-direct U X H. Comme les éléments de GL,(FF,) sont linéairement
indépendants dans Fp [GL,(FF,)], on en conclut que m;, # 0.

SiheH,ona hf—ix = Wowx(h)ﬁx. Il s’ensuit que :
Vb €B,bH,U="""y(b)H,U.
Le lemme 5.2 montre alors que pour tout b € B, bmy;,, = x(b)my,.

Soient i € [1;n — 1] et w € W,. L'assertion 1 de la proposition 3.2 et le lemme 5.3
conduisent a :

U, (Wi IH, [ 1w, ]U sia, €9},

_ » _ ol B

Uilw;]U,,  H, [w™ ] [wo]U = ZX(hi(u))UWOWHX[W—l][Wo]U siqed; . (5)
ueu;

Supposons que i € I. Dans ce cas, la preuve du lemme 4.3 montre que pour tout
w € Wy, q; € ®7. Il sensuit que pour tout w € Wy, a; € ®,.w L2 formule (5) permet

d’en déduire que 6i[wi]ml,x = (Zuem X(hi(u)))ml,x. D’apreés le lemme 7.1, on a donc
bien U; [w;Jmy, =p,my,.

Supposons maintenant que i € I. Soit w € W; tel que q; € <I>$0W , de sorte que
a; €9, ,, - Comme yy =1,on obtient grace a la formule (5) :

ﬁi [Wi]ﬁ_owa [W_1] |:W0:|G = ﬁ_o

w Woww;

ﬁi [Wi]ﬁ_o

Woww;

[wJH, w1 [wo ]G,
H, [(ww) " 1[we]T=~T, ., H,[(ww,)"][w,]T.

La somme de ces deux termes est nulle. En effet, le lemme 7.2 montre que H, wl]=
[w™'IH, et H, [(ww;)~'] = [(ww;)"']H, . Ensuite, [w;][w™'] € [(ww;)"']H, d’apres le
lemme 4.3 ; comme ¥y = 1, il Sensuit que [w;][w™']H, = [(ww;)"']H,.

En écrivant W; comme la réunion disjointe des classes a gauche {w;ww;} mo-
dulo le sous-groupe (w;), et en appliquant ce qui précéde a chaque classe, on obtient
que ﬁi[wi]ml,x = 0 = y;my,. Finalement, m;, est bien un vecteur a poids, de poids
(X: Mla”'iun—l)- O

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme qui caractérise les poids des repré-
sentations irréductibles de GL,(FF,) sur IF,.
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Théoréme 7.5. Soit (¥, W1, -..,W,_1) un poids. Il existe un Fp [GL,(FF,)]-module irréduc-
tible de poids (Y, W1, --,W,_1) Si et seulement si tous les p,; sont égaux a 0 ou a —1, et que
de plus :

Vie[Ln-1],u,=-1=yy = 1.

Démonstration. Le fait que ces conditions soient nécessaires est précisément le contenu
de la proposition 7.3. Supposons qu’elles soient satisfaites, et posons :

I={ie[L;n—1] | w; =05y =1}

Le morphisme y et 'ensemble I vérifient les hypotheses de la proposition 7.4 ; celle-ci
montre alors qu'il existe un vecteur m € IF,[GL,(IF,)] de poids (), W1, ---,W,—1)-

Soient M = ﬁp[GLn(Fq)]m et M, un sous-module maximal de M ne contenant pas
m. Soient M’ = M/M, et m’ la classe de m modulo M,. Comme m’ # 0, m’ est un
vecteur a poids de M’, de méme poids que m. De plus, M’ est irréductible : en effet,
tout sous-module de M’ contenant m’ est égal a M’ par définition de M, et tout sous-
module de M’ ne contenant pas m’ est nul par maximalité de M,,. Il s’ensuit que M’ est
un Fp [GL,(FF;)]-module irréductible de poids (x,Ws,...,W,—1); les conditions données
par le théoréme sont donc bien nécessaires et suffisantes. ]

8 Applications

Dans cette derniére section, nous utilisons les résultats obtenus dans les sections
précédentes, et en particulier le théoreme 7.5, pour obtenir des informations de nature
diverse sur les représentations irréductibles de GL,(F,) sur Fp.

Une premiere application du théoreme 7.5 est 'énoncé suivant, qui généralise celui
qui a été donné, pour le cas n = 2, dans le corollaire 1.1.5.

Proposition 8.1. Le nombre de classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de
GL,(F,) sur F, est égal a q" —q" .

Démonstration. D’apres le théoreme 4.4, il y a autant de classes d’isomorphisme de
représentations irréductibles de GL,(IF,) sur IF, que de poids associés a un IF,[GL, (FF)]-
module irréductible.

Soit I € [1;n —1]. Pour i € [1;n — 1], posons w; = —1 sii € [ et y; = O sinon.
D’apres le théoréme 7.5, le nombre de poids de la forme (y, Wy, ...,W,—1) associés a
un F,[GL,(F,)]-module irréductible est égal au nombre de morphismes y de B dans
pr tels que y;, = 1. Un tel morphisme vérifie yy = 1; il y en a donc autant que
de morphismes ¥ : H — F; vérifiant yy, = 1. Finalement, il y en a autant que de
morphismes de H/H; dans F;.

Or H/H; est abélien d’ordre (g — 1)" " premier a p ; le théoréme 1.1.1 montre donc
quil y a (g — 1)" " tels morphismes.
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Le nombre total de poids associés a un FP[GLH(FQ)]—module irréductible s’obtient
en sommant le résultat précédent sur toutes les parties I C [1;n — 1]. Il vaut donc :

n—1 _
I G

Ic[1;n—-1] k=0
n—1
n—1
=(g—1 -1 n—1—k
(@-1), ( k )(q )
k=0
=(q—1q"".
Finalement, ily a ¢" — q"! classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de
GL,(F,) sur F,, comme l'affirme la proposition. O

Remarque. On peut démontrer le résultat de la proposition 8.1 en procédant comme
dans la section 1.1. En effet, ¢" — ¢"! est le nombre de polyndémes unitaires de de-
gré n a coefficients dans Iy dont le terme constant est non nul. D’apres le lemme 8.2
ci-dessous, Cest aussi le nombre de classes de conjugaison p-réguliéres de GL,(FF,). Le
théoreme 1.1.2 permet d’en conclure que c’est également le nombre de classes d’iso-
morphisme de représentations irréductibles de GL,(IF,) sur E,.

Lemme 8.2. Tout polynéme unitaire de degré n a coefficients dans F, dont le terme
constant est non nul est le polynéme caractéristique d’une unique classe de conjugaison
p-réguli¢re de GL,(IF,).

Démonstration. Soit f un tel polynome, et écrivons f = ]_[:n:l £ 1a factorisation de
f en éléments irréductibles de F [X]. Soit D € GL,(F,) la matrice diagonale dont
les coefficients diagonaux sont les racines de f, répétées selon leur multiplicité. Les
invariants de similitude de D sont de la forme ]_[In:l 1, avec g; € {0;1} pour tout
i € [1;m]. En particulier, ils appartiennent a F,[X] ; il existe donc une matrice A, €
GL,(IF,) semblable a D dans GLH(E,). Le polyndme caractéristique de A, est f, et 'ordre
de A, est premier a p.

Soit A € GL,(IF,) une autre matrice vérifiant ces conditions. En utilisant la décom-
position en espaces caractéristiques, on obtient que A est semblable, dans GLn(Fp), au
produit de D et d’'un élément de U qui commute a D. Comme l'ordre de A est premier
a p, cet élément de U est I ; il s’ensuit que A est semblable, dans GLH(FP), aD, donc a
Ay. Par inertie de la similitude, A est semblable a A, dans GL,(IF,). Finalement, f est le
polynéme caractéristique d’'une unique classe de conjugaison p-réguliere de GL,(F,),
qui est celle de A,,. O

La proposition 8.1 montre que le nombre de classes d’isomorphisme de représen-
tations irréductibles de GL,(FF,) sur F, est divisible par ¢ — 1. La proposition suivante
explique et améliore cette observation.

Proposition 8.3. Il y a, a isomorphisme pres, q — 1 représentations de dimension 1 de
GL,(F,) sur IF,, qui correspondent aux morphismes

det’ : GL,(F,) - F,
A — (detA)
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pour 0 < j < q — 2. De plus, si p est une représentation irréductible de GL,(FF,) sur Fp,
les représentations det’ ®p, pour 0 < j < q — 2, sont irréductibles et deux & deux non
isomorphes. Pour tout d € N*, le nombre de classes d’isomorphisme de représentations
irréductibles de GL,(F,) sur Fp de degré d est divisible par q — 1.

Démonstration. La preuve de la premiere partie de I'énoncé est similaire a celle du
théoréme 1.2.2. Pour tout j € [0;q — 2], on notera D; le F,[GL,(F,)]-module obtenu en
faisant agir GL,(IF,) sur F, par le morphisme det’.

Prouvons a présent la deuxiéme partie de 'énoncé. Soit M un Fp [GL,(F,)]-module
irréductible de poids (y,WU1,..-,W,_1), €t s0it m € M un vecteur a poids. Pour j €
[0;q — 2], soient M; =D; ® M et m; = 1 ® m € M;. D’apres le lemme 1.2.3, les M; sont
des ?p [GL,(FF,)]-modules irréductibles.

Soit j € [0;q — 2]. Soit b € B; on a bm; = (detb)jx(b)mj = (detjx)(b)mj. Par
ailleurs, soit i € [1;n — 1]. Comme U; C SL,(FF,) et [w;] € SL,(FF,), U, [w;Jm; = p;m;.
On en déduit que m; est un vecteur a poids, de poids (det’ x, W1, ..., My_1)-

Il s’ensuit que pour tout j € [0;q — 2], M; est de poids (det/ x,y,...,H,_1). Comme
ces poids sont deux a deux distincts, les modules M; sont deux a deux non isomorphes.

I reste & prouver la troisieme partie de I'énoncé. Soit d € N*, et soit X; I'ensemble
des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de GL,(IF,) sur IF, de de-

gré d. Soit G 'ensemble des morphismes de groupes de GL,(IF;) dans F;. La loi mul-

tiplicative naturelle sur G, induite par celle de FPX, le munit d’'une structure de groupe
abélien. G agit sur X; par produit tensoriel, et d’apres ce qui précede, les éléments de
G\{1} ne fixent aucun point de X;,. Les orbites de X; sous I'action de G sont donc de
cardinal |G| = g — 1. On en conclut que |X;| est divisible par ¢ — 1, ce qui achéve la
preuve de la proposition. ]

Voici un énoncé qui apporte des informations sur la dimension des représentations
irréductibles de GL,(FF,) sur IF,. Dans le cas n = 2, il se déduit du théoréme 1.5.3.

Proposition 8.4. Toutes les représentations irréductibles de GL,(FF,) sur Fp sont de di-
. . s , nn-1) V. . \ , . . .

mension inférieure a q~ 2 . Ily a, a isomorphisme pres, q — 1 représentations irréductibles
. . n(n—1)

de dimension q~ >

Démonstration. Soit M un Fp [GL,(F,)]-module irréductible, de poids (x, W1, s 1),

et soit m € M un vecteur a poids. D’apres I'assertion 2 du théoreme 4.4, M =T, [V]m.
n(n—1) . n(n—1)
Comme |V|=q 2 , cela montre que dimM <q :

L'égalité est atteinte si et seulement si 'idéal annulateur de m dans Fp [V] est nul.

p

Or, d’apres le lemme 5.4, Fp [V] possede un unique idéal a gauche minimal, a savoir la
droite Fp\_/. On en déduit que I'idéal annulateur de m dans Fp [V] est nul si et seulement
sil ne contient pas cette droite, c’est-a-dire si et seulement si Vm # 0.

Ecrivons wy = w;, "'Wi%, avec il,...,i@ € [1;n — 1]. Comme @, = o,

d’aprés la preuve du lemme 4.3, pour tout I € [1;n — 1], wy & Wy; ceci implique
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{ij|j€[[1;@]]}=[[1;n—1]].0na:

Vm # 0 & "Um #0
> Ulw,] 'm#0
ST, I, 1wy Im #0
<:>ﬁi% [Wi%]”'ﬁil[wil]m#o
Sy b, MAO
@Milz"'zui@ =-1
< Vie[l;n—-1],u; =-1,

la quatrieme équivalence provenant de l'assertion 1 de la proposition 3.2. Ainsi, M
n(n—1)

est de dimension q 2 si et seulement si tous les u; sont égaux a —1. Il y a donc

autant de classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de GL,(F,) sur Fp de
n(n—1)

dimension ¢ 2 , que de morphismes y : B — F; vérifiant NHpy = 1- Il y en a donc
q — 1, comme l'affirme la proposition. ]

Pour terminer, nous mentionnons sans démonstration un résultat qui fournit une
construction des FF,[GL,(F,)]-modules irréductibles, plus explicite que celle donnée
par la preuve du théoreme 7.5.

Théoréme 8.5 ([2, p.37, corollaire 6.12]). Soit I C [1;n — 1]. Soit x : B — F: un
morphisme de groupes tel que H; C ker. Lidéal a gauche Fp [GL,(F,)]my,, engendré par
le vecteur a poids my, défini dans U'énoncé de la proposition 7.4, est un idéal a gauche
minimal de F,[GL,(IF,)].

Le théoréme 8.5 et la preuve du théoreme 7.5 montrent que les FP[GLH(Fq)]mLX,
pourIc[l;n—1] ety :B— F; tel que H; C kery, constituent, a isomorphisme pres,
I’ensemble des FP[GLH(IE‘q)]—modules irréductibles. On obtient ainsi une construction

explicite des représentations irréductibles de GL,(IF,) sur IF,, comme sous-représenta-
tions de la représentation réguliere.
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