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Résumé

Les formes modulaires sont des fonctions holomorphes sur le demi-plan complexe supérieur
H={z=2+4iy € C,y > 0}, qui se transforment d’une fagon bien particuliére pour I’action par
homographies d’un sous-groupe de congruence de SLy(Z) (par exemple, le sous-groupe T'g(N) des
matrices qui se réduisent en une matrice triangulaire supérieure modulo N, pour N > 1). Bien
que leur définition soit analytique, les formes modulaires interviennent dans de trés nombreux
problémes de théorie des nombres et de géométrie arithmétique [10].

L’objet de ce texte est le probleme d’apparence simple suivant : comment controler la taille
de |f(z)| (z variant dans H), pour certaines formes modulaires f, en fonction du niveau N.
Pour admettre une réponse, la question demande bien siir a étre précisée. Nous ’étudierons
par le biais de méthodes analytiques, sans utiliser le point de vue plus avancé de la théorie
des représentations sur ces objets (& lexception notable d’un résultat fondamental que nous
invoquerons sans démonstration).

Voici comment ce texte est organisé. La premiére partie contient les résultats fondamentaux
de la théorie élémentaire des formes modulaires : en particulier, une démonstration de la finitude
de la dimension de lespace des formes de poids et niveau fixés (partie I); la définition et les
propriétés des opérateurs de Hecke dont I’étude est fondamentale pour analyser la structure de
I'espace des formes modulaires ; un résumé de la théorie d’Atkin-Lehner. Les formes modulaires
admettent un développement de Fourier (ou g-développement), notion tres utile pour leur étude et
qui permet notamment de définir la fonction L d’une forme modulaire et la fonction L de Rankin-
Selberg d’une paire de formes modulaires. L’analyse des coefficients des formes modulaires et des
propriétés de leurs fonctions L est cruciale pour toute question analytique et c’est pourquoi la
partie II du texte leur est consacrée. La partie III propose deux réponses au probléeme posé
ci-dessus : I'une (fthéoréme 10.1)) est due & Abbes-Ullmo [I] et I’autre utilise la formule des pré-
traces (théoreme 11.1)), suivant une méthode initiée par Iwaniec-Sarnak pour les formes de Maass.
Ces deux réponses sont essentiellement équivalentes, comme nous le montrons dans la section 3.
Enfin, nous améliorons la borne obtenue par la méthode d’amplification d’Iwaniec, d’apres un
article de Ye [13].

Premiere partie . Introduction aux formes modulaires

1 Préliminaires

On commence par définir une action de GL3 (R), 'ensemble des matrices réelles 2x2
de déterminant strictement positif, sur H:= {z € C | Im(2) > 0} .

Définition 1.1. Si g = (CCL Z) € GL3 (R) et 2z € H, on pose :
_az+b
ez +d
b det
Remarque 1.1. On a Im (az + ) == 9) Im(z) ce qui assure la stabilité de H sous
cz+d | cz+d |?

action de GL3 (R).
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Définition 1.2. Soit I' C I'g = SL2(Z) un sous-groupe. On appelle domaine fondamental
un ouvert connexe D C H tel que tout point de H est congru modulo I' & un point de D,
et tel que si deux points de D sont congrus modulo I'; alors tous deux sont dans D\ D .

Theoréme 1.1. D = {z € H, |Re(2)| < 1/2 et |z| > 1} est un domaine fondamental
pour I'y.

Démonstration. On note :

: 0 1
(i) S= (_1 ()> :
. 11

(ii) T = (O 1) ;

(iii) G = (S, T).
S et T sont dans I'g et S-z = _71 , T-z =24 1. On peut aussi noter que —1-z = z.

On montre d’abord que G - D = H. Soit z € H. Im(gz) = ‘i;anZ?g. lcz +d| <1 pour
un nombre fini de valeurs seulment, il existe donc g € G, tel que Im(gz) soit maximal,
et quitte & composer par T ou T~ !, on peut supposer —1/2 < Re(gz) < 1/2. Alors

nécessairement, |z| > 1, sinon la composition par S contredit la maximalité de Im(gz).

Cela fournit le premier résultat.
Montrons que si il existe x,y € D et g € Ty tels que y = gz, alors z,y € D\ D.
Soit donc z,y, g vérifiant ces conditions. On peut supposer, quitte & considérer g—1, que

Im(gz) > Im(z). Vient alors
lcx +d| <1 donc c € {-1,0,1}

(On rapelle que inf{Im(z) , z € D} = V/3/2 et que cette borne est atteinte pour
p = e7/3 ot —p = ¢™/3 uniquement)
(i) Sic=0: Alors,d =+1, a =d (car ad —bc = 1) et donc y = x = b. Donc b = +£1,
et [Re(z)| = [Re(y)| = 1/2
(ii) Sie=1:Sid=0, |2|] <1donc |z| = 1. Sinon |z + d|> = Im(2)? + (d + Re(z))? >
3/4+ (Jd] —1/2)? > 1 déls lors que = # p, —p. Dans ce dernier cas, |z + d|=1 et on
peut répéter 'argument avec y, z, g~ pour justifier que y = p ou —p.
(iii) Si ¢ = —1 on se rameéne au cas ¢ = 1 en composant par — I, d’action triviale.

Dans tous les cas, x,y € D\ D, ce qui assure la preuve du théoréme.

Corollaire 1.1. {S, T} engendre I'y.

Démonstration. On prend un z € D. Soit v € I'g. Comme on I’a montré dans la preuve
du théoréme, il existe g € G = (S, T) tel que g- (yz) € D. Mais alors par le second point
de la définition du domaine fondamental, gyz = z et donc gy = 1 € G. (On notera que
S? = —1, et que les seuls élements de Ty laissant stable tout D sont I et —I) O
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Remarque 1.2. On peut montrer avec les mémes calculs que dans la démonstration du
théoreme que les seuls points de D ayant un stabilisateur différent de {I, — I} sont p
et —p de stabilisateurs (£ 1, =TS, +(TS)?) et (£, =TS, £(T~1S)?), et i de stabili-
sateur (1, £85).

Lemme 1.1. Soit I un sous-groupe d’indice fini de T'g.
On pose T :=T/{£1} et Ty :=To/{x1}. Alors si {71,..., %} est un systéme de repré-
sentantss dans Lo de Fo/f et v; un relévement de 7; dans I'g,

Dr = I—'ie{l,...,y}’)/;l -D
est un domaine fondamental de I’

Démonstration. Soit z € H. Alors par le théoréme il existe v € T’y tel que v-z € D.
De plus par définition des ~; il existe un certain i € {1,...,r} et un certain g € I" tels
que v = ;9. Ainsi ;- g- z =7y - 2z € D et donc l'orbite de z sous I' passe par Vi_lD. A
ce stade on a montré que 'orbite de tout élément de H sous I’action de I" passe par Dr.
Supposons que deux élément ;" Loziet 73 L. zj de Dr (avec z; et z; dans D) soient
congrus modulo I'. Alors il existe g € I tel que v, L= 95 L - zj. Ainsi par le théoreme
on a z; = z; car z;,2; € D et z; est dans l'orbite de z; sous 'action de I'y.

Enfin I'union définissant Dr est bien disjointe car si 'on avait v, Loz = v L. zj pour
2, zj € D alors comme précédemment par le théoréme on a z; = z; et puisque le
stabilisateur sous I'g d’un élément de D est {£1I} alors v; = +;. Ainsi modulo {+1I}
puis modulo T on obtient 7; = 75 et donc i = j. Ainsi 'union est bien disjointe. O

Corollaire 1.2. Soit I' un sous-groupe d’indice fini de I'g.
Si —1 € T alors en notant {y1,...,Ym} un systéme de représentants de T'y/T", Dpr =
Uie{l,...,m}Vfl - D est un domaine fondamental de I'.

Démonstration. Si —1 € T alors si 'on prend {71, ...,7,} un systéeme de représentants
de T'g/T" alors {77, ...,7,} est un systeme de représentants dans I'g de I'g/T" ou1 7; est la
classe de 7; dans I'g. Ainsi par le lemme on a bien Dr domaine fondamental de T.

O
On retiendra aussi le corollaire suivant :
Corollaire 1.3. Si T' est un sous-groupe d’indice fini de Ty alors il existe {v1,...,}
¢léments de T'g tels que Dr = Uieqy,...1)7i - D soit un domaine fondamental de I'
Démonstration. Immédiat avec le lemme [L1] O

2 Formes modaulaires sur un sous groupe d’indice fini

2.1 Définitions et ¢-développement

Dans cette section nous définissons la notion de forme modulaire sur un sous groupe
d’indice fini de I'y introduisons notamment la notion de g-développement d’une telle
forme, qui est un outil tres pratique.
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Définition 2.1. Soit k € Z fixé.

On définit 'action de poids k d’une matrice M = (Z Z) € GLj (R) sur une fonction
f:H— C par:

Vz € H, fia(2) = det(M)? - (cz+d) - f(M - 2).
On a bien :

VM, N € GL3 (R), fi,m|un = fiuMN-

Remarque 2.1. Le centre de GL;(R) agit trivialement pour ’action de poids k quel que
soit k € Z.

Définition 2.2. Soit k& € Z fixé et I' un sous groupe d’indice fini de T'y.
On appelle forme modulaire de poids k sur I" toute fonction f: H — C vérifiant :

(i) f est holomorphe sur H;
(ili) VM € GL3(Q), lim  f}, () existe.

Im(z)—+o00
L’ensemble des formes modulaires de poids k sur I' constitue un C-espace vectoriel que
Pon notera (). L’ensemble des formes modulaires f de poids k sur I telles que :
VM € GL3(Q), lim f, m(z)=0
Im(z)—+oc0
constitue un sous-espace vectoriel de .#(I") et sera noté .3 (I"), c’est 'espace des formes
modulaires paraboliques de poids k sur I'.

Remarque 2.2. Intéressons nous a la condition (iii). La condition (iii) de la définition
précédente signifie que f est holomorphe sur les pointes de I'. Les pointes de I' sont les
classes d’équivalence de QU{oo} sous 'action de I', montrons alors pourquoi la condition
(iii) se raméne a I’holomorphie sur les pointes.

Tout d’abord observons que I' étant d’indice fini les pointes sont en nombre fini. Prenons
un systéme de représentant de I'\I'g que l'on note {~;,i € {1,...,u}t}. Sir € QU {oo}

alors il existe M € I'gtelle que M -oco = lim M -z =1 car ou bien r = oo et dans
Im(z)—+o0

. . 0 -1 . . p

ce cas M = Is convient, ou bien r = 0 et alors M = 1 0 convient, ou bien r = 7

avec p A ¢ = 1 et dans ce cas par le théoreme de Bézout on peut trouver r,s € Z tels

p

que M = € Ty et on a bien r = M - co. De plus il existe i € {1,...,u} tel que

M =~-v;ou~vy €T etdoncr=+-v;-00et doncr € Orbp(y;-00) avec ;- 0o € QU{o0}.
Il'y a donc bien un nombre fini de pointes puisque {Orbr(~; - 00),i € {1,..., u}} contient
toutes les pointes.

Ainsi la condition (iii) se raméne a demander simplement que :

Vied{l,...,u}, lim fi . (2)

Im(z)—+o0
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existe, car si M € GL3(Q) alors M - co € QU {oo} et donc il existe i € {1,...,u}
et il existe v € T tels que M - 0o = 7 -7; - 00. Ainsi v, 'y "M € StabGL;(Q)(oo)

et donc v; 'y M = (g l;) € GL3(Q) et donc fi,p(z) = f 0 b () =

kE
2

(ac)

puisque par (ii) Im(gr_rhoo(ac)gc*kf‘m(w) existe car ac > 0.

c*kf|w.(‘”c+b) car f vérifie (ii) et v € I'. Enfin on a bien  lim  fj, 3/(2) existe
i Im(z)—+o0

Cc
On a donc montré que la condition (iii) se raméne a demander que :

Vie{l,...,u}, lim fi, ., (2)

Im(z)—4o00

existe, ie que f est holomorphe sur les pointes puisque comme on ’a montré, {Orbp(~y; -
o0),i € {1,...,u}} contient toutes les pointes. Et pour que f soit parabolique il suffit
simplement que :

Vie{l,...,u}, lim fi ,(2)=0.

Im(z)—+o0

Lemme 2.1. Soit f: H— C une fonction holomorphe sur H vérifiant :
VzeH, f(z+a) = f(z)
pour un certain o € RY.. Alors en posant :

¢: H — D(0,1)\ {0}

z = exp —222

il existe une fonction f: D(0,1)\ {0} — C holomorphe sur D(0,1)\ {0} telle que :

vz € H, f(a(2)) = f()
Démonstration. L’application ¢ est une surjection holomorphe de H dans 5(0, 1)\ {0}

et est localement un biholomorphisme. En effet si zp € H et 6y = arg(exp %TZO), alors :

q: {z € H,|Re (z — 29)|< ;} — {q € D(0,1)\ {0}, arg(q) €160 — 7,60 +7r[}

induit un biholomorphisme. Ce second ensemble est inclus dans C \ exp QTTZO -R™ sur
lequel il existe une determination du logarithme, on peut donc obtenir un inverse local
pour ¢. On définit f(q) = f(z) oli q € f?((), 1)\ {0} et exp%:;z = ¢. f est bien définie
puisque si exp QZZ =g =exp %gzl alors 3k € Z, z = 2'+ka et donc f(z) = f(2). De plus,
f est holomorphe puisque g est un biholomorphisme local et que f est holomorphe. [

Proposition 2.1. Soit I' un sous groupe d’indice fini de I'y et k € Z fixés.
1l existe un plus petit entier positif non nul « tel que :

Vfe (T),Vz e H, f(z+a) = f(2)
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Démonstration. Puisque I' est d’indice fini il existe deux entiers m et n tels que m > n
et T =T" (mod I'). Ainsi T™ ™ € T" et on pose «a le plus petit entier positif non nul

tel que T = <(1] ?) eI'. Alors :

Vf e (), V2 eH, flre(2) = f(2) = f(z + @)
ce qui conclut la démonstration. ]

Nous allons maintenant montrer qu'une forme modulaire sur un sous groupe d’indice
fini de I'g de poids quelconque admet un g-développement.

Proposition 2.2. Soit I' un sous groupe d’indice fini de I'y et k € Z fixés.
On pose « le plus petit entier positif non nul tel que :

Vg € M,(I'),Vz € H,g(z + a) = g(2).

Soit f une forme modulaire sur T de poids k. Alors il existe une unique suite de nombres
complezes (an)neN , appelés coefficients de Fourier de f, telle que :

Vz € H, f Zanq Q( ))

(ot q et f sont les fonctions introduites dans le lemme . Cette somme est le g-
développement de f. De plus :

2Tny

Yy € R%,Vn € N, a,, = exp ( ) / flaz + iy) exp (—2imnx)dz

Démonstration. f est une forme modulaire de poids k sur I' donc :
VzeH, f(z+a) = f(2),

ainsi on peut appliquer le lemme u a f Il existe donc une fonction f holomorphe sur
D(0,1) \ {0} telle que Vz € H, f(z) = f(q(z)) ot ¢(z) = exp (2”“2) . D’autre part f est

une forme modulaire sur I' donc . (l;m f(2) existe (il suffit de prendre M =1T1dansle
m(z)——+oo

troisiéme point de la déﬁnition et donc f est bornée au voisinage 0. Par le théoréme
de prolongement de Riemann, 0 est une singularité éliminable de f et donc f se prolonge
en une fonction holomorphe sur le disque unité ouvert. Ainsi f est développable en série
entiére de rayon de convergence 1 ce qui donne bien ’existence d’une suite (a,)nen telle
que Vz € H, f(2) = 3720 anq(2)™. Montrons I'unicité des (a,)nen - Soit y € R%, alors :

y: R — Cc
x = flax+iy)
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est une fonction indéfiniment dérivable et 1-périodique, il existe donc une unique suite
de nombres complexes (b, (y))nez telle que :

+o0
Vo € R, Fy(x) = Z bn(y) exp (2imnx).

n=—oo

Or par le raisonnement du début de preuve on a montré que :

+oo
-2
Vo €R,Fy(z) =) apexp ( Wny) exp (2imnx).
a
n=0

Ainsi par unicité des coefficients de Fourier de F), on a :

2 2 1
Vy € R, a, = exp (Zw)bn(y) = exp < w:y) / Fy(x)exp (—2imnx)dz.
0

Ainsi les coefficients (a,)nen sont déterminés de maniére unique par f, d’ou l'unicité.
O

2.2 Lecas Iy =SLy(2)

Dans cette section on va s’intéresser au cas particulier ou I' = I'g. On notera alors
My, = Mp(To) et S = S(Tp) et on parlera simplement de formes modulaires et de
formes modulaires paraboliques de poids k.

Remarque 2.3. (i) Par la remarque toutes les pointes de I'g sont contenues dans
Orbr, (I2 -00), ainsi pour que f € .#, la condition (iii) de la définition [2.2]se raméne
a demander D'existence de :

lim  f(2)

Im(z)—4o00

et pour que f € ¥ on doit simplement vérifier :
li =0.
Im(z%lil-i—oo f(Z)
) (11 (o -1 .
(ii) En posant T = o 1) ¢t S = 1 o ) omapar le corollaire |1.1| Ty = (S, T) et
pour vérifier (ii) de la définition [2.2|il suffit donc d’avoir :

-1
z

VzeH, f(S2) =2"f(z) = f(—)

et que :

VzeH, f(T-2)=f(z+1) = f(2)

(iii) Si k est impaire puisque — Iy € T'g alors si f € 4 on a :

VzeH, f(=1y2) = (-1)"f(2) = = f(2) = f(2)
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et donc f est identiquement nulle. Ainsi :
Vk € Z,.//Qk_;,_l = {0}

Ainsi on g’intéressera uniquement au cas ou k € 2Z.

Dans le cas de I'g le g-développement d’une forme modulaire s’énonce plus simplement
que précédemment, par une application directe de la proposition 2.2 on a la proposition
suivante.

Proposition 2.3. Soit k € 2Z et f € A}, fixés.
Alors il existe une suite de nombres complexes (an)nen entiérement déterminés par f
telle que :

“+oo
Vz € H,f(Z) = Z anQ('z)n
n=0

Vz € H,q(z) = exp (2irz)

et vérifiant :

1
Vy € R, a, = exp (27my)/ f(x +iy) exp (—2imnx)dx.
0

On va maintenant donner un exemple d’une famille de formes modulaires non nulles,
les séries d’Eisenstein.

Proposition 2.4. Soit k € Z un entier pair tel que k > 4.
Alors :
Gr: H — C

z = Z mz1 n)k
(m,n)ez?\{0} (mz-+n)

définit une forme modulaire de poids k et vérifie  lim  Gp(z) = 2((k).

Im(z)—+o00

Démonstration. Soit A, B € R%, on va montrer que la série définie précédemment
converge normalement sur D4 )y = {z € H, [Re (2)|< A,Im (z) > B}.
Pour cela montrons dans un premier temps qu'’il existe 0 € R tel que :

Vz € D(A,B)vv(:u'v V) S R? \ {0}7 ‘/,LZ + V‘Z 5SUP(|M|7 ’VD

Pour cela remarquons déja que Vz € D4 gy, VA € R, |z + A|> B. Puis remarquons que si
A= D(A,B), alors VA € R,|A\z +1|>d(—1,R- 2). Or :

1

d(~L,R-2) = [(=1,0) = (~1,0) - = (z,y) x ’;@,y)H: ——

2|
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ou z = x+1y, car R- z est engendrée par le vecteur unitaire % “(z,y). De plus 2z € D4 p)

donc Z—z < g—z et donc d(—1,R-2) > dg ot §p = 11A2 . On pose § = min (B, dp,1) € R%
B2

et alors en distinguant les cas ou p ou v est nul et le cas ou les deux sont non nuls et

en utilisant les deux inégalités Vz € D4 p), VA € R,[Az +1|> d et |z + A|> J on obtient

bien 'inégalité recherchée.

Montrons la convergence normale.

Pour s € N,s > 1, il y a 8 couples (m,n) d’entiers relatifs tels que sup (|m|,|n|) = s et

donc :

1 1 I 8s

vz € D(ap), Z |mz +nlF — ok f sk

(m,n)ez2\{0}

< +00

D’ou la convergence normale.

Ainsi G} définit une fonction holomorphe sur le demi-plan de Poincaré. Ensuite, les
bijections (m,n) — (m,m +n) et (m,n) — (n,—m) de Z2\ {0} dans lui-méme et la
convergence absolue de la série sur le demi-plan de Poincaré permettent de réarranger
les termes de la série, ce qui donne Gy (z+ 1) = Gi(z) et Gr(=ZL) = 2*G,(2) pour z € H.
Enfin la convergence uniforme de Gy sur Dy 1y et Gy(z + 1) = Gy (z)permet d’inverser

série et somme dans le calcul de Im(gr_r;oo G (z). Puisque si m # 0, Im(i%f_y;_@ m =
0, on a bien lim Gg(z) = 2¢(k). Et donc Gy, est bien une forme modulaire non
Im(z)—+o0
nulle de poids k.
O
Remarque 2.4. Soit f € .#) (avec k > 4 un entier pair) et [ :== lim  f(z), alors
Im(z)—4o00

f—1- 58k € F. Ainsion a ), = C- G, @ .

Voici un autre exemple de forme modulaire.

Définition 2.3. Pour & > 4 entier pair, on définit la série d’Eisenstein normalisée
Ek = 72?(’“)
On définit alors la fonction A de Jacobi par :

1
=—— (B} - ES
s (B )

c’est une forme modulaire parabolique de poids 12.

La fin de ce paragraphe est consacrée a la démonstration du fait que .#y(T") est de
dimension finie quels que soitent k € Z et I" sous-groupe d’indice fini de I'g. Remarquons

d’abord que si M = ¢ Z

2z € H — (cz+d)~" € C ne s’annule pas quel que soit p, on montre que si f est une forme
modulaire, 'ordre de z € H en tant que zéro de f est le méme que 'ordre de M -z en tant
que zéro de f. Ainsi, en notant v,(f) I'ordre de p € H en tant que zéro de f, v,(f) est
constant sur l'orbite de p sous I'action de I'y et on parlera donc de v, (f) pour p € I'o\H.

> € I'y alors en se servant du fait que la dérivée p-eme de
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On notera v (f) 'ordre de 0 en tant que zéro de f ot f est la fonction du disque unité
associée a la forme modulaire f. Ensuite notons e, le cardinal du stabilisateur de p € H
sous I'g/{£ 12} qui est aussi constant sur 'orbite de p; on notera donc e, pour p € I'y\H

Theoréme 2.1. Soit k € Z pair, et f une forme modulaire de poids k.
Alors si f n’est pas identiquement nulle, on a la relation suivante, portant le nom de
formule % :

wp(f) _ K vilf) | vp(f) -
vo()+ D BF = =)+ 5o+ X w(f)
pelo\H P pElo\H
ot l’étoile dans la somme de la deuziéme égalité signifie que l’on somme sur les p € T'p\H
tels que i ¢ orb (p) et p ¢ orb (p). (Cette deuziéme egalité provenant simplement de la
remarque[I.9 sur le domaine D en préliminaire qui montre que si p n’est pas dans l’orbite

de p ni dans celle de i alors e, =1.)

Démonstration. Supposons que f ne soit pas identiquement nulle. Montrons d’abord que
la quantité de gauche de I’égalité est bien définie. f est holomorphe en zéro et n’est pas
nulle donc il existe 0 < 7 < 1 tels que f ne s’annule pas sur D(0,7) \ {0} et donc en
posant A = =18 4n obtient que f ne s’annule pas dans la partie {Im(z) > A}. Puis
la partie D N {Im (z) < A} est une partie compacte du plan donc f admet un nombre
fini de zéros dans cette zone. De plus si p € H est un zéro de f on sait que son orbite
sous I'y passe par D puisque D est un domaine fondamental de H pour 'action de I'y et
par la remarque précédente son orbite est méme dans la zone D N {Im (z) < A}. Ainsi
ce dernier ensemble contient au minimum un représentant de ’orbite de chaque zéro de
f (de plus les orbites des éléments de son intérieur sont toutes disjointes ce qui nous
servira dans I’application de la formule des résidus ensuite) et donc la somme de gauche
de la formule % est bien finie.
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On note v le contour d’intégration suivant :

B y | &

-

x——
rd

% . JF? —e_ D
P AN
A ®
P B _D N
¥ ‘ AN
/ } [
i | [ \
[ s | \
/ ‘ \
/
| \
[ ?
( | \
{ ! [ .“
] e ——— ul—-- — y 4 ?
\ \ M) A A
s - 2 =~ &

Sur le schéma il n’y a qu’un seul zéro A sur y4p et de méme un seul zéro u sur yg/¢
mais le cas général ou il y aurait plusieurs zéros se traite exactement pareil. D’apres la

formule des résidus et les remarques précédentes sur les représentants d’orbites de zéros
on a:
*

1 1 B
5w | FEME= 3 )

peTlo\H
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Simplifions cette expression. L’application ¢: z € H — exp (2irz) € D(0,1) \ {0} envoie
~vEA sur le cercle de centre 0 et de rayon r = exp (—27(A + 1)) parcouru dans le sens
indirect ce qui donne en faisant le changement de variable z — ¢(z) et en combinaison
la formule des résidus a f :

1 ! 1 f/ B
% VTEA ?(Z)dz B ﬂ /C’(O,r)opp T(z)dz N _Uoo(f)

ou C(0,r)°PP signifie que I'on intégre dans la sens indirect.
Ensuite f(z) = f(z+1) d’ou :

1 Foo o f
% /wm 7(Z>dz =5 LED/ T(Z)dz =5 [/D/E T(z)dz

ou vgp = T yaB.
Ensuite puisque f est une forme modulaire de poids k£ on a :
f'oy_ =k (foS)

VzGH,T(z)— . + (foS)(Z)

1 ! 1 —k 1 !
2 Sy f 27 Sy 2 27 JS v f

ol S ypic = Ypor = V-

On va maintenant faire tendre les rayons des arcs de cercle du contour d’intégration vers
0.

Par exemple regardons ce qu’il se passe lorsque I’arc de cercle BB’ voit son rayon tendre
vers 0. Il existe p € N tel qu'au voisinage de p on ait f(z) = (z — p)? - G(2) ou G
est holomorphe et ne s’annule pas au voisinage de p. Ainsi au voisinage de p on a
fTI(z) = (L + %l(z) Et donc quand le rayon de 'arc BB’ tend vers 0 la limite de

et donc :

z—p)
1 f , N o . 1 D e el [ed
57 Sy T(Z)dz est égale a la limite de ﬂf'VBB’ = (2)dz par continuité de & au
voisinage de p. Et donc cette limite vaut ﬁ prE=F= %(f). Les autres morceaux

se calculent de la méme maniere et donc si on récapitule, lorsque le rayon des arcs de

cercle tend vers 0 on a la formule désirée.
O

Appliquons ce résultat a I’étude de l'espace .#}.
Theoréme 2.2. (i) 4, = {0} pour k < —1 et pour k = 2.
(i) My =C et My, =C -Gy, pour k € {4,6,8,10}.
(iii) A ne s’annule pas sur H et admet un zéro simple a l'infini.

(iv) f € My_12— A-fE S pour est un isomorphisme de C-espaces vectoriels.
(v) My, est de dimension finie quel que soit k.
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Démonstration. Montrons (i)

Soit k un entier strictement négatif. Supposons qu’il existe une forme modulaire f non
nulle de poids k. Alors par le théoréme on avso(f)+ Ul(f) + U” +ZpEFo\H up(f) <0
ce qui est impossible car tous les termes de la somme sont posmfs Ainsi dans ce cas
My, = {0}. Ensuite si k = 2 et que f était une forme modulaire de poids 2 non nulle
alors par le théoréme [2.1|on aurait ve (f) + U’(f) + U” —I—ZpEpO\H vp(f) = % ce qui n’est
pas possible car ou bien tous les termes de la somme sont nuls ou bien cette somme est
supérieure ou égale & +. Ainsi .4 = {0}.

Montrons (ii).

Soit k € {0,4,6,8,10} et supposons qu'il existe une forme parabolique non nulle de
poids k£ que l'on note f. Alors par le théoreme on aurait veo(f) + ”zg ) 4 vp(f) +
Z;EF()\H vp(f) = % < 1 ce qui est impossible puisque voo(f) > 1. Ainsi pour ces

valeurs de k on a .3 = {0}. Ainsi si f € .#, alors f -, (I%m f(z) € S et donc
m(z)—+oo

f=_lim f(2) et donc #y = C. Ensuite si k € {4,6,8,10} alors par la remarque

Im(z)—+o00
on obtient bien ., = C - G},.
Montrons (iii).
Remarquons d’abord que Eg(i) = E6|65(') = i%EG(i) et donc Eg(7) = 0. De la méme
maniere Ey(p) = Eq,5.7(p) = © +1)4 E(p) et donc Ey4(p) = 0. Appliquons maintenant
le théoreme 2.1 & E, et Eg qui sont bien des formes modulaires non nulles :

(E Ey) 1

Voo (F4) + vi(E) + Up(E) + Z vp(Ey) = =

2 3 peTo\H 3

v; (E 1

UOO(EG) + Z<2 6) _|_ Z Up E6 5
pelo\H

.or vy(Ey) > 1 et vj(Eg) > 1 ainsi la seule possibilité est que E4 ne s’annule qu’en
p avec un zéro simple et de méme pour Fg en i. Ainsi A(p) # 0 et donc A est
une forme modulaire non nulle. On applique alors le théoréme a A ce qui donne
Voo (A) + vz(A) + vp ) 4 > pero\H Up(A) = 1. Or v5(A) > 1 et donc on A admet un zéro
simple a I’ mﬁm est ne s’annule pas sur H.

Montrons (iv).

Tous d’abord si f est une forme modulaire de poids & — 12 alors A - f est bien dans
71 donc I'application est bien définie. Ensuite si A - f est identiquement nulle alors f
est nulle puisque A ne s’annule pas sur H donc 'application introduite (évidemment

linéaire) est injective. Enfin si on se fixe f € . alors puisque % admet un pole simple

a l'infini et que f s’annule a l'infini alors % définit bien une forme modulaire de poids
k — 12 donc 'application est bien surjective et est donc bien un isomorphisme.
Montrons (v).

On va procéder par récurrence. On a déja montré que .#5;, est de dimension finie pour
k € {0,1,2,3,4,5} (on va s’intéresser uniquement aux cas paires positifs puisque les
autres sont triviaux) ce qui va constituer notre initialisation. Soit n > 0 fixé et suppo-
sons que pour toutes les valeurs inférieures m < n on ai montré que #1212k est de
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dimension finie pour k € {0,1,2,3,4,5}. Alorson a Vk € {0,1,2,3,4,5}, dim(S2p10k) =
dim (.#13(n—1)+2x) Par (iv) et donc par la remarque on a bien #1291 est de dimen-

sion finie pour k € {0,1,2,3,4,5} ce qui conclut la démonstration par récurrence.
O

2.3 Dimension de . ()

Nous allons maintenant montrer que dim(.#(I")) < oo quel que soit k € Z et I sous
groupe d’indice fini de T'y.

Theoréme 2.3. Soit k € Z et I" sous groupe d’indice fini de I'g fixés.

On a dim (4 (I")) < oo. De plus si k < 0 alors #3(I") = {0}.

Démonstration. Soit m = [y : ] et N € N*, N > %’“ Et considérons un ensemble A
de N point distinct pris dans D ou on rappelle que D := {z € H, [Re(2)|< 3, |2[> 1} est
un domaine fondamental pour I'action de I'g sur H. Considérons ’application linéaire
®: fe 1) = {f(n),n € N} € CN. On va montrer que cette application est injective
ce qui donnera bien dim (. (I")) < oco.

Supposons que ®(f) = 0. Considérons alors g : z € H — Hver\po fluy(2) € C ot le
produit porte sur un systéme quelconque de représentant de I'\I'y. Cette fonction est
bien définie puisque si 4 € I' - v (c’est a dire que 4 et v sont dans la méme classe a
gauche modulo T') alors f|, , = f|,5 car f € .#(I'). Cette application est holomorphe et

par la condition (iii) de la définition [2.2jon a que  lim  g¢(z) existe. Enfin si 4 € Ty
Im(z)—4o00

alors g, 5 = [lyer\ry fluyy- Or st {77 € {1,...,m}} est un systéme de représentant
de I'\I'g alors {v;¥,7 € {1,...,m}} est aussi un tel systéme de représentant. En effet si
M €Ty alors 3i € {1,....,m},77'M = yy; ou v € T car ¥~ M € Ty. Et donc ;7 est
bien un représentant de M. Ainsi donc on a g|,,. 5 = [I,er\r, f,y = g et donc g € Ay
Supposons par l'absurde que g ne soit pas identiquement nulle. Remarquons que g est
le produit de f par une fonction holomorphe car pour v congru a l'identité modulo I
on a f,, = f donc f apparait dans le produit qui définit g. Ainsi puisque ®(f)=0on
a que g admet au moins N zéro dans D. Puisque on a supposé g non nulle on a par le
théoréme 2.1 :

km vi(9) = vp(9) * km

- = > -

2 Voo(9) + 5 + 3 + E vp(g) > N > B
pelo\H

ce qui est absurde. Ainsi on a que g = 0. Or rappelons que si F' et G sont deux fonction
holomorphe sur H connexe alors F'G = 0 implique F' = 0 ou G = 0. Ainsi des facteurs
de g est nulle c’est a dire 3y € I'\I'g, f|,, = 0. Et donc Jisvliy-1 = = 0 ce qui montre
I'injectivité de .

Montrons que si k& < 0 alors (') = {0}. Soit k < 0 fixé et f € #;('), on pose g
comme précédemment. Alors g € #,,;, comme on ’a montré précédemment. Ainsi si g
n’est pas identiquement nulle on a par le théoreme 2] :

0>I{$=voo(g)+vi;g)+v"§g)+ > w(g) =0
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ce qui est absurde et comme précédemment on a que ¢ = 0 et donc f = 0. Ainsi

M, (T') = {0}. O

3 Produit scalaire de Petersson sur .7 (T")

Dans cette section on fixe &k € N et I' un sous groupe d’indice fini de I'y. On va
introduire un produit hermitien sur .7 ().

Proposition 3.1. Soit f € .7 (T).
k
Alors z € H— Im (2)2|f(2)| € RT est bornée sur H.

Démonstration. T' étant d’indice fini dans TI'g, par le corolaire [I.3] il existe R un sous
ensemble fini de I'g tel que Dr = U,ecry - D est un domaine fondamental de I". De plus
siy € R alors f),, € F(y1-T-v)avec I, ==y~ - T - v sous groupe d’indice fini de I'
puisque I" est d’indice fini et que v € T'g. Ainsi f},, admet un g-développement par la
proposition Or f|,, est parabolique, ainsi, puisque ! lim  f wy(2)=0,onaay=0

m(z)—+oo
(ot ag est le premier terme du g-développement de f|, ) et donc f|, ,(z) = O  (q(2))
Im (z)—+o0
s NIET _ —27 Im(2) _ s
c’est a dire f|, ,(z) = - (ZQJFOO (exp —a ) On pose a = max,cr () de maniere &

avoir : 2 Tm(2)
—27 Im(z
Vv € R, z) = o exp ———=
" flk’y( ) Im (z)—+o0 < P [e% >
On pose maintenant ® : z € H — Im(z)glf(zﬂ qui est I' invariante (ie Vz € H,Vy €
[, ®(y-2) = ®(2)). Pour la proposition il suffit donc de montrer que ® est bornée sur D
et donc puisque ® est continue il suffit de le prouver sur Dr. Orsiy € R et z € v-D alors

il existe Z € D tel que z = 7+ Z et donc ®(z) = [Im 2]§ | fl4~(Z)]. Ainsi il suffit de montrer

queVy e Rona®,:ze€H— Im(z)g | fl,~(2)] est borné sur D ce qui est vrai puisque @,
est continue et que ®,(z) = @ (1) (puisque f\m(z) = O (exp —QFim(Z)))_

Im (z)—+o0 Im (z)—+o0
Cela conclut la preuve. O

Remarque 3.1. On retiendra que si f € (') alors Vy € Iy il existe o € N* tel
que fi,4(2) = O (exp Lm(z)) (ou la constante C' > 0 telle que fj,,(2) <

Im (2)—+o0 @

C - exp —22G) gépend de f).

Definition-Proposition 3.1. Soit f,g € % (T") fixées.
On définit :
(flg) = [ FEaE dol2)
T\H
ot o est la mesure image de la mesure drdy par la projection continue de H sur T'\H
munit de la topologie quotient. Par la formule de transfert, ce produit scalaire se ramene

\

a !

(o) = [ 1" 2dady.
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ot Dr est un domaine fondamental quelconque pour l'action de I' sur H.
On notera ||||5 la norme induite par ce produit scalaire (on omettra le T' lorsqu’il n’y
aura pas d’ambiguité).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que z € H — f(2)g(2)y"* € C est continue sur
H et invariante sous l'action de poids 0 de I'. Elle induit donc par passage au quotient
une application continue sur I'\H muni de la topologie quotient. Ainsi en munissant
I"\H de la tribu des Boréliens associée a la topologie quotient on obtient une application
mesurable sur le quotient.

Pour montrer que le produit scalaire est bien définit il suffit donc (par la formule de
transfert des mesures et puisque fﬁr\Dr % = 0) de montrer que la deuxiéme intégrale
de I’énoncé converge. I' est un sous groupe d’indice fini de I'y ainsi on obtient par le
corollaire un domaine fondamental Dp = U;eqy,. 17 - D avec les ~; dans I'g. Il suffit

donc de montrer que Vi € {1,...,v} ona:
| 1@y 2dudy
existe. Mais en faisant le changement de variable z = ; - 2/ on obtient :

| JCEE 2 drdy = [ 17, ()T dady

Or f € #(I) ainsi par la remarque Jieyi (2) = O (exp(—™)) et de méme
‘ Im (z)—+o0 @
pour g|,,, avec a un entier strict positif. Ainsi z € D — f,,, (z)g|mi(z)yk_2 € C est

d;gy < oo on & bien :

bornée. Enfin puisque [},

/D|f\k%(z)M(Z)yk_2\dxdy < 00

Le fait que (.,.) soit sesquilinéaire et hermitien se vérifie trivalement. Enfin si (f, f) =0
alors f est nulle sur un domaine fondamental Dr et donc sur sa fermeture par continuité
de f. Ainsi si z € H il existe v € T tel que v-z € Dr et donc fj,,(z) = f(z) =
b
4 =7 Donc f =0 et (.,.) est bien un produit
scalaire hermitien sur .“,(I'), ce qui conclut la preuve. O

(cz+d)"Ff(y-2) =0 en écrivant

4 Sous-groupe de congruence

A partir de maintenant et jusqu’a la fin on ne s’intéressera plus qu’au cas ou I' est
un sous-groupe de congruence principal de T'y.

Définition 4.1. Soit m € N tel que m > 1 fixé.
On définit le sous groupe de congruence principal d’indice m de I'g par :

To(m) = {MGFO,M: (Z Z) ,c=0 (mod m)}
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La proposition suivante donne un systeme de représentantss de I'g(m) \ SLa(Z).

Proposition 4.1 (Ensemble de réprésentants de I'g(m) \ SLa(Z)). Soit m sans facteurs
carrés. Pour qm on choisit 3, tels que %ﬁ —qv =1 et on note

g1 q/m 0
B, = = W,
! (qv m/q> si g#m m/q< 0 1

etAqJ:Bq(_Ol ;) pour 0 <j<gqg-—1

Alors {Agj , gim et 0 < j < q — 1} est un systéme de représentantss de T'o(m) \
SLy(Z).

Démonstration. On vérifie d’abord que les classes des A, ; sont distinctes. Soit ¢, j, ¢, j’
tels que Aq,jA(;lj, € I'p(m). Le calcul donne

* *
Ay ALY, = ( o )
14 2q 5" m _m I mm(;
a3 g = gAY + =)
ce coefficient est divisible par m, donc qq’ divise

2 1

Py =% +m(G—7i)=mB—q—mpB +q¢ +m(j —j)

Maintenant si ¢ # ¢’ on peut supposer que ¢t ¢’ or
q| mB—q—mpB' +m(j —j') absurde

Donc g = ¢'. Finalement ¢ divise %(j — 7") donc q divise |j — j'| < g puisque g A T=1
donc j = j' et on a montré que les classes des A, ; sont distinctes.
Il reste a montrer que

To(m) \ SL2(Z)] =D g
qlm
Pour cela on considére le morphisme de la réduction modulo m 7 : SLa(Z) — SLa(Z/mZ).
Comme Ker(m) C T'o(m),
SLa(Z/mZ)|
[To(m) \ SL2(2)| = —— =~
|7 (Lo (m)]

o|7(To(m))| = |<g aaz1> avec a € (Z/mZ)* et x € Z/mZ|

= mp(m)
['o(m) est la préimage par 7 de cet ensemble pratiquement par définition, et la surjectivité
est garantie par la surjectivité de m dans SLo(Z/mZ), qui est un résultat classique.
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e m est sans facteurs premiers, d’apres le théoréeme des restes chinois,

SLZ/mZ =SL]|] Z/pzZ

plm

=[ISLz/pz

plm

donc
ISLZ/mZ| = [[(»* - D(®*-p)/(p—1)

plm
=[[e+1)-1) p
plm m
qumq ®(m)

d’ou le résultat voulu. O

Proposition 4.2. Soit m € N* fizé.
Alors [Tg : To(m)] < oo.

Démonstration. Considérons le morphisme de réduction modulo m que ’on note :
©: M eTy— M € SLy(Z/mZ),
alors en notant :

Fﬂm):zKer(gp)z{(CcL Z)EFo,azdzl (mod m),c=b=0 (modm)},

on a I'g /"1 (m) isomorphe & Im(y) et donc I'y (m) est d’indice fini dans I'g puisque Im(¢p)
est fini en tant que sous groupe du groupe fini SLo(Z/mZ). Or I'1(m) est un sous groupe
de T'g(m) donc I'g(m) est bien d’indice fini dans T'y. O

On va aussi parler de forme de niveau fixée et de poids fixé qui sont définit ci-dessous.

Définition 4.2. Soit N € N* et k € Z fixés.
On appelle forme modulaire de niveau N et de poids k les éléments de .} (I'o(V))

5 Algebre de Hecke

Dans cette section on va introduire les opérateurs de Hecke sur .7 (I(V)).

5.1 Opérateurs de Hecke

Soient k > 0 et N > 1 des entiers fixés pour toute cette partie. Introduisons les
sous-ensembles de matrices qui nous intéresseront par la suite.

Définition 5.1. On définit pour [ € N* :

G|(N) = {(a b> € My(Z),ad —bc=1,aANN=1,c=0 (mod N)}
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Remarque 5.1. Remarquons que I'o(N) agit par multiplication a gauche sur Gy(IV).

Y ) . _[a b ~ _

En effet si M = Ne d] € Io(N) et si M = Ne d> € Gi(N) alors M - M =
ai+ Ncb  * . - 5 ~ B - 5

(Na6+ch *> Ona Naé+Ned =0 (mod N) et (aa+Ncb)AN = 1 car ad—Nbé = 1

donc @ AN =1 et donc aa A N =1 et ainsi si p|(Naé + Ned) AN alors plaa AN =1
d'ott MM € Gy(N).

Donnons un systeme de représentants pour cette action.

Proposition 5.1. Soit n € N*.
On pose :

An(N) ::{(8 Z),ad:n,aAN:1,0§b<d}

Alors Ap(N) est un systéme complet de représentants de G, (N) pour l'action d gauche

de Fo(N)

Démonstration. Soit A = (CCL Z) € Gp(N). Montrons qu’il existe B € T'g(IV) tel que
BA € Ap(N).
On pose 7 = - et 6 == . OnaaAclcet Njcor (aANc) AN =1 car aAcla et

a AN = 1donc (aAc)Nlc c’est a dire N|vy. D’autre part y Ad = 1 donc 3o, 5 € Z

tels que ad — By = 1 et donc B := <: g) € T'o(N). En faisant le calcul on obtient

_ —aANc ab+ Bd - NN -
BA = (fya+6c:O 5 + b — a/\nc> et on a (—a Ac) AN = 1. Quitte & multiplier
B par — Iy € Ty(IN) on peut supposer que BA = a 6\ ¢ —(abn+ 5d)> avec a A c > 1.

aic

Alors en multipliant par T™ € T'g(N) (avec m que l'on déterminera plus tard) on obtient

_ n_ -
T™ BA = (ag\c (ab+ﬁg)+maAC> ainsi en posant a '== a Acet d = % et m,r €

a/\c

0 d

Montrons maintenant que deux éléments distinct de A, (N) ne sont pas dans la méme
orbite sous I'o(NV).

Supposons qu’il existe A € I'o(N) et B,C € A,(N) tels que AB = C montrons alors
que A = I5. On note A = <: ?), B = (8 2) et C = <g Z) Alors par le calcul
on aya =0 et doncy=0,deplusad =1car A € I'((N) et donc @ = § = £1. Or si
a=4§d=—1alors a = —z < 0 ce qui est absurde puisque B € A, (N). Ainsi « = 6 = 1.
Donc b+ d = y et alors |Bd| = |y — b| € {0,...,d — 1} puisque y,b € {0,...,d—1}. Et
donc =0 et A =I5 ce qui conclut la preuve. O

Z x{0,...,d—1} tels que —(ab + fd) + md =17 on a T™ BA = <a 71) € Ap(N).
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Remarque 5.2. Remarquons la chose suivante. Si on considere :

Diga) = {(g Z) € Ap(N),be{0,...,d— 1}}

partie & d — 1 éléments de A, (N) alors cette partie est équivalente modulo T'o(N) a

toute partie D, q4,5,) = {(8 Z) € Ap(N),be Sd} ou Sy est un systéme quelconque

de d — 1 représentants de Z/dZ puisque si (mod d) alors b = b+ dg et donc

a b a b a \
(O d)ZTq<O d) et donc (0 d) ( ) (mod T'g(V)).

Ainsi on peut noter D, gy = > e A,(N),be Z/dZ} et on a un systéme de

O d
représentant donné par :

Ap(N) = {(8 Z) ,ad:n,a/\Nzl,bEZ/dZ}

On va maintenant pouvoir introduire les opérateurs de Hecke de niveau NN et de poids
k.

Definition-Proposition 5.1. On définit 'opérateur de Hecke de niveau N et de poids
k d’ordre n par :
Trn(n): Me(To(N)) — M1, (To(N))

k_
f = nrl 2 Fiy
y€Lo(N)\Gr (N)

De plus 7, (I'g(N)) est stable par les Ty, ny(n),n € N*.
Démonstration. Tout d’abord remarquons que puisque f € .#(To(N)) alors cela a bien

un sens de sommer sur I'o(N)\G,(N) car la somme est indépendante du systéme de
représentants choisi pour I'g(N)\Gy (V). De plus si v € I'g(N) alors :

E_
Tk,N(n)fhw =n2"! Z Sy
y€Lo(N)\Gn(N)

et si R est un systeme de représentant de I'g(N)\G, (V) alors R - en est aussi un. Donc
on a bien Ty n(n)f},y = Tk n(n)f pour tout v € Io(NN) et donc puisque f € #(T'o(V))
on a bien que :

VM eQL{(Q. lim Ten(mfin()= lm it S f ()
Im(z)—4o00 Im(z)—+o0 YETo (NG (N)

existe puisque Vy € T'o(N)\Gn(N),yM € GL3 (Q). Ainsi on a bien Ty y(n)f € #(To(N)).
Enfin si f € #(I'o(IN)) on a bien :

VM € GLF(Q), lim Tpn(mfiu(z)= lim n3 ' S fo(z)=0
Im(z)—+o0 Im(z)—+o0 YET(N NG (N)

et donc Ty y(n)f € S4(To(IN)) ce qui conclut la démonstration. O
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Remarque 5.3. Pour la suite de cette section on travaille a poids k > 0 et niveau N > 1
fixés. Pour simplifier les notationss on notera pour le reste de cette section Ty n(n) =
T(n).

Les opérateurs de Hecke vérifient la relation de composition suivante.

Theoréme 5.1. Soit m,n > 1.

Alors on a :
k—1 mn
Tm)T(m) = 3 d'T (d2)
dlm,n
dAN=1
La démonstration est longue et technique, nous la laissons en appendice.
On démontre aussi en appendice le théoréeme suivant :

Theoréme 5.2. La C-algébre engendrée par les opérateur T(n),n € N* que l’on appelle
algebre de Hecke de poids k et niveau N est commutative.

5.2 Les opérateurs T(p) sont hermitiens

Dans cette section on travaille toujours a poids £ > 0 et niveau N > 1 fixés, 'objectif
va étre de montrer que les opérateurs de Hecke T(n) pour n A N = 1 sont hermitiens
pour le produit scalaire de Petersson. Cependant on va avant cela donner une nouvelle
expression des opérateurs de Hecke qui nous servira pour atteindre 1’objectif.

Remarque 5.4. Sin AN =1 alors T(n) est un produit de T(p;"*) avec les p; des nombres
premiers ne divisant pas N (par la section précédente) et par récurrence sur r les T(p")
pour p premier ne divisant pas N sont les objets suivantss en T(p) a coefficients entiers
(on utilise la proposition |proposition 14.2)). Ainsi il suffit de démontrer le théoréme
suivant pour atteindre notre objectif.

Theoréme 5.3. Soit p un nombre premier ne divisant pas N. Alors :

Vf,9 € Zx(Lo(N)), (firw), 9) = {f, 91(0))

pB
N~ 1

tels que p8 — Ny =1 c’est a dire U € T'yg(N) (ce qui est possible puisque p A N = 1).

Fixons p premier ne divisant pas N. On choisit alors U = ( avec 3,v € Z

Definition-Proposition 5.2. On définit :

FO(N,p)::{(CCL Z)EFO,bEO (mod p),c=0 (modN)}

c’est un sous groupe de T'o(N) et on obtient un systéme complet de représentant de
Lo(N,p)\I'o(N) en considérant les :

T,5€{0,...,p—1}

et U.
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Démonstration. Soit V = (]\C;c Z) € I'o(N). Alors ou bien a Ap =1 et dans ce cas il

existe j € {0,...,p—1} tel que b= aj (mod p) et donc V-T~7 = <* b _*a‘]> e To(N)

avec plb — aj et donc V € To(N,p) - TV. Ou bien alp et dans ce cas V - U™! =
<* —a+pﬁb> € I'y(V) avec p|—a + ppb et donc V € I'o(N,p) - U.

*

Enfin on vérifie facilement que les TV ne sont pas congrus modulo T'g(N,p) et que
TI. U~ ¢ To(N,p) ce qui conclut la preuve. O

Remarque 5.5. (i) En posant A, = on a que {A;l -T9,5€{0,...,p— 1}} U

p
0 1
{A,} est le méme systeme de représentants de I'g(N)\G,(N) que celui donné par

.. E_ _
Ap(N), ainsi on a fipp) = p? ! [f|kAp+ > kal.Tj‘|. Or Apl-U:M~
je{0,p—1} T

Ny
f|kA51 € Mi(ApTo(N) Agl NLo(N)) avec par le calcul A,T'g(N) A;l NCo(NV) =
Fo(N,p) :

1
A, ou M = ( s p) € [o(N) et donc f, o, = f|kA;1 .y ce qui se réécrit puisque

k
E_q
fro=rt X

YETo(N,p)\T'0(N)

(ii) Pour ne pas faire de confusion on notera (f, g,I') pour parler du produit scalaire de
Petersson de deux forme paraboliques sur I' sous-groupe d’indice fini de T'g(étant
donné que la définition de celui ci dépend du groupe I' considéré).

Démontrons maintenant le théoréeme

Démonstration. On a :

y?

(o 9:To(N)) = p " f . fuag (29 12

v€To(N 7P)\F0(N

et donc en faisant les changement de variable z, = -z on obtient (et puisque du = d;’jgy

est invariante par SL2(R))) :

k_ dxdy
oo ) =p S [ g emn(e) e
YELO(Np)\Lo(V) 77 Proc) Y
et donc puisque g|, ,-1 = g (car g € #;(I'o(NV))) alors on a :
pdxdy

2

(g ToN) =p5 7 3 / a1 (2)9(z) Im(2)

YELo(N,p)\To(N 7 Pro) y
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ce qui revient a :

5 dxd
{fir@)>9:To(N)) =p2~1- / frons 1 (2)3(=) Im(2)F 2297

Uyero (v, p\Fo (W)Y Pro(v)

oT Uy et (N p)\To(N)Y* Dry(n) est un domaine fondamental de I'o(N, p) et puisque f\kAgl €
Sk(Lo(N,p)) et que g € F4(L'o(N)) C F%(To(N,p)) on a:

ity 9:To(N)) = (f1a;1, 9, To(NV, p)),

On va maintenant montrer que <f|A51,g, Lo(N,p)) = (f, gja-1:To(NV, p)).
p

ap  fp
N~ dp

p AN = 1. Alors par de simple calculs on montre :
(i) W-To(N,p) - W = To(N, p)
(ii) A,'-W e To(N)
(i) 5 - Ap-W € To(N)

On introduit W = > telle que adp — NGy = 1 ce qui est possible puisque

On pose maintenant W := % - W € SLs(R) alors comme précédemment avec le change-

ment de variable z = W - Z on obtient :

[ hap (e () Y =
Drovp) "

dzdy
3 a = k
v /Wl'DFo(N,p) flkA;1 w(2)7,w(z) Im(2)

y2

or par la condition (i) on a que si z € H alors il existe u € T'g(IV,p) et Z € Dr(n,p) tels
que W-2z = -2 cest & dire z = [L-Wfl'é avec [LzWil-,u-VNV € Wﬁl-FO(N,p)'W:
WL.To(N,p) - W = To(N, p) par la condition (i). Ainsi W Dry(n,p) est un domaine
fondamental de H sous I'action de I'g(XV, p). De plus f|kA;1 W € Yk(W_l -To(N,p)- W)
car f‘kAgl € To(N,p) et donc par (i) f‘kAgl w € Z&(To(N,p)) et de méme 9w €
Z%:(To(N,p)) et donc :

<f|A;1797F0(N7p)> = <f|A51-V~V79\kW7F0(N7p)> = <f|A;1.W7g\kW7F0(N7p)>

la toute derniére égalité étant due au fait que W et W sont proportionnelle.
Alors par (ii) on a flkA;1 w = f et par (iii) on a g, w = Ileas1
Ainsi on a donc :

<f|T(p)7g7F0(N)> = <f‘A;1797F0<N7p)> = <f7 g|A;17FU(N7p)>

et donc :

i1 9 To(N)) = (ga15 £, To(N, p)) = (g1, /- To(NV)) = (f5 91(p): To(NV))

ce qui conclut la démonstration. ]
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5.3 Action des opérateurs de Hecke sur les coefficients de Fourier

On va maintenant s’intéresser a ’action des opérateurs de Hecke sur les coefficients
de Fourier d’'une forme de . (To(N)).

Proposition 5.2. Soit f € ., (To(N)) avec ¥z € H, f(2) = 32,51 ar(n)[q(2)]". Alors
on a :

Vi > 1, Tony(0)f(2) =D mn)la(z)]"

n>1

ot py(n) = Y alag (%)
aln,l
aAN=1
a>1

a b
0 d

ad=l
0<b<d—1

Démonstration. On a T, ny (1) f(2) = 151 > of
2
aAN=1 (

>(z) C’est a dire :

b s iTmaz a-1 iTm
T =171 ¥ atf () =t 3 dk[Zaf(m)eZ) 7Y (e
ad=l ad=l m=0 b=0
0<b<d—1 1<a,d
aAN=1 aAN=1

2iTm 2imm

b b
Or Zg;é (6 d ) = 0 si d ne divise pas m et Zf;é (e d ) = d sinon. Ainsi :

_ _ > _ ml
T (01 =170 X S apma)a@)™ = X oy (") (al2)™
ad=l m=0 ad=l
1<a,d 1<a,d
aAN=1 aANN=1
m>0
et donc en réarrangeant selon les puissances croissantes de ¢ :
k—1 ml m
T f(z) = Z Z avap |y q(2)™,
m>0 | a|l,;m
1<a
aAN=1
ce qui conclut la preuve. O

6 Théorie d’Atkin-Lehner

On va introduire dans cette section une base particulierement intéressante de .7 (I'o(V))
en utilisant tous les résultats précédent sur les opérateurs de Hecke. Dans toute cette
section on travaille a poids k£ > 0 fixé on notera donc les opérateurs de Hecke simplement
par rapport a leurs niveau N et a leurs ordre n c’est a dire sous la forme Ty (n).

Définition 6.1. On définit les objets suivants :

')
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(i) On rappelle A,, == ( 0> oun € N*

n
0 1
.. . Qr y N m

(ii) on notera W¢ toute matrice de la forme (mz Qu ou Qm, Q A o = L

det (W) = Q et (2,1, 2,w) € N*

Remarque 6.1. La plupart du temps on s’intéressera aux matrices Wya olt ¢ nombre
premier qui divise m et a la plus grande puissance de ¢ qui divise m. De plus puisque &
étant fixé on ne notera plus f|, ,y mais plutdt fjp, pour M € GL3(Q)

Avec l'action des opérateurs de Hecke sur les coefficients de Fourier d’une forme
modulaire de niveau N déterminée lors de la section précédente on a le résultat suivant :

Definition-Proposition 6.1. Soit f € . (Tg(N)), alors pour p premier ne divisant
pas m et ¢ premier divisant m on a :

(i) 1
Ftn@(2) =D alng)a(2)" =q27" - Y flazrs
n=1 jZO

(i)

n

fitmw) (2) = i [a(np) +p"a (

p—1
B E_
)] 2(2)" =p2 7Y fiacre 07 s,
n=1 p =0

(iii) On définit

fin = X atma(: = > a () 22" = e fia,
n=1 n=1
ot f(z) = >0 a(n)x(2)" avec x(z) == exp2miz et a(a) = 0 lorsque o n’est pas entier.

On prendra comme convention (et ce jusqu’a nouvel ordre) que la lettre p et la lettre
q désignerons des nombres premiers tels que p Am = 1 et glm. La lettre d désigne un
entier positif quelconque.

On énonce maintenant un lemme important qui concerne les opérateurs précédem-
ment définit et que nous ne démontrerons pas, voir [2] pour une démonstration de ce
lemme reposant sur du calcul matriciel.

Lemme 6.1. Soient p et q tels que dans la convention précédente et f € S (To(INV)).
On pose « la plus grande puissance de q divisant m. Alors :

(i) fiw, € ZK(To(IN))
(71) T (p) commute avec Wya. Et sip Ad =1 alors Ty, (p) commute avec By.

(iii) si o =1 alors fiu, + q§71f|wqa €To(77)
(iv) sia>1, flu, € Fo(%)
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Démontrons maintenant un théoreme sur ’existence d’une "base propre" qui consti-
tuera notre point de départ.

Theoréme 6.1. Il existe une base de .73, (I'o(IN)) constituée de fonctions propres pour
tous les opérateurs de Hecke Ty (p) (on rappelle que p désigne un nombre premier qui
ne divise pas m).

De plus on peut introduire une relation d’équivalence sur l’ensemble des fonctions propres
non nulles pour tous les opérateurs de Hecke d’ordre p de niveau m en posant pour f et
g dans S, (Lo(N)) propres pour tous les opérateurs de Hecke non nulles :

f~g <= Vp,As(p) = Ag(p)

ot les A(p) sont les valeurs propres respective de f et g pour les opérateurs T, (p).
Une telle base sera appelée base propre.

Démonstration. L’espace des formes sur I'g(m) est de dimension finie (rappelons de nou-
veau que lorsque l'on parle de forme sur I'g(m) on entend forme modulaire parabolique
de poids k sur I'g(m)). Par le théoreme les opérateurs de Hecke T,,(n) sont her-
mitiens si m An = 1 et commutent, ainsi puisque que l'on est en dimension fini les
opérateurs de Hecke T, (p) sont codiagonalisable ce qui donne ’existence d’une base de
Z%(Lo(N)) constituée de fonctions propres pour tous les opérateurs de Hecke T, (p). Et
il est évident que la relation introduite est bien une relation d’équivalence.

O

Remarque 6.2. Etant donné que si n A m = 1 alors par la section sur les opérateurs
de Hecke T,,(n) est un polynéme a coefficients entiers en les T,,(p;) ou les p; sont les
diviseurs premiers de n on a donc que si f € I'g(m) est propre alors elle 'est pour tous
les opérateurs de Hecke T, (n) pour m An = 1.

Remarque 6.3. On parlera de formes propres pour désigner les fonctions propres pour
tous les opérateurs de Hecke T, (p) dans .#%(I'g(N)). Remarquons la chose suivante qui
nous servira énormément dans les prochaine démonstration : si f est une forme propre
non nulle et que 'on écrit f = > ,c;a; - fi ol les o; sont non nuls et les f; des forme
propres linéairement indépendantes alors :

Vp, fir, = A (0)f =D air;(p) - fi = ks (p) - fi

i€l i€l

et donc :
Vi€ I,Vp, Ay, (p) = Ap(p)

puisque les f; sont linéairement indépendante et les a; non nuls. Ainsi, les éléments
apparaissant dans la combinaison linéaire précédente sont tous équivalents, autrement
dit f est dans ’espace vectoriel engendré par une seule et méme classe d’équivalence.

Remarque 6.4. Remarquons la chose suivante, soit m > 1 et m’ un diviseur quelconque de
m. Alors les opérateurs T, (n) et T,,/(n) on la méme expression si m An = 1. Par contre
on n’a pas forcément la méme expression pour T,,(n) et T,/ (n) sans cette condition.
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Ainsi par exemple si f € T'g(m’) est une forme propre pour tous les T,/ (p) lorsque p
premier ne divisant pas m’ alors on a f € I'o(m) puisque m’|m et f propre pour tous les
T, (p) pour p premier ne divisant pas m.

Introduisons maintenant deux espaces supplémentaires I'un de 'autre dans .7 (T (V).

Définition 6.2. Soit m’ un diviseur propre de m en le sens ot m/|m et m’ # m. Alors
le théoréme [6.1] donne l'existence d’une base de fonctions propres pour les opérateurs
T, (p) (p premier ne divisant pas m') {g;} de T'o(m’). On fixe un certain g; et on
considere un diviseur quelconque d de 7, alors on a :

L gjp, € Z:(To(N)) car 9j|s, st proportionnelle a gj, ~par le lemme et
Gija, € Fe(AZETo(m!) - AgnTo(m')) = F(To(m'd))) (cette derniére égalité de
sous groupes se prouvant de maniére simple par un calcul matriciel) et donc a
fortiori g; » , € Z1(To(N)) puisque (m'd)|m.

2. Pour tout nombre premier p ne divisant pas m on a 93 By | Ton(p) = 93| Ton(p)| By =
Ag; (p)gj‘ B, puisque g; propre pour le pAm’ = 1 et donc a fortiori avec les pAm = 1
et puisque les T}, commutent avec B4 car d A p =1 par le lemme

Ainsi 9i|p, st une forme propre sur I'o(m).

On définit alors I'espace C™(m) comme I'espace vectoriel engendré par les g, quand
g parcourt les formes propre sur T'g(m') et m’ parcourt les diviseurs propres de m puis
d les diviseurs propres de % Alors par le début de cette définition C™(m) est stable
par tous les opérateurs T,,(p) ot p Am = 1 qui sont hermitiens, ainsi le supplémentaire
orthogonal de cette espace que I'on note C*(m) est lui aussi stable par les opérateurs

de Hecke T,,,(p). A priori cette espace vectoriel pourrait étre réduit & 0 mais dans ce cas
la structure de C+(m) est entiérement déterminée. On suppose donc pour la suite que

C™(m) # {0}

On va définir les formes nouvelles mais avant cela nous auront besoin du théoreme
suivant que nous ne démontrerons pas mais qui repose sur des calculs avec les diffé-
rents opérateurs introduit dans le lemme [6.I} Pour voir une démonstration voir Hecke
Operators on To(m) de Atkin et Lehner.

Theoréme 6.2. Si f est une forme sur T'o(m) dont le q-développement est donné par
f(z) =302 a(n)q(z)" avec les a(n) vérifiant n A\m =1 = a(n) =0 alors :

f= Z fi|qu.

ou Vi, f; € Fo(%) et ou les q; sont les diviseurs premiers de m.

Definition-Proposition 6.2. La démonstration du théoréme s’applique a C*(m).
On obtient alors une base de fonction propre de C*(m). Dans C(m), les classes pour la
relation d’équivalence précédemment définit sont exactement les sous espaces vectorielles
de dimension 1 (privé de 0) engendrés par chaque élément de la base. De plus si f est une
forme propre non nulle de CT(m) alors le terme de degré 1 a(1) de son q-développement
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est non nul ce qui permet de normaliser cette fonction en la divisant par ce terme. Ainst,
on peut définir de maniére intrinséque les formes nouvelles sur I'g(m) comme ’ensemble
des représentants normalisés des classes d’équivalences.

Démonstration. Montrons d’abord que si f € CT(m) est une forme propre non nulle
alors le coefficient a(1) de son g-développement est non nul. Supposons par I'absurde
que a(1) = 0. Dans ce cas on va monter que n Am =1 = a(n) = 0. Supposons que
cette affirmation soit fausse. Dans ce cas on note ny les plus petit entier premiers avec
m telle que a(n1) # 0. Alors en prenant p un nombre premier divisant n; et ne divisant
pas mon a :

S Tmp) = Z a(np)z™| 4 pF1 Z a(n)z™ = Af(p) - Z a(n)x"

n>1 n>1 n>1

ni
P
ny on a a(3}) = 0. Et dans la deuxiéme égalité le terme devant xP est Ar(pa(?h) =0

n1
Dans la premiére égalité le terme devant 7 est a(ny) +p*~1a(4) et par minimalité de

par minimalité de ny. Ainsi par unicité des coefficient du ¢-développement on a a(n;) =0
ce qui est absurde.

Alors par le théoremeon écrit f =5, fi|qu avec les ¢; et f; comme dans le théoréme.
Ainsi puisque chaque f; est combinaison linéaire de forme propre de Fg(%) on a que

feC (m)or feC(m) et donc f =0. Ainsi si f est une forme propre non nulle sur
C*(m) alors a(1) # 0.

Montrons maintenant que les classe d’équivalence sur C*(m) sont exactement les sous
espaces vectorielles de dimension 1 (privé de 0) engendrés par chaque élément d’une
base propre de cet espace. Pour cela prenons une base propre normalisé F; de C*(m)
(au sens ou les coefficient a(1) des élément de la base valent 1) et prenons une forme
propre sur C*(m) non nulle (remarquons que tous cela est possible puisque ’on suppose
CT(m) # {0}). On & alors f combinaison linéaire des F; et tout les F; apparaissant dans
la combinaison linéaire sont équivalent par la remarque [6.3] Pour conclure il suffit donc
de montrer que si F; ~ Fj alors F; = Fj. Supposons donc F; ~ Fj. Alors faisons la
remarque suivante :

V¥ > Lanp) + o () = Aplan) 1)

et donc en prenant n = 1 dans 1’égalité précédente on a que pour une forme propre
normalisée de C*(m) :

Vp, a(p) = Ap)
ainsi les coefficient a(p) de F; et Fj sont égaux car F; ~ F;. Maintenant on va montrer
que les coefficient a(n) pour nAm =1 de F; et F}; sont égaux. Pour cela remarquons que
si prenons 1 un entier premier avec m et écrivons n = [l;c(y, 3 P sa décomposition
en facteurs premier. Alors par 'equation [IJon a :

a H pf‘z — a(pl/).a H pzal . pgu_l _plﬁ—l'a H pZaL . pSV—Q
ie{1,...,v} ie{l,...,v—1} ie{l,...v—1}



6 Théorie d'Atkin-Lehner 31

Ainsi en réitérant ce procédé sur les termes :

a H pzaz pgu—l
Lie{1,..,—1} ]
et _ -
7 V_2
a || R
Lie{1,..b,—1} ]

on finit par montrer que a(n) est un polyndéme en les a(p;) dont les coefficient sont les
méme pour deux formes propres non nulles et normalisées de la méme classe. Ainsi on
a bien que les coefficient a(n) pour n Am =1 de F; et F; sont égaux. Ainsi si on pose
h=F—-F =% ,san)z"onanAm=1 = a(n) = 0 et donc par application
du théoreme on a h € C~(m) avec le méme raisonnement que pour le début de
la démonstration. Or h € C*(m) donc h = 0 ce qui conclut F; = Fj;. Ainsi dans la
combinaison linéaire de F; de la forme non nulle f dont il était question il ne peut y
avoir qu’un terme non nul, autrement dit f est proportionnelle a I'un des F; et les classes
d’équivalence sont bien les sous espace vectoriels de dimension 1 (privés de 0) engendrés
par les Fj. ]

Remarque 6.5. Ce qu’on peut voir dans cette définission-proposition [6.2] est que dans le
cas ou CT(m) # {0} alors C(m) = ;¢ CF; o les F; sont les nouvelles formes
sur Tg(m) c’est & dire les représentant normalisés des classes d’équivalence sur C*(m)
ou alors (ce qui revient au méme) les éléments d'une base propre normalisée de C*(m).
Ainsi si f est propre dans C*(m) alors f est proportionnelle & une forme nouvelle.

On va maintenant pouvoir définir les formes anciennes.

Définition 6.3. Soit m’ un diviseur propre de m et g une forme nouvelle sur T'g(m')
(ce qui dans le cas ot CT(m/) # {0} revient & ne rien prendre) fixés. On définit alors
Pancienne classe associée a (m', g) comme ’ensemble des gB, ou d parcourt les diviseurs
de .77. Les anciennes classes sont alors toutes les telles familles. Les anciennes formes
sont alors les éléments des anciennes classes.

On va maintenant s’intéresser a la relation liant les anciennes formes a C™ (m).

Proposition 6.1. On a les résultats suivants :
(i) C™(m) est engendré par les anciennes formes.

(ii) Si f est une forme propre non nulle sur I'o(m) alors il existe une certaine nouvelle
forme g sur To(m’) (0w m/|m) telles que f ~ g.

Démonstration. Démontrons d’abord (i) par récurrence sur m.

Si m = 1 alors C™ (1) est nulle puisque 1 n’admet pas de diviseur propre et on a donc
bien C~ (1) engendré par les formes anciennes puisqu’il n’y a pas de forme ancienne.
Soit m > 1 et supposons le résultat vrai pour toutes les valeurs inférieures. Alors prenons
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un générateur de C™(m) que P'on note gjp, ot g est une forme propre non nulles sur

T'o(m') avec m’ un diviseur propre de m. Alors on peut écrire g = f+h ot f € Ct(m/) et

h € C~(m') puisque To(m') = CT(m') @ C~(m’). On peut alors appliquer I’hypothése

de récurrence a h ce qui donne h =}, ozjhﬂde combinaison linéaire d’anciennes formes

J

sur T'g(m'). De plus on peut aussi écrire f = >_; B Fj ou les F; sont les nouvelles formes

sur To(m'). Et donc g, = >; 5iFi|Bd<di + 22 ajhled_dj ce qui montre bien que f est

combinaison linéaire de formes anciennes. Le théoréme de recurrence conclut.

Montrons maintenant (ii).

On prend une base {gj\Bd } de C™(m) composée de formes anciennes sur I'g(m). Soit f
j

une forme propre non nulle de .%(To(N)) = CT(m) @ C~(m), on peut alors écrire :
f= Z%Fi + Z/ngj“gdj
i J

ou les Fj sont les nouvelles formes sur I'g(m). Par la remarque tous les termes non
nuls de cette combinaison linéaire sont équivalent. Ainsi puisque f est non nulle tous les
termes ne sont pas nuls et alors f est équivalent au moins a un des gj|ij ~ g; (cette

derniere équivalence étant due au fait que Tp,(p) et By, commutent) ou alors a un des
F; donc le résultat est prouvé. ]

Montrons maintenant un résultat important sur I’équivalence entre anciennes formes
et nouvelles formes qui nous permettra ensuite d’établir la relation entre ces formes et
les différents opérateurs définit dans la définition [6.1

Proposition 6.2. Une nouvelle forme sur T'g(m) ne peut pas étre équivalente a une
forme propre non nulle g € C™(m).

Démonstration. Supposant par 'absurde que F ~ g ou F' est une nouvelle forme sur
['o(m) et g une forme propre non nulle C~(m). Montrons que g est équivalente a une
certaine nouvelle forme sur T'g(m’) pour un certain m’ diviseur propre de m. Remarquons
plus particulierement que puisque g est dans C~(m) alors elle est combinaison linéaire
de forme ancienne appartenant toute a la méme classe (ce qui se montre en prenant
simplement une base de C™(m) constituée de formes anciennes sur I'g(m) et en utilisant
la remarque et la proposition et donc g est equivalente a une ancienne forme
h avec h forme nouvelle sur T'g(m’) o m’ est un diviseur propre de m. Ainsi comme
dans la démonstration de la proposition définition [6.2] on montre que les coefficient
a(n) pour n A m = 1 des g-développement respectif de F' et h sont égaux. Ainsi en
combinaison le théoréme on obtient F' — h € C~(m) et donc puisque h € C~(m)
alors F '€ C~(m)NCT(m) et F =0 ce qui est absurde. O

On va maintenant pouvoir relier les opérateurs aux nouvelles et anciennes formes.

Theoréme 6.3. Fizons F' une nouvelle forme sur I'o(m), p une nombre premier ne
divisant pas m, q un nombre premier divisant m avec « la plus grande puissance de q
divisant m. Alors en écrivant F =z + Y, <5 a(n)z™ on d :
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De plus si « > 2 alors a(q) =0 et si a« =1 alors a(q) = —qg_l)\(q).
Enfin en terme de coefficients de Fourier on a les relations suivantes :

(iv) a(np) — a(m)a(p) + p*~1a (%) = 0
(v) a(ng) - a(n)a(g) = 0

Démonstration. On a déja montré le (iii) ainsi que (v) dans la démonstration de la
proposition-définition Montrons (ii).

Puisque p A ¢ = 1 alors par le lemme on a Fir, ()T = FiTm)Tm@) = AF(D) -
Fit,.(¢) = a(p) - Fi1,,(q)- Ainsi ou bien Fip, () = 0= >277, a(ng)z(2)" et alors a(q) = 0
donc le résultat est vrai. Ou bien Fit,, () # 0 et dans ce cas on a F' ~ Fjy, . Montrons
alors que Fip, (,) est proportionnelle a F. En fixant une base de C™(m) constituée de
formes anciennes sur I'g(m) on peut écrire Fjr, (,) comme combinaison linéaire de formes
nouvelles et anciennes linéairement indépendantes et alors par la remarque [6.3] tous les
terme non nuls de la combinaison linéaire sont équivalents. Alors puisque une nouvelle
forme ne peut pas étre équivalente & une ancienne forme par la proposition [6.2] alors tout
les coefficients devant les anciennes formes dans I'g(m) sont nuls. Ainsi Fiy, (,) € C*(m)
et puisque les classes d’équivalence sont engendrées par les nouvelles formes alors par la
proposition-définition on a Fir, (g € C*(m) proportionnelle & une nouvelle forme.
Enfin puisque deux formes nouvelles distincte ne sont (par définition) pas équivalente,
alors Fir, (4 proportionnelle a F', c’est a dire :

Firog = . a(ng)e(z)" = - F = 3" - a(n)a(2)"
n=1 n=1

et donc par unicité des coeficients de Fourier on a a(1) - p = a(q) = p et donc Fir,,(q) =
a(q) - F.

Montrons maintenant (iii). Comme précédemment on a F|an‘Tp = Fi1,,(p)|W,a €t le
raisonnement précédent s’applique a Flw . ce qui donne Flw o proportionnel & F'. Alors

puisque q% Wga € I'p(m) alors :
F=Fiwe, =Fw, =MNa) Fw,. = Mag)? - F

et donc Fyy, ., = A(q) - I avec A(q) = £1.

Traitons les cas o« > 2 et o = 1. Si @ > 2 alors par le lemmeon a Fr,.(q € C™(m) et
donc donc Fit,,(q) = 0 par la proposition car sinon F serait équivalente a une forme
propre non nul dans C™ (m). Ainsi dans ce cas a(q) = 0. Si @ = 1 alors par le lemme

on a FIT @+ €. (Fo(%)) et puisque cette forme est propre et est dans C~(m)
m(q9)+4q

on a comme précédemment F E_,
|Tm(q)+q2 an

kE_4
27 Woa

= 0 et on a donc bien a(q) = —qgfl)\(q)
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en utilisant l'unicité des coefficients de Fourier.
Enfin les deux derniére relation (iv) et (v) se montre de méme en utilisant 'unicité des
coeflicients.

O

Remarque 6.6. Par le théoréme précédent on a que si f est une nouvelle forme sur I'g(m)
alors f est propre pour tous les opérateurs T,,(p) pour p premier ne divisant pas m aisi
que pour les opérateurs T,,(q) pour g premier divisant m. Ainsi puisque tout opérateur
Ty (n) est un polynéme en T, (p) et T),(q) (par la section sur I'algebre de Hecke) alors
f est propre pour tout les opérateurs de Hecke de niveau m.

Tous ces résultats permettent de se faire une bonne idée des différentes relations entre
les opérateurs et les formes nouvelles et anciennes. Cependant il est possible d’aller encore
plus loin comme le montre le théoréme 5 de I'articleE[2] que I'on énonce ci-dessous sans
démonstration.

Theoréme 6.4. .7 (To(N)) est somme directe orthogonale de classe, ces classes pouvant
étre nouvelles ot anciennes.

Chaque ancienne classe admet une base de la forme {g(dz),d|2} ot m’ est un diviseur
propre de m et g une nouvelle forme sur To(m') et chaque telle famille est une base
d’une ancienne classe.

Deuz élément de deuz classes différentes admettent des valeurs propres différentes pour
les T (p) pour une infinité de valeurs de p.

Remarque 6.7. Ce théoréme permet de construire une base orthogonale de .74 (I'o(V))
que l'on note {f;,i € {1,...,N}}U{¢g;,i € {N +1,...,u}} (en prenant une base ortho-
gonale de chaque classe) telle que les f; soient propres pour tous les opérateurs T, (p)
pour p premier ne divisant pas m et donc pour tous les T,,(n) pour m An =1 et les g;
propre pour TOUS les opérateurs de Hecke ainsi que pour les opérateurs Wga.

Deuxieme partie . Fonctions L et majoration des
coefficients de Fourier

7 Majoration des coefficients de Fourier

Commencons par une majoration simple des coeflicients de Fourier d’une forme pa-
rabolique.

Proposition 7.1. Soit f € #,(T'(N)). On écrit f(z) = 3 ,en- an [exp 2imz]".
Alors on a :
)

Démonstration. Soit y > 0 fixé pour l'instant. On a :

STk

ap,= Of (n

n—-+o0o

1
/ f(t+iy) exp (—2imnt)dt = a, exp (—27ny)
0
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et donc avec C' > 0 tels que Vz € H, |f(2)|< : ¢ (ce qui est possible par la proposition
B

mz|2
B1) ona:

2
Vy > 0,Yn € N*,|a,|< M

y§

On conclut alors en prenant y = % dans 'inégalité précédente.

O

Remarque 7.1. Dans la proposition précédente le coefficient C' > 0 tel que a, < Cn’

dépend de f.

On énonce maintenant un théoréme demontré par Deligne, conjecturé par Rama-
nujan et Petersson, la majoration de Ramanujan-Petersson, qui améliore la majoration
précédente. On ne démontrera pas ce théoreme qui utilise des notions bien plus complexes
que celles qui interviennent dans ce mémoire.

Theoréme 7.1 (Deligne). Soit f une forme nouvelle sur I'o(N) ot :

VzeH, f(z) = Z ap exp (2imnz).
neN*

Alors on a : -
lan| < d(n)n 2,

ot d(n) est le nombre de diviseurs de n.

Remarque 7.2. On a la majoration suivante démontrée en Appendice (lemme 14.1J).
d(n) < nf
pour tout € > 0, on en déduit que :
k—1
Vn > 1,]ay| <entz

indépendamment de f.

On utilisera ce théoreme uniquement lorsqu’il nous sera indispensable et on essaiera
de toujours utiliser des résultats élémentaires pour nos futures majorations.

8 Fonction L de formes paraboliques

Definition-Proposition 8.1. Soit f € /;(T'o(N)) ot le développement de f est donné
par :

VzeH, f(z) = Z an [exp (2imz)]"™.

n>1
On définit la fonction L associée a f par :

L(f, s) :Z%

n>1
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définie pour s € {Re(z) > % + 1}. Cette série converge uniformément sur tout ensemble
de la forme {Re(z) > % +1+ 5} avec § > 0. Flle définit ainsi une fonction holomorphe
sur le demi plan {Re(z) >k 1}.

Démonstration. Par la proposition il existe C' > 0 tels que Yn > 1, |a,| < C - ns.
Fixons alors 6 > 0 et montrons que la série définissant la fonction L converge normale-
ment sur Us = {Re(z) >Ep14 6}.

Soit s € Us et o := Re(s). On a :

et :

ainsi on a bien convergence normale de la fonction L sur Us ce qui conclut la preuve.

O]

Montrons maintenant qu'une telle fonction L peut étre prolongée de maniere holo-
morphe a tout le plan complexe.

Theoréme 8.1. Soit f € .7 (Ty(N)) (k>0)
Alors L(f,.) peut étre prolongée de maniére holomorphe a tout le plan complezxe. De plus
en notant aussi L(f,.) la fonction prolongée, on a que :

A(f,s): C\=N — C
z = (2m)7% - T'(s)L(f,s)

(avec T la fonction spéciale d’Euler) se prolonge en une fonction entiére du plan compleze
et vérifie I’équation fonctionnelle :

. [0 -1
ouW.—<N O)'

Démonstration. Remarquons tout d’abord A(f,.) : s € {Re(z) >k 1} — (2m)7* -
['(s)L(f,s) est bien défini par la définition-proposition et puisque % + 1 > 1 assure
que I'(s) est bien définit. On va maintenant montrer que A(f,.) est a peu de chose pres
la transformée de Mellin de f.

Soit € > 0 fixé pour le moment. Remarquons alors que :

Vs € C,A(f,5) = N27° - i*A(flw. k — 9)

. k
Yy > 0,|f(iy)] = |Z ap exp (—2mny)| < Z|an| exp (—2mny) < C’-Z n2 exp (—2mny) < Deexp (—my)
n>1 n>1 n>1
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avec C tel que Vn > 1,|a,| < C - ns et D, = C - don>1 ns - exp (—mne). Ainsi :

/ fly)y*™ 1dy—/ Zanexp —2mny) - y*Ldy

€ n>1

est bien définie pour s € {Re(z) > g + 1}. De plus par la majoration précédente on peut
intervertir série et intégrale ce qui donne :

s an o s—
/ fiy)y*tdy = Zan/ Lexp (—2mny)dy = Z (27m)3/ u*"Lexp (—u)du

n>1 n>1

On va faire tendre € vers 0. Posons by, (€) = °©us~texp (—u)du. Alors on a que

an
(2mn)s
> n>10bn(€) converge normalement sur € € R puisque :

k
Cn2

R, by, <
Ve € R Iha(d)| €

/ u’Ltexp (—u)du = I'(0)
0
(avec o = Re(s) > % +1>1) avec:

> T(o)

n>1 (27T)

puisque o — 5 > 1. Ainsi on a :

Vs € {Re( ) > = r 5 T 1} /noo s~Lexp (—u)du = (27) =% - T(s)L(f, s)

n>1 €

D’autre part montrons que fol f(iy)y*~! est bien défini pour s € {Re(z) >k 1}. Re-

marquons que W (introduit dans I’énoncé du théoréme) vérifie W1 -Ty(N) - W ainsi en

faisant le changement de variable y = 1 on a :

L . k. ‘ o)
Lt = [N o
N

avec f|,w € S%(To(IV)). De plus, on a par la remarque Jiew (iu) = _)(9 (exp —27u)
u

+oo

et on a que fol f(iy)y*~! est bien défini pour s € {Re(z) > % + 1}. Ainsi :

Vs € {Re(z) >y 1} i [ gy dy = [T Sy = @0 T)L( ) = AL9)

Montrons que A(f,.) en prolongeable en une fonction entiére.

On a Vs € {Re(z) > %4—1},/\(]‘,3) =Ai(f,s)+ Aa2(f,s) ou

= [ #imy
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et :

Matho) = [ Sy

Observons ces deux termes. Etant donné que |f(iy)] < Djexp (—my) (majoration du
début de preuve) la fonction Aj(f,.) définit une fonction entiére du plan complexe. De

plus avec le méme changement de variable y = Niu on a :

vs e {Re(2) > 5+ 1) ha(fs) = [ NE i)l
N

avec (en utilisant la méme méthode que la premiére majoration de la preuve) | f}, w(iy)| <
Dy exp (—my) puisque flow € Z&(Lo(IN)). Ainsi on a Ag(f,.) qui définit une fonction
entiére et donc A(f,.) prolongeable en une fonction entiére. Et avec le changement de

variable y = Niu on a :

Vs € C,A(f,s) = N2—%.ik. / fow (i) u® =) du = N5 % A(f . k — 5)
0

Enfin puisque % définit une fonction entiére du plan complexe on a bien que L(f,.) est
prolongeable en une fonction entiére ce qui conclu la preuve. ]

Nous terminerons ce paragraphe par la preuve que les fonctions L attachées aux
formes nouvelles sur I'g (V) sont développables en produit Eulerien (tout comme la fonc-
tion ¢ de Riemann). Ce résultat illustre l'intérét de ’étude des opérateurs de Hecke et
est en fait a l'origine de leur introduction par Hecke.

Proposition 8.1. Soit f une forme nouvelle de poids k > 0 de niveau N > 1 avec

f(2) = Lnzran)g(2)]".

Alors en notant \(n) la valeur propre de f pour l'opérateur T(n) on a :
Vn > 1,A(n) = a(n)

Démonstration. Observons tout d’abord que le coefficient devant ¢ dans le ¢g-développement
de T(n)f est par la proposition[5.2] 3 a*las (al—g) = a(1) et puisque T(n)f = A(n)f

all,n
aAN=1
a>1
on a ce premier coefficient qui vaut A(n)a(l) = A(n) puisque a(1l) = 1 car f est norma-
lisée. Ainsi on a a(n) = A(n). O

Proposition 8.2. Soit f une forme nouvelle de poids k > 0 de niveau N > 1 avec

f(z) = anl a(n)[q(2)]™.

Alors pour tout m,n € N* on a :

a(malm) = 3 da (")

dlm,n
dAN=1
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Démonstration. Par le théoréme [5.1lon a :

T(m)T(n) = 3 d—lT(gf).

dlm,n
dAN=1

De plus f est une forme nouvelle, elle est propre pour tous les opérateurs de Hecke. On
a donc :

T(m) T(n)f = AN(n)A(m) = k a1,
> ()
dAN=1

O]

Corollaire 8.1. Soit f une forme nouvelle de poids k > 0 de niveau N > 1 avec

f(2) = Xnz1an)g(2)]".

Alors sim An =1 on a a(mn) = a(n)a(m) (autrement dit les a(n) sont multiplicatifs).

Démonstration. Par la proposition on a :

a(n)a(m) = d%n d*la <7Cr;2n)

dAN=1

Or le seul diviseur commun de m et n est 1 ce qui ramene ’égalité précédente a :
a(mn) = a(n)a(m)
ce qui conclut la preuve. ]

Theoréme 8.2. Soit f une forme nouvelle de poids k > 0 de niveau N > 1.
Alors la fonction L associée a f est développable en produit Fulerien, en d’autre terme
on a :

1
(p)ps +ph=1=2s

Vs € {RG(Z)>];+1}7L(f?S): H 1—a

peEP
Démonstration. Ce résultat découle directement du fait que les a(n) sont multiplicatifs

et du fait que L(f,.) converge localement uniformément sur {|Re(z)| >k 1} O

Remarque 8.1. Une autre maniere d’écrire le ¢ développement d’une forme modulaire
est la suivante, si f € % (Ip(N)) alors on a :

Vz e H, f(z) = Z zpf(n)n%ea:p(%wnz).

neN*
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De cette maniere pour une forme nouvelle de niveau N la majoration de Ramanujan-
Petersson s’énonce plus simplement :

[Yr(n)| < d(n).
De plus ces coefficient ¢ ¢(n) ont eux aussi des propriétés arithmétiques particulierement
intéressantes que ’on va énoncé. On définit 'opérateur de Hecke normalisé sur les formes
paraboliques de niveau N et de poids k par :

N 1
Tin(n) = —=TkNn(n)

n 2
de cette maniére on retrouve des résultats analogue sur les Tk7 N a ceux trouver sur les
T}, N que 'on énonce ci dessous et qui se démontrent immédiatement par application des
formules de composition sur les opérateurs de Hecke :
(i) Ten(n)Ten(m) = > Tpn("E).

dlm,n
dAN=1

(ii) Pour toute forme nouvelle f(z) =3, cn= @Z)f(n)n% erp(2imnz) on a :

Yrn)r(m) = 3wy (”;“)

dlm,n
dAN=1

Pour éviter d’utiliser trop de notation on notera de la méme maniére les 7] kN (n) et
les T, v (n) et pour éviter toute confusion on comprendra que lorsqu’ils s’appliquent
a f(z) =3 en+ Vs (n)n% exp(2imnz) alors les T}, y(n) sont normalisés et lorsqu’il
s’appliquent & f(z) = Y, cn+ anexp(2imnz) alors ils ne sont pas normalisés.

Les deux prochaines sections concernent la methode de Rankin-Selberg, qui étudie
les series d’Eisenstein pour extraire des information sur la série L associée a f & f.
Cette methode sera le point clé dans la démonstration du sur la borne
du produit scalaire de Petersson.

9 Rankin-Selberg

9.1 Résultats préparatoires

P=(£T) = {(3 :) e SLQ(Z)}.

Définition 9.1 (Série d’Eisenstein). La définition des séries d’Eisenstein ici differe 1é-
gerement de celle vue plus tot :
Soit m € N, et s € C, tel que Re(s) > 1. On définit la fonction de H dans H par

On notera

EM(z)= Y Im(y2)"

~yEP\TI'g(m)



9 Rankin-Selberg 41

La proposition suivante eclaircit le lien avec la définition précédente des series d’Ei-
senstein.

Proposition 9.1 (systéme de représentantss de P \ T'o(m)). On note que pour tout
couple c € N, d € Z premier entre euz, il existe un unique couple a,b € Z tel que

ad—bc=1let0<a<c-—1.

L’ensemble {I} U {(Z Z) € p(m) tels que 1 <cet0<a<c— 1} fournit alors un

systéme de représentantss.

Démonstration. La multiplication par T = laisse ¢ et d constants, et la multi-

0 1
plication par —I change les deux signes, d’ou la liberté de la famille donnée.
b

Soit v = ¢ 4] € [p(m). Quitte a multiplier par —I on peut supposer ¢ > 0 (resp

d=1sic=0).
n._ [a+nc b+nd
Ty = ( . d ) .

Il existe un unique n tel que 0 < a+nec < c—1 (resp b+ nd = 0). O

On remarque alors que

S

Y

EM™(z) =y + —
s(2) =y T

c>0
(me,d)=1

Remarque 9.1. La série d’Eisenstein définie au début du mémoire est égale a 2¢(2s)Es(2)/y®.
On remarquera que la multiplication par ((2s) rajoute tous les terms ¢, d non premiers
entre eux, et le facteur 2 correspond aux termes ¢ < 0.

Remarque 9.2. La convergence uniforme sur tout compact pour Re(s) > 1 a donc déja
été justifiée, et cela assure donc I’holomorphie de E(z) en s dans Re(s) > 1.

La proposition suivante relie la série d’Eisentstein de niveau m a celle de niveau 1.
Proposition 9.2. Pour tous m > 1, Re(s) > 1, z € H,

—s p(d) mz

Gn(25) BT () = m= Y ) c(2s) B (120,
dm
ol 1
i)=Y =0,
n premier avec m plm

Remarque 9.3. On démontrera plus loin un prolongement méromorphe de E5 a C, avec
cette formule, il en existe donc aussi un pour E}", et par le principe du prolongement,

cette formule reste valable sur la partie prolongée.
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Démonstration.
S
2 (25) E(2) = —
(d)Z ]cz + d\
(d, m) 1
= Z T 2% Z p(l
(c,d)# |Cz+d| ’ 1|(d,m)

=D ul) > v

2s
I|lm (¢,d)#(0,0) ez + di|
= Zu(l)liQSmfsQC(Qs)Es(mz/l).

llm

9.2 Prolongement analytique de E

On va chercher dans cette section a prolonger la série a C. Pour cela il nous faut
d’abord introduire le fonction © :

Définition 9.2 (La fonction ©). Soit g € GL2(R). On pose

O(g) = Z e~ Tled)|

c,deZ
ou (c,d)g est le produit matriciel.

La proposition suivante assure la convergence et donne une majoration utile pour la
suite.

Proposition 9.3. Si K C GL2(R) est un sous-ensemble compact, alors il existe X > 0
tel que pour tout g € K, pour tout (c,d) € Z?

|(c,;d)g] > X(c,d)]
et alors, pour toutt > 1

(_)(tg) -1 S Z 6—7r(>\t)2(02+d2)
(c,d)#(0,0)
S C’)\efﬂ'(At)Q .

Le théoréme suivant donne un prolongement analytique a C \ {0, 1}

Theoréme 9.1 (Prolongement analytique). On a le prolongement méromorphe a C
sutvant, avec pour seuls poles 0 et 1 :

Glevs) o, TEOEIE) = [ (3 + )0l ~ )T + 55 — 5=



9 Rankin-Selberg 43

N VY 0 . s . .
ol g, = (0 1) ( 0 1/\/§> On a donc avec cette identité et la SLa(Z)-invariance

de Es(z), l’equation fonctionnelle suivante :
G(z,8) = G(z,1 —s) = G(vz,s)
pour tout v € SLa(Z).

Remarque 9.4. g, a été choisi de fagon a envoyer ¢ sur z. Dans ce cas,

S

Z ’(Ca d)gz|_2s = Z ny = QC(QS)ES(Z).

(e.d)£(0,0) (cd)A00) €2 4l
Cela se vérifie rapidement par le calcul.

Lemme 9.1. Pour tout s tel que Re(s) > 1 on a

Gz, 5) = /Ooo 124(0(tg.) — 1)%

Démonstration. Soit s tel que Re(s) > 1, par le théoréeme d’inversion série-intégrale
(convergent pour s > 1 réel)

[t -0 = 3 [Tt
0 0

t t
v#(0,0)
1 o0 dt
— Z *7T78|ng|728/ tsefti
t'=m(t|vg.|)? v£(0.0) 2 0 t
= G(z,s)

O]

L’intégrale de 1 a +oo est clairement une série entiere en s (I’holomorphie sous le
signe intégrale assure I’holomorphie de flA, et la majoration de © assure la convergence
uniforme sur tout compact de C). Le point délicat est donc 1’étude de l'intégrale entre 0
et 1.

Lemme 9.2. Pour tout s € C, tel que Re(s) > 1 on a

dt dt 1 1

OO2—25
J-nZ -
/1t (Otg:) =7 + 55, ~ 5,

La démonstration utilise le théoréme suivant :

[ @) - 1%
0

Theoréme 9.2 (Formule de sommation de Poisson). Soit f dans la classe de Schwartz,
i.e. f est C™, et (ici en dimension 2) pour tout n > 0, pour tous i,j > 0,

)] [ 2

lla;bl|—o0
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Alors R
Z f(a,b) = Z f(a,b),
a,beZ

a,beZ

ot f est la transformée de Fourier de f.

Preuve dullemme 9.3. On vérifie immédiatement avec la [proposition 9.3 que ¢ est de la
classe de Schwartz. La transformée de Fourier de ¢(z,y) = e~ ™M@V et elle méme, et le

changement de variable
x x

amene que la transformée de Fourier de ®(v) = ¢(tvg) (aussi dans la classe de Schwartz)
est

t2det(g) " - p(t v TgTh).

Avec la formule de sommation de Poisson on obtient donc

O(tg) =t *det(g)' - Ot~ Tg™1),

d’ou
O(tg) — 1 =t 2det(g) Ot Tg~h) — 1]+t 2 det(g) ! — 1.

Rappelons que g est dans SLy(Z), et donc

det(g) =1et Tg~' = (_db —ac> =w (:Z Z) = wgw ™'

ol w = (? 01>. w laissant stable Z*\ (0,0), on a donc

O(tg) —1=t2[O@t 1g) — 1]+t 2—1.

On integre, pour Re(s) > 1 on a

1 1
/ 2:(0(1g) — 1) = / 220 g) — 1]+t 2 - 1) %
0 t 0 t
= / t2725[0(tg) — 1]dt +/ 225 gy — / t=27qt
t=1/t J1 1 1
= /oo t2725[0(tg) — 1]dt + L1
1 2—2s 2s

Finalement, pour tout s € C tel que Re(s) > 1 on a

7T ()¢(28) Ea(2) = /1 2 422y 0(1g.) — I 4 L 1

t 25—2 25
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Le membre de droite admet visiblement un prolongement méromorphe a C avec pour
seules poles 0 et 1, de résidus 1 et —1, il en est donc de méme pour :

G(z,s) = 1 °T'(s)((2s)Es(2).

On a la methode de Rankin et Selberg pour étudier la série L de Rankin-Selberg
associée a une forme primitive. Celle-ci admet un prolongement méromorphe a C avec
un podle en 1, donc le résidu est lié a (f, f).

9.3 Série L de Rankin-Selberg associée a f ® ¢

Notation 1 (Série L de Rankin-Selberg). Soit f = >, wf(n)n%ezi’mz et g =

don>1 wg(n)n% e?™z deux formes primitives de #*(To(m)). On définit la série L as-
sociée par

L(f®g,s):2%@sbg(m_

n>1 n

Cette série est absolument convergente sur le démi-plan Re(s) > 1 (avec Ramanujan-
Petersson on a que 9¢(n) = O(n)). On va montrer grace aux séries d’Eisentstein que la
série admet un prolongement méromorphe a C.

Theoréme 9.3 (Equation fonctionnelle de la fonction L). Soit m sans facteurs carrés,
et f,g € S*(To(m)) deuz formes primitives. Pour p | m on note

cp = Yr(p)iby(p) = £1

en vertu de la théorie d’Atkin-Lehner. La série L se prolonge a C en une fonction mé-
romorphe, vérifiant

—2s
[Ta—ew )™ ( ﬁ%) D) (s-+ k=16 (25) LS 2,5) = (4) " [Gm ), ),
plm

ol

Gm(s)= > w7 =) [Ja-p70).

n>1, (nm)=1 plm

Cette expression est clairement invariante sous s — 1 — s (rappelons que dans
on montre que G(z,s) = G(z,1 — s)).

Remarque 9.5. Cette formule devient, si f =g,

—2s
(/2&)) D(s)D(s + k= 1)C28)L(F @ f,5) = (4m)F (G- ). ).

On commence par relier la série L, les séries d’Eisenstein et le produit scalaire de
Petersson
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Lemme 9.3. Soit s € C,Re(s) > 1, N >0, et f,g € S%(T'o(m)) deux formes parabo-

liques. On note ' ‘
f(Z) _ Z an€227rnz et Q(Z) _ Z bneZwrnz,

n>1 n>0

alors
(FES(),9) = (4m) 6T DT(s + 2k = 1)L(f @ g, 9).

Corollaire 9.1. Soit f une forme primitive pour Lo(m), notée f(z) = 32,51 ¥(n) it eRimnz

Alors

(FED, f) = (4m)T2=UD(s + 2k — 1)L(f ® f, 5).

On rappelle ¢(n) = —h7z désigne les coefficients normalisés. Si f est une forme
primitive, alors ¥ (n) est la valeur propre de f pour l'opérateur de Hecke T'(n) normalisé.

Pour montrer le Lemme, il faut d’abord un argument de croissance sur G(x + iy, )
lorsque y — oo.

Proposition 9.4. Il existe une constante C, tel que pour tout s € C,

|5(s = DG(z,5)| < Cy + 1R (|5 4 1)

Remarque 9.6. C’est donc aussi valable pour E7*, pour tout m, avec la [proposition 9.2|

Démonstration. On le montre d’abord pour Re(s) > 2. Notons o = Re(s).

o

Y
|Es(2)] < s
(200 ez +dl
o 1
(c,d)%éj(o,o) (Cy* + (e + d))?
Siy>2ona
1 1
< <C,
<c,d>z¢%o,o> (Cy* + (ex +d)%)7 (qd)zsé%o,m SR C

ou C est indépendante de z. D’ou le résultat voulu pour Re(s) > 2. Le facteur 7*T'(s)((2s)
est majoré sur Re(s) > 2 par une constante. L’invariance de G(z, s) sous s — 1 —s assure
le résultat pour Re(s) < —1.

On note ensuite que la fonction de R dans R
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est décroissante sur | — oo , 1/2] et croissante sur [1/2 , +oo[. On en déduit que si
—1 < Re(s) < 2, d’apres [théoréme 9.1| (en notant que © — 1 est & valeurs dans R™)
1 1

|s(s —1)G(z,s)| < |s(s — 1) /Ooo(tf“‘(s) + 127 R (O(tg.) — 1)dt + |s(s — V(55 " 32

< |s(s — 1)\/0°°(t2 +1272)(O(tg,) — 1)dt + cste

=[s(s = 1)|G(z,2) + cste.

ce qui assure le résultat.

On passe a la preuve du lemme :

Démonstration. On fixe m > 1 et s € C, Re(s) > 1. Soit f,g € S,(m). L'intégrale
définissant (fE", g) est absolument convergente d’apres la [proposition 9.4, On a alors

UErg = [ S IO )edue)

y€P\TI'o(m)

= m(~z s+k 5 “4;f .
/ro(m)\ Y Im(y2)* P f(v2)g(v2)dp(z)

HyeP\To(m)

= > )

~EP\Ig(m) "7

= | g (R)g(E)du(z).

P\H

La deuxiéme égalité étant garantie par le fait que y*/2f(z) est I'o(m)-invariante, la
troisiéme par Fubini et la SLy(Z)-invariance de du et la derniére resulte du fait que le
domaine fondamental pour P vérifie Dp = | | cp\ry(m) 7 - Dro(m)-

On peut prendre comme domaine fondamental pour P le rectangle {x + iy, 0 < z <
1, 0 < y}. On obtient alors

oo 1 - d
(fES, g) = /0 /0 YR f(x +iy)g(z + iy)da y—g

1
_/ o1 a bflef27r(n+l)y/ Q2im(n-z g, | W
l> 0

Yy

o0 d

_ Zan - (dmn) (k- 1)/ ys+k—1e—y£
n>1 0 Y

1

anbn

= (47r)7(s+k71)11(8 + k- 1) Z oy —
n

n>1
= () R U (s + k- DL(f ® g, 5).

Les différentes étapes étant correctement justifiés par Fubini (on rappelle que a, =
O(n"/?)). O

)
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En multipliant I’expression du par (2)°T'(s)¢m(2s) on obtient

2 —2s
(ﬁ) T()0(s +k = Den(2)L(f © g,5) = 7" ([Gn(25) EL' (), 9),
puis en appliquant la [proposition 9.2

2m \ 7 L1 A(d)
— D(s)T(s+k —1)n(2)L(f @ g,8) =7 1Y =L(fG(m - /d, ), g) .
(o%) Ter g:5) =2 S Gl /d.5).)

Finalement, on va utiliser les W,,, p divisant m, pour se débarasser de la dépendance
en d a l'intérieur de G dans la derniére somme.

Lemme 9.4. Soit p|m et d| (m/p). On rappelle que fiw, = ¢¢(p)f = £f. On note
Cp = ¢f(p)"¢g(p) =+l

Bien str cp vaut 1 si f =g. On a

(fG(m - /(pd),g) = cp(fG(m - /d), g).

Démonstration. Notons
w.— (TP Y m, (p 0O
_<m p)ero(p)<0 1)'

On rappelle que W), est de déterminant p. Soit d | %, il vient

(B ) (3 0) - ) s
o (" ) _a (™).

On rappelle la formule, valable pour g € GL4(R),

Im(2)*/2 det(g)
(cz+d)k

et donc

Im(g2)"/? f(g2) =

F(g2) = ¥ f,(2).

Appliquant cela & y"/2 fiw, et yk/2 9w, on obtient (dug étant GL (R)-invariante)

m — mz

UGG 0= [, P IEECT s

— mz

= [ r@eEE s du
Wp DFO(m)

— mz

= [ @ @RS S
Drg(m)
= & (fG("7,9).9)

en utilisant le fait que Wp_leo(m) est un domaine fondamental pour Wp_lfo(m)Wp =
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On finit la preuve du théoreme :

Démonstration. Soit p | m. En utilisant le on a

d m:
> (0 = d&jw "
m az E
1 - Cppizs S)7g>'

Et en itérant pour p | m on obtient

p(d)
d?s

dm plm

puis
2w
Jm

plm

Troisiéme partie . Bornes sur || || et || ||,

(fG( ,8),9) = [T = ep™){fG(m, 5), 9)

&‘3

On s’intéresse dans cette partie & I’étude de deux normes sur .#*(m) :

|25 )| _ et 11£1ls-
On peut déja remarquer que si g € GL3 (R),

Im(z)*/2 det(g)
(cz + d)?*

Im(g2)*/2 f(gz) =

Fg2) = y¥ /2 f,4(2).

;8),9)

[T -en ) (J5) T+ k= D6nEL{ @ g.5) = (4n)* (7, 5).).

O

Si f est dans .#%(m), y*/2f(z) est donc T'g(m)-invariante, et comme f(z) = O(e2™)
lorsque y — oo (on peut regarder le g-développement en 0), Hyk/ 2f (z)H est bien défini.
o

Rappelons qu’on définit || f||, = +/{f, f). On a donc deux normes sur .*(m), qui est un
espace vectoriel de dimension finie. Elles sont donc équivalentes. Un probléme intéres-
sant consiste a étudier les coéfficients d’équivalence entre ces deux normes. On obtient

facilement un des deux sens :

Proposition 9.5. Soit € > 0, il existe une constante Cy > 0 dépendante de k,e uni-

quement telle que pour tout m sans facteurs carrés,

Vi e S*(m), Crem V2| f]l, < Hyk/Qf(Z)Hoo
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Démonstration. On a (f, f) < Hy"‘/Qf(z)H Vol (Dry(m)) ott Volg,(Dry(m)) est I'inté-

grale
/ dz
D To(m) y2

On sait que si 71, - -+, sont des représentants de I'g(m) \ SLa(2),

Drom) = JiDs1y2)

et par SLa(Z)-invariance de la mesure dy on a donc
Volgu(Drym)) < Ck[To(m) : SLa(Z)].
Avec la proposition 4.1} on a

[Co(m) : SL2(Z)] = [T(1 +p) = Oc(m'*)
plm

d’ou la propriété voulue. O

On peut se demander si la borne marche aussi de 'autre sens, cad
k —
|21 )| e m™ 2 £l

Templier démontre dans [12], que ce n’est pas le cas lorsque k = 2 et m ne contient
pas de facteurs carrés, autrement dit, il existe m arbritrairement grand, tel qu’il existe
f € 7?(m) vérifiant

[9F ()l = Con™ | £l

Nous allons démontrer une premiére borne sur Hyk/ 2f (z)H (sans relation avec la
oo

| fll5) en section 10, puis :
|v#721 )] <ee 171

en section 11 qvec lq formule des pré-traces, et une amélioration en utilisant la méthode
d’amplification sur la formule des pré-traces pour obtenir

[/ 72£ )| <pe mE<Y £

Dans la derniére section nous majorons le produit scalaire de Petersson.

10 Une borne par étude des coefficients

La démonstration de cette premiere borne asymptotique en m utilise principalement
la conjecture de Ramanujan-Petersson sur les coefficients d’une forme primitive (théo-
reme et I’analyse des coefficiens des formes primitives. Elle a été faite par Abbes et
Ullmo dans [I], dans le cas k = 2.
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Theoréme 10.1 (Abbes et Ullmo). Soit k > 2, et € > 0. Il existe C, tel que pour tout
m sans facteurs carrés et toute forme primitive f pour T'o(m),

sup ’yk/Qf(Z)’ < Copm!/?e,
xeH

Notation 2. Sia <b e Rt U{+oc}, on définit le rectangle

St = {z € H tels que [Re(2)| <1/2 et a < Im(z) < b}.
S, désignera S;°.

La proposition suivante est utilisée dans toutes les bornes que nous allons exposer, elle
rameéne la recherche du suprémum de y¥/2|f(z)| & un translaté du domaine fondamental
vers le bas. La proposition d’apres montre que dans la partie supérieure de ce rectangle,
la majoration ne pose pas de probleme. C’est sur la partie du rectangle qui est translatée
vers le bas que la majoration sera délicate.

Proposition 10.1 (Simplification du domaine d’étude). Soit m sans facteurs carrés et
f € Z*(m) une forme parabolique pour To(m).
On a alors

supy¥/2 |f(2)] = sup y"/?|f(2)].
ZeH ZES\/g
2m

2z une forme primitive

Démonstration. Soit m sans facteurs carrés et f(z) = 3,51 ane
pour I'g(m). La preuve utilise le systéme de représentantss de I'g(m)\ SL2(Z) définit dans
la, proposition On en rappelle I'expression :

Pour g|m on choisit g, tels que %,6’ — gy =1 et on note

g1 g/m 0
B, = - W,
a <q'y m/q> si qm /‘1< 0 1

etAqJ:Bq(_Ol ;) pour 0 <j<qg-—1

Alors {Ag; ,qmet 0 < j < g — 1} est un systéme de représentantss de I'g(m) \
SLo(Z).

On note D le domaine fondamental usuel pour SLy(Z) c’est a dire tel que [Re(z)| < 3
et |z| > 1. Alors on alors on rappelle que

U AqJ -D

gm , 0<j<q—1

est un domaine fondamental pour I'g(m). (On a besoin que m soit sans facteurs carrés
pour utiliser ce systéme de représentantss, c’est ici que I'hypothése intervient.)
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On rapelle que si g € SLy(Z), ‘yk/Qf(z)‘ est I'g(m)-invariante, on peut donc se ra-

mener de H & Uy, | 0<j<q—1 Ag,j - D. On a aussi I'invariance de ‘yk/2f(z)‘ sous 1’action

de Wy, pour q | m, puisque f|,,(z) = £f(2) (théoréme |6.3). Soit ¢ un diviseur de m,
différent de m, on constate que

_ g/m 0 0 1
A“jmjlm%”q< 0 1) (—1 j)

B 1/m 0 0 1)\ (1 —j

_Wm/q< 0 1/m> <—m O) (0 q)

A By (_(;n (1)) (1/0m —jl/m>‘

€lp(m)

Et que

Il vient donc, par invariance, que pour tout g | m

[1m (A1) (Ag )| = ‘m((é —J') z)k/zf(<(1) —qj> z)

q

— m(* D )

q q
Et donc
z2—=J z—=J
supy 21 < s [ L))
zeH z€D , glm , j<q q
< sup Y21 (2)
z€H , Im(2)>v/3/(2m)
[
ZGS\/g
2m
(On a utilisé le fait que inf{Im(z) , z € D} = Im(e?"/3) = /3/2) O
On passe maintenant a la preuve du théoreme :
Démonstration. Soit € > 0. Soit m sans facteurs carrés et f(z) = 3,5 ane?™* ¢

% (To(m)) une forme primitive de poid k pour Ty(m). D’apreés 'estimation de Ramanujan-
Petersson, a, < d(n)n*~1/2 < B.n*=1/2+¢ D’aprés |proposition 10.1}

supy*2[f(2)] < sup  |yM2f(2)
zeH ZGS\/g/(Qm)

< sup Bey§ :n1/2+66727my.
1
Y25 n>1
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Le théoréme se ramene alors au résultat suivant :
Il existe une constante A > 0 telle que pour tout x > 0,

sup yk/Q Zn(k—l)/Q—i—ee—any < A$_1/2_E).

y€[z,00) n>1

k—142¢
dmx —‘

La preuve de cette inégalité consiste a couper la somme en ny; = [ . Le terme

yk/2 2 on>ng nk=1)/2Hee=2my ogt négligeable pour tout y > x, et une étude sur le maxi-
mum en y des autres termes donne une majoration suffisante.
On étudie, pour t > 0, f,(t) = tk=1)/2+ee=2mty  Op g alors

1/2
fi@) = ((k—1)/2+e—2myt)t /> <0 = t > /2 + <
Y
donc fy(t) est décroissante pour pour tout y si t > ny = [%W D’ou

00
k/2 (k—1)/24€ _—2myn k/2 (k—1)/24€ —2mty
Y E n e <y /(k_l)“e t e dt
n>ngo A

[e.e]
_ y—1/2—e S(k—l)/2+ee—27rsds
s=yt y(k—1+42¢)

4mx

o0
< x_1/2_6/ G(k=1)/2+e —2ms g o
—142¢

4m

On étudie ensuite g, (y) = y*/2nk—1)/2+ee=2mny,

g{rz(y) — (2]2 _ 27rn)yk/2n(k—1)/2+ee—27ryn >0 y < i

47n
gn admet donc un maximum en y = %, d’ou
k k/2
Z yk:/Qn(k—l)/Q-l—se—Qﬂny < (4) Z n—1/2+e
1<n<ny e 1<n<ny
k\F/? 1/2+e
< (W) (1/2+ e)n)/

pour un certain C dépendant de k, ¢ uniquement. En combinant les deux inégalités, on
obtient bien le résultat voulu, et donc le théoreme.

O]

En fait, en analysant les coefficients de Fourier (avec le conjecture Ramanujan-
Petersson), on obtient une majoration sur Sy dépendant de k£ uniquement.
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Proposition 10.2 (Borne sur Sg). Il existe A(k) > 0 tel que pour tout m € N*, pour
toute forme primitive f pour T'o(m),

sup y*/? |f(2)] < A(k).
ZESQ/k

Remarque 10.1. En fait, on n’utilise qu’un corollaire trivial de Ramanujan-Petersson :
I'indépendance de la constante C' dans la majoration a, < Cn*/2. Cette majoration peut
s’obtenir avec des moyens bien plus élémentaires (proposition , mais cela ne donne
pas une constante uniforme pour toutes les formes primitives de tous les niveaux. La
majoration |a,| < d(n)n*/2=1/2 elle, la donne.

Remarque 10.2. Nous ne le redémontrons pas, mais on sait que (f, f) > Cem! ¢ [7]. Avec
cela on obtient donc que sur Sy,

Y2 < OmTE £y,

ce qui correspond (a m€ pres) au coéfficient d’équivalence des normes optimal, comme
nous 'avons vu dans 'introduction de la partie 3.

Démonstration. Soit k un entier positif et m € N*. Soit f € #*(To(m)) une forme
primitive et z € Sg. On écrit

f(Z) — Z n(k—l)/2w(n)e2iﬂ'nz.

n>1
D’apres la conjecture de Ramanujan-Petersson(théoréme on a (n) < d(n) <
n'/2 don
yk/2 ’f(ZN < Z nk/26727rny
n>1

Or, pour y > k, la fonction t — (yt)*/2e=2™ est décroissante sur [1/(4m);00[ ([1;00]
était suffisant). On peut donc faire une comparaison série-intégrale :

PRI [ )

t>1

< / Sk/2€—27rs§
s=ty Js>y Y

< / 8k/26727rsd8
s>1
< A(k).
O

On peut aussi facilement minorer (f, f) lorsque a; = 1. Cela sera utile dans de futures
démonstrations donc on le montre maintenant.
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Proposition 10.3 (Minoration de (f, f)). Soit k >0, m > 0 et f =Y ,5; a,e™* €
yk(l“o(m)) une forme primitive (ou plus généralement une forme parabolique normalisée
par ap = 1. Alors

e 4 (k —2)!
>~ 0 7
Démonstration.
o9 1/2 &
iz [T e Gy
y=1Jao=—
:/ 2 3 a,age 2y /1/2 27 (=02 4o 1y
y>1 n,i>1 _1/2
:/ yk—2 Z CL2€ 47rnydy
y=1 n>1
> a?/y > 1y*2e~™d
e 4 (k —2)!
(471.)1%71

L’utilisation de Fubini pour intervertir les signes somme est correcte car a, = O(n*/?).
O

11 Borne via la formule des pré-traces

Cette borne utilise les propriétés de la formule des pré-traces pour établir la méme
borne que le théoreme précédent, mais que le degré k est supérieur ou égal a 4. Elle ne
fonctionne que dans un rectangle Si’ /(29) borné (c’est a dire b < 00). Mais comme on a

la |proposition 10.2P on peut I’étendre a tout S V3/(2m)> et donc a H avec la
1011

Theoréme 11.1 (Borne par la formule des pré-traces). Soit 0 < T' < co. Il existe une

s, . T
constante Cy 7 dépendant de k, € et T uniquement, telle que pour tout z € S\/g/@m)

Y21 £(2)] < Crer lI£ 1, -
Corollaire 11.1. On a donc

Sl|_l|p Y 121 f(2)| < Chre |l fll5

Démonstration. On applique le théoreme avec T' = k, puis on utilise la [proposition 10.2|
pour borner yk/ 2 |f(2)| par une constante sur Sk, et on utilise la |proposition 10.3| , qui
minore || f||, par une constante. O
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Remarque 11.1. Cette borne est donc equivalente & la borne trouvée dans le
lorsqu’on a I'encadrement Mym!'~¢ < (f, f) < Mym!T¢. La majoration de (f, f) sera

démontrée plus loin (théoreme 13.1)) et la minoration est démontrée par P.J. Hoffstein
dans [7].

Remarque 11.2. Ce résultat sur la formule des pré-traces , donne une
borne constante en moyenne sur une bon : Si ( fi)1gi§g est une base orthonormée de
S*(To(m)), on a
/9> " |fi(2)]” < L.
1

On utilise la majoration sur y*h(w, z) obtenue dans la preuve pour le montrer.
Theoréme 11.2 (Formules des pré-traces). Si,z,w € H, alors

1
 3(ps ) (w + pz)

J
hew) 5 2 =G g )

5 pETo(m
ot f; est une base orthogonale de .#*(To(m)), et C), une constante dépendante de k,

qui est fixé ici.

La preuve se fait en deux étapes. D’abord on montre que pour tout w € H, h(-, w)
est une forme parabolique de poids k. Puis on montre que si f € .#*(To(m)) est une
autre forme parabolique de poids k,

(h(-;w), f) = Crpf(—w)

(—1)k/27f
PB(k—1)1"
série L de Rankin-Selberg (h joue le role de la série d’ Eisentstein £ (2)) : h est une série
portant sur des éléments de I'g(m), congue de fagon & ce que lorsqu’on fait le produit
scalaire de Petersson avec f, l'intégrale portant sur I'g(m) \ H devient une intégrale sur
un produit cartésien (ici une intégrale sur H, dans le cas de Rankin-Selberg une intégrale
sur &p), pour laquelle on a une formule simple.

ou Cy = Intuitivement, la formule des traces "fonctionne" un peu comme la

Démonstration. On montre d’abord I’holomorphie de h en z. Soit wg € Het 0 < § <1,
tel qu’il éxiste € tel que B(wg,d) C H+ie. Montrons que la convergence est normale sur
Se x B(wy, d) (on rappelle que Sc = {z € H, —1/2 < Re(z) < 1/2, Im(z) > €}).

On va d’abord sommer sur ¢, d, puis sur les matrices de SL Z ayant ¢ et d en 3émes

b) € SLZ tel que

et 4emes coéflicients. On fixe ¢,d € Z. Soit n > 1. Soit v = (CCL d

lw+vz| <n

“Z+b‘ < n+ |w| donc |a| < L|cz+d|(n+ |w|) < Alez + d|n pour une
certaine constante A dépendant de wqg et ¢ uniquement. 11 existe donc (puisque le choix

de a,c,d détermine 7) une constante A, dépendant de wy uniquement, telle que pour
tout w € B(wop,6), 2 € Se, c,d € Z

On a alors
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# {7 = (Z 2) € SLZ tels que |w+vz| < n} =#E.q(n) < Alcz+d|n

et donc
1 < 1
) T > . k
ot i) w2 T L& 21002 (w + 72)

! (Ezl+z >

— k k
caezz |2 H A" \ g 0y w7210 i em, s )\E.

1 (A|cz+dy +2Acz+d|(n+1))

" imelesrdl | () nt

cay —1

7 lcie+ "t

n>1

qui converge puisque k > 4, d’apres les théoremes de sommation sur les réseaux, d’ou la
convergence normale sur S X B(wy,d), et donc I’holomorphie (en w et z) de h sur tout
H.

Soit v9 € T'o(m). On a

1 5 1
i k ; k
700, 2)" | 5ty T (70, 2)F(w + 7702

h(fyoz,w) = )lc :j(’yo’z)_kh(z7w)v

et donc
oy (s w) = h(-,w).
Soit av € SLy(Z). Pour tout v € Ty(m),
v, 2)(w + 02)| 2 oo,

et donc, la convergence étant normale sur S,

1
‘hlka(27w)‘ = > 2 oo O
y¥€To(m) i(ye, 2)"(w +yaz)¥| v

On a bien h(-,w) € #*(T¢(m)) comme voulu. Cela termine la premieére partie de la
preuve
O

Passons a la deuxieme partie de la preuve.

(my [0+ 72

|
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Démonstration. Soit f € .#*(I'g(m)). On remarque que

v f(2)
(cz + d)k(w + y2)k

v f()h(zw) = Y
v€lo(m)

_ Im(y2)* £(72)

Werzo;m) (w + vz)k

ou l'on a étendu laction de SLg(Z) a —H. Il vient alors

— Im(v2)" f(v2)
Vol =) = /Dro(m) Werzo(m) Wdﬂ
v f(2)

_ >\k
~€Lo(m) 'YDFO(m) ( U}+Z>

z/m/ Y2 f (x + iy) ! dzd
= . (x + iy (—w—i—w—iy)kxy’

ot Dry () est un domaine fondamental pour I'g(m), et donc U, ery(m) YPro(m) = H. La
mesure des bords par du est nulle et le facteur 2 provient du fait que le noyau de ’action
de I'p(m) sur H est {£I}, d’indice 2 dans I'g(m). L’interversion par Fubini est correcte
car y¥ |f(z)| est bornée sur H (on utilise pour y > 1 que f(2) Voo O(e=?™) et pour

y < 1 la bornitude de y*/2f(z) élaborée plus tot).

A y fixé on applique ensuite la formule de Cauchy & %, sur le rectangle
délmitié par —x + iy, —x + i1, x + i1, x + iy. En faisant tendre T' vers I'infini, comme
f est une forme parabolique elle est bornée sur {z, Im(z) > y} et donc la contribution

des segments partants a 'infini tend vers 0, et on a

f(k_l)(%y + w).

/+°° flx +iy) 2im
——dzr =
oo (T —w —iy)k (k—1)!
Puis, avec une intégration par partie itérée (on notera que f(?(z) = O(e~2™) pour
tout d)

L f(w).

k=2 k=1 (24 + w)dy =
/Oy JETY 24y + w)dy 2

Finalement, on obtient que
(=1)*2x

ou Cj, = T3 Si I'on prend f; une base orthogonale de .#%(T'y(m)), on a bien

fi(2) fi(-w)
=C},
; Hszz
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En prenant w = —Z on obtient :

Y R Y !

Hf]” p€lo(m) j(pv Z)k(pz_z)k’

d’ou, en prenant f; = f et en complétant en une base orthogonale,

P =y AP

_||f1||§y'“z 3 1fi(2)P
IIfJHQ

<IBa X v

Ok petoimy 1(P:2)"(pz = %)
Il s’agit donc d’étudier la somme
1 .
e o wp(z) = ‘3(07 2)pz—2)|
pElo(m) Ul 4

D’apres |proposition 10.1& on peut restreindre I'étude de celle-ci & S s J(2m)" Par un

b
calcul immédiat on obtient, si p = (CCL d)

up(z) = ; )b —clzP + (a—d)x +ila+ d)y‘ (2)

Proposition 11.1 (Minoration de u,(z)). Pour tous p € SLa(Z) et z € S\ /3/(2m)

up(z) > \gg

Démonstration. En prenant la partie imaginaire dans on a uy(z) > |a+d|.
e Si a # —d la proposition est vérifiée : a,d sont entiers donc |a + d| > 1

d?+1
C

e Si a = —d, alors ¢ # 0 donc |c| > m puisque m | ¢. En remplacant b = — dans

ona

B+ 14 |z + 2cda
up(z) = cy

|1+ (cx + d)? + Py?
— =
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Notation 3. Pour ¢ > \/3/2 on note

M(z,6) = {p € To(m) tels que |u,(z)| < 6}.

Une bonne magjoration de | M|, le cardinal de M, lorsque 0 tend vers l'infini, fournira,
en passant par une intégrale, la borne voulue.

Proposition 11.2 (Majoration de |M]|). Il existe une constante absolue C, indépendante
k )
de m, telle que pour tout z € S\/§/(2m)’ et tout § € [v/3/2; 00[
|M(z,68)| < Co.

Démonstration. z € S\k/g ) est fixé tout au long de la preuve, mais les constantes

(2m)
trouvées en sont indépendantes. On coupe ’ensemble en deux, selon que ¢ =0 ou non :

My(z,0) = {p = (8 Z) € I'o(m) tels que |u,(z)| < 5}

M, (z,0) = {p = (CCL Z) € To(m) tels que C # 0 et |u,(2)] < 5}

. a b
e Soit p = (O d) € My(z,9). a =d==+1, et avec
up(z) = ‘b:l:;zy <9,

en prenant la partie réelle on obtien |b| < yd, on a donc moins de 2(yd + 1) choix
pour b et deux choix pour a, donc

My (2,6)| < 4(ys +1) < C16(y + 1).

Remarque : § est minorée, C7 en est donc indépendante.
e Soit p € M,(z,9). En prenant la partie imaginaire dans on a

up(2) > a4+ d| donc |a+d| <.

On note que b = %=L of |z + dI> = 2|z + d? + 2dcx. En prenant la partie réelle dans
cela donne

dcy > |ad — 1—02|Z|2+c:c(a—d)’

= (2% |2 + d* 4 2cdz) — d* — cx(a+ d_ad + 1

ez +d* +1 - (a—l—d)(cx—i—d)‘

v

]cz+d\2+1’—\a+d|\cx+d|
> |ez 4+ d* = |a+d| ez +d|,
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donc
lez+d]* <be|y+ |a+d||cx +d|
< (|c|y + |ex + d|)
< V26 |z +d|.
Cela donne

lc| <V25/y et |cx +d| < V/26.

¢ étant divisible par ¢, le nombre de choix possibles pour ¢ est donc inférieur & C29/(qy).
A ¢ fixé, le nombre de choix pour ¢z +d (donc d) est ensuite inférieur & C3d, et le nombre
de choix pour a + d (ce qui conditionne alors a et b) inférieur a Cyd.

Finalement,

M, (2,6)] < C'8%/(qy),

et
M (z,6) < Cryd + C'6%/(yq).

Comme nous avons choisit z € "5'\’““/5/(2 nous avons v/3/(2m) < ylegk, et donc

m)’
M(z,8) < C8.

Passons a la preuve du théoreme :

k
Démonstration. Soit z € 'Sf/(Qm) On
> - ¥ /
pelo(m) ( pelo(m) T ue(2) ©
/ :E>up
k+1
PGFO Va2 T
Va2 okt

< kC / Tlizd;p
V3/2 X

k _
< Cm(\/ﬁm)k L= C(k).

Et donc
[ r@)|_ < e,
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12 Méthode d’amplification

Dans cette section on va exposer une autre méthode pour majorer la norme sup de
z€eH— Im(z)g f(2) ou f est une forme nouvelle de niveau N sans facteurs carrés.
Dans cette section on fixe k£ un entier tel que & > 4 et on utilise les opérateurs de Hecke
normalisés. Notre objectif sera de démontrer le théoréme suivant qui améliore le résultat
de la section précédente :

Theoréme 12.1. Pour tout € > 0 et pour toute forme nouvelle de niveau N sans facteurs
carrés de poids k on a :

k 1l
ITm(2)2 f(2)lloo e N7 fll2,n-

Cela signifie que pour tout epsilon > 0 il existe une constante C. > 0 telle que pour
toute forme nouvelle de niveau N sans facteurs carrés et de poids k on ai :
k
Vz € H,m(2)2 f(2)] < CeN 8% £z

On va avoir besoin de procéder en plusieurs étapes. Pour le moment fixons N un
entier non nul sans facteurs carrés et {fi,..., f;} une base orthogonale de .7%(I'o(NV))
composée de formes nouvelles et anciennes (les élément de cette base sont des formes
propres pour tous les opérateurs de Hecke d’ordre premier avec N et on notera \;(n) la
valeur propre de f; en tant que forme propre de 7'(n)). Enoncons une proposition qui se
base sur la formule des pré-traces.

Proposition 12.1. Soit L € RY, fizé.
On pose :
A={peP,pAN=1,L<p<2L},
et :
A% = {p*,p € A},
On fize ensuite ensuite i € {1,...,J} (et ce jusqu’a la fin) tel que f; soit une forme

nouvelle. On pose :
Vi e AUAZ% z; = sign (\(1)),

et :
VIeN*\ (AUA?),z; =0,
alors on a :
k
el i) k1 —k
Vz € H,Ck Z ‘Z xlA](l” W = Z yll 2 Z Up(Z) y
je{l,...,J} leN* ARY) lEN* peG,(N)

ot on rappelle que C), est la constante ne dépendant que de k apparaissant dans la
formule des pré-trace et ot on a posé :

Vn € N*, y; == Z ), T, = Z Z1, Ty

I1,l2€EN* l1,lo€AUA?
d‘h,lz d|l1,l2
dAN=1 1= bl
1=tz T 42

a2



12 Méthode d'amplification 63

et :

avec pour rappelle :

G|(N) = {(CCL Z) € Mr(Z),ad—bc=1l,aANN=1,c=0 (mod N)}

Démonstration. On a pour tout z,w € H :

M= ) e O T,y I

pElO(N)

Ainsi en fixant w € H quelconque pour le moment et en appliquant 'opérateur de Hecke
T(l) pour I € AUA% & z € H— h(z,w) on obtient avec la formule des pré-traces :

k
[2
; k .2k
’YEFO(N)\Gl(N) ](MV? Z) (w + /"L’Y Z)
wELG(N)

— 5 3 1

; k . 2 \k
Cearnn TR w - 2)

_ () fi(2) f3(—w)
=G 2 Uil

je{1,....J}
Ainsi pour l1,lo € AUA%? on a :

T(h) o T(l)(h(.,~2)(z) =Ck > A ()X ()| £5(2) 7

je{1,...,J} <fj7fj>
lilo .
- T (=5 ) (h(,=2))(2)
> ()

_ CUANEE 1
p3 (d2> Z(N)j(%Z)’“j(v-z—Z)k’
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et donc on a :

el LR Jp— jv? £5(2)P
Ck Z |Z l)‘J(l)| <fjafj> = C Z Z I lz)‘J(ll))‘J( 2) <f],fg)

je{1,...,J} leN* je{l,....,J} l1,l2EN*

_ y2 fiz
S o mEpCr Y Aj(l)A(l )|<f](f;’
l1,lEN* jg{L . } VAR
Z (lllg) 2 1
x,Tl, z
ll,lQGN* UP(Z)
dl|ly,l2
PGGzllQ
Z yll Z ua(z)ili
leN* a€G(N)
ce qui conclut la démonstration. O

A partir de maintenant on conserve toute les notations de la partie précédente. Ce
que 'on vient de faire est de donner "plus de poids" a la forme f; en prenant une telle
expression pour les x;, ce qu’il va nous rester a faire est de trouver la constante L > 0
permettant d’obtenir une majoration optimale de yg fi(2). On a l'inégalité suivante :

Proposition 12.2. Pour tout € > 0 on a l'inégalité suivante :

E oo \2
> = > Jualz)|7F > LHM
leN” a€Gy(N) (fis fi)

Démonstration. Par la proposition [proposition 12.1jon a :

% (o 2 g (2 9
Gl Pl <oy T e iEE

leN® Fofid = ey iene (i J3)
k=1 -
<D lmltT Y lu(2)
leN* pEG(N)

or les \;(p) vérifient \;(p) — Ai(p?) = 1 pour p € A et donc max (|\;(p)], [X:(p?)]) > 3.
Ainsi :

1Dz Ol= D2 X0

leN* IEAUAZ

=D DI+ 1202

leA

1
> Al
2
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et par le théoreme des nombre premiers on a :
Ve > 0,|A] >, L'

ainsi puisque C), ne dépend pas de cas on a notre résultat.
O

Remarque 12.1. Pour | € N* quelconque on admet que G;(N) se partitionne en trois

sous-ensembles :
GZ(N)u = {(CCL Z) € Gl(N)7C: 0,a # d}a

Gi(N)* = {( 2) € Gi(N), ¢ £0, (a+d)? £ 4z},
et :
GI(N)P = {(Z Z) € Gi(N), (a+d)* = 41} ,

ot on appelle G;(N)" les matrices de Gj(N) triangulaire supérieure, G;(N)* les géné-
riques et Gj(N)P les paraboliques.
Proposition 12.3. On note :

M*(2,1,6) = [{p € GI(NY", [uy(=)] < 6],
et :

M*(z,1,6) == [{p € Gi(N)", [up(2)| < d}.

Alors on a pour tout € >0 :

Ay fi M+ M*)(z,1,6
e ECE s S e Y s J2:1.0) 45

(fis fz> v weGT(V) et PLaal

Dans cette démonstration on admettra que si § < 2v/1 alors (M* 4+ M¥)(z,1,8) =0
quel que soit z € H. On trouvera une démonstration de ce fait dans l'article [?].

Démonstration. 1l suffit simplement de montrer que :

. MY+ M*)(2,1,6
ST Y s S [

leN* a€G; (N)UGE(N) leN*

Cela vient du fait que :

k=1 o0 do
D SR TNCTED DD SRR -

leN* a€G; (N)UGH(N) leN* a€GT (N)UGH(N)
h—1 dé
S SR / L5 0 55T
leEN* a€G; (N)UGH(N
s
=Sl k/ L5 fua (2] 7T

lEN* a€G; (N I_IG“( )
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or :

Z 1(52|ua(z)\ = (M* + M“)(z,l,é)
a€G(N)UGH(N)

ce qui conclut la preuve puisque si 6 < 2v/1 alors (M* + M%)(2,1,6) = 0 quel que soit
z € H. O

Maintenant il nous reste a majorer séparément les contributions des matrices para-
boliques, génériques et triangulaires supérieure. D’autre part par la proposition
sition 10.1]il suffit de considérer z dans S 5. A partir de maintenant on considérera que

2N

N3 > Im(z) > %, le cas Im(z) > NF sera traité ensuite. Pour les majoration de
chaque contribution on peut se référer a l'article [13] et on obtient la majoration désirée
en prenant L = N 3.

Pour le cas Im(z) > N % on utilise la méme méthode que Abbes et Ullmo pour
montrer le lemme suivant :

Lemme 12.1. Soit ¢ > 0, soit f € .¥(To(N)) une forme primitive. Il existe une
constante Cy, . telle que pour tout z € Sy—2/3

P21 < GNPt
Corollaire 12.1. On a alors pour tout z € Sy—2/3
v f(2)] < Cre NV £,

Démonstration. On utilise la minoration | f||, >, N/27¢ démontrée dans [7] O

On démontre le Lemme.

2imnz

Démonstration. On note f(z) = >, ane . Avec la conjecture de Ramanujan-

Petersson on a
‘f(2)| < C. Z n(kfl)/2+66727rny
n>1

En suivant la méme méthode que dans Abbes et Ullmo on étudie t — t(h=1)/2+ee—2nty

décroissante sur [ny(N); oo pour tout y > N~2/3 avec

N) = N?/3
ng(N) i
Le reste de la démonstration est proche de celle du théoreme [théoreme 10.1 ]

Ceci conclut la démonstration du théoréeme Ehéoréme 12.11
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Remarque 12.2. La majoration obtenue par cette méthode d’amplification va nous per-
mettre d’améliorer la borne obtenue par Abbes et Ullmo dans le théoréme B de l’ar-
ticle [I]. Cette borne donne une estimation sur la moyenne des éléments d’une base
orthonormée de .7 (I'o(N)) ol on va toujours supposer N sans facteurs carrés. Fixons
{fi,---, fi,91,--.,9m} une base orthonormée de .73 (I'o(IV)) (c’est a dire que pour tout
i,j on a (fi, fi) = (g95,9;) = 1) ou les éléments {fi,..., fi} sont proportionnels a des
anciennes formes de niveau N et les éléments {g1,...,gm} proportionnels a des nou-
velles formes de niveau N (cela revient simplement a normaliser la base utilisée dans la

démonstration du théoreéme [théoreme 12.1]). Alors par le théoréme [théoreme 12.1} on a :
. k -1 -1
Ve>0,Y1<j <m,[ly2g;(2)llc <c NT ™lgjllay = N7

D’autre part on fixe i € {1,...,l} et on pose f l'ancienne forme de niveau N telle que
fi soit proportionnelle a f. Alors, part définition des anciennes formes, on a ’existence
d’une nouvelle forme g de niveau N'|N telle que :

Vz € H, f(2) = g(dz),

ou d est un certain diviseur de % Alors par le théoreme [théoreme 12.1{on a :
k k k -1
[Tm(d2)2 g(d2)||o = d2 [[Im(2) 2 f(2)[loc <e N T lg, gll2,n7-
D’un autre coté dans l'article d’Abbes et Ullmo [I] on montre en Lemme 3.2 que :

(f, fin = (9(dz),g9(dz))n
9(d2)g(dz)y"2dzdy

1
S

N
1
1
= @[FO(N/) 1 To(N)|{g, 9) N
1 [Tg:To(N)]
dk [FO . F()(N,)] <gag>N’
= =9, 9)N
dk Hp|N’ 1+p
1
=gk H (1+p)(g,9)n"-
N
plN’
Ainsi on a : i
dz
||gng2,N’ = 1 ||f>f||2,N7
(Hp\% 1+p)2
et donc on a :
1

;1
1 vafHZN KL N +6Hf,f“2,N-

Tm(2)2 £(2)]|eo <c NG+
( Pl 1+ p)2
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Le résultat du théoréme [théoreme 12.1| est donc aussi vrai pour les formes anciennes.
Puisque f; est proportionnel a f, on a donc :

k -1 —1
M (2)2 fi(2)lleo <e N& T fi, fillow = N7 7.

Ceci est vrai pour tout les élément de la base. Ainsi on obtient la majoration en moyenne
suivante :

k k
Sictt, .y W2 1fi(2)D? + Xjeqr,my (¥2195(2)])?
m+1
qui améliore la borne d’Abbes et Ullmo [1].

< N7t

Les deux prochaines sections ont pour but d’arriver a trouver une borne sur le produit
scalaire de Petersson uniforme sur les formes primitives de niveau m et conclure ainsi la

preuve du corollaire [théoreme 11.1

13 Borne sur le produit scalaire de Petersson

Nous démontrons le théoreme suivant sur le produit scalaire de Petersson, di a
Iwaniec [6]

Theoreme 13.1. Pour tout € > 0, il existe une constante A, i, dépendant de € et du degré
k uniquement, telle que pour tout m sans facteurs carrés, pour toute forme primitive

f Eyk(ro(m))7

<fa f> < A€,km1+6

Remarque 13.1. Dans [7] on montre résultat similaire pour minorer le produit scalaire :
(f, f) > Bem'~.

Remarque 13.2. Cela montre que la borne obtenue avec la formule des traces (théoreme]
11.1)), implique cella obtenue par Abbes et Ullmo (théoreme 10.1)). En effet avec la

formule des prétraces et la borne sur le produit scalaire on a

Y2 F(2)] < Crllflly € Crem/?*e.

13.1 Inégalité inhomogene sur L(x)

On fixe a partir de maintenant une forme primitive f(z) = >-, 54 Y(n)nk—D/2e2imnz ¢

LF(To(m)).

Notation 4 (L(x)). Pour x >0, on pose

On démontre 'inégalité inhomogene sur L(z) suivante :
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Lemme 13.1. Pour tout x > 0
L*(x) < Cc(zIn 3x)? L(x?)

Démonstration. Essentiellement, c’est I'inégalité inhomogene suivante sur les coefficients
normalisés des formes primitives qui permet d’obtenir une inégalité inhomogene sur L(x)
(T(n) désigne le nombre de diviseurs de n). On rappelle le resultat suivant, obtenu dans

le théoreme
Z Yy (d2)

dlk,n
dAm=1

On en déduit i
pp) < X et

d|(k,n)

On effectue ensuite des manipulations sur la somme définissant L(x) :

= ( > a7t |¢<n>12)
1<n<z

(2 ()

IN

2
< 7((k,n k:,n_l/2 P k—n
3 7 (@)t d(% (%)
<N r(dd ™t > 7 (k1) (k)T (kD)
d<z k<%
< ( dyd~ 1) Z n 2 pm)? Y (kD).
d<z n<x?2 kl=n

t(n)

On a utilisé dans la troisieme ligne I'identité ( ’fxz)2 <nY7z? et dans la quatrieme
linégalité 7(ab) < 7(a)7(b).
On majore maintenant 7'(z) et t(n) :

T(x) =Y 7(d)d™!

d<z

“(z)

< (1+1n(2))
< 1n?(3x)
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si 'on suppose > 1. Soit € > 0, d’apres il existe Ce > 0 tel que
7(n)? < Cen®

pour tout n. Il vient alors

< Cent.

En combinant toutes ces inégalités on a démontré le Lemme. O

13.2 Etude de I'’equation fonctionnelle de L
Proposition 13.1 (Résidu en 1). Sur le demi-plan Re(s) > 3/4 la série L(f ® f,s) de

Rankin-Selberg associée a f admet un unique pole, en 1. Celui-ci est simple et de résidu

4m)* (£, F)
(k=1)! m

R=24

Démonstration. Rappelons ’equation fonctionnelle

V(m)

D’apres et la borne sur G obtenue en [proposition 9.4 qui assure la conver-
gence du produit scalaire pour tout s # 0, 1, le membre de droite admet un unique pdle
sur Re(s) > 3/4, en 1, simple, de résidu (f, f). I' ne s’annule pas sur C et ((2s) ne
s’annule pas sur Re(s) > 1/2. L(f ® f,s) admet donc un unique pole sur Re(s), dont le
résidu R vérifie

—2s
( e ) D(s)L(s +k = 1)¢(28)L(f © f.5) = (4m) " H{fG(m-, 5), [).

or —2s
<\/m> T)L(k)C(2)R = (4n)~L(F, f)

donc

O]

Lemme 13.2 (Borne sur la bande 3/4 < Re(s) < 2). [l existe des constantes A, B
strictement positives telles que pour tout 3/4 < Re(s) < 2

IL(f ® f,5)] < m3A(|t| + 1)P

et ces constantes ne dépendent que du degré k.
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Démonstration. On procede en deux étapes : une majoration du produit s(s—1)¢(2s)L(f®
f,s) sur la bande —1 < Re(s) < 2 grace au principe de Phragmen-Lindel6f, puis une
minoration de ((s) sur Re(s) > 3/2.

Rappelons que l'on avait déja justifié dans la preuve du [proposition 9.4 que pour
—1 <Re(s) <2

s(s —1)|G(z,s)] < |s(s —1)G(z,2)|+ Cy .
En utilisant I’equation fonctionnelle de [théoréme 9.3 on a alors

()

qui est manifestement d’ordre fini (on rappelle que 1/I" est d’ordre fini). Sur la droite
Re(s) =2 on a ensuite

[s(s = D(fG(m-,2), /)| + C1
ID(s)T(s +k —1)]

s(s = 1)C(2s)L(f © [, )| <

IC(28)L(f & f,5)| < C(4)L(f & f,2).

La droite Re(s) = —1 donne un peu plus de travail, on utilise l’equation fonctionnelle

pour se ramener a Re(s) = 2. On a avec fthéoreme 9.3

IC(—=1+ ) L(f & f,—1 +it)|

_ , o 2m \ T T2 — i) T(2—it+ k- 1)

- ’4(2 —tL(f @ f,2-it) <m> T(—1+it)D(—L+it+k—1)

(1 — it)(—it)(—1 — i) D(—1 —it) - (k —it)(k — 1 — it)(k — 2 — it)D(k — 2 — it)
T(—1+it)[(k — 2 +it)

<m3Cy

<m3Cs(|t] +1)5,

avec la formule I'(z) = I'(2). Avec le principe de Phragmen-Lindel6f (voir ? ? on a donc,
pour tout —1 < Re(s) <2

C(28)L(f ® f,8)] < m> Ay (Jt] +1)P".

Il existe une constante telle que pour tout s > 3/2,

1
’C(S)‘ <C(|t|+1)
et donc, pour tout 3/4 < Re(s) <2
IL(f ® f,)| < mA(|t] + 1)7.

Remarquons que I’on peut majorer L(f @ f,2) par C¢(3/2) ot |1(n)| < div(n) < Cn'/*
et cette constante C est indépendante de f ou du niveau m. Les constantes A et B ne
dépendent donc que de k. ]
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Lemme 13.3. I existe des constantes C, C1 et Cy dépendantes de k uniquement, et
une constante M > 0 telles que pour tout x > MmC,

C1Rz'/? < L(x) < CoRz/2.
Démonstration. Soit r > B + 1. Un calcul immédiat donne

£ 1o 2) s £ (2.

n n<2x

On utilise la formule de Perron décrite en annexe (théoreme 15.1) avec pour para-

metre r, et abscisse 2.

r!/2+iRL(f®f,1/2+s)8(8+1)”'(8+T)ds§L(a:)

gr!2’“/ CL(f®f,1/2+s) (22)°

d
94iR s(s+1)---(s+7) 5

On va décaler 'axe d’intégration en Re(s) = 1/4. On applique la formule des résidus
sur le rectangle délimité par 1/4 +iT, 2 +4T, 2 —iT, 1/4 — iT. Les parties horizontales

3 B
0 MPA(T]+1)7 7400

2+44T s
/1/4+iTL(f®f’1/2+8)5(s+1)---(5+r)

tendent vers 0. Pour lintégrale verticale de gauche on a la majoration :

1/4+z‘TL Ly 25 ;

/1/4—iT (f& 11/ +S)5(S+1)‘”(5+7“) ’
1/4+iT 1

< m? 1/4/ Alt] + 1)P d

= 1/4—iT (el 1) |s(s+1)---(s+7)] §

— A2m3x1/4.
T—+o00

Le résidu a la valeur

7!
1/2(1/2+1)---(1/247r)

Rxl/? = R2Y2C,.

On obtient donc

1/2 7"'/ L(f® f,s+1/2)z° <
CrB ™ + 2im J1japir s(s+1)---(s+71) ds ()
d’ou

(C./2)Rz? < L(z)
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8|m3A2|4
TCIRT
uniquement (proposition 10.3). On a donc la relation ci-dessus valable pour

pour x > . Rappelons que (f, f) est minoré par une constante dépendant de k

x Z Mlmc.

pour une certaine constante M; dépendant de k uniquement. En répétant 'opération a
droite de L(z) on obtient My telle que pour z > MymC,

L(z) < C'Ra'/?
Ceci termine la preuve du lemme. ]

On peut enfin finir la preuve du théoreme [théoreme 13.1] sur la borne du produit
scalaire de Petersson. En combinant le lemme 13.1] et le lemme 13.3]

C1R?Mm® < L(Mm©)?
< Co(MmCIn3MmC)2L((Mm©)?)
< C'G(Mmce In 3Mmc)2C'2RMmC

d’ou
R < cste(e)m€

et donc
(f, f) < cste(eym'*<.

Quatrieme partie . Appendice

14 Formule de composition des opérateurs de Hecke

Theoréme 14.1. Soit m,n > 1.

Alors on a :
_ mn
T(m)T(n) = 3 d*1T (d2)
dlm,n
dAN=1
Remarque 14.1. Soit f forme modulaire de niveau N de poids k et n > 1.
Alors on a :

k 1 n k nop
Vz € H,T(n)f(z) =n2"" fiow(2) = = - f((d ) 'z>
yeAZn(N) Iy n % (d) 0 d
)AN=1
(gG)Z/dZ
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Pour démontrer le théoréme [5.1] on va procéder en plusieurs étapes intermédiaires.
Montrons d’abord le résultats lorsque m An = 1.

Proposition 14.1. Soient m,n > 1 tels que m An = 1.
Alors T(m) T(n) = T(mn)

Démonstration. Par la remarque on a :

Vz € H,T(m) T(n)f(z) =

c’est & dire :

mn\* n m
Vs e H T T = - Y (52) f<<8 Z)‘(S g))

(m)AN=1
(B)AN=1
Bez/sz
bezZ/dz

ce qui donne enfin :

mn\* nm n
VzGH,T(m)T(n)f(z):% > (da) f<<%5 dﬁdgb5>_z>

dlm
dln
(FIAN=1
(5IAN=1
Bez/5z
bez/dzZ

Or lorsque d parcourt les diviseurs de n tels que (5) AN = 1 et que ¢ parcourt les
diviseurs de m tels que (#) AN = 1 alors dé parcourt les diviseur de mn tels que
(") AN = 1. En effet si v divise mn avec ("2*) A N = 1 alors v se factorise de maniére
unique ¥ = YpYm avec Yn|n et vy, |m étant donné que m A n = 1. De plus puisque
%/\N: 1 et que % et % divisent % alors on a bien %/\N: %/\N: 1. De plus
si dé = db avec les d et les § comme avant alors ;ci etd=0cardAd=dAd=1. Ainsi
orsque d parcourt les diviseurs de n tels que (5) A N =1 et que 0 parcourt les diviseurs
de m tels que (%) A N = 1 alors dd parcourt les diviseur de mn tels que (%) AN =1
une et une seule fois.

D’autre part a d,d fixés dans la somme on choisit comme systéme de représentant de
Z/dZ et de Z/dZ respectivement {0,...,d —1} et {0,...,d — 1}. Alors remarquons que
pourbi)E{O d—l}etﬁBE{O 5—1}onagﬁ—l—b5: B+b§(modd5)
implique b = b et B = 4. En effet si ZB—H)(S B+b5 (mod dd) alors on a % (3 — B)=0
(mod 6) et donc (3 —3) =0 (mod 5) pu1sque A0 =1 étant donné que %|n et d|m
avec n Am = 1. Or puisque 3, 3 € {0,. —1} alors (B—f) =0 (mod §) = £ =4.
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Ainsi il nous reste (b — b)d = 0 (mod dé) et donc (b —b)d = 0 (mod d) avec d A6 = 1
donc (b—b) =0 (mod d) et donc b = b. Ainsi lorsque b et 3 parcourent respectivement
{0,...,d =1} et {0,...,6 — 1} alors 53 4 b6 prend exactement dd valeurs distinctes
modulo dd, c’est a dire parcourt exactement une et une seule fois les restes modulo dd.
Ainsi :

nm\* nm
Wz € H, T(m) T(n) f(z) = % )3 <d) f (( d Z) .Z> — T(mn) f(2)
o
bez/dz

et donc on a bien :

O]

Montrons maintenant le théoreme lorsque m = p" et n = p o p € P ne divise
pas N.

Proposition 14.2. Soit r > 1 et p € P ne divisant pas N.
Alors on a :

T(p) T(p") = TP +p" ' T

Démonstration. On a :

. 1 PN L (% b
Vz e H,T(p")f(2) = — Z (d) f<<8 d)z)
p dlpr

(E)AN=1

bezZ/p"Z

et donc puisque p A N = 1 et que p € P alors (%) A N = 1 est toujours vérifiée si d|p”
ainsi ’égalité se simplifie en :

"y + by + bpt

1 "ty 4 b
Ve H T f(2)=— Y. p0f (W)
P << p
0<b:<pt—1
de méme :
1 z+b
Ve MW = (T + S 1 (5
p 0<b<p—1 p
ainsi :
, 1 1 pr =ty 4 pb 1 . P
TP ) TP f(2) = - >, p' “f( S s Y Py
p 0<t<r p p 0<t<r
0<b:<pt—1 0<b:<pt—1

0<b<p—1

pt+1

)
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Observons la deuxiéme somme, lorsque b; parcourt {0,...,p" — 1} et que b parcourt
{0,...,p—1} on a bp’ + b; qui parcourt un systéme complet de représentant de Z/p'*t1Z
par simple division euclidienne et donc :

1 er) o Ptz + by + bpt 1 wirt) o (P72 + D
Vel o > P()f< R = >, Yy T

0<t<r 0<t<r
Ogthptfl bez/pt+1z
0<b<p—1

et donc en remarquant que r —t = (r+1) — (t+ 1) on a :

1 ity ¢ (P72 4 by + bpt 1 -ty o (P2 4D
VZEH’F Z P )f< P+l :pr+1 Z P 'f

pt
0<t<r 1<t<r+1
0<by<pt—1 beZ/p'z
0<b<p—1

c’est & dire & peu de chose prés T(p"1). Et donc en placant le terme ¢ = 0 de la premiére
somme dans 1’égalité ci-dessus on obtient :

r—t b
Ve e HT() T(0)f(2) = T ) f(2) + — 3 p’“““”f(ptZ;Lt)
p 1<t<r p

thZ/ptZ

il ne reste plus qu’a réarranger cette derniere somme. Puisque un systeme de représentant
de Z/p'Z est donné par les ¢;p'~! + r; lorsque ¢; parcourt {0,...,p — 1} et r; parcourt

{0,...,p""!t — 1} (principe de la division euclidienne), on a :
1 k(r+1—t) Pt by 1 k(r—(t—1)) R
r+1 Z p f t—1 = ol Z p f t—1
p 1<t<r p p 1<t<r P
thZ/ptZ 0<g:<p—1

0<r <p'~'-1

or :

r—t t—1 r—t
vZeH’f<p Z+sz %>:f<p ff”)
P P

dans la somme précédente puisque f € #(I'o(N)) et donc f est 1-périodique. Ainsi le
terme dans la somme précédente ne depend plus de ¢; et donc :

1 el "+ b 1 r—(t—
VZGH,F Z pk( +1 t)f (p - t) :pr+1 Z pk( (t 1))pf (P

1<t<r p 1<t<r
b.eZ/ptZ 0<ri<pt—1—-1

r-1-(t=1) 5 4
ptfl

ce qui se réarrange en :

1 1 ) 41 e p it 4
VzeH,F Z ph(rtl t)f<t>:pk1 Z Pl 1t)f<t

t—1
1<t<lr p
bieZ/ptZ re€Z/ptZ
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c’est & dire :

1 _ Pl + by _ _
Vz € H, e Z pk(T—H t)f <t_1 = pk ! T(p" l)f(z)
p 1<t<r p
b €Z/ptZ
ce qui conclut la démonstration. ]

On montre alors que le théoreme [5.1| est vrai dans le cas ou m = ¢" et n = q avec ¢
un nombre premier divisant N avec la méme démonstration mais en plus facile puisque :

)

I'expression est donc beaucoup plus simple que pour le cas précédent. On montre ainsi :

Vz€H7T(qT)f(Z):ir > f(ztb

q lgbgqr_l q

Proposition 14.3. Vr > 1,T(q") T(q) = T(¢"*1). Et donc ¥r > 1,T(¢") = T(q)"

Ainsi le théoréme p.T]est vrai dans le cas m = ¢" et n = ¢® ol ¢ est un nombre premier
divisant V. On peut maintenant montrer que les opérateurs de Hecke commutent entre
eux.

Theoréme 14.2. La C-algébre engendrée par les opérateur T(n),n € N* que l’on appelle
algebre de Hecke de poids k et niveau N est commutative.

Démonstration. 11 faut montrer que si m,n € N* alors T(m) T(n) = T(n) T(m). Pour
cela remarquons que T(n) et T(m) sont des produits de T(p®) ott p est un nombre premier
en utilisant le théoréme fondamental de l'arithmétique et la proposition
Ainsi il suffit de montrer que si p est un nombre premier ne divisant pas N alors
T(p") T(p®) = T(p®) T(p") quels que soient r et s dans N*. Pour montrer cela on procede
par récurrence sur r et sur les s > r en utilisant la proposition [proposition 14.2| O

On montre alors par une récurrence sur r et sur s > r en utilisant la proposition

[proposition 14.2| et le théoreme que le théoréme est vrai dans le cas

oum = p" et n = p® avec p un nombre premier ne divisant pas N. On montre plus
exactement :

Proposition 14.4. Vr,s € N* tels que s > r on a :

k-1 —2 pa—y
TE)TE) = > pPVTET) = 30 d T,
O<t<r dlp”,p*
dAN=1
ot p est un nombre premier ne divisant pas N

On peut maintenant démontrer le théoréme [5.1] :
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Démonstration. Soient m,n € N*. Ecrivons m = [] pi*- [] q] etn=[] p;" II rﬁ’“
i€ I je J i€ I ke K

avec les 1y, p;, g; des nombre premier et J N K = & ce qui est possible par le théoreme
fondamental de I’arithmétique. Alors par la proposition [proposition 14.1] et le fait que
I’algebre de Hecke de poids k et niveau N soit commutative on a :

T<m>T<n>—[HT@%)T@%]-T 14 II ="

ic T je J ke K

et alors en utilisant la proposition [proposition 14.4] ou [proposition 14.3| suivant que p;

divise N ou non on a :

rotor- TS a0 o ([ 112
i€ 1 g P je J ke K

diAN=1

ce qui se développe en :

k-1 Hlpz ipfi
i€
GRS ol b O ) | B R
d; |plz7pﬁz i€ 1 e T g je J ke K

d;AN=1
iel

et donc par la proposition [proposition 14.1jon a :

ko1 'H[pf"pf“ HJq kHKTf’“
1€ c €
T(m)T(n) = | > [H dz] T T
a; By Lie T H g
dilp; *,p; ic I
dl/\Nzl
i€l

ce qui se réécrit :

k—1
T(m)T(n) = Z LH di] T .HT?

or I'application :

O {(dz)zg,VZEI di|p®, p, d; /\N_l} — {d,dlmn,d NN = 1})
(dz)zel — H dz

i€ I
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est une bijection (cela se vérifie aisément avec les factorisation en produit de nombre
premier de m et n). Ainsi on a donc :

T = ¥ (%)

dlmn
dAN=1

ce qui conclut la démonstration. ]

On démontre ici quelques outils calculatoires. D’abord un lemme étudiant le nombre
de diviseurs de n :

Lemme 14.1. On note d(n) le nombre de diviseurs de n. Pour tout € > 0 il existe une
consante B, telle que pour tout n,

d(n) < Ben©.

Démonstration. Si

n:Hpap,d(n):Hozp—i—l,

peP peP
donc
d(n) H ap+1
e eap In(p)
n peP e
a+1

Maintenant, étudions la suite uf, = —Z555;

p 1
ga _ (1 + 7)6—eln(p) <1
Uy a

— a<

S ) 1 1 pour p assez grand.

E partir d'un certain rang (qui dépend de ), les suites u2 sont donc décroissantes a

partir du rang 1, atteignent leur maximum pour a = 0, et sont donc majorés par 1. Il

ne reste donc qu'un produit fini, dont tous les termes atteignent un maximum pour un
. , . ;4 d(n) ,

certain a donné par la relation précédente. === est donc borné. ]

15 Formule de Perron

Dans toute la section, F'(s) = 3,50 % désigne une série de Dirichlet, et M(z) =
>_1<n<z an la somme partielle de ses coefficients. On démontre ici un énoncé de la formule
d’inversion de Perron, qui permet d’exprimer M (z) en fonction de F(s).

Theoréme 15.1 (Formule d’inversion de Perron). On suppose que F' est d’abscisse de
convergence absolue finie, notée o,. Alors, pour tout ¢ > max(0,0,), pour tout r > 0 et
toute valeur non entiére x > 1,

M) = 23 (1 ”)T_l/c+ioop() a d
& def 1! “n x) 27 Je—ico 5 s(s+1)---(s+71) 5

n<x

ot Uintégrale impropre [“/°° est vue comme la limite de [}
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On aura besoin du Lemme suivant

Lemme 15.1. Soit ¢ > 0, pour tout T > 0, y > 0, on pose

1 c+iT s
Ly, T) = — / Y ds.
C

20w Je—ir s(s+ 1) (s+7)
Siy#1, ona
1 1 T yC
Ly,T) —=(1--)|<—Y g > 1
r(v:T) 7"!< y) — 777+ 1n(y) sy >
y° .
1 < ——— 0< 1
11 (y, )|_7TT’"+1ln(y) s10 <y <

Démonstration. On applique pour cela la formule des résidus au rectangle délimité par
les points b+iT, c+iT, c—iT, b—iT ou b est réel. L’intégrale sur le segment [¢—iT", c+iT]

correspond & I,.(y,T').

Dans un premier temps, si y > 1 : On va faire tendre b vers —oo. Sur le segment

[b— T, b+ 4T,
y° y’
S o
s(s4+1)---(s+r)| = |bp""
donc ,
b+iT s
/ Y ds| <272 -
b—ir S(s+1)---(s+7) b]" T b—o0

Sur les segments horizontaux [b + T, ¢+ iT] et [b—iT,c—iT] on a

s Re(s)

Y
s(s+1)---(s+7r)

< Yy
— Tr+1

donc l'intégrale sur chacune de ces segments est bornée par

C

1oy 1o 4
B P N R
21 Jp TrH1 270 Jooo TTHL 27T+ In(y)

Dans le rectangle, la fonction s — WSM

(on rappelle que ¢ > 0), dont la somme des résidus vaut

r - ' o
Z(_k)(—k—i-l)"-(—l)l><2...(»,«_k,) :7“!<1_.7}> .

k=0

En faisant tendre b vers —oo on obtient bien

nwn) - (1-7) ] <

admet r+1 pdles simples (en 0, —1, - - -

,—T)
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Le cas 0 < y < 1 est similaire sauf que le segment [b — ¢T,b + iT| apporte une
contribution nulle lorsque b tend vers +oo. La majoration sur les segments horizontaux
est la méme. Comme il n’y a pas de pdle dans ce cas-1a, I'inégalité devient

C

Y

LT < —Y
DS o Iy

On peut maintenant passer a la preuve du théoréeme :

Démonstration. Soit T >0et x > 1, x ¢ N.

/C+1T (:L'/Tl)s ds

1 c+iT s
20w Jo—iT s(s+1)~-(s+r e S(s+1)---(s+7r)

I.(z/n,T),

I'interversion étant justifiée par la majoration de I, Obtenue dans le et la
convergence absolue de la série de terme général n(x Tny = = O(%:). On obtient alors,
avec le Lemme,

1 el x5 ¢ & |an, |
— F ds — M, < = —  — — 0
% /C_Z.T (S)S(s+1)...(3+7") y (@) = T nz::lﬂnc\ln(m/nﬂ T—+o0
d’ou le résultat voulu. O
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