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1 Introduction

Le but est d’étudier des suites oscillantes de fonctions. Le probleme se
pose lorsque I'on se donne une équation aux dérivées partielles ou une famille
d’équations. On veut savoir si une suite de solutions de 'EDP ou de la
famille converge vers une solution d’une certaine équation. C’est-a-dire soit
L un opérateur sur 'espace des fonctions bornées (par exemple, % — 88—;2),
soit (ug)ken une suite de solutions de I’équation L(u) = 0. Existe-t-il une

fonction u telle que :

up — u, et L(u) =07

Ou encore soit (Ly)ken une famille d’opérateur (par exemple,
% -1+ %H)g—;, k =0,1...) telle que Ly — L pour une certaine topologie.
Soit (ug)ken une suite de fonctions telle que Ly(ug) = 0. Existe-t-il une

fonction u telle que :

up — u, et L(u) =07

La réponse est non, en général. Lorsque ces convergences ont lieu, encore
faut-il savoir pour quelle(s) topologie(s) elles ont lieu.

De maniere pratique, le probléeme se pose de la manieére suivante : soit
(ug)ren une suite convergeant *-faiblement vers u dans £, soit F' une
fonction, que dire de la suite (F o ug)ren ?

On sait que 'on peut avoir :

Lo . L
U — u, mais ug 7~ u.

La difficulté provient d’éventuelles fluctuations tres rapides des fonctions uy.
C’est le probleme d’oscillations.

Pour mieux comprendre ce phénomene, nous allons introduire la no-
tion de mesures de Young qui apportent des éléments de réponse. Ceci
nous permet de répondre dans le cas ou F' est un produit scalaire ou, plus
généralement, si F' est une forme quadratique. On appliquera les résultats
obtenus aux systemes elliptiques et aux lois de conservation.

2 Mesures de Young

2.1 Quelques bases d’analyse fonctionnelle

Définition 1 (Topologies faible et *-faible) Soit E un espace vectoriel.
On appelle topologie faible sur E la topologie o(E, E") la plus faible rendant
continues les applications x — y(x), V y € E’, et topologie *-faible o(E', E),
la plus faible rendant continues les applications y — y(x), ¥V x € E.



On dit qu’une suite (x1,)ren € EN converge faiblement vers x si

E.E’
Tk o(E,E) x, i.e.Vy€FE, ylx) — y(x), et on note xp — x.

On dit qu’une suite (yr)ren € E™N converge *-faiblement vers y si

BB
y "5y, eV @ € B, yil) — y(a), et on note g > a.

Exemple : Cas des espaces LP,p € [1, 0]
Soient 2 un ouvert de R™ et p € [1, 00]. Soit ¢ €]1, 00| tel que %—{—% =1,
lexposant conjugé de p. V ¢ € (LP(Q)), 3! g € LI(Q) tel que V f € LP(Q),

o(f) = /Q fo

On a, plus exactement pour g € LY(Q2), g — ¢4 = (f — [ [g) isométrique
bijective. On a donc :

Lp
up = u = Vveﬁq,/

ukv—>/uv.
Q Q

L9 .
ur = u * — faiblement <= Yv € Ep,/ ULV — / uv.
Q Q

Le principal intérét de la topologie *-faible est le théoréme suivant :

Théoréme 1 (Théoréme de Banach-Alaoglu) Soit E un espace de Ba-
nach. La boule unité Bg: (et plus généralement toute boule fermée bornée
de E') est compacte pour la topologie *-faible de E'.

2.2 Théoreme d’existence des mesures de Young

Théoreme 2 Soit K une partie bornée de RP et Q un ouvert de R™. Soit
(uk)gen une suite de fonctions mesurables sur Q a valeurs (presque partout)
dans K. Alors il existe une sous-suite, notée (vj)jen, ainsi qu’une famille

mesurable (v;)zcq de mesures de probabilité sur RP, avec supp v, C K, telles

que, si F € C(RP) et F(x) el v, >, ona:

LOO_
Fouv; = F.

Démonstration (uy) est bornée dans £7°(2). Soit D une partie dénombrable
dense de 'espace Cp(RP) des fonctions continues bornées qu’on munit de la
norme || F|| = sup,cps |F(u)]. Pour tout G € D, la suite (G o uy) est bornée
dans £(9), qui est le dual de £1(£2), donc, par le théoréme de Banach-
Alaoglu, (G ouy) possede une valeur d’adhérence pour la topologie *-faible.
Par procédé diagonale, il existe une sous-suite notée (v;);en, pour laquelle :

VGeD, Gov; = lg



On peut supposer que D est un Q-espace vectoriel qui contient une fonc-
tion ¢ qui vaut 1 sur une boule B qui contient K. La linéarité de la limite
dans R? assure qu’il existe une partie négligeable N de Q hors de laquelle
on a:

VFE,GeD, lrp+lg=Ilric
VFeD, qeR, gF €D = qlp =l4r

d
¥FeD, |ip(x)] < [F] Y supuerl F(u)
Pour z € Q \./\/ , on peut donc définir une forme linéaire v, sur D par la
formule < v, F' >=lp(x),VF € D. Elle satisfait :

| <we, > [ < [F] < |[|F].

On en déduit que I'on peut la prolonger en une forme linéaire continue sur
Cp(IRP) satisfaisant I'inégalité précédente. On en déduit que supp v, C K. De
plus, < 1,1 >=< v;,¢ >= 1 de maniere évidente (car [y, = 1), et v, > 0.
Vx € Q, v, est une mesure de probabilité.

Si F € Cp(RP), F =lim F,,, F,,, € D, Vm € N, la fonction z —< v, F' >
est limite uniforme de (x —< vy, F};, >)men, donc la limite presque partout
des fonctions mesurables [, . La famille (v,),cq est donc mesurable.

Pour conclure, soient € > 0 et F' € C(RP), 3G € D tq [F —G] <e.
Sive L), ona:

| Jo (r(x)— < v, F >)u(z)dz| <[ [, (IF —lg)(z)v(z)dz]|
+| o < Vo, F — G > v(z)dx|
< el + limj_o | fQ (F — G) ovj(z)v(z)dx|
< 2¢||v|| g1,V e > 0.

On obtient donc :
/ (lp(z)— < vy, F >)v(z)dr =0
Q
d’ou lp(z) =< v, F > presque partout. [J

Définition 2 Une suite bornée (uy)ren de L converge au sens de Young
vers v € J (ensemble des familles mesurables (x — vy)zcq G support dans
K) si Goup — lg, V G € Cp(RP), avec lg(x) =< vz, G > presque partout.

Proposition 1 Soit (ug)ren une suite de L, qui converge faiblement vers
u et au sens de Young vers la mesure v. On a équivalence entre :
(i) 3p € [1,00[ tq |lug — ullzr(w) — 0, pour tout ouvert borné w C €,
(i) idem avec ¥ p € [1,00],
(iii) Pour presque tout x € ), v, est une masse de Dirac.



Démonstration (i)=(ii) Si u;, — u fortement dans £} (Q), alors la conver-
gence a lieu dans ‘Clqoc’ V1< q<p. Soient ¢ > p et w un ouvert borné de
Q, (ug)ren est bornée dans £, donc on a :

—0
ke — wlleny < ok — ol —
< (2M)"jug — UH%p(w)-

avec9:§§0.

(ii)=(iii) Si uy — u fortement dans £7 (Q),V p < oo, alors

loc

Ll
g, — > 250, |ug, — ul)? 55 0.

De plus, upu — |u|?, donc |ug|? — |u|?, ce qui nous donne pour presque tout
xe):
< U AP >=] <, A> )2

En identifiant A & A — X et |A|> & A — |A]%2. On a donc I'égalité dans la
relation de Cauchy-Schwarz, donc A — A est constant sur supp v,

i.e. il existe v(x) tel que supp v, C {v(z)}. Mais v, # 0 donc supp v, =
{v(z)}. C’est une mesure de probabilité, c’est donc une masse de Dirac.

(iii)= (i) Si vy = 6,(z) presque partout, alors u(z) =< vz, A > = v(z)
presque partout et de méme |ug|? — |ul?, d’ott |ux — ul?> — 0. On a alors :

lim / o(x)|ug (z) — u(z)|*de = 0,Yp € D(Q).
)

k—o0

On a convergence forte de (uy)ken dans L'l?OC(Q). O

Proposition 2 On suppose que u — u et F(u) — | dans L>® *-faible. Si
F est convexe alors :

l(z) > Fou(x)

presque partout sur §2.

Réciproquement, soit F une fonction continue telle que F(lim wuy) <
lim F o wug presque partout, chaque fois que ces limites existent dans L
*_faible. Alors F est convexe.

Démonstration Si F' est convexe de classe C!, si ui, — u et si Fouy — [,
on écrit I'inégalité de convexité Fouy > Fou+ dF(u)(ur —u). Par passage
a la limite *-faible, on obtient [ > F o u. Le résultat s’étend par densité au
cas ol F est continue convexe.

Réciproquement, si F'(lim uy) < lim F ouy, presque partout, chaque fois



que ces limites *-faibles ont un sens, alors F(< v,A >) << v, F > pour
toute mesure de probabilité v sur RP. Choisissant a et b dans RP, 6 € [0, 1]
et v =600, + (1 — 0)d, on obtient l'inégalité de convexité

F(Ba+ (1—0)b) < 0F(a) + (1 — 0)F(b).

O

Remarque : Si uy EINPYEN F(uy) = F(u), alors F est affine. Il reste
a trouver les conditions nécessaires sur les suites (uy)ren pour que cette
convergence ait lieu, c’est 'objet du paragraphe 3.

2.3 Exemples de calculs de mesures de Young

Lemme 1 Soit ¢ : St — R? une fonction mesurable bornée et
ug =l o(kx). Alors :

L !
up =< >= [ o).
0
Démonstration : Comme (uy) est bornée, par convergence dominée, on ne

montre le résultat que pour une fonction test dans une partie dense de £,
on intégre donc contre z — e*™* pc 7.

1 k
. < d
/ 2P (k) da :/ cp(s)em”p% —]:
0 0

1 k-1 .
s d
:/ ©(s) 262””’% szsip;éO, <@ > sinon
0 .
7=0

1
=< >/ P g
0

O

Exemples (i) p(z) = sin (2rx). Le lemme montre que Fouy =< Foyp >,
par changement de variable, on en déduit que :

_
/1= y2

(ii)) p(z) = N si x €]ag;a;q1[,i =0,..n — 1
ounay=0, a,=1.0na:

Vz, va(dy) =

n—1
Foup =< Fop>= Z (aiy1 — a;)F(Ni),
=0



ie.,
n—1

Vi, v, = Z(ai+1 — a;)0y,-
1=0
Cet exemple montre que n’importe quelle combinaison convexe de masses
de Dirac est la mesure de Young d’une suite bien choisie. Par densité, on
pourrait en fait montrer que toute famille mesurable de mesures de proba-
bilité est la mesure de Young d’une suite bien choisie.

Remarque : On voit ici que la méthode des mesures de Young ne tient pas

compte de la localisation des oscillations. En effet, ug(z) = sin(2knz) et
vg(x) = sin(4kmx) ont mémes mesures de Young.

3 Meéthode de la compacité par compensation

3.1 Préambule et définitions

Définition 3 Soit Q un ouvert de R™.
Pour s € R, on note :

(@) = {f € @) [ 1+ IPIFOPE < )
On munit cet espace de la norme

\WmmzéﬂﬂﬁﬂMW%<w

ot f est la transformée de Fourier de f.

Proposition 3 On pose H§(2) = Adhgs ) (D(S2)). Alors le dual de Hg(2)
est isomorphe a H—*(Q)

Définition 4 Siu € £L2(Q), u = (u1,...,uy), on définit divu € H-*(Q) par
la formule :
" Ou;
div u = :
v u Zzl oz,

Définition 5 Siw € L2(Q), w = (w1, ..., w,), on définit rot w € H~1(Q, M,,(R))
par la formule :

def
rotw = (iji — @wﬂlgidgn.



3.2 Lemme Divergence-Rotationnel

Lemme 2 (Lemme div-rot) Soit Q un ouvert de R™.
Soient (vg)ken et (wr)ren deux suites bornées d’éléments de L2(£2,R™) telles
que :

(i) (div vi)ren est contenu dans un compact de H—1(9),

(ii) (rot wi)ren est contenu dans un compact de H=1 (2, M, (R)).

. L2 L2
Si, de plus, v, = v et wy, = w, alors :

Vi Wh — VW
au sens des distributions.

Démonstration Considérons la suite u, € H?(f2) solutions de

—Auy, = wy, sur €
up = 0 sur 092

Puisque (wy,)ken est bornée dans £2(Q), (ux)ren est bornée dans H?(2).
Posons 2z = —div uy, yp = wy — V2. Alors (2;)ren est bornée dans H' (),
etonaVvVl<i<n:

yi = wj — iz
= >, 0j(0iuy, — Ojuy).
D’apres ’hypothese (ii) et la définition de ug, on en déduit que (rot ug)ren
est contenu dans un compact de H' (2, M,,(R)). Et donc, (yx)ren est contenu

dans un compact de £2(9). Quitte & prendre deux sous-suites, on peut sup-
poser que :

1 L2
2z — z dans H (), Yk — Y,

avec z = —div u, y = w — Vz, ot u € H%(Q) solution de :

—Au =w sur )
u = 0 sur 0f)

Soit ¢ € D(R2), on a alors :

/vk.wkgo = / ve(ye + Vi)
Q Q

D’apres ’hypothese (i), on peut écrire :

/ vp.Vzi @ = —/ vV zp— < div vg, 2pp >
Q Q

—>—/U.th z— < div v, zk >:/U.V2Lp
Q Q

8



avec <,> désignant le crochet de dualité entre HZ(Q) et H=1(Q).
Et d’autre part, on a :

/vk.wkwﬁ/v.(y—i—v,z)(p:/v.wgo.
Q Q Q

O

3.3 Généralisation : compacité par compensation
On considére maintenant une suite (uy)ken telle que

EOO
U — U

. L = .
On suppose aussi F(ux) = F, pour F' : R™ — R, continue. On veut
connaitre les informations nécessaires pour déduire que F' = F'(u).
Plus exactement, on se donne un opérateur L :

L:L9Q) — (D'(Q))!

u— Lu

ou; )
(Lu); = Zlaijla—xjy 1<i<I
]7

Définition 6 On définit le cone A de RP en posant :

A={AeRPtgIE€R™\ {0}, Y ayA& =0, V1<i<I}
75l

Théoréme 3 Soit (uy,)ren une suite de L2(Q) qui converge faiblement vers
u dans L2(2). On suppose que (Luy)ren soit contenu dans une partie com-
pacte de l’espace Hl;cl(Q) muni de sa topologie forte.

Soit @ : RP — R une forme quadratique, positive sur le cone A. Quitte a
extraire une sous-suite, on peut supposer que Q(ux) — | vaguement. Alors

[ >Q(u). Si Q=0 surle cone A, alors | = Q(u).

Démonstration On commence par poser V k& € N, v, = up — u, donc
vp — 0. La suite (Lvy)gen est relativement compacte dans Hy,! (). Soit ¢
la forme polaire de Q,

Q(vr) = qlu — up, v — ug) = Qug) + Qu) — 2q(u, ug) = 1 — Q(u),

car w — gq(w,u) est linéaire.
On est alors ramené au cas ou v = 0. On doit prouver alors que [ > 0.



Soit p € D(Q) et wy, = pug, wi — pu =0 et
_ O
(Lwg); = p(Lug); + ; aijz(uk)ja—xl-

La suite des sommes est bornée dans £2(f) et & support uniformément
borné (il est inclus dans celui de ). Cette suite est donc relativement com-
pacte dans H (). La suite des ¢ Luy, I'est aussi, donc la suite (Lwy)ren est
dans un compact de H—(Q). Puis Q(w) = ¢?*Q(ux) — ¢*I qui est positif
V ¢ fonction-test ssil est positif.

On peut donc se ramener ainsi au cas ou supp up C K avec K CC Q.
Quitte a prolonger par 0 hors de €2, on peut prendre {2 = R™. On peut,
enfin, supposer que :

Luy — 0, dans H-1(R™) fort

11 suffit que prouver que :

-1
(ugp — 0, Luy i 0, Q(ug) — 1, supp up, C K) = liminf Q(ug) > 0.

k—o0 R™

Cela prouve aussi que :

liminf/ ©*Q(ug) >0, ¥V p € D(R™),

k—o0

ie. <l,¢? >>0, ce qui donne bien [ > 0, au sens des mesures.

Soit (g )ken la suite des transformées de Fourier des uy :

(&) = / e e Ty, () da.
On a alors :

[ (€)] < llukll 2 v/ AK) < MA/A(K)

ou A(K) désigne la mesure de Lebesgue de K CC R™, donc A(K) < oo.

x — e 2™ET ost bornée sur K, donc

(up = 0) = (VEeR™, a(§) — 0).

D’aprés le théoreme de convergence dominée, on en déduit donc que :

lim Qa1 (£))de =0, V7 > 0,

koo Jigl<r

10



ou @ désigne aussi 'extension de la forme quadratique CP une forme her-
mitienne par : Q(\) = ¢(\,A). On a de plus Luy, — 0 dans H~1(R™) fort
donc : )
11+ €)= Zaz‘jl(@k)j&ﬂm —-0,V1<i<I.
7,5l

Avec la formule de Plancherel, on obtient :

Q(uk(r))dz = Q(1x(§))dE = Q(1x(§))dE + Q(0x(§))dE.

Rm™ Rm™ |§l<r 1€1>r
On a maintenant besoin du lemme suivant :

Lemme 3 Soit Q une forme hermitienne sur CP, positive sur le cone réel

A. Alors, :

Ya>0,3¢c>0/Q\) > —al\* - CZ\ 2250 Gigt Gy

)

et ce, VA€ CPetneR™

Démonstration @) est positive sur A + iA car Q(A) = Q(R(N)) + Q(I(N).
S’il existe & > 0 des suites (A, )nen dans CP et (9, )nen dans R™, unitaires,
telles :

Q()\n) +a+n Z‘ Zj,l aijl(An)j(nn)l ‘2 <0

On peut extraire des sous-suites convergentes donc on peut supposer A, —
A et n, — n, on obtient, en divisant par n et par passage a la limite,
21 @igAim = 0. Dot A € A +iA et Q(A) > 0. Par ailleurs, Q(A,) <
—a < 0, on a donc contradiction. [

Retour a la démonstration du théoréme Soient € > 0, o = M 2
existe un nombre ¢ > 0 tel que :

m,g(g)y%zg—c/l§|> Z\ >l aijl(ak(g))j% \Qdf

€, il

Q(in(€))de > —a /

l§1=r §1=r

> —al|i||%s —c(1+r—2)/§ (1+1¢%) 12\ > @iji(k(6)); % \Qdi

Le premier terme vaut —||ug|%; > —e d’apres Plancherel, et le second
terme tend vers 0 d’apres ce que 'on a vu. on obtient alors :

lim inf Qug(z))dx > —¢, Ve>0

k—o0 Rm

ce qui donne le réultat attendu.
Le cas d’égalité vient du fait que Q) et —@Q) vérifient 'hypothése de posi-
tivité. O

11



4 Applications a la recherche de solutions faibles

4.1 Systemes elliptiques
Soit U un ouvert de R™ et E : M, (R) — M, (R) de classe C! tel que :
V Pe M,R), |[E(P)]| <C1+||P|) (sous — linéarité)
V P,Q € M,(R), P:VE(Q)P > ~|P|? (ellipticité stricte)

ol : est le produit scalaire matriciel. On veut étudier ’équation, issue des
probléemes d’élasticité :
—div E(Vu) =0 (1)

Théoréme 4 Soit (uy)ken une suite de solutions faibles de (1). Il existe €
tel que (Vuy)ren est bornée dans L2° par ey. Soit Vu une valeur d’adhérence
(il en existe toujours par convergence faible), alors u est une solution faible

de (1).

Démonstration (i) Pour tout x € U, soit v, la mesure de Young sur M,,(R)
associée au probleme. On sait que :

Vu= / Ydv, def Y
M (R)

E(Vuy) = E dans £L2°(U; M, (R)).
par sous-linéarité. Il nous faut montrer que :
E = E(Vu).

Comme div (E(Vug)) = 0 et rot(Vuy) = 0, on peut appliquer le lemme
div-rot & vy = E(Vuyg), wgy = Vug. On a ainsi :

Vaug : E(Vup) > Vu: E

au sens des distributions.
Notons que :

E= / E(Y)dv,, E(Vu) = E(Y).
My (R)
Donc Vu : E(z) = an(R) Y : E(Y)dvy, on en conclut :
/ (Y = V) : (B(Y) - E(Y)) dvs = 0.
Mn(R)

(ii) 3a > 0 tel que

Y -Y|<a=|VEY)Y -Y)+ EY)-EY)| <q|Y —=Y].

12



Alors si €9 < «, comme Supp(v;) C B(0,¢), on a |Y — Y (z)] < a.
Donc (cf (7)) :

/ (Y — V(@) VEF (@)Y — ¥ (2))dva

Man(R)

- / (Y — V(@) : (VEY (@)Y — V(@) + E(Y) — E(Y (2)))dva
M (R)

< / 7Y — ?(w)]2dux
M (R)

(iii) Par ellipticité stricte de E, on a :

’y/ Y =Y (z)?dv, < / (Y =Y () : VE(Y =Y (2))dv,.
M (R) M (R)

D’apres ’étape (ii), on a donc an(R) Y — Y |2dv, = 0 pour ¢ < 7.

Ainsi v, = dy = dyy(s), donc :

Vp > 1, [|[Vuy — Vull, — 0,

donc Vuy — Vu ps,
on a la conclusion par convergence dominée, en prenant une fonction test.

O

4.2 Lois de conservation

Considérons, pour tout € > 0, ’EDP suivante :
VzeR, t>0, dut + 0,F(u) = ed*u, (2)

ot F est donnée. Le terme ”ed?u” est un terme de viscosité qui devrait
s’effacer quand € — 0 et donner une solution v de 'EDP :

VeeR, t>0, Ou + 0,F(u) = 0. (3)

Théoréme 5 Si (u)~o est bornée dans L>®(Rx]0,00[), on peut extraire
(uk)gen telle que u* — u € L. Alors u est solution faible de (3).

Démonstration (i) Vx € R, t > 0, soit v, la mesure de Young associée a
(u*)en. On sait que :

VF € C(R), F(u%*) — F,

ot F(z,t) = [ F(y)dvy,.

13



(ii) Soit ® : R — R une fonction convexe quelconque, on pose :

y
Vy € R, U(y) :/ '(s)F'(s)ds
0
On dit que (®, V) est une paire entropie-flux. Alors : ®(u*) — ® et
U (u*) — ¥ dans £*. En multipliant (2) par ®(u.), on obtient :

0P (u) + 0,V (u) = €02 (u) — €@ (u)(Dpuc)? (4)

Soit v = (F(u*),u*) et wy = (®(u*), —W(u*)), div vy = €d?uc cf
(2) et (rot wy)12 = €02®(u) — e®” (u)0, (u)? cf (3). On veut appliquer le
lemme div-rot a v et w.

(iii) Soit f € D(R) une fonction-test. En intégrant ’équation (4) contre
f, on obtient :

< ut) d + € " (uf u))? dx = e®(u) f" ué) ') dx

Si on fixe, dans un premier temps, ® de classe C? et strictement convexe,
comme u° est & valeurs dans un compact, il existe une constante « telle que
®” > «, de plus ® est bornée sur ce compact, soit M un majorant, on a
alors :

ae fi [o f(Opue)? dwdt < [ [o(e®(u) " + U (u) ') dwdt
+ Jo F(@(uc(0,.)) + ®(us(T,.))) da.

Dans le membre de droite, le premier terme converge quand ¢ — 0, le
second est borné par 2M [g | f|dz, donc :

sup/ / ef (0pu)? dxdt < oo
0 R

e>0
donc (/€0 u*)en est *-faiblement bornée dans £2 donc bornée dans £2.
Ainsi (e®'(u¢)0,uc)e>0 est précompact dans £2(Rx]0, co[), donc comme
O (u€)pu = 0, ®(uc), (€02®(uc))eso est precompact dans H (R x]0, 0ol).
De méme, (e®”(u€)(0,u)?)es0 est bornée dans M (R x]0, ocf).
On admet alors (lemme de Murat) que le membre de droite de (4) est
précompacte dans Hy, ! (Rx]0, co).

On a donc : vp.wp — v.aw dans £2°(Rx]0,00[), ot v = (F,u) et w =
(®,—V). D’autre part : vg.wp = [ F(y)®(y) — y¥(y)dvy,. Dot :

/R F)®(y) — yU(y) dvgs = Flo.0)®(z,1) — ulx,t) (. ),
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soit : [p((F(y) = F@,))®(y) + (u(@,t) = y)¥(y))dvzs = 0.
(iv) On fixe maintenant ®(y) = |y — u(z,t)|, ainsi :
V(y) = sgnly — u(z,1))(F(y) = F(u(z,1))).

On en déduit :

(F(u(z,t)) — F(z,t)) /]R ly — u(x,t)|dvy s = 0.

Par conséquent : F'(u(z,t)) = F(x,t) ou vy = 5. Mais comme la deuxieme
possibilité implique la premiere, on a F' = F(u)

(v) Soit v € D(Rx]0, o), alors :

/ / u* v + F(u*)0pv dedt = e/ / ud?v dxdt.
0 R 0 R

Quand k— oo, on a donc :

/ / udpv + F(u)0yv dzdt = 0.
o Jr

O
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